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LGOI NOI PAU

Cubn sach ndy dudc viét lai tr cdc bai gidng ma tdc gid
da trinh bay cho sinh vién hé chinh quy ngdnh Todn & cac
trudng DHSP Vinh ,Dai hoc Hué, Dai hoc Cén Tho va DHSP
Thanh phd HE Chi Minh tir nam 1976 dén nay.

D€ tigp thu gido trinh ndy ,ngudi doc cdn co nhing hiéu
biét vé khéng gian vectd .khéng gian vecto Cclit va mét s6
kién thidc co ban céa mén Dai s6 tuyén tinh .

Gido trinh ndy chi yéu danh cho sinh vién khoa Toan cic
inidng Dai hoc Su pham sau kbi di hoc xong ndi dung
chuong trinh cda phdn Pai cuong .Ngoai ra gigo trinh nay co
thé ding cho sinh vién cac hé chuyén tu ,fai chic va hé dai
hoc hoa .Sinh vién cdc irudng Cao ding Su pham nganh
Toan ciing cé thé dung gigo trinh nay lam tai idu tham khio,
ddc biét cdc gidoe vién Toan céc trudng trung hoc phé théng
€6 thé ding gido trinh nay dé 6n ¥p va cing ¢6 cac kisn
thiic cdn thiét cho viée gi_éng day cda minh .

Gido trinh dugc vidt véi tinh thén tich cc gép phin tham
gia phong trao ddi mdi cdch day va déi moi cach hoc hign
nay cla nganh gido dyc .Sau cac phdn i thuyét ,ching t6i co
néu mgt s6 thi dy minh hoa cdn thist ddng thoi néu lén
nhiing diéu chi y hodc nhén xét b6 ich nham gitp ngudi hoc
gidm bt dugc nhiing khé khan khdng dédng co frong viéc tu
hoc , W nghién cuu d8 di sdu nim viing néi dung cia mén
hoco .



NGi dung cudn sdch gém c6 3 chudng :

- CHUCNG | : Khéng gian afin va hinh hoc afin;
- CHUONG H : Khéng gian Celit va hinh hoc Oclit;
~ CHUONG il : Khéng gian xa anh va hinh hoc xa anh.

Sau méi chudng cdé phin bai tdp nhung chua co 19i gidi.
Sau gido trink ndy ching 16i ki vong $6 ¢6 cudn sdch bai tép
c6 phdn I5i gidi hodc hudng dén .

Dé cudn sach nay duge ra mat phuc vu déng ddo ban doc,
chiing 16i xin chan thanh cam on cac cdn bg bién tdp médn
Todn va cdc dbéng chi idnh dac Nha Xudt ban Gido duc da
déng vién ¢d vil chung t6i rat nhiéu .

Cudn sdch mdi duge xudt ban ldn diu .chdc con cé
nhitng sai sot .Chung t6i rdt mong nhdn dugc y kién gép y
ctla ban doc.

Thanh phé H& Chi Minh thdng 6 nam 1989
TAC GIA



CHUONG |

KHONG GIAN AFIN
VA HINH HOC AFIN

§1.KHONG GIAN AFIN

1.DINH NGHiA

Cho tap hgp A khdc rdng ma cdc phan tid cda né goi 1a diém,
cho V la mét khéng gian vecto trén truong K va cho dnh xa
f:AxA — V duge ki hidu la f{M, N) = MN véi cac diém M, N
thudc A va vects MN thude V.

B& ba (A, f, V) goi la khéng gian afin néu hai tién dé sau day
duge thoda man :

i) V&i moi diédm M thudc A va moi vecto Gthutj)c V ¢6 duy nhat
diém N thudc A sao cho MN = u.

ii) Véi.moi ba diém M,N,P thudc A ta ludn ¢é

MN + NP = MP. |

Khi dé ta néi rang khéng gian afin ( A, f, V) {ién két véi
khong gian wvecto V trén truong K va duge goi tit 1a khong gian
afin A trén truong K. Khong gian vecto lién két V con duge ki hidu
‘la A, duge goi 1A nén cla khéng gian afin A,

Néu V 14 khéng gian vecto thuc nghiala K = R ta néi A la
mot Rhdng gian afin thue, n€u V 1a khéong gian vectg phite nghia 1a
K = C ta néi A la mot khéng gian afin phic. Trong gido trinh nay



chi yéu ta néi vé khéng gian afin thye.
Khéng gian afin A goi 14 1 chidu néu dim V = n va duge ki hidu
dim A = n hay A" ( lién két véi khong gian vecto V"),

2. CAC THI DU

a) Khong gian Oclit hai chidu E” va ba chiéu E* da hoc &
trudng phé théng trung hec 1a nhimg khong gian afin theo thad
tu lién két véi cde khéng gian vecto (ti do) hai chidu V*va ba
chiéu. V*® véi dinh nghia vecto, phép cong veecto, phép nhan
vects vol mét 86 thue da duge trinh bay trong sach gido khoa
phé théng trung hoc.Khi dé ro rang anh xa f thed man hai tién
dé 1) va ii) néi trén.

b) Cho V I1a mét khong gian vecto. Ta diung V lam tap hop
‘A.Khi d6 cdc vecto ctia V duoe goi 1a cac diém ciia A. Véi hai
vectd a, b thudc V ta ¢6 dnh xa f: Vx V- V cho béi -
fta, b)=D - a thude V (vecto b — a duge hoan toan xdce dinh).

Ro rang dnh xa f duge xac dinh nhu trén thod man hai tién
dé i) va ii) nén V tr¢ thanh khéng gian afin lién két véi V.
¢) Cho tap hop R" trong d¢ méi phan ti cua né la mét b
s¢ thuc ¢6 thi {y ma ta se gol 12 nhiing diém va khéng gian
vects V' ma médi vecto x ctia né sé ing vdi mot bo sé thure
{(X1,X2,.,%,) v01 x; ¢ R . Anh xa f duge xdc dinh nhu sau : véi
hai diém A =(aj,as,...,a,) va B = (b,by,....b.) cia R” ta cho dat
tiong tng v mét vecto (by - a;by - ay,.., by - a,) elia V* thi ta
dé dang ching minh duge R” 14 mét khéng gian afin n - chiéy.

3.MOT SO TINH CHAT BON GIAN CUA KHONG GIAN AFIN

a) Véimoi diem M ¢ A thi MM=0.
That vay, theo tién dé i) ta c6 MM +MN = MN do do suy ra
MM =0.
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b) Véi moi diém M\N e Ama MN=0 thi M = N.

That vy, n&u MN =0 va theo tinh chat a) ta c6 MM = 0
Theo tién dé i) ta suy ra N= M.

¢ ) V6i moi cip di€ém M,N € A thi MN=-NM.

That vay, theo tién dé ii) ta c6 MN +NM = MM = 0.

Do d6 ta suy ra MN =—NM.

d) V61 AB,C,D € A tacé AB=CD khi v chi khi AC=BD.
That vay AB=CD AB+BC=BC+CD
N AC=BD
e) V6i ba diém bat ki O,A,B ¢ A ta cé6 AB=0B-OA .
Thét vy, AB=AO+OB theo tién dé ii)
AB = —OA+OB=0B-0A.
4.HE DIEM POC LAP

a)pinh nghia. H¢ m+1 diém A,A,,..., Ay (m > 1) cla khong
gian afin A goi 14 déc ldp néu m vecto AGA L AA, LA A

cia khéng gian vects A 1a hé vecto ddc 14p tuyén tinh. Hé gém
mdt di€m A, bat ki (tie trudng hgp m = 0) ludn duge xem la
doc lap.

b) Chu y. Trong dinh nghia trén diém A, khéng d6ng vai
tro gi dic bigt so véi cdc diém A; khdc. That vay nguwi ta b
thé ching minh ring néu cdc vecto AALAA,, LAA_ djc

1ap tuyén tinh thi d6i vdi mdt i ndo d6 hé m vecto mo JAGA
e BiALL AL 0 AGA | cling doc 14D tuyn tinh. Phdn ching
minh nay danh cho ban doc.

¢) Pinh Ii. Trong khéng gian afin n chidu A" luén ludn c6
nhitng hé¢ m di€m dde 14p v6i 0 < m < n+1, moi hé didm nhidu
hon n+1 di€m déu khong doc 14p.



Ching minh

Gia s V" la khéng gian vects 1ién két vdi khong gian afin
_A“ va {;;} la mét co sd nao d6 cia V*. Vi V" khéng réng nén
trong A" ta c6 thé chon mét diém A, nao d6. Sau dé ta chon ecac
diém A, sac cho K;KF e, v6ii=1 2 .. n Ro rang hé n+1
diém A,, Ai,..., A, 14 d6c 1ap. Ngoai ra néu ta 15y m bat ki cia
hé d6 thi ta duge hé m diém déc 14p v61i 0 < m < n+1.

Néu ta ¢6 mot hé gom p diém Bi,By, ....By vdi p > n+1 thi
p-1 vecto ETﬁg, Eﬁm ,.”,ﬁl—ﬁp cia V" khéng doc 1ap tuyén tinh

vi p-1 > n = dimV". Do dé hé p diém d6 khéng doe lap.

§2. TOA BQ AFIN VA MUC TIEU AFIN

1L.MUC TIEU AFIN

Cho khéng gian afin n chidu A lién két vdi khéng gian
vecto V", Mot tép.hqp ¢é thi td gdm n+1 diém déc lap {E,E,,
Esz,....Eu} ctia A® duge goi la mét muc tiéu afin ciia A*. Diém E,
goi la géc cida muc tiéu, cac dinh E; goi 1a cdc dinh thit i cia
muc tiéu. -

Ta ki hiéu muc tidu afin néi trén 1a {EE véii= 1,2, .., n.

CHU Y. Néu trong khéng gian vectd lién két V" cia A" ta 14y

cde vectd €= E F.véii= 1,2, .., nthile }la mdt co s§ eha V"

va -cd s§ nay duge g(_)i 13 nén cda muyc tiéu {E,; E;}. R6 rang 1a mét
muc tiéu afin chi ¢6 mdt co sé nén duy nhat, nhung nguoe lai véi
mbt ¢o sG | e_; ! ela V" eé thé la nén eta nhiéu muc tidu khde nhau
trong A". Néu ta chon diém O 1a gdc clia muc tidu afin dng véi co
s¢ nén {;i }, khi d6 ta ¢6 thé ki hidu muc tidu afin tuong dng dé Ia

{O;e; } vo1i=1, 2, .., n.



&

2. TOA DO AFIN CUA MOT BiEM
Trong khéng gian afin n chidu A" ¢cho muc tiéu afin {Oe, |.

V6i méi digm X thude A™ ta cé vects OX e A" va do do c6 duy
nhat nn phan tif cua trudng K sao cho ;

OX =xX10; + X9 +.. +x,8, .

Bé n phan i (%1, Xa,..., X} ¢ thit ty d6 duge goi la toa do
cua diém X déi voi myc tiéu afin di chon.
Nhu vay toa dé afin cda mdt diem X d8i véi mue tiéu afin

E,;Ei} da chon 14 toa dé cda vectd B, X d6i véi co sé nén fe .
O 5 4] L

Tacs EX =xEE +xEE, +. + x,JETFJu

R& rang la ing v6i moéi diém cho trude, doi véi mét muc
t1&u afin xdc dinh nao dé, ta ¢6 mét toa do afin xdc dinbh va
nguoe lai véi mdi bd n phdn tif ¢6 thd tu cia truong K 1a (x,,
Xo,...,%,) duge chon lam toa dé afin cia mét diém X thi diém X
hean toan duge xdc dinh.

Theo dinh nghia trén déi véi muc tiéu afiniE;E;! diém E,
cd toa db afin 1a (0, O, ..., 0) con cdc diém E; ¢6 toa d6 afin la
(0, .., 0,1,0, .,0) trong dé s6 1 n&m & vi tri thi i, cdon cdc s6 khac
déu bing 0.

- Néu ( xy, x3,...,%,) 14 toa d§ afin cia mot diém X a6 vdi muc
tiéu afin {O;(:.; ¢ ta ki hiéu X ( x4, Xs,..., x,,} hay X = (x1,Xs,...,%,))

hoae Xix;) hay X = {(x)).

Chi y ring néu X = ( xq, Xo,..., %,) va Y = (¥1, Y250, ¥) thi o
XY = OY - OX '
={y, — x7) é—]‘ + (y3 — X3} ; + .o+, — X.l};

i

Vay vecto XY doi véi cu s6 {e; | cua khong gian vecta A" ¢6

toa do la (XY = (y; —~ x4, ¥2 — 2,00, Yu — Xa)-



3. DOI MUC TIEU AFIN

Trong khéng gian afin A" cho hai mue tiédu afin {EU,LH vi

{E'wE'} 14n luot ung vé hal co s& nén 13 be, t va {e.I §ovdi
1 =1,2,..n. Gid s cde diém E; cé toa d6  do6i véi muc tiéu
{ELE: 1a -

I

Ei=t(a;,a, a8, VEI1=0,1,2, . n
Ta ¢6 ma tran chuyén C ti co sd ¢ F‘1 } sang co s8¢ {E K’}
la :
Ay =dop B3 =~ Ay, —ay,
oo [P TR Ay oAy, —ay,
I
Law =00 A —ag .. Apg ~ Ay

Ma trén C cing goi la ma trdn chuyén tr muc tidu {EE;!

sang muc tiéu {E';E'}. R6 rang € 14 ma tran khéng suy bign vi
det C = 0.

Ta chd ¥ ring néu cho trude muc tiéu {E,;E;! vA muc tiéu
'E'ESY thi ma tran C hoan toan dugc xdc dinh. Nguoc lai néu
cho trude ma tran chuyén C va toa do mot diem E’, nao dé cia
muc tiéu {E'0;E"} déi véi muc tiéy {EyEi} cho trude, thi toa do
cde digm E'; con lai clia muc tiéu {E'GE ] duge hoan toan xdc

dinh.

Bay gio gid st X Ja mét didm nao d6 cha khéng gian afin
A" va lan lugt ¢6 toa @6 d6i véi mue tiéu {EGE;} va (E':E": la
(X5, X2,.., Xy) VA (x],%,,...,%x, ) .Ta hay tim su lién hé gira cac
toa do (x) va ( X; } noi trén cda cting mot diém X déi véi hai nuce

tiéu khae nhau.

Ta c6 : E,X =E K +E.X (1)

|

b
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N&u ta goi (Z,Q,...,Z) 1a toa dd cha vecto E.X ddi véi co
s¢ {E,E, } thi tir (1) ta suy ra :

- - - -

X 8] Xq

X3 gy Xy

= " |+ (2)

_an _aﬂn_ _En

-

Néu goi [ x], {a,], [% ] 14n lugt 13 ma trdn cot toa dé cla cde

veets B X,E By, E;X ddi vdi co s {8;} = {E,E, } thi cong thic (2)
c6 thé viét gon la :

[x] ={a,] +[X] (3)
Vi (X,,%y,..X,) va (x,, x'g,...,x'n) lé_hai toa d§ cila cing mdt vecto

[

E;X déi véi co sé {E,E,} va {E.E,} nén theo cong thic déi co sg

tit {E.E;} sang {E,E; } v6i C = [¢y] 1a ma trén chuyén ta cé :
[R]1= C*[x]
trong d6 C* 12 ma tran chuyén vi cia ma tran C.

Két hgp (3) va (4) ta c6 :

[x]=la] +C'[x'] hay |[x]=C [x]+]a,] (5)

(4)

Ta chi ¥ ring néu C 12 ma tran chuyén tit co 8 {E,E,} sang

ed 6 {EGE;} thi C” 12 ma trin chuyén ti {E,E]} sang(E,E,}.
Do d6 tir céng thife (5) ta ¢6 -

T ) ®

- Cdc cong thic (5) va (6) goi 1a cong thie déi muc tiéu toa do.
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§3. CAC PHANG TRONG KHONG GIAN AFIN

1.DINH NGHIA

Cho khong gian afin A lién k&t vé6i khong gian vects A.
Goi 1 1a mét diém cGa A va « 12 mét khdng gian con ciaA.
Khi d6 t4p hgp nhimg diém M thudc A sao cho IMthude a
dugc goi la cdi phdng afin a di qua diém I va ¢6 phuong lé &

o= {Me AMe &

Né&u o ¢6 s§ chidu biing m thi « goi 1a cdi phing m chiéu
(duge goi tdt 12 phdng m chiéu) hay con goi 1a m- phdng.

Nhu vy 0 - phidng chinh 1a diém,l - phing goi 12 duong
thdng, 2 - phing la mdt phdng con n - phing cia khéng gian
afin n chiéu A" chinh 1a A" . N&u dim A = n thi (n -1) phang
con duge goi 12 siéu phdng cda khong gian do.

CcHU Y. Trong dinh nghia cia cdi phéng néi trén, diém I
khong déng vai tro gi dac biét so véi cdc diém khdc cda phing. -
That vay gid st a 12 cdi phing qua I va K 12 mot diém nao dé
cha o. Didu dé e6 nghia 1a IK e «. Bay gid diém M ca khi va
chi khi IM e dhay khi va chi khi IM - IK <& tic la khi va chi
khi KM e q. |

Bigu d6 chiing t6 diém K c6 thé d6ng vai trd cla diém L
2. PINH Li

Néu a la m-phdng cia khéng gian afinA va c6 phuong o
thi o la mdt khéng gian afin m chiéu lién k&t v6i khéng gian
vectd a.
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Chiing minh

Gid sif « 12 m- phing di qua diém I va ¢6 phuonga. R
rang « khéng rong vi né chia diém 1.V&i moi cap diém M,N ciia
o ta 14y vectd MN thudcA Fa c6 MN = M, N} ¢ A Theo dinh
nghia cua « thi M e« JIN e cx tir dd suy ra MN € o . Viy la vcn

moi cap diém cd tha tu MN ta ¢6 mot vects tuong dng MN e a.
Ta cd dnh xa :

fliaxa - o
Anh xa f'nay théa méan hai tién dé 1) va ii) cia khéng gian
afin, Tién dé i) dung vi duge suy ra tir dinh nghia cia phéng,
con tién dé ii) ding vi n6 ding trén toan bs khéng gian afin A.
Vay (o, f", @) la mot khéng gian afin m - chidu lién két véi
khéng gian vects a -

3. PINH LI

Qua m+1 diém cha khong gian afin A ¢6 mot va chi mét
m-phing {m 2 0).

Chiing minh _
Gia su A, A, .. A, 1a m+1 diém ddc lap ciia khéng gian

afin A lién k&t véi khong gian vectoA. Khi dé hé
AA LA A, LAA la hé m vectd doe lap tuyén tinh. Goia la

khong gian vects con cia A nhén m vecls dé 1a co sd. Bay gio
goi o la cai phing di qua A, ¢6 phuong la a. Vi A_OK] €« nén
Ajeavdi i=1, 2,.., m Vay a 14 cdi phang di qua m+1 diém
doc 1ap da cho va ta dé dang chimg minh duge cdi phing dé la
duy nhat.

Hé qua. m+1 diém cda khéng gian afin A 14 doc lap khi va
chi khi ching khéng cing thuge mét ( m — 1 ) -phdng (m 2 1),



CHU Y. Vi o la mét khéng gian afin m - chiéu lién két vdi
khéng gian vecto con o céd s§ chidu bing m nén ta c6 thé ki
hidu o = A™ v o0 = V™,

4. PHUONG TRINH THAM SO CUA m - PHANG

- a)Lap phuong trinh. Trong khéng gian afin n chidu A" lién
két v6i khang gian vects V* cho m - phing A™ x4c dinh béi
m +1 diém d6c lap A, A,,....A,, cho trude. Gia si déi v mot
muc t1éu da chon 1a {E;E;}, cdc diém AyAL. LA 6 toa d6 A

A= (a;),a;5,..,a;,) véii=0,12 .. m.

Gol V7 la phuong cia A™ nhan m vecto AAL AA,,
A A, lam co sd. Do dé:
XeA"o A X e V™

[

© AX =t AA+BAA+  HLAA (D)
val ty, tg, .ty thude trudng K .
Néu (x1,%3,...X,) 12 toa do afin cia diém X thi phuong trinh
(1) & trén c6 thé viét dudi dang ma trdn nhu sau :

IX] - {ao] = t1({5‘1] - lao]) + t2([a?.] - [ao]) + .. +tm(lam] - taol) hay

(x] = til[ay] -~ [a,]) + to({ag] - [ao]) +.+tm([am] - 1a,)) + {a,] (2}'

Phuong trinh (2) duoe vist duéi dang toa d6 nhu sau :

Xi=tila;, ~a, )+ tolay, ~a,, ) + . +Hmlan; —a,,) +a,,

véii=1,2 ., n (3)

Hé phuong trinh (3) gdm c6 n phuong trinh duge goi la
phuong trink tham sé ciia m - phdng da cho va céc s§ t,ts,...,t

m
goi la cée tham sé.

V6i mt bo m s6 (ty,ty,..,t,) ta cé mdt bd n s (x1,%, .,x,) 2
toa dé cha mét diém X nao dé thusc m-phdng A™ da cho.
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Ta can chd ¥ riing vi hé m vecto Al.JAl,AUAz.,..,K;Km doc
lap tuyén tinh nén tir cde hé s6 caa phuong trinh (3) ta lap duge
ma tran M ¢6 n hang, m ¢4t va c6 hang biing m

451785 Ay —84; .. Ay -a,
M = 819 _302 Qg _302 s 8y — 302
Ay — g, ag, 84, . 8, —8,,

b)Pinh Ii . Néu cho hé phudng trinh m tham s6 ¢6 dang :
X = tlbli + tgbgi +... + tmbmj + bm’ (4)
viéii=1,2 .,n
trong dé ma trdn B = [b;] vdij=1,2,.. m
: i=1,2...n

¢6 hang m thi déi véi mét muc tidu da chon {ED;Ei} cda A", hé
phuong trinh (4) 14 phuong trinh coa mot m-phing hoan toan xac
dinh.

Chiing minf -

Ta hay xét m+1 diém B,, B}, B,,... B, cé toa do6 nhu sau :
Bu = (bn'ls bo EEEEREY b(Jn }
Bi = (by) + byp, bia + byy,..., by, + byn)

B = (hinr + boy, oz + Dogyeeeobynn + bog)
Ta dé dz‘mg nhdu thdy ridng -khi d6 hé m vects
B—OJ‘BI,B_;Ez,,..,B—‘OBm doc lap tuyén tinh vi ma tran B = [bii] néi
trén ¢ hang bing m. .

Tt d6 ta suy ra hé m+1 diém B,,B,, B,,...,B,, dde lap. Néu ta
viét phuong trinh tham s& ciia m - phing xdc dinh béi m+1 “diém
B,,B1.Bs, ... \B,, d6 thi ro rang ta duge hé phuong trinh (4). Vay hé
phuong trinh (4) la phuong trinh tham sé ciia mdt m - phang afin
cta khoéng gian afin A".
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¢)Thi dy: Véi truong hogp m = 1 ta ¢6 hé phuong trinh tham
s6 cua dutrng thang trong khong gian afin n chidu la :

xy = tlb; — a;) + ay
X3 = t(bg - 32] + A

X, = by - a,) + a,

D6 1a phuong trinh tham s6 cia dutng thing di qua hai
diém A = (ay, ay,..., a5} va B = (by, by,..., b,). Dudng thing nay di
qua diém A va c¢6 phuong la khéng gian vects mét chidu sinh
bdi vects AB = (by — a;,bs — as,... b, — ay). '

5PHUONG TRINH TONG QUAT CUA m - PHANG
TRONG A"

a)Lap phuong trinh t8ng quat.Trong khéng gian afin A™ cho
mét m - phdng ¢6 phugng trinh tham s dang (4):

X = tqbn + tgbgi +... + tmbmi +boi (4}
viii1=1,2,.., nvama trdn B = [b;] ¢6 hang m.

Ta hiy xem hé (4) 1a hé phuong trinh véi cdce 4n 1a tq, to,...,
tm. Theo gia thiét ma tran hé sé cta cdc 4n la B ¢6 hang m nén
ta c6 thé chon trong n phuong trinh cda (4) m phuong trinh déc
lap. Khéng lam mat tinh chat téng quat, ta cé thé gid thiét m
hang dau la ddc lap. Khi dé chung ldp thanh mot hé phuong
trinh tuy&n tinh vt m &an 1a ty, te,..., ty ¢6 dinh thie hé s6 khée
0, do d6 né ¢6 nghidm duy nhat. Ta tim duge gid tri cia cdc dn
ti, ta,..., t, bidu thi bac nhat déi.véi x,, Xg,..., Xm va thay thé cdc
gid tri dé vao n-m phuong trinh con lai cia (4) ta duge hé
phuong trinh c¢6 dang béc nhat 481 véi cdc bién xi,Xo,...,Xm,

'xmﬂ,.“,xn va ¢6 dang : '
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ir CgXj+e; =0, i=12..n-m ‘ (5]

=

Hang eta ma tran |¢,;] bing n - m wi trong hé (5) cde hé s¢
¢ Ung voi bién x,,,; ¢ hang dau bing 1, vdi bién x,., & hang
thy hai bing 1 .., vdi bién x, ¢ hang thi n — m cing hing 1. Ma
tran hé s6 cua phuong trinh (5) ¢4 hang bang n - m vi ¢6 dinh
tlhiic con capn - m ung vdéi edc bién Xioa 15 Xes2s. . X, 14

oo .o q
010 .0 0
) =1=0
000 .. 0 1

Tém lai ta da chimg minh rang : Mé; m - phdng trong
khéng gian afin A" dugc bitu thi bing mdt hé phuong trinh
tuyén tinh véi cde bidn trXo Xy VA 6 hang bdng n - m.
Phuong trinh dé 801 1a phuong trink tong qudt ciia m - phdng.

Nguoe lai ngudi ta ching minh duge ring: Mdi hé phueng
trinh tuyén tinh véi cdae bién X1Xpe X, UG €O hgng n - m déu
bicu thi mét m-phdng hoan toan xvde dinh elda A",

b}Nhan xét. Mé: siay phéng trong A" ing vdi m = n -1) ¢6
phuong trinh téng quat dang :

X3 + Xy +.4a,X, + b = 0 Win-m=n-n+1 =1)
trong dé hang cia ma tran (ay, ay,..., a,) bing 1 tdc 1a «6 it nhat
mot a; = 0, :

Mat khdce vi méi m - phing co phuong trinh téng quat 1a
mét hé gém n ~ m phuong trinh tuyén tinh ¢6 hang bing n - m
nén ta suy ra :

Trong khéng gian afin A® mdi m - phing déu c6 thé xem
nhu 14 giao cia n -~ m siéy phing (¢ day "giao " hidu theo nghia
cua li thuyét 1ap hop).

. . : |7
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¢)Thi du. Trong khong gian afin A" véi mot muc tiéu afin cho
trude cho mét phé”ing o di’ qua didm M 12,0,1,0,-1) ¢c6 plmdngauhs‘;n
{5, b } 14 hai vecto ¢o sg trong dé

a=e; +e, +2e5;+6,+e5, bhwe +2e, +ey—2e, +3e;

Hay lap phuong trinh tham sd va phuong trinh téng quat cia it
phing a.

Gias

M(x),%0,X4,X4,X5) € &0 < M01\71 = 't1;+ t2l;

(%, -2 1] 1
Y| x, -0 1 2
= Xg-1li=t,]2|+ty] 1
x4 -0 1 -2
| x5 +1 1] | 3 ]
X1 = 2+ tl + tg . (1)
X2 = t, + 2t2 {2)
> X3 = 1+ 2[31 + tg (3}
Xq = t1 - 2t2 (4}
X5=—1+t1+3t2 (5

Phuong trinh tham sd cia phiang o la hé gém 5 phuong
trinh noi trén. '

T (1) va (2) ta tinh duge
th=2x - x— 4ty = xp— X1 + 2.

Thay cdc gid tri nay vao ba phuong trinh cwdi (3), (4), (5) va rit
gon ta duge phuong trinh tdng qudt ciia mat phing o la :

3% — X3~ %3-5 =10
4X1—3X2—X4—8 =0
X1 — 2%0 4+ X5 — 1 =0

Mat phéing « la cai phing 2 chiéu nén phuong trinh téng



quat cda a 1a mot hé phuong trinh tuyén tinh c6 hang bang
5- 2=3. ' |
CHU THICH. Do céach khir cde tham s& ti,te t0 nhimg edp
phuong trinh khic nhau nén phuong trinh téng quét cia phing
a duge biéu thi bing nhimg hé 3 phuong trinh khéng gisng
nhau. Tt phuong trinh MM = tia+ Lgl;-ta suy ra

Xeo & X = tja+t,b hay [x] = ti{al + tofb]

ta duge phuong trinh cia phuong o trong d6 a va b 13 hai
vecto cg s6.

6.VI TRI TUONG DO1 CUA €AC PHANG TRONG A®
a)Dinh nghia. Trong khéng gian afin A™ cho p-phing AP c6
phuong 1a V* va q -phdng A? ¢6 phuong 12 V9.Ta gid st p < q.
Can cd vao phuong chung VP ~ V3 va diém chung AP ~ A% ta c6
vi tri tuong déi clia hai cdi phang d6 nhyt sau :
o) Néu VP ~ VI = {0}

* va néu AP ~ A% = @ thi AP, AY ¢6 7 didm chung duy
nhdt. : _ ' '
* vanéu A* n A% = & thi A®, A%goi 1a chéo nhau (hoin
toan).

B) Néu VP~V = V" véi r > 0, khi d6 ta néi ring hai cdi
phing A®, A% c6 r phuong chung (hay A® cing phuong véi AY).

*Neur<pvanduAP n A%+ @ ta o6 giao cda ching 1a
mot r - phdng ¢6 phuong V* (14 mét dinh 1i duge xét sau).

* Néur < p va ndu AP ~ AY = 3 ta noj ring AP, AY

khong c6 di€m chung va c6 phuong chung (¢é thé xem ching
chéo nhau khéng hoan toan).
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« Néu r = p tie la VP < V3 ta néi ring AP cing phuong
vGi A% va néu A” ~ A% = @ ta noi ring A® bi chua trong A°
(AY < A% con néu AP ~ A% = @ ta ndi AP song song va1 A" va
néu p = q ta néi rang Af va A% song song véi nhau.

Ta c6 bang tém tit sau day:

VP VI=V >0 VP A VI= {0}
A"NAY 2T |r<p<q: AP~ AY 1A cdi |
phing ¢ phuong V" AP AY =1 diém

r=p<q:Af c A"

APNAY=@ |r=p<q: AP/ véi Al
r=p=oq:A°P/ A A® va A% chéo
r<p : AP, A% chéo nhau (hoan tean)

nhau khéng hoan toan

v) Téng A® + A% 12 giao cla tt ci c4c phing chda A® va

A% Can luu ¥ ring kh4i niém téng cda hai cai phAng khdc véi
khdi niém tdng hiéu theo nghia tap hop.

b) Binh li. Giao cha hai cdi phidng « va B ho#c 12 tap réng
ho#c 14 mot cai phéng ¢6 phuong 1a on ﬁ

Chdng minh : _

Néu o n B # @ thi ching ¢6 it nhat mot diém chung 1. Mat
diém M e a B khivachikhiM e a va M e B tiic IM e ava
IMep.Dodé IMea ~[. Ta biét ring o ~pla mdt khong gian
vecto y nao dé. Nhu vay . M B 14 cai phing v cé phuong 1a
Yy =anp.

Hé qua : Tong o + $ cla hai cai phdng « va § 13 mét cai
phing.




¢) Pinh li. Hai c4i phidng o v B cit nhau khi va chi khi véi
moi difm A e va moi di€m B P ta c6 I.Bea+-[§.

Chung minh

Néu o va B cdt nhau va M la mét diém chung cia ching thi
AMea va ﬁeﬁ Do d6 AB = AM + MB ea+ﬁ.

— -

Nguge lai néu E_’Bea+§thi AB=u+v trong d6 ueo: v E-é.
Trong o ta 18y M sao cho AM = u, trong B ta ldy diém N sao cho
BN = -v khi d6 AB = AM - BN tiic AB+BN =AB-v = il = AM .
Vay AN = AM, ta suy ra hai diém M va N tring nhau va la diém
chung cta a va p.

7. DPINH LI VE sO CHIEU CUA TONG VA GIAO CUA HAI

CAI PHANG

Trong khéng gian afin A® cho hai cdi phing o va p lan lugt c6
phuong la o va E:
a) Néu o va B cit nhau thi :
dim(¢ + B) = dima + dimp - dim(ax ~ B)
b) Néu « va p khéng cét nhau thi:
dim(a + B) = dimo + dimp - dim(a ~B) + 1
Chiing minh
Néu o va B cdt nhau thi giao o ~ B la cai phéng c6 phuong
orp. Ta 18y di€m I thubc a ~ B va goi v 1a cai phing qua I va c6
phuong 14 v = & +B. Can ching minh y = o + B. Gia sit c6 mot
phing y chia « va B thi né phai chia diém I va phuong eciia né
phai chia o va B tdc chda o + B Néi cach khéc y phai chifa y.
Tir d6 ta suy ra y 1a phing téng o + B. Vay :
dim(a +B) = dim(a + ) = dima + dimp - dim(a ~B)
= dima + dimp - dim(a N B)
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Bay gi¥ gid st « va B khong cit nhau. Theo dinh li ¢ & muc
6 trén day c6 mot diém A ea, ¢6 mot diém B € B sao cho
AB ¢ o + B. Goi §la khong gian vecto mot chidu sinh ra bai
vecto AB. Ta ldy mét diém E nao dé cla a va goi v 14 cdi phing
di qua diém E ¢6 phuong la v = (a + p) @ 5. T4t nhién phing |
y chita «, chita 8 va chita dudng thdng qua A va B. Gid st v la
cii phang khde chita a va chita B thi ¥ di qua diém E va phuong
vy cla ndé phai chda o, ﬁvé\ 5. Tit dé suy ra ¥ chia y va ta
chiing minh dugc y =« + . Viy :

dim(e + B) = dim[(a + B)D 5] = dim(x + p) +dims

= dimo + djmﬁ - dim(ar\f}) +1
= dimot + dimp ~ dim(a ~pB) + 1
Vay dinh li d3 duge ching minh.
8. DINH LI ' _

Mét sidu phing A™ va mot m-phéng A® (1 <m <n — 1)
thi hosic A™ cting phuong véi A™! hosic A™ cit A® ! theo mot
(m-1) - phéng.

Chiing minh

Néu A" ' va A™ ¢6 diém chung thi ¢6 thé xdy ra hai trudng
hagp :

a) A™ c A" ' : khi d6 A™ cing phudng voi A™ . _

b) Néu A™ < A" ' thi A™ + A" = A" va ap dung cong thic
a)cia dinh 1i 7 ta c6 : '

n=m+n-1-dimA® ~ A"}

Do d6 dim(A™ A" = m-1
Vay A" ! va A™ cit nhau theo mt (m-1) -phéng.
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N&u A™' va A™ khéng c6 diém chung thi 4p dung cong thitc b)
cua dinh 1 7 ta ¢é :

—_—

n=m+n- 1+l-—dim(A™ nA" 1)

Ta suy ra dim (A™ ~ A1) = mtie la A™ < A™!
Vay A™ cung phuong véi A" ™!

o d > - -~ /?
§4.TAM TI CU CUA MOT HE PIEM
1.DINH Li
Cho hé k diém P,,P,,...,Py cia khong gian afin A va k phédn td

. I
Avhg,.... Ak thube truong K sao cho Y A; # 0. Khi dé c6 mot va chi
) i=1
mét diém G € A sao cho :

Ching minh

Lay mot diém O tuy y cGa khong gian afin A thi diém G xdc
dinh bai:

k '_, - ke — -
PHLCPi=0 o ) (OP; -0G) =0
i=1 i=1
k k
= Y0P = (1)
i=1 i=1
N 1 k.
Dodé: |OG=———2 40P ' (L

Zli i=1

i=1

Vay di€ém G ton tai va duge xac dinh duy nhat do biéu thic
(1) & trén.
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2. DINH NGHiIA

Diém G néi trong dinh li trén day dugc goi la tam ¢ cu ciia
hé diem P; gdn véi ho hé s6 A,

Trudng hgp dac biét néu cic X; bang nhau, diém G goi la

trong tdm cia hé diém P, P,,..., P,.
CHU Y :

k
a}) Néu thay cdc hé s8 A Aa,....h, vOi Dk = 0bdi ki,

i=1

kz,..., ki, véi k € K - {0} thi tim ti cy G khong thay déi. Vay

trong trudng hop G la trong tdm cé thé 1ay céc A; = 1 va khi dé
trong tdm G cda hé diém P,,P,,..., P, duge xéc dinh bdi hé thiec:

— 1 k.,
0G =—> 0P,
o3
b) Khi k = 2 trong tdm G cla hai diém P; va P, con goi 1a
trung di¢m cda cap diém (P,, P,).
3. DINH Li
Tap hop tat cd cdc tam ti ey cia hé diém P, Py,..., Py véi
cdc ho hé s§ khac nhau 1a cai phing ¢6 s6 chidu bé nhat chita
cac diém P; ay.
Chuing minh

Goi o la cdi phing c6 s6 chiéu bé nhat chia cic diém

P..P,....P.. Khi d6 cédc vecto PP ,P.P .,E,_P.k thudc phuong
a cia phing o

Gia st P,P, ,P.P,,..B,P, vdis <k la hé vecto con déc lap
tuyén tinh t8i dai clia hé vecto trén.Ta ¢6 dima = '

s
PilmGea < PGe o < P, %, P,P,

v

1l
—_
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& P,G = ¥ 4,(GP; - GP,)
i=1

& A=Y )GP, + 3 1,GP, =0
o i
Péng thic nay ching t6 G la tdm ti cu cha hé diém P,
Pi,...Py v6i ho cde hé 56 12 11— S°A; Arda O 0. Céc he
i=1 :
s6 nay cé tong bing 1.

Nguge lai néu G la tdm ti cu cha ho P,,Py,...,.Py gidn vdi ho
hé s8 A, Aj,....Ax thi:

i i 0 o
i=0 i=0
ke R k -
e QO A)GP, + Y LPP =0
i=0 i=0

Do d6 I_’;E}. e va suy ra G ew.Dinh 1 da duge chidng minh.

Hé qua: Cho m-phing o di qua m+l diém déc lap
P,,Py,...Pn. Khi dé o chinh 1a tip hgp cdc tdm ti cy cia hé
diém dé gén véi cdc ho hé s6 khae nhau.

4. PINH Li

Cho m -phing a di qua m+1 diém doc lap P,,P,...Pn va
mot diém O thy ¥. Diédu kién can va dd d€ di€m M thudc o 1a -

OM =Y'2,0B trongdé 34, =1

i=0 i=0
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Chiing minh

Biém M e o < M la tam ti cu cha hé diém P,P,,...,P,, gin véi -
ho céc hé s6 A,hy,....hm nao d6 nghia 1 véi mot diém O tiy ¥y ta
cé:

Meca o ix‘iiﬁ"i:ﬁ o i?\:.(OPi—OM}=E}

gt 1=0

m _ o m
< () X,)JOM =) X, OP;

i=0 i-0
mo i K‘-
Vi Zki # 0 nén néu dat i =— thi
i-0 in
' i=0
OM=330F va Y -1.
=0 i=0

§5.TAP LOI TRONG KHONG GIAN AFIN THUC

1.DOAN THANG

Cho hai diém P va Q phé4n biét cia khéng gian afin thuc A.
Di€m M thuéc dudng thing d di qua P va Q khi va chi khi véi
diém O tay y thi :

OM =10P +uO_Q.v6i A+pu=1
hay 1a OM =A0P +(1- A0Q véire R,

Pinh nghia. Trong khéng gian afin thuc A cho hai diém P
va Q phan biét, tap hop nhimg diém M sao cho véi mot didm O
thy ¥ ta c6 :
OM =AOP +(1-1)0Q v6i 0 < & < 1 duge goi la doan thdng PQ.

Khi & = 1 ta ¢ diém P, khi & = 0 ta ¢6 diém Q, cbn nhimg diém
khéc clta doan thing PQung véi 0 <i < 1.
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Hai diém P, Q goi 1& hai miit cha doan thing PQ. Nhiing diém
khdc cia doan thing PQ goi la é gida P va Q.
2.TT SO DON CUA HE BA PIEM THANG HANG

BPinh nghia. Cho hai diém P va Q phan biét ciia khéng gian
afin thuc A. Piém M thudc dudng thing d di qua P va Q ddng thai
M = Q khi va chi khi ¢6 56 k e R - {1} d& |MP = kMQ|, khi d6 k
goi 14 £ s6 don cia hé ba diém M,P,Q thdng hang 1dy theo thit tu
dé va duge ki hiéu k = (MPQ).Trung diém M clia dogn thing PQ
xdc dinh bdi ti s§ don (MPQ) = — 1. Can chi ¥ ring (MPQ) = k
. < MP = kMQ. N&u thay d8i thit tu cdc diém trong cach viét ti
s6 don thi gid tri cia ti s6 don d6 thay d8i. Ngudi ta ching minh
dugce cdc cong thic sau day:

1 . (MPQ)
MPQ) = ,(PMQ)y= —— =" (QPM) =1 - (MP
(MPQ) (MQp) (PMQ) (MPQ)_1 (QPM) (MPQ)

Déi vdi trueng hop cé hai diém trong ba diém M,P,Q triung
nhau, ta quy udc :
(MMQ@) = 0, (MPM) = », (MPP)=1.
3. TAP LOI

a) Binh nghia. Mgt tip X trong khiong gian afin thue A goi la
mot tdp 16i néu v6i moi diém P, Q thuje X thi doan thing PQ nim
hoan toan trong X (H.1b). . ’ p

-

a) Tap khong 161 ' b) Tap 15i
hinh 1
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b} Thi du . M3i m - phdng o trong khaéng gian afin thuc A
12 tap 16i vi néu P, Q la hai diém phéan biét thuoc a thi toan bé
dudng thing PQ thudc a.

Do dé doan thing PQ nim hoan toan treng a. Vay a la

mot tap 16i.
4. PON HINH m- CHIEU

- Trong khong gian afin n chidu A® cho m+1 diém déc lap
Ay, AL LAL (0 <m < n). Gid st d6i véi mot muc tiéu afin cho
trude cdc diém A; c6 toa d6 1a :

'_(all, Aig, .., An) V1 1 = 0,1, 2, ., m

Ta ¢6 phuong trinh tham s6 cia m - phing A™ di qua cac
diém dé 1a :

Xi = 8o + tilag — ag) + t2ag — ag) +... + tplam; — ag) (1)
véi i=1,2 .n

Bay gid trong phuong trinh trén néu ta dat

toz]-__tl_t@"---_tm :
hay It.o+t1 + to +...+tm=ll (2} thi ta ¢6 phueng trinh :
Xi = to i + b1 Ay + tzas +.+ by 3)

viii=1,2, ..,n

Phuong trinh (3) vdi diéu kién (2) tuong duong véi phuong
trinh (1) Ia phuong trinh c¢ia mét m - phing xdc dinh béi mot
hé gom m+1 diém doc lap. Tir d6 ta xdy dung duge khédi niém
don hinh bing dinh nghia sau day : -

a) Binh nghia. Tap hop cac di€m X cta A” ma toa d9 (xi,x2.
-»Xn) théa man phuong trinh (3) ¢6 dang :
Xi =t g + b1 Ani + . + tan
v6i didu kién (2) 1a t, + t + ..+ t, = 1 va didu kién la cdc t; > 0
v6i 1=0,1,2,...,m duge goi la don hinh m chiéu hodc m-don hinh.
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Cac diém A_A,,...,A, goi 13 cdc dinh cia don hinh d6.

Nhu viy mét don hinh hoan toan duge xdc dinh bdi céc
dinh cta né, cac dinh nay 13 mét hé diém doc lap gdm ecdc
diém A, A;, Ay va dude ki hiéu 12 don hinh S(A,A[,...Any).

Pan hinh 0 chidu 13 1 difm. Pon hinh 1 chidu, 2 chidu, 3
chiéu 1dn luot c6 tén goi 14 dogn thdng, tam gidce, ti dién.

Céc dinh A; cia don hinh S(A(A,,..Ay) duge xdc dinh bdi
cdc tham s8 t; = 1 v cdc ;=0 vdi j = i.

b) Pinh li. Don hinh m chiédu 1A mét tép 161

Chidng minh

Gia si don hinh S(P,,P,,. P,) xdic dinh bdi m+1 diém doc
lap P,,Pi,..,Pm trong khong gian A". V6i mét diém O nao d6 va
lay hai diém M, N thudc don hinh tdc 1a :

. I —_— m
M e S(P,,P),..Py) & OM =) 3,0P; v6i ) A;=1vai 20

1=0) i=0
I m S m
N € S(P,Py,...Pn) <> ON =3 1;0P; v6i » p;=1vap20
i=0 i=0

Né&u médt diém X thudce doan thing MN thi :
OX =tOM +(1—t) ON
——e mo J—
hay OX = Y [th; + 1 - thy;]OP;
- =0
Ro rang la D [th; + Q-] = tD A, +A-0Y 1
i=0 i=(} i=0
=t+1-t=1
vathi + (-t 20via 20,520,620, 1-t20.
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70-,5;1

Vay diém X thupc doan thing MN thuge don hinh
S(P,, P,...,Pn). Ta suy ra don hinh m chidu d6 1a mjt tap 18i.
NHAN XET. Ta c6 thé dinh nghia don hinh m chidu S(P,,

Py,..Pn) trong A" xdc dinh b&i m+1 diém doc lap P,,Py,..P, 1a
tap hop nhing diém M sao cho véi mdt diém O nao d6 ta co :

OM = Z)LOP, véi Zx =lvaii20 véii=0,1,.

=0 i=0
5. HINH HOP m CHIEU

. a) Binh nghia. Cho m+1 diém doc lap P,,P,,..Py cda khéng
gian afin thue A”. T4p hgp nhiing diém M trong A" sao cho :

P.M-= ZkiPoPi v610 < X; < 1 duge goi 1a hinh hép m chidu
i1 )
‘hay goi tit 1a m hop. Céc diém P, goi la dinh cGa m - hop.
b)Pinh li. Hinh hép m chiéu 1a mdt tap 14i.
Chiing minh

That vdy néu M va N la hai diém tay ¥ thudc hinh hép m
chiéu, ta ¢6 :

g~
"

A

)

PP, Vi 0 sk <1

d
0,

I

|
.‘LME EMB

oN =34, P,P, v6i0 < <1

53

di€m X thudc doan MN khi va chi khi
=tP + (1 - t)P N

X =

hay i [th; + @ -t ]P,P,
. _

Tacé O<t, A<t vit, h20vat A<1va

O<thi+(1-th <1-tvio<1-t, pisl
Viy O0<sth+(0 -ty st+1-t=1
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Biéu do ching to X thude hinh hop m chiéu.Vay m-hép la
mot tap 16i.

¢) Chu y. Ngudi ta chiing minh duge ring giao clia nhimng
tap 161 la tap 16i. R8 rang mdi hinh hép 6 27 dinh khae nhau.
Pinh P, dng véi 2; = 0 vdi moi i. Dinh P; img vdi t; =1, t, = 0 néu
j =1

Trong dinh nghia hinh hép diém géc P, thue ra khang déng
mét vai trd gi dic biét, tie 1 moi dinh khde cta hinh hop déu
¢6 thé déng vai tro diém géc.

Hinh hép 0 chiéu 1a I diém, hinh hép 1 chiéu la mét doan
thdng, hinh hop 2 chidu 1a mdét hinh binh hanh, hinh hop 3
chidu 14 hinh hép theo nghia théng thuong. Néu trong dinh
nghia cia hinh hdp ta cho p tham 53 nao dé bang 0 thi ta duge
mét hink hép m-p chiéuw vd hinh hép dé duge goi'la mdt bén
m- p chiéu cha hinh hop m chiéu di cho. Mat bén 0 chiéu chinh
la dinh con mit bén 1 chiéu duge goi 12 canhi cia hinh hop.

Tém lai mdt hinh hop m chiéu xde dinh boi m+1 diém P,
Pi,... Py doc 1lap trong A" va duge ki hiéu 1a H(P,.Py,...Pn) :

hinh hdp m chiéu - o

M c o P M=% PP Gi0<h <l
© H(P,, P, ., Py M= 2 MEE, Vi

§6. ANH XA AFIN CUA CAC KHONG GIAN AFIN
VA PHEP BIEN POl CUA KHONG GIAN AFIN

1. BPINH NGHIA.

Cho A va A’ 12 hai khéng gian afin trén truong K lién két
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vdi hai khéng gian vecto V va V'. Anh xa f:A > A" duoge goi la
dnh xg afin néu c6 anh xa tuyén tinh ¢ : V -» V' sao cho vai
moi cap diém M,NeA va anh M' = fiM), N = {iN) ta ¢6

M'N’ = o(MN) .

Anh xa tuyén tinh ¢ : V 5 V' duge goi 1a dnk xa Hevén
tinh lién két vol anh xa ofin f.
CHU Y : Ngudi ta con ¢6 thé ki hidu dnh xa tuyén tinh

p=f:A > A
2. TINH CHAT CUA ANH XA AFIN

a) M6i anh xa afin f:A > A’ chi ¢6 mét énh xa tuyén {inh
lién k&t duy nhat ¢ : V -»> V.

Théat vay gid st f cdn c¢6 4nh xa tuyén tinh khic la
¢:V - V. Khi d6 v6i moi cap didm MN thudc A ta c6
M'N = g(MN) va M'N’ = ¢'(MN). Do dé (MN) = ¢ (MN) hay
P = .

b) Véi moi anh xa tuyén tinh ¢ : V - V' va vdi cap diém le A
va I'e A’ xdc dinh duy nhat mét 4nh xa afin f :A > A’ nhan o )a
- dnh xa tuyén tinh lién k&t va c6 fil) = I

That vy, ta xdec dinh dnh xa {: A — A’ bién mdi diém M < A

thanh diém M' ¢ A sao cho (IM) = I'M . Khi dé f }a anh xa
afmm lién két véi d4nh xa tuyén tinh ¢ vi moi M, Ne A ta c6

GMNj = o IN - TM) = (TN} - oiIM}=IN - I'M = M'N .
R rang fil) = I' va 4nh xa f 14 duy nhét vi gid s <6 dnh xa
afin f* : A - A’ c6 anh xa tuyén tinh lién két 1a ova f(li=1 thi
véi moi diem M € A ta ¢6 -
I'f (M) = o(IM) = ['f(M) nén (M) = M), Do d6 f = .
¢} Tich ciia hai anh xa afin f :A - A’ va g A’ — A" 14 mit
duh xa afin va duge ki hiéu 1a gof. Anh xa lién két coa tich gof nay
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la tich cua hai dnh xa lién két cta hai 4nh xa f va g.

Tinh chat nay duge suy ra tir dinh li néi ring tich cla hai
dnh xa tuyén tinh la mdt anh xa tuyén tinh. Do dé ta suy ra
anh xa lién két cOa tich gof ciing 14 mot anh xa tuyén tinh. Néu
g0l ¢ va w la hai 4nh xa lién két cia f va g, ngudi ta dé dang
chimg minh duge réng 4nh xa tich wop 12 4nh xa tuyén tinh
lién két vdi anh xa afin gof.

d) Cho n+1 diém déc lap M,,M,,... M, trong khéng gian afin
n chiéu A" va cho n+1 diém tuy y M',,M';,..., M, trong khong
gian afin A'. Khi d6 ¢6 mot va chi mot dnh xa afin duy nhét
f: A" 5> A'sao cho f(M;) = M'iv6ii= 0,1, ., n

Chiing minh

Vi n+l diém M, My,...,M,, déc lap trong A™ nén hé n vects

MM ,M 1\71 MM la mdt co s¢ cla khéng gian vecto A™

lién két vai A“ Khi dé ¢6 mot anh xa tuyen tinh duy nhat
Q A“ - A sao cho (p(MGMi = MOMi viii=0,1,.., n

Theo tinh ch&t b) ¢6 mét anh xa afin duy nhat f: A" -» A’ sao
cho fiMy) = My va f ¢é d4nh xa tuyén tinh ¢ lién két cia f.
Nhu vay f (M;) = M'; va f la duy nhat.

e) Anh xa afin f: A — A’ bién mét m - phang cta A thanh
mot { - phang ca A' véil <m.

Chiing minh

Goi ¢ ;. A—> A’ la anh xa tuyén iinh lién két v6i dnh xa
afin £ A - A’ vd A™ 1a m - phdng clia A c6 phuong AT CA.
Khi dé o AT ) 1a mot khong gian vects con ! chidu nao dé cda A
ma ! < m. Gid st I 1a mét diém nao do elia A™ vé I'= f1). Goi A?

la { - phing afin di qua I va c6 phuong la AT
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Ta c4n chung minh f (A™) = A", _
That vay gia sit diém M'e flA™), goi M e A™ la tao 4nh
cua M'. _ ’

Ta c6 M' = f(M), khi d6 I'M’ = o(IM) € o(A™) = A" .

Dods M e A" |

[——

Mit khde néu M'e A'thi A'M e A" cho nén néu ta 14y x
12 tao 4nh cia A'M’ thi A'M = ¢(x) réi goi M 13 diém cia A™
sao cho AM= x thi M’ = fiM) tiic I3 M'e f (A™).Vay tinh chat
trén dugc chimg minh.

3. DANG CAU AFIN

Néu dnh xa afin f: A - A’ la mot song 4anh thi né goi 1a
phép ddng cdu afin clda khéng gian afin A 1én khéng gian afin
A'. Khi dé t4t nhién A va A' ¢6 cing mét s6 chidu va ¢(A) = A’
la phép ding ciu tuyén tinh gida hai khong gian vects A va
A

Hé qua . Trong A" va A" lan lugt cho hai muc tiéu afin
{Ex;Ei} va {E'y; E5} véi i =1,2,.,n thi ¢6 duy nhat mot phép
déng cdu afin f: A" > A" sao cho f (E; )= E,v6ii =0,1,2,., n.
4. PHEP BIEN DOI AFIN

a) Binh nghia. Phép ding c4u afin f: A — A cta khéng gian
afin A 1én chinh né duge goi 1a phép bién ddi afin f cla khong

‘gian afin A va duge goi tit 13 phdp afin. Khi d6 4nh xa tuyén
tinh lién két ¢ : K—) A cda f1a mét phép tu ding ciu tuyén
tinh va cdn duge goi 14 phép bién ddi tuyén tinh.

Thi du. Cho khong gian afin A lién két vdi khéng gian vecto
V. Cho vectd v c6 dinh trong V va xét 4nh xa f A » A sao cho

34



néu M' = M) thi MM'= v. Phép afin £ nhu thé goi 1a phep
tinh tién theo vecto v va duoc ki hidu 1a t.. Vects v goi la
vecto tinh tién.

Phép tinh tién t; 1a mét phép bien ddi afin vdi 4nh xa
tuyén tinh lién két ¢ 14 phép déng nhat Idy : V> V.

Thét vy véi moi M, N € A ta c6 ¢ MN) = E(ﬁﬁ) =
=MN = MM + MN + NN = v +MN +(v)= MN

Nguoe lai néu f 1a mét phép bién déi afin ma anh xa tuyén
tinh lién két ¢ = Idy thi f1a mét phép tinh tisn.

That vay, 14y mot diém I ¢& dinh cia A va dat I' = f(I).
Khi dé :

Mo(M)= MM = Mi+ Il + M = Mi+ IT + o(IM)

=M+ IT'+ I'M = II' .vi I'M = IM.

b) Binh Ii . Trong khéng gian afin A” cho hai hé diém déc
lap 1a A, Ay, A, va A, A, A, Khi d6 c6 mot phép bién dsi
afin duy nhat £ A" - A” sao cho ffA) = Al vai i = 0,1, ..., n.
DPinh Ii nay 1a hé qua true tiép cta tinh chat d va su xdc dinh
cta dnh xa afin véi 4nh xa tuyén tinh lién két vei f 1a phép
bién déi tuyén tinh.

¢) Binh ii. Tich cGa hai phép afin 13 mot phép afin cé phép
bién d6i tuyén tinh lién két 1a tich cic phép bién déi tuyén tinh
lién két cua hai phép afin da cho. Pao nguge cda mot phép afin
& mét phép afin c6 phép bign déi tuyén tinh lién két 1a dao
nguge cua phép bién d5i tuyén tinh lién két v§i phép afin da
cho. . '

Ching minh :

Cho hai phép afin f+ A - A va g: A — A ¢ cdc phép bién



d8i tuy&n tinh lidn k&t 1an lugt 12 @:A — A va y: A > A. Khi
d6 goi M, N 1a mot cip diém nao d6 cia A va M' = fiM),
N = f(N), M" = g(M) = g f (M), N" = g (N') = g f (N) thi ta ¢t :

M'N" = y(MN) = y.o(MN). Nhut vay tich gf : A > A la mot
anh xa afin ¢6 anh xa tuyén tinh lidn két 1a y.o. Vi ¢ va w 1a
nhitng phép bién doi tuyén tinh nén y.¢ ciing la mot phép bién
d&i tuyén tinh. Do dé gf 1a phép bién déi afin. .

Pao nguge cia phép afin f 12 phép afin f 7 ¢6 phép bién ddi
tuyén tinh lién két 1a ¢ .

d) Pinh li. Phép bién ddi afin bién mot m - phing thanh
mét m - phing. l

Chiing minh

Gia st A > A 1a mdt phép afin cia khong gian afin A va
goi A™ 12 mdt m-phing nao dé cia A. Theo tinh chat ¢) caa anh
xa afin §6 ta c6 fA™) la cai phéng [ chiéu cia A ma ! s m.
Nhung vi f *: A > A 12 mot phép afin bién flA™) thanh A™ nén
m < /. Tir d6 ta suy ra ! = m. Vay f{A™) la m-phang.

Hé qua. Phép afin f : A - A bign mdt dudng thang thanh
mdt dudng thing. :

e) Binh li. Phép afin f: A — A bdo tén t1 58 don cha céc hé ba
diém thing hang nghialanduP' = f(P), @ = f(Q), R = f(R) va
P, Q, R thing hang thi P',Q R’ thing hang va (PQR) = (PQR).

Chung minh

Got ¢ 1a phép bién déi tuyén tinh lidn két voi phép afin f
va gia st PQ= APR thi PQ = o(PQ) = ¢(APR) = Ap(PR) =
= AP'R" .Tit d6 ta suy ra néu P, Q, R thing hang thi P, Q, R’
thing hang va (PQR) = (P'QR") = A
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chuyén tit co s¢ {EE} (E;E)

5. PHUONG TRINH CUA PHEP BIEN DOI AFIN

Trong A" cho mdt myc tidu afin {(E;E;}. Goi A" > A” 1a
mot phép bién déi afin. Muén ldp phuong trinh cia phép bién
ddi afin f ta 'hﬁy tim hé thic lién hé giita toa d6 (x1,x2,....X.)
cha mot diém X € A" va toa dp (x'1,x's,...,x,) clia didm fiX) d6i
v6é1 muyc tiéu da chon. :

Goi E'; =flE)) v61 1 = 0,1,...,n. Vi f 14 phép bién di afin nén
n+l diém E',, E', E', doc lip va tao nén mot mue tidu {E'O; E'i}.
Gia sd C 14 ma tran < '
chuyén tif muc tidu {E,E;} f
sang muc tiéu {E';El va
{by,bs,...,by) 14 toa d caa
diém E'= f(E,) d6i véi muec
tidu {EyE;}.Ta can cha ¥
rding C ciing 128 ma tran .

>

l‘"-\-‘
Ll

H
|
x| \15\,/
-
|
|

{E; E}

sang c¢o s§¢ {EE } vdi ©
. hinh 2
i= 12, ..n, .

Goi X' = fiX),theo dinh nghia ciia f ta ¢6 oE X)= E.X .Néu

(X1,X2,-...Xn) 12 toa d9 cta X d6i véi muc tidu {E,;E;} thi :

EX= X EE, +%EE, +. +x,EE_

_

Do d6 E)X'=¢(E,X) = x;E,E] + %E.E, +.. + x,E.E.

biéu d6 ¢6 nghia la diém X' ¢6 toa 46 ddi véi mue tiéu
{E oK (X1,%0,...,%0). Ta suy ra rdng su lién hé gidia cdc toa do
(xi) va (x';) 1a sy lién hé gilta cdc toa d6 cla cung mot diém X'
d6i vi hai muc tiéu khdc nhau (H.2). Béi vay theo cong thiic
d6i muc tiéu & muc 3, §2, chuong I ta 6

[x7=C'[x] + [b] (1)
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trong d6 [x'], [x] va [b] lan lugt 12 ma tran c6t toa d6 cia cdc
diém X, X' va E', do1 vdi muc tidu da chon {E,E;}.

Ma tran C* khéng suy bién (la ma trdn chuyén vi clia ma
tran chuyén C) duge goi la ma trdn cia phép afin f da cho va
phuong trinh (1) ¢ trén 12 phuong trinh cha phép afin dé. Ta
cht ¥ ring ddi véi co s§ {e, } = {E,E; }, phép bién ddi tuyén
tinh ¢ (lién két vdi phép afin £ néi trén) ¢é phuong trinh la :
[x]=C'(x]

Trong d6 {x] va [x'] 12 ma tran ct toa do cla cdc vecto x
va o x ) 461 vdi co 86 | e, } clia khong gian vects A.

Nguge lai 461 vdi mét muce tiéu da chon {E,;E;} méi phuong

trinh cé dang [x] = B[x] +[b] trong d6 B 14 mdt ma trin vuéng

cdp n khéng suy bién déu 1a phuong trinh cia mét phép bién

" d6i afin n3o d6.That vay, ta goi ( b'y,b’, ..b'y) 1 toa do cua

diém E'; d61 véi muc tidu {E,;E;} va {E'.:E'} 12 muc tiéu afin sao

cho B* la ma tran chuyén tir {E;E;} sang {E',;E;}. Khi biét B
va [b] thi muc tiéu {E';;E'}} hoan toan duge xéde dinh.

Bay gid goi f: A" —» A" 12 phép afin sao cho filE,) = E vé6i -

1=90,1,2,...,n thi dé dang thdy ring phuong trinh cia phép afin
f d6i véi muc tiéu {E,;E;} chinh la phuong trinh {x'] = B[x] + {b]
da cho.

Thi du 1. Mot phép tinh tién t;: A® > A" duge xédc dinh bdi
phép déng nh4t trong V* (14 khéng gian vects lién két ciia A%
nén ma trian cua nd la ma tran don vi. Vay phuong trinh cua
phép tinh tién c6 dang :

[(x'] = [x] + [b]
trong d6 [b] 1a ma tran cft toa do cha diém E', = t,(E,) véi

E,E, =v.




Thi du 2. Trong mit phing afin A® d6i véi muc tiéu da
chon, héy lap phuong trinh cia phép bién d8i afin f bién céc
diém A(1,0), B(0,2), C(-3,0) 14n luot thanh cdc diém A'(2,3),
B'{-1,4), C'(-2, -1).

Gidi
Phudng trinh cda phép afin f ¢6 dang tdng qudt 1a :

xI] =a;%, +8,X; +¢4 hay X:1 _ [al ag][x1}+{61]
Xs = b X +byXy + ¢y Xy by by | x, Ca
Ta can tim cdc s8 a;,a4,by,bs,¢y,c, clia phép afin £
Ta c6 theo gia thigt A(1,0) —» A'(2,3)

B{0,2) —» B'(—l 4)

C(-3,0) > C'(-2,-1)
nén ta ¢ he phuong trinh ;

2 = &4 + 0
3 Zb] + C3g

(1

(2)
-1 =2a, + ¢ (3)
4 =2b, + o 4)
-2 = - 33.] + & {5)
1 =-3b, + o ©®)

Ta duge mot hé gébm 6 phuong trinh, 6 &n. Gidi hé phuong
trinh nay ta duge phuong trinh ciia phép afin cin tim la :

X} [1 —1][:&1] {1] X; =X; —Xg +1
= + <
A, 1 1%, 2 Xy =Xy +Xg +2
6. MOI QUAN HE GIUA PHUONG TRINH CUA MOT PHEP
BIEN POI AFIN BGI VOI HAI MUC TIEU AFIN KHAC NHAU

Gid sir d81 v61 muc tidu afin {E,;E;} phép afin f:A" — A® cé
phuoung trinh la :
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[x'} = B [x] + [b]. -
Béay gi¢ d61 v§i mot muc tidu afin khac 1a {E';E';} phép afin
f 46 ¢6 phuong trinh la:
[x] = B'lx] +[b].
Vi B va B’ ciing 14 ma tran cda phép bién déi tuyén tinh
@ V" - V* lién két clia phép afin f d6i v6i cdc co s6 tuong dng .
la {E.E; } v& {E,E,; } v6ii=1,2,.,n. Tudé ta suy ra sy lién hé
gitta B va B' bing hé thic :

B' = (C*'.B.C*

—

trong 46 C 1a ma tran chuyén tit co sd {E,E,} sang cg sd

{E.E; }.

CHU Y. Trong phuong trinh clia phép bién déi afin f do6i véi
mot muyc tidu afin {E;E;} cho trude ¢é dang [x'] = B[x] + [(b], néu
ta cho [x] = {0] ta ¢6 [x] =[b]. Piéu d6 ¢6 nghia la (by, bs,..., by)
chinh 14 tea dé cha diém f(E,) = E',.

Nhan xét nay giip ta rit ngin duge qud trinh lap phuong
_ trinh cta phép bié&n déi afin trong trudng hop gia thiét cho biét
toa dd cda diém f (E,} d&i vdi muc tidu {EgE;}. -

7.ANH cUA PON HINH m CHIEU VA CUA HINH HOP
m CHIEU QUA PHEP BIEN DOI AFIN f

a) PBinh li : Qua phép bién déi afin mot don hinh m chiéu
bién thanh mot don hinh m chidu.

Chiing minh

Gia s17 don hinh m chiéu x4dc dinh bdi m+1 diém A, As,...,An
déc 14p. D61 véi muc tidu afin cho trude,cdc di€m A, cd toa do la :
Ai = ( a;1, 4i2,..., ain) v&ll= 0,1,2,“.,m.
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Néu dung cach viét ma tran thi toa do céc diém cia don
hinth trén c6 dang :

[x] = tola,] + tifail +.. + twm{am)
trong ddcdact;20v6ii=01, . mvat,+t; 4 . +ty=1

Bay gig gia si phép afin f ¢6 phuong trinh 1a [x'] = Bix] +
+[b] trong 46 B 1a ma tran vudng cdp n khéng suy bién. Néu
X(x;) 1a diém thude don hinh S(ALA;... Ay) va X'(x'}) 14 é&nh cla
diém d6 thi :

(x'] =B(t,fac} + tilai] +.. + tnflan]) + [b]

Chu y dén diéu kidn t, + t1 +.. + t,, =1 ta s& c6 :

[x'] = to(Bla,]+Eb1) + t:(BlaJ+[b]) + .. + to(Blay+[bl).

hay [x1 = to[a’,] + ty{a'; | +. +tpla'n ]

trong dé [a';] = Bla;] + [b] tic [a';] 1&a ma tran cdt toa dd cua
diém A, = {A) v6i i = 0,1,2,.,m. Bdi vay ta cé diém X'(x')) thude
don hinh xdc dinh bdi m+1 diém A',,A'}, A, ddc 1ap.Céac diém
nay chinh 1a anh cia m + 1 di€m A, A,;..., A, qua phép afin 1.
Vay don hinh m chiéu 1a mbt khdi niém afin. Ta ¢6 :

S(A',A"Y, AW = ((8(A,A, - An))

b) Pinh li. Qua phép bién d6i afin mot m - hop bién thanh .
mét m - hop. '

Chung minh
Ta biét ring tap hogp nhing diém M trong A” sac cho véi

m+1 diém P, P,,...,P,, dic l4p ta c6é ﬁi:Zk-P P, véi0 <<l

vro
i=1

142 mot hinh hép m chiéu.
Goi ¢ 1a phép bién d6i tuyén tinh lién k&t cha phép afin
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f: A" 5A" tacé : (p(PM)~Zx(p(PP)_Zx ; 2

i
i=1

Céc diém P',,P',..., Py la m + 1 diém doc lap.

JR—

Do d6 P'M’ =ZkiP;P; véi 0 < A< 1 trong d6 fM) = M’ va

i=1

flP;) =P, v6ii=0,1,.m.

LR Atk |

Vay qua phép afin f, hinh hép m chiéu H(Po,Pl, ,Pm) bi€n
thanh hinh hép m chiéu H(P', F,,..., P

§7.NHOM CAC PHEP BIEN p6I AFIN CUA
KHONG GIAN AFIN VA HINH HOC AFIN

1. CAC PINH NGHiA
a)Khong gian hinkh hoc 1a mét tap hgp M khéc rfng va mébi

phéan tir ciia né duge goi 1a mdt diém. M3i tip hgp con H clia M .

goi l& mét Ainh. Mot song 4nh f:M — M ctia M l1én chinh né duge
goi 1a mét phép bién déi va tap hap cde phép bign d8i ciia M 1am
thanh mgt nhém ddi véi phép todan 1y tich cdc song 4nh.

b} Mot tap hop F khong réng gdm nhitng phép bign déi f nao
dé cia khong gian M duge goi la mdt nhém cde phép bisn di véi
phép todn 1a tich eGa hai phép bign ddi néu c6 hai didu kién sau
day :

— N&u f va g 1a hai phép bién d6i bt ki thuse tap hop F thi
tich g.f cing 1a mot phép bi&n dfi thujc F.

— N&u f 14 phép bién d§i thudce F thi phép ddo nguge ! ciing
thude F. :

Véi hai diéu kién trén ta dé dang chiing minh duge t4p hop F
chia phép bién d6i d6ng nhit e =Idy. That vay véif e F (f thn tai
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vi ¥ khéng rdng) thi theo didu kién thit h:- i f 'e F va theo diéu
kién thd nhat thi e = fof 7 thudc F. Phép & .2 nhat e déng vai tro
phén ti don vi trong nhém F vi eof = foe = £ déi v&i moi f e F.

Ngoai ra ta con thay ring tich cdc phép bién déi cé tinh
chat két hop nghia 1a d6i véi bat ki ba phép bién déi f, g, h caa
khéng gian M ta déu ¢6 f,(g.h) = (f, g).h.

Thi du 1. Goi o4 12 tap hop tat cd cdc phép afin ciia khong
gian afin A thi <4 12 mét nhém bién @8i cia khéng gian A va
duge goi 1a nhom afin cia A.

Thi dy 2. Tép hgp cdc phép tinh tién cOa A lam thanh 'mc}t
nhém, con tap hop cédc phép vi tu khéng ldp thanh mét nhém vi
tich hai phép vi tu ¢6 thé khong phai }1a mot phép vi tu.

¢} Goi F 14 mdt nhém bién d6i cia khéng gian M va H,, H,
la hai hinh nao d6 cta M. Khi d6 hinh H, goi la tuong duong
v6i hinh H, d6i véi nhém F néu c6 mot phép bién déi f € F bisn
hinh H; thanh hinh H. Ta ki hiéu f(H;) = H, hay H, () H,,

Tl dinh nghia trén ta dé dang suy ra :

- Mgt hinh H bat ki cda M ludén ludn tuong duong vdi.
chinh né (d6i véi nhém F). That vay, vi ta ¢6 phép ddng nhat
e e Fvae(H) =H.

- Néu H, (fng thi H, (f) H;. That viy, nfuc6 f € F
sao cho f(H;) = H; thic6 f e F d€ f YH,) = H,.
- Néu H, (F/H,, H,(F)H; thi H,F/H;. That vay, vi néu

¢6 f.g € F sao cho f(H)) = Hyva g(H,) = H; thi gfil,) = Hy vdi
gfe F.

Nhu vay tap hop cdc hinh cta khong gian M dugce chia



thanh cdc 16p F- tuong duong sao cho hai hinh thudc cung mét ldp
khi va chi khi ¢6 mot phép f ¢ F bién hinh nay thanh hinh kia.
Thi du t.rong' mit phang afin A% cdc hinh tam gide thude cung mot
16p vi hai tam gidac ABC va A'B'C' bat ki trong mat phéng (14 hai
hé ba diém dgc iap) sé xde dinh mét phép afin duy nhat f sao cho :
flA)= A", fiB)= B, fiC} = C'.

2. CAC BAT BIEN POI VGI NHOM CAC PHEP BIEN DOI
AFIN .

a)binh ngha.Mét tinh chat cda hinh H s& goi la bdt bién déi
véi nhiém F néu né khéng thay d6i khi ta dung mot phép bién déi
f ¢ F d€ bién hinh H thanh mot hinh khdc. Nhu vay ta c6 thé néi
mot cdch khdce rdng : Mot tinh chat cia hinh H s& goi 1a bdt bién
déi vdt nhém F néu moi hinh H, tuong duong véi H d6i véi nhom
F déu ¢o tinh chat dé.

Cac tinh chat bat bién déi vdi nhém cde phép bién déi afin 2
trén khong gian afin A duge gol 1& cde tinh chdt afin hay cac bdt
bién afin.

b) Céc tinh chat afin - Thi du vé cdc khai niém afin

- Tinh chat dac lap hay khéng doée lap cia mét he diém !a
tinh chat afin vi phép bién déi afin bién hé diém dgc lap thanh hé
diém doe 14p , bién hé diém khong déc lap thanh hé diém khéng
dde lap. '

- Tinh chat song song, ciat nhau hay chéo nhau cia hai csi
phéng la tinh chat afin vi cde tinh chat nay khong thay déi qua
cdc phép bicn d6i afin. Gia si phing o song song véi phing [ thi
qua phép bién déi afin f ta c6 phing fla) cing song song vdi phang
fiB) ... |

- Cdc khai niém duge xay dung tir cdc bat bién afin duge goi
la céac khai nigm afin.

Thi dy: Hinh tam gide, duting trung tuyén trong mét tam gide,
hinh binh hanh, m- phédng, ti s6 don cia ba diém thing hang, .. la
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nhimg khdi niém afin ; con hinh vuéng, hinh tam gide deu, hinh
lap phuong, dudng tron,.khoéng phdi la nhimg khdi niém afin vi
céc hinh nay thay ddi qua phép bién déi afin.

3. HINH HOQC AFIN

a) Hinh hoc cla mot nhém cac phép bi€n ddi . Mén hoc
nghién cifu moi bat bign d&i vdi nhém cde phép bién déi F cia
khéng gian M goi 1a hinh hoc cie nhém F trén khéng gian M. Néu '
trén khéng gian M ¢6 nhiéu nhém cac

phép bién d&i khédc nhau thi khi dé trén
cing mot khong gian M c¢6 thé cé nhiéu p\
thtt hinh hoc khdc nhau. Gid si F 1a mét ‘)

/

‘nhém cdc phép bién ddi nao dé ciia /

khong gian M va F' 14 nhém con clia

nhém F ( H.3). Ta ¢6 F'c F. Khi d6 néu

c6 mot phép bién ddi f €F thi f € F. Do

d4 moi bat bién cila nhém F' déu la bat

bién ciia nhom F. Néi cdch khéc hinh hinh 3

hoc ¢tia nhém F la mét bo phén cua hinh

hoc ctia nhém F'. C6 thé néi ring khi dé hinh hoc cia nhém con F'
phong phi hon hinh hoc cia nhém F.

b) Hinh hoc clla nhém cdc phép bién déi afin. Ap dung
nhiing diéu trinh bay trén day d6i véi khong gian afin A, ta c6 tap
hop cdc phép bign ddi afin cGa khong gian afin A lam thanh mot
nhém. '

Ta ding ki hiéu o#™ dé chi nhém cdc phép bién déi afin ciia
khoéng gian afin n chidu A™. Hai hinh H; va H; cia khong gian afin
A" tuong duong d6i véi nhém A" duge goi la tuong duong ofin.
- Moi b&t bién ciia nhém afin }a cdc bdt bién efin va céc khai niém
duge dinh nghia théng qua cdc bat bién afin goi la cdc khdi nigm
afin. Cudi cung hinh hoc cha nhém o trén khéng gian afin A"
dude goi la hinh hoc afin n chiéu. Sau day ta hay néu thém mét s6
khai niém afin duge nghién cifu trong hinh hoc afin n chiéu :
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- Muc tiéu afin la mat hé gém n+1 diém doc lap.

- Don hinh m chiéu xdc dinh béi m+1 diém doe lap, 1a su
md réng cha khai niém td dién trong khéng gian 3 chiédu.

- Hinh hép m chiéu la sy mU réng caa khai niém hinh hép
trong khéng gian 3 chiéu.

CHU Y . Cédc khai niém hinh hoc ¢6 lién quan dén dé dai
doan théng va 46 16n cia géc nhu dudng cao cia tam gidc,
dutmg trung trye cia mot doan thing, duong phan gide cha mot
goc, hinh t& dién déu, hinh cdu v.v... déu khéng phai la khai
niém afin nén khéng duge nghién cdu trong hinh hoc afin. Tuy
nhién ta c6 thé néi ring : hinh vudng tuong duong afin véi mét
hinh binh hanh nao d6, hinh tir dién déu tuong duong afin véi
mot hinh tit dién bat ki, hinh 14p phuong twong duong afin vdi
mot hinh hép xién bdt ki v.v .. Tir viée nhan ra cac tinh chét
afin cda moét hinh gilip ta c6 thé nhan ra bai todn nao 1a bai
todn cia hinh hoc afin va do d6 ¢6 thé st dung c4e cong cu
thich hgp cda hinh hoe afin d€ gidi cdc bai toan dd.

§8. CAC SIEU MAT BAC HAI
TRONG KHONG GIAN AFIN

1.DINH NGHiA

Trong khéng glan afin A" trén trudng sé thuc véi mot muc
tidu afin {E,; E;} cho trudc, mgt siéu mat bac hai (8) 1a tdp hop
tat cd nhimg diém X thuoc A® c6 toa Ao (xy,Xs,...,x,) d6i v6i mue
tiéu da chon théa min mdt phuong trinh bac hal dé1 véi edc x;
co dang :
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fix1,%g,...,%p) = Zau XX, +2Za X, +a, (1)

i,j=1
trong d6 cdc hé s ay; a;,a, déu 1a s8 thue, cdc a; khong déng
thoi béng 0 va aij = dji.
~ Nhu vay (S) 1a siéu mjt bac hai xdc dinh bi phuong trinh
(1) va do d6 phuong trinh (1) goi la phuong trinh cia (S).
Véin =2 va n = 3 cdc siéu mat bae hai duge goi 1an lugt 1a
duong bdc hal va mdt bdc hai.

CHU Y. Theo dinh nghia trén, tip hop cdc diém X = (x;,xs,...,x,) dbi
voi mdt mue tidu cho trude cé phuong trinh 5%+ x> +.. + Kot 1 = 0
cing 1A mdt siéu mat bdc hai nhung khéng chia mét diém afin
thue nao. Tuy vay néu xét trong khong gian afin phic (khi d6 toa
d) céc di€m 1a nhitng s§ phifc) thi phuong trinh d6 x4c dinh mt
tap hop khong rong. Béi vay trong khéng gian afin thuc ta s& goi
nhimg siéu mit bac hai nhu thé 12 siéu mat bdc hai do.

2.DANG MA TRAN CUA PHUONG TRINH
SIEU MAT BAC HAI

Né&u ta goi A =[a;;] 12 ma tran d6i xing va vuéng cdp n ma
phan t& 6 hang i ¢ot j 12 hé s§ a;. Vi a; = a;; nén A = A* Khi
dé phuang trinh (1) cla sidu mét bac hai (S) ¢6 thé viét :

[xJ* Alx} + 2(al* [x] + a, = 0 (2)
trong dé :
(%, ] EN
Xy 2,
xl={ |, [al=|" va A= A" = [ay)
[ Xn [ |
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Vi cac hé sd ay; khong dong thoi bang 0 nén hang cia ma
tran A 16n hon hay bang 1.
Thi du : trong A® cho mit bac hai (S) ¢6 phuong tyinh :
X2 —2y° + 2% 4+ dxy — 8xz - 4yz - 14x -4y + 14z + 16 = 0
Mat bac hai (S) con c6 thé viét du6i dang sau day :
xlz - 2)(22 + X32 + dxyxy — 8x1x3 -
— 4Axox3 — 1dx; ~ {-lxg + 14%x; + 16 = 0

Phuong trinh cia (S) ¢6 thé viét duéi dang ma tran nhu sau:

1 2 -4x;] Xy
[x; X0 X311 2 -2 -2[x,[+2[-T-2T]|x,{ +16=0
-4 -2 1 x5 Xg '

3.DINH LI

Qua mot phép bién d8i afin, mét siéu mat bac hai bién
thanh mot siéu mat bac hai.

Chiing minh
(Gid sU ta c6 siéu méit bac hai (S) ¢6 phuong trinh :
[x]* Alx] + 2 [a]* [x] + 2, =0 (2)
va mdt phép bién d6i afin f ¢6 phuong trinh
[x] = B[x'] + [b] (v6idet B = 0) (3)
Thay (3} vao {(2) tacé:
(Bix'] + [bD*A(B[x'] + [b]) + 2[a]* (B{x] + [b]} + 3, = 0

Khai trién phuong trinh trén véi cha ¥ réng
{x'1*B*A[b] = [b]*AB[x'] (vi hai v& cia ding thic nay 14 nhing
ma tran vuéng cdp 1 nén chuyén vi cda né bing chinh né) ta sé
ch -
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x1*Alx] + 2[a1*[x’] + a, = 0 (4)
trong 46 : A' = B*AB

[a] = B* (ADb] + [a])
a, = [b]*Alb] + 2 [al* [b] + a,

Ta cé A' = A™* vi B*AB = (B*AB)' va hang cta A' bing hang
cia B*AB nghia 12 bing hang cda A (> 1) do det B = 0.

Véy. (4) ciing 14 phuong trinh cda mét siéu mat bée hai (8),
dé6 chinh 1a anh cda sidu mit bac hai (38) qua phép afin f da cho.

4. GIAO CUA SIEU MAT BAC HAI V61 PUGNG THANG
Trong A" cho siéu mit béc hai (S) c6 phuong trinh :
[x]*Alx] + 2[al*[x] + a, = 0 (2}

va dudng thing (d) di qua diém Biby, by, .., b,) c¢6 khéng gian
chi phuong mét chiéu sinh ra bdi vecto ¢ (¢, cg, .., ¢n). Khi d6 ta
¢6 phuong trinh tham s6 cda dudng théng (d) 1a :

Xx=b+ct vaii=12.., n.
Viét phuong trinh (d) dudi dang ma trén ta c6 :
[x] = [b] + [c]t (5)

- Cdc giao diém cia siéu mat bac hai (S) véi dudng thing (d)
sé c¢6 toa d6 thda man cd phuong trinh (2) va phuong trinh (5).
Thay (5) vao (2) ta ¢6 :

([b] 4 [clt)*A([b] + felt) + 2[a)* ([b] + [clt) + a, = O
Khai trién déng thiic nay ta co :

[cl*Alckt® +2 Pt + Q = 0 (6)

trong A6 P = [b]*Alc] + [al*[c] = iajjbicj + i-aici
-1

i,
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Q = [bI*Alb] + 2{a)*[b] + a, = zaij + 223 b, +a,
' i,j=1
Néu t, 1a nghiém ctia phuong trinh (6) thi biing cdch thay t,
vao (5), ta tim duge toa 49 cha giao di€m. Ta xét cdc trudng hop
sau ;

*) Néu {c]*Alc) # 0 thi (6) 14 mét phuong trinh bac hai doi

vdi t, khi d6 ndé cé thé ¢6 hai nghiém phan biét hodc mot
nghiém kép hoac v6 nghiém (xét trén trudng s6 thuc). Nhu vay
duong thing sé& cit sidu mat bace hai tai hai diém phan biét
hofic tai mot diém (ma ta sé& goi né 1a diém kép) hoac khéng
cit. Truong hop dudng thing cit siéu mat bac hai tai moét diém
kép, dudng thing 46 trd thanh tiép tuyén ciha siéu mat bac hai
tai diém tiép xic 1a (diém kép).

*} Néu [el*Alc] = 0 va P = 0 thi phuong trinh (6) ¢6 nghiém
duy nhat, khi d6 dudng thdng cit sidu mat bac hai tai mot
diém. .

) Néu [c]*Alc] = 0, P = 0, Q = 0 thi phuong trinh (6) v
nghiém, tic 12 dudng thing khong cdt siéu mat bac hai (trén
trudng s6 thuc). _ '

*) Néu [cJ*Alel = 0, P = 0, Q@ = 0 thi phuong trinh (6)
nghiém véi moi gid tri cha t. Khi d6 toan b dudng thing (d)
nim trén siéu mat bac hai (8) va ta c¢é (d) c (8).

5.TAM CUA SIEU MAT BAC HAI

~ a) Dinh nghia. TAm cda siéu méit bac hai (S) 1a mét diém
ma khi ta chon diém dé lam géc muc tiéu thi phuong trinh cta
(5) ¢6 dang :

Za\ux,xJ +a, = - 0
ij-1
< [x]*Alx] +a, =0 véi A = [ay]
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~HAN XET. Tu dinh nghia trén ta suy ra néu diém M thuoc
sieu mat bac hai (S) va (8) ¢6 tam I thi diém M' d6i xing cia M
déi vé6i I ciing thude (S). Vay néu (S)# & thi tam cia né chinh
14 tdm 401 xiing cta tdp (S) va tAm nay la mét diém.

b) Binh li. Trong khéng gian afin A" v6i muc tidu da chon,
cho siéu mat bac hai (S) ¢6 phuong trinh :

[xJ*Alx} + 2[al*(x] + a, = 0 2)

Biéu kién cdn va 4G d€ (S) ¢6 tam 1a det A = 0 (hay hang
cia ma trdn vuéng A bing n). Néu det A = 0 (hay hang ctia
A < n) thi (8) vb tam (nghia la khéng c6 tam hodc v6 s6 tam).

Ching minh

Gid s O 1a mét diém c6 toa do 1a (x,°, X2, x,.°) d8i véi
muc tiéu da chon. Ta hay tinh tién muc tiéu da chon {Eo; Ej}
dén muc tiéu {O; E'} tic 1a dung cong thitc déi muc tiéu :

[x] = %7 + [x°] (7)

trong do [x°] 12 ma tran cdt toa dé cia diém O ddi véi {E.; Bt
Thay gid tri cta [x] trong (7) vao phuong trinh chGa (8) ta ¢6 :
() + LEDFAUXT + Ix°]) + 2{a)* (IxT + [x°]) + a, = 0
hay xTAlX'] + 2A[x°] + [a]) [x] + ay,=0
Piém O = (x,°, x°,., %.") 12 tém ciia (S) khi va chi kh; -
Alx"T+[al=0 -

Nhu vdy toa dd tAm cGa siéu mit bac hai (S) 12 nghiém cia
hé phuong trinh tdng quit gdm n phuong trinh va n nghiém ¢6
dang : :

Alx] +f[al =0 (8)

trong dé A 14 ma tran vudng c4p n véi A = laj 1 va [a] 14 ma



tran cot toa do c6 trong phuong trinh cia (S). Ta suy ra :

— Néu det A # 0 hé phuong trinh (8) n6i trén c6 nghiém
duy nhat tdc 1a (S} ¢6 tdm. ' “

— Né&u det A = 0 hé phuong trinh (8) vé nghiém hoéc v sd
nghiém tife 12 (S) khéng ¢é tam. Néu hang cha ma trdn A bang
r thi tat ci nghiém cia (8), néu ¢é 14 cde diém thudc mét m -
phing véi m = n - r. Py ciing Ia trwng hgp phuong trinh (8)
c6 vo 56 nghiém nghia la (S) khéng c6 tam.

c) Cac thi duy
«) Trong A” hay xdc dinh tdm cia dudng bac hai sau day:
3x2—2xy+3y2+2x—4y +1=0.
Giai

Ta ¢6 thé viét phuong trinh da cho dudi dang ma tran nhu
sau ;

3 -1\ix X
[xy].[_1 3]{){} +2[1_2][le+1=0

y 3 -1 o[
vOi A=[_1 3} va [a]—[_z}

Ap dung cong thic tim tdm (8) ta cd :

5]l

1
X=-—
3x-y+1=0 - 8
-%x+3y-2=0 _5
8
Ao . N N . L 15
Vay tdm cda dudng béc hai (8) 1a diém 0(-5,5).



Trong hinh hoc gidi tich ta biét dudng bic hai (S) 12 mdt
dudng elip nhén O lam tam.

B)Trong A® cho duding bac hai (S) ¢6 phuong trinh :

X*-2xy+y +4x—6y +1=0.
Hay tim tdm cda (S).

Gidi

-1
1
Ta ¢6 phuong trinh tim tam la :

1 -1)x 2 x-y+2=10
4 1+ =0 hay
-1 1y -3 -x+y-3=0
Hé phuong trinh nay v6 nghiém nén dudng cong (S) da cho

khdong ¢6 tAm. Pudng cong nay la dudng parabol.
6. PIEM Ki D CUA SIRU MAT BAC HAI

1 2 .
TacéA:[ 1 ] va [a]=[ 3},chﬁ)’rrangdetA=0.

a) Binh nghia. Mot diém T goi 1a diém ki di cha siéu mat bac
hai (8) néu I thude (S) va I ddng thoi 13 tam cia (S).

b) Céch tim diém ki di. Gid s trong A" siéu mit bac hai (8)
¢é phuong trinh la:

[x1*Alx] + 2{a}*|x] + a, = 0
Theo dinh nghia di€m ki di ¢6 toa dé thod man hé phuong trinh :

[xJ*Alx] + 2[al*[x] + a, = 0
Alx] + lal =

Thi dy trong khong gian 3 chi€u théng thudng (cing 1a mot
khong gian afin A®) mit nén tron xoay 134 mét mat bac hai c6 diém
ki di 1a dinh eda mat nén dé.

H¢ qua: - Sidu mat bac hai ¢6 tdm 12 mét khai niém afin.
. — Tam cia sjéu mit bac hai cing 12 mdt khdi niém afin.

— Diém ki di cda siéu m4t bac hai cing 12 mdt khai niém afin.
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7.PHUONG TIEM CAN VA DPUGNG TIEM CAN
CUA SEEU MAT BAC HAI :

a) Binh nghia. Vects ¢ # 6 va c6 toa dd (c1, ca,..., co) goi 1a
phuong tiem cdn cia siéu mat bac hai (S) véi phuong trinh (2)
néu :

[c]*Alcl = Z:aijcicj =0
1
Nguodi ta cdn goi phuong tiém can cha sidu mat bac hai 1a
phuong v6 tgn cla sidu mat bac hai d6. D6t v6i mjt sidu mat
bac hai ¢ tdm, mot dudng thdng (t) di qua tAm goi 12 dudng
tigm cdn cla siéu mat bac hai d6, néu phuong clia né 1a phuong
tiém cdn va né khéng cit sidu mit bac hai.

Ta dé dang ching minh duge phuong tiém cin va dudng
tiém cén cla siéu mit bée hai 14 nhimg khdi niém afin tirc 12
khdi niém b4t bi€n qua nhém cédc phép bién d8i afin.

b) Siéu phéng kinh lién hgp véi phudng ¢

Binh 1i. Cho hai di€ém M; M, thay d5i cha mét siéu mit bac
hai (8) sao cho dutng thing MM, c6 phuong khéng déi ¢ = 0
ma khong phdi 14 phuong tiém can. Khi dé tap hop trung diém
cde doan thdng M;M; ndm trén m¢t siéu phing (di qua tam .
néu c6 cua (8)). Sidu phing d6 goi 1a siéu phdng kink cia (S)
lién hop voi phuong ¢. Nguge lai phuong @ cing duge goi 1a
phuong lién hgp vé6i siéu phing kinh dé.

Chung minh

Trong A" véi muc tiéu da chon, gia si siéu mat Béc hai (S)
c6 phuong trinh :

[xI*Alx] + 2[a)*(x) + a, = 0



Goi M;, M, la hai diém thuéc
(8) va T = (by,bs,...,b,) 1a trung diém
clia doan thaing M,M,. Pudng thing
M;M; ¢6 phuong trinh tham s& :

X;=b+ct vé i= 1.2, ., n

trong do (cy, cg,..., ¢} la toa db cua
vects chi phuong ¢ (H.3). Pé tim
toa do cia giao dim M, va M, ta
gidi phuong trinh (6) sau day : '

([cI*Alet® + 2Pt + Q=0 (B) hinh 3

Goi t1,t2 14 nghiém ctia phuong trinh (6) 1an lugt Ung véi
cdc giao diém M;,M,. Vi I 13 trung diém cda doan M;M, nén ;
.m'l +m2 -0 o ti1c + tec = 0
@t +ty) 6= 0 ty+ty=0 vié#0.
Vay P = 0 hay (b]*Alc] + [a]*[¢c] = 0 |
hay [c*(A[b] +[a]) = 0

Nhu vay toa 46 trung diém I cia doan thing M;M, thod
mén phuong trinh :

[eJ*Alx] + [a]) = 0 (9)

Trong phuong trinh d6 [c]*A # 0 vi néu [¢]*A = 0 thi
[c}*Alc] =0 tic ¢ 1A phuong tiém can cia (S), diéu ndy trdi véi
gid thi€t. Viy phuong trinh (9) 13 phuong trinh clia mét siéu
- phang.

Vi tam cua (8) ¢6 toa do thoa man phuong trinh Afx] +[a] = 0
nén cang thoa man phuong trinh (9) néi trén.
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Vay néu siéu mat béc hai (S) ¢6 tam thi siéu phing kinh
lién hop v6i phuong ¢ nao d6 sé di qua t&m cla siéu mat
héc hai dé.

c) Cac thi du

Thi du 1 : Trong A® hay tim phuong tiém cén cda dudng bac

hai (S} ¢6 phuong trinh d8i vdi mot muc tiéu afin cho truge 1a:
3x2—2xy+3y2+2x—4y +1=0.

Giai

Muén tim phuong tiém cén clia mét siéu mat bac hai (S) ta

chi viéc cho phan bac hai trong phuong trinh cta (S) triét tiéu.
Ta c6 [x]*A[x] = 0. Khi d6 tap hop tdt cd nhiing vecto x cb toa

dé nghiém phuong trinh nay 14 nhing vects chi phuong tiém
cén cda (S). Do d6 :

Phuong tiém can cia dudng bac hai (S') ¢é phuong trinh

3x% — 2xy + 3y +2x —~4dy +1=0 duge cho béi phucng trinh
3x° - 2xy +.3y° = 0.

Pat k = ¥ ta c6 3k® - 2k + 3 = 0. Phuong trinh nay vé
X

nghiém. Vay dudng bac hai (S') khéng ¢é phuong tiém can (8' 1a
dudng elip).

Thi du 2 : Trong A” cho dudng cong (G) ¢6 phuong trinh dé&i
véi muc tidu afin cho trude 1a x> — 2 xy + y° + 4x — 6y +1=0.

Tim phuong tiém cén cha G.
Gigi

Phuong tiém can cla du‘o‘ng bac hai (G) xde dinh béi
nghiém cGa phuong trinh :

X —2xy+y2=0
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Dat » =7 taco:
X

2~ 24+ 1=0. Taeé2nghidm i = Ay =1.

Vay dudng bac hai (G) ¢6 hai phuong tiém cén trung nhau,
hay noéi each khac duong cong G chi c6 1 phuong tiém cin véi
vectd chi phuong ¢ = (1,1).

Thi du 3. Trong A® v6i mdt mue tidu afin cho truée cho mat
bac hai (. /) ¢6 phuong trinh x*+ 3y% - 22 + 5x +2y - 9 = 0.
Tim phuong tiém can caa mat bac hai (. /7).

Giai

Phugng tiém can cda (../#7) de(}C xac dinh bdi phuong trinh:

X+ 3y -2’ 0 {*)

bay la phuong trinh cia m#t nén bac hai thue dinh O 1a

goc toa do. Siéu mit bac hai (. /) c6 vo6 s6 phuong tiém can

¢ = (x, ¥, Z) ma toa dé cua vectg dé thoa man phuong trinh

x’+ 3y° — 2° = 0. Thi du ta c6 thé chon vects ¢, = (1,1,2)
lam vecto chi phucng cho 1 dur_mg sinh, cia non nay. Cac vectg
cdng tuyén vdi ¢; cé dang l«:c1 v6i k # 0 déu la vectg chi

phuong cia duong sinh dé. Ngoai ra ta ¢6 thé chon vo sd vecto
¢; khdc cd toa dd thoa man phuong trinh (*) g trén.

Thi du 4. Trong A® cho siéu mat bac hai (S) ¢6 phuong trinh
doi vil mot muc tiéu cho trude la :
x2—2y2+z2+4xy—8xz~4yz~14x—4y+ 142 + 16 = 0
va phuong ¢ = (1,2,3). Tim siéu phing kinh cta (S) lién hop véi
¢ da cho.

Hay ching té siéu phing nay di qua tdm cla siéu mat bac
hat (8).



Gial
Ap dung céng thuic (9) ta c¢6 phueng trinh cda siéu phing

kinh lién hop véi phuong ¢ = (1,2,3) d6i véi siéu mat bac hai
cho trude la;

1 2 ﬂ —7\
[123]]| 2 -2 -2i y|+ —2:=
-4 -2 |z} 7J

Sau khi thue hién cdc phep tinh,.ta ¢6 phuong trinh siéu
phéng kinh lién hop véic 1a ¢

-Tx -8y -5z+10=0
hay 7x+ 8y +5z2-10=0
Tam cua siéu mat béc hai (8) 1a diém O ¢6 toa dé (x,y,2)

thoa mén hé phuong trinh:

Afx] + [a] = 0, cu thé la :

x+2y-4z-7 = 0 [x=1
2x -2y -2z-2 = 0 « {y:
—4x-2y+z+7 =0 [z=

Ta nhén thay toa d§ tdm O(1,1, -1) nghiém phuong trinh
clia sidu phéng kinh lién hgp v6i phuong ¢, nghia la siéu phing
kinh lién hop véi phuong ¢ di qua tam O cda (S).
8.DANG CHUAN TAC CUA SIEU MAT BAC HAI TRONG A®

a) Dat van dé. Trong khong gian afin A" v6i muc tiéu afin

{0, e_l.,e:,..., e_n.} mot siéu mét bac hai (8) ¢é phuong trinh
tdéng quat ia :
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Za-‘jxixj+223ixi+a0:0 (1}
S IS i=1

Néu phuong trinh d6 ¢6 mit day dd moi y&u to thi ta thay
rang :

n 2 +.11

- s0 lugng cdc hé s6 a; 1a

- 50 lugng cac hé sé a; la n
- s8 lugng s6 hang tudo a, 1a 1 _

Nhu vay phuong trinh téng qudt cla moét siéu mat bac hai

trong A" ¢6 tha chda %{n + 1)(n + 2} 86, do 46 viéc nghién ciu

ching sé& gap nhiéu khé kh#n. Bay gi¥ ching ta hay tim mét
muc tiéu khac ma d81 véi né phuong trinh cta (S) sé don gian
hon,

b) Phép bién d6i. Goi A" la khéng gian vecto lién két véi
Ava {e} = E_E, (i =1,2,..n) 14 cd 8§ cGaA" . Ta biét ring
néu (xy, Xs,.., X;) 12 toa d6 ciia difm X € A" d6i v6i muc tiéu

{EoE:} thi dé cing la toa 6 cia vecto E,X d6i véi cd s6 {e, .

113
Khi dé Zaijxixj chinh la mét dang toan phuong. Trong dai s
i,j=1
tuyén tinh ta biét ring ¢6 thé tim duge mét co sd {e],e),...,e} }

trong khéng gian vecto” A” sao cho dang toan phuong trén dai
vdi co s0 d6 trd thanh chuan tdc tirc 1a ¢6 dang :

> ex} véig =+ 1 hoficg = 0,

Nhu vay la ta da thue hién phép d6i co & | ; ! thanh eo sé

le; jtrong d6 E.E, =e vdii=1,2,..,n vatacécong thi:
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Zuu | vei i=12..,n _ (2)

Trong A" ta xem (2) nhu la mét phép déi muc tidu (gii
nguyén goc muc tidu) va khi dé phuong trinh cua (S) ¢6 dang :

Zax +2Zax +a, .. {(3)

trong d6 cac g = £ 1 ho#c g = 0. Vi cdc a;; khéng dong thoi bing
0 nén phai ¢6 nhimng ¢, # 0. Ta gia s’ rang :

6 #0vdii=12..r (l<r<mn)
g =0vsi j=r+l, r+2, .. n

Ta ludén ludén cé thé gid thigt nhu vay vi néu ching han
€1 = 0 va g, # 0 thi ta chi cidn dung phép déi toa d6 :

X=X, X ra=%x1conx=x;véiiz1lvai=r+l
Ding phép ddi muc tiéu
X=xi+ga ,i=12..r
{Xj = X ,J=r+l,..,n
ta dua phuong trinh (3) trd nén :

ZEX“+223X +a;=0 (4)

ior-I

aiﬁil,lgrsn

i) Néu trong phuong trinh (4) cé a'ry1= a9 =... =2, = 0 va

a’, # 0 thi bang cach dat = =2 |

iliX?:I, l<r
=1 )

Sau dé dung phép déi muc tidu :

1.2,...r ta duge :

(5)

a8
o]
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h=xlwval<r<n

ii) Néu trong phuong trinh (4) c6 a'ryy = 8'hg =... = a, = 0 va
a", = 0 thi ta dugc phuong trinh ciaa (3) la -

{7)

g=x1,1<r<n

iii) Néu trong phuong trinh (4) c6 it nhat mét hé s8 a'y # 0
ching han a',,; # 0, ta ding phép ddi muc tiéu :

X, =X viiizr+1

ta dua phuong trinh (4) vé dang :

r+1

Y X} = 2X] véil<r<sn-1 (8)
i=1 !

Nhu vay ta dua phuong trinh ciia (S) vé mot trong ba dang
(6), (7), (8). Tém lai ta da ching minh duge dinh li sau day :

c) Pinh li. Bing cach chon muc tiéu toa d6 thich hgp, moi
siéu mit bac hai (S) trong khéng gian A" déu c6 phuong trinh
thudc mét trong ba dang sau day :
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+1,1<r<n
i=1
(II):Zaix?z() =11, 1<r<n
i=1

(IID : D e;x? = 2x,,, ,86=%1,1<r<n-1

Ba dang trén goi 1a phuong trink chudn tde cia siéu mgt
bdc hai trong A". Cdc dang chudn tdc cia siéu mit bae hai néu
trong dinh 1f trén c6 thé viét cu thé nhu sau :

2

D O - x5 x?- - XA X e 1+ + X =1
an : o R .
_.g viil<r<nvalO<kc<r

r

- X% o2 - X+ x2k+1 f.+x°=0
Dang (II): .
viil<r<n va0zckcx 7

Trong phuong trinh dang Il taldy 0 <k < ;— vinéu k > %

thi bang cach nhan hai vé& ciia phuong trinh d6 véi - 1 ta duge
mdt phuong trinh ma s cac hé s6 -1 bé hon %

2 2 2 2 2

“K X - X X XS = 2%,

Dang (III]:{ 1 2 k k+l . 1
viil<r<n-1 véOsksE

C&ﬁg mét 1 do tuong tu nhu d6i véi phuong trinh dang I1
nén trong phueng trinh dang Il ta lay 0 <k < %

9. SU PHAN LOAI AFIN CAC SIEU MAT BAC HAI

a) Binh nghia. Hai siéu mat bac hai trong A" goi la cang

logi néu phuong trinh chudn tdc cda ching cé cung mdt dang
{dang I hoac II hoac III) cing v6i mot gid tri k va r nhy nhau.
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Né6i cach khdc hai sidu mat bac hai goi la cang logi néu
phuong trinh chuén tic cla ching hoan toan gidng nhau.

'b) Nh@n xét. Mudn cho dinh nghia trén c¢6 co sé ta phai
ching minh ring : mét siéu méit bac hai (S) khong thé thude
hai loai khéc nhau.

That vdy néu siéu mét bac hai ¢6 phuong trinh dang (I) thi
tam caa (S) khéng thude (S) ; néu (S) ¢6 phuong trinh dang (I1)
thi moei tAm cia (S) déu thude (8) ; con néu (S) ¢é dang (III) thi
(S) khong c6 tam. Bdi vay phuong trinh cha (S) chi 1a mét trong
ba dang chuin téc dé.

Bay gio ta xét hai phuong trinh c6 cuing mét dang chudn
tdc nhung thude hai loai khdce nhau, tic 1a ching khdc nhau béi
r hoac k. Nhung r chinh 12 hang, ¢dén k 1a chi 56 am quan tinh
cia dang toan phuong trong phuong trinh d6, nén ching déu la
nhifng bat bién qua phép bién ddi toa do. Béi vay hai phuong
trinh dé khong thé 1a phuong trinh chuén tdc cia cing mét sidu
mat bac hai (S) duge.

c) Binh li. Hai siéu mat bac hai goi la twong duong afin (tic
la c6 phép afin bién siéu mat bac hai nay tharh siéu mat bac
hai kia) khi va chi khi ching cung thude mét loai.

Na1 edch khée, sy phan loai cde siéu mit bac hai néu trong
dinh nghia néu trén 12 mét su phan loai afin.

Chiing minh

Gia st ¢6 hai siéu mat béc hai (8) va (S") ciing thude mot
loai. Piéu d6 c6 nghia la ¢6 hai muc tiéu {E,;E;} va {E;E,} sao
cho phugng trinh cia (S) d6i vdi muc tidu {E,E;} va phuong
trinh caa (8') d6i véi muc titu {E';E'} 1a nhimg phuong trinh
chudn tdc hoan toan gidng nhau. Bay git goi f 1a phép afin clia
A" sao cho flE)) = E; véi i = 0,1,2,...,n vA phép bién d8i tuyén
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tinh lién két cia n6 la ¢ : A" - A™ bién vecto E E, cia co sg

{E,E, jthanh vecto E,E; cia cosé {E,E,} véii=12,., n Ti
d6 suy ra f s& bién (S) thanh siéu mat bac hai ma phuong trinh
cia f{S) dot véi mue tiéu {E';E} giéng nhu phuong trinh cia
(8) déi voi muc tidu {E,E;}. Vay f bign (S) thanh (S).

Ngugc lai, gid sir ¢ hai siéu mat béc hai (S) va (8" tuong
duong afin, tic 14 ¢6 phép afin f sao cho £S) = (8. Ta gui.
{EqE;} 1a muc tiéu sao cho 461 véi né, phudng trinh eda (8) co
dang chudn tdc va goi B, = f (E) véi i = 0,1,..n. Khi d6
phuong trinh cta (S') déi véi muc tiéu {E',;E';} hoan toan gitng
phuong trinh chudn tdc cha (S). Vay (S) va (8) cung loai va
dinh 1i da duge chdng minh.

d) Phan loai afin cdc siéu mit bac hai trong A’ . Trong
khong gian afin A? sidu mit bac hai con duge goi 1a dudng bac
hai va ¢6 phuong trinh téng quét 1a :

2 2
anX)y +apXy +2anpxiXe+2ax;+2aX +a,=0

Dua vao phuong trinh chudn tdc cla ching ta c6 cac loai
dudng bac hai sau ddy va tén goi tueng tng :

D x +x°=1 : duting elip.

2) x%+x? =1 : dudmg hypebol.

3) x%-x% =1 . : dudng elip do.

4) xP+x% =0 . cdp dudng thing 4o ¢t nhau.
5} %%+ %% =0 : cap dudng théng cit nhau.

6) xi° = 2x;  dudng parabol

7 %’ =1 : cap dudng théng song song

8) —x,° =1 : cp Auding thing 4o song song
9 x° =0 : cdip dudng thing tring nhau.

Nhu vay trong A? c6 9 loai dubng bée hai khac nhau.
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e) Phén loai afin cac siéu mat bac hai trong A%. Trong khong
gian afin A® cdc siéu mat bac hai con duge goi 1a mat bac hai va ¢6
phuong trinh tdng quat la :

311X12+ 322X22+ 333X32+ 2312X]X2+ 2&13){1X3+ 2323X2X3+ 2&1X1 +
+ 2asXy+ 28:%X3 +a, =0

Cé 17 loai mat bac hai khdc nhau sau d4y cing véi phuong
trinh chudn tdc va tén goi tuong ing :

D x”+ %" +x° =1 : mitelipxoit.
2) =%,% + X+ X5° =1 : mit hypeboloit mét tang .
3) %1% — %%+ X357 =1 : mit hypeboloit hai tdng.
4) 5% - %, — %52 =1 : mat elipxoit ao.
5) X1° + Xs® + Xg° =0 : mat ndn ao.
6) —x,°+%° + x5 =0 :mit non.
T x°+x°-2x%x =0 :mit paraboleit eliptic.
8) -x," + %° -2 %3 =0 : miat paraboloit hypebolic
_ (hodic mit yén ngua)
9) x;% + x,° =1 : mit tru eliptic.
10} -x;,% + x5° =1 : mat tru hypebolic.
11) —x,° — x,° = 1 : mit tru eliptic do.
12) x,% + x,° = 0 : ciip mat phéng 4o cit nhau.
13) —x;° + xp° = 0 : cip mit phing cit.nhau.
14) %% - 2%, = 0 : mat tru parabolic
15) x,? = 1 : cap mit phing song song
16) -x,* = 1 : cAp mat phdng 4o song song
17) x,° = 0 : csip mat phing tring nhau.

10. MAT KE BAC HAI TRONG AZ

a) Binh nghia. Trong A? mdt mat bic hai s& goi 1a mat ké
néu qua bat ki dim nao cing ¢6 it nhat mét dudng thdng nim
hoan toan trén mit d6.

Nhu vy mat ké 14 mat tao nén bdi mét tdp hgp cic dudng
thdng. Méi dudng thing cha tap hop 4y goi 1a mot duong sinh
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thdng cla mat ké.

Tir dinh nghia trén ta thdy ngay ring cdc mit nén béc hai,
cdc mat try bac hai, cdc cap mat phing 13 nhing mat ké bac
hai.

Ngoai ra ngudi ta con thdy ring mit hypeboloit mot tdng ma
phuong trinh chudn tdc 1a -x,% + x,® + x5 = 1 va mit paraboloit
hypebolic (tdc 13 mét yén ngua) véi phuong trinh chudn tic la
- %% + X,° = 2x4 ciing 13 nhimg mit ké bac hai. Pay 14 hai mat ké
béc hai déc biét va ta sé nghién edu chi tiét vé& ching. Can chu y
ring trong phuong trinh chudn tdc cia hai mit k& néi trén, vi tri
va val trd cda cdc toa d6 x,, Xp, X3 ¢6 thé d8i chd cho nhau ma van
khéong lam thay déi tinh chét co ban cla cdc mét ké bac hai dé.

b)Mat ké hypeboloit mot ting

Mat ké nay cé phuong trinh chufn tdc 1a :

~-x?+x2+xZ=1 (1)

= x% - xf =1- x§

< (X2 + X)) %3 — X1) = (1 + x3)1 — x3)
Ta hay xét cdc dudng thing d va d’ ¢6 phuong trinh trong A®

d p(xs + x1) = q(1 + xy)
q(xz - x1) = p(1l - x3)
. {p’ (xz + x3) = q’ (1 - x3)
d
~q' (X3 - X1} = p’ (1 + X3)

- (2)

Néu nhéan hai phuong trinh x4c 'dinh duong thing d hay d
thi ta duge phuong trinh cda mit bac hai hypeboloit mét tdng
v6i bat ki gid tri nao clia p,q vA p’,q’khong déng thoi bing
0.Do dé néu diém M ¢ cdc toa dd (x1,%2,x3) thdéa méin phuong
trinh cta dudng thing d hay cha dudng thing d’thi cédc toa db
dy ciing théa mén phudng trinh ciia hypeboloit mét tdng. Béi vay
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cac dudng thing d va d’ nim hoan
toan trén hypeboloit mét ting (H.4).

Néu cho cde tham sé P,q,p°,q lay
moi gid tri c6 thé duge thi ta nhan
duge tat ca cdc dudng sinh thing cia
hypeboloit mét tdng.Véi cip tham so
(p,q) ho#ic cap tham s8 (p’,q’) sé cho
ta mét ho dudng sinh théng.

hinh 4

Thi du. Lap phuong trinh dudng
sinh théng ecta mat hypeboloit mot tang di qua didm M1, -1.1)
thudc mat d6 (H.4), : ‘

Gigi

Ta xét ho cac duong thdng d va d’c6 phudng trinh (2) va
(3) nhu trén. Muén tim p,q,p’,q'ta thay toa dg cua M vao trong
phugng trinh cia d va d°. Thay toa d¢ ctia M1, -1,1) vao
phuong trinh cda d ta cé :

pi-1+1) = q(1+1) )
a(-1-1) = p(1-1) = (p,q) = (1,0)

Chu ¥ rang cdc hé s6 p,q c6 thé xdc dinh sai khdc nhau mat
hé s6 ti 18.Thay cac gia tri cia p va q vao trong phuong trinh-
(2) ta duge phuong trinh cta dudng thing d, di qua diém M, la :

do: {X2+X1=0 P -{X1+X2=0
].“X;g =0 1—X3 =0

Thay toa dé ella M1, -1,1) vao phuong trinh cta d ta ¢6 -
{p’(—l+ 1) =qg{1-1
°{(-1-1) = p’(1+1) ={p’, q')=(1,-1)
- Thay gid tri eda p’va q'vao trong phuong trinh (3) ta duge
phuong trinh cta dusng thdng d: di qua diém M, 12 :
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d {X2+X1=—1+X3 {x1+x2——x3+1=0
11 C}
— X2+ X; =1+ X3 X, - Xs-%X3—-1=0
Vay ta tim duge phuong trinh cua hai duong sinh thang (mbdi
dudng thude mot ho dudmg sinh thing) di qua di€ém M1, ~1,1)
la :
21+x2=0 : XKy +X-X%X3+1 =0
d,: d,:
1—X3 = () Xl—Xg—"X;;—]. =0
c)Mat ké paraboloit hypebolic. Ngui ta con go1 mat bac hai
nay la mat yén ngua vi hinh ddng cia né gidng chiéc yén ngua
(H.5 ). Mat ké nay ¢6 phuong trinh chudn téc 12 :

- X12 + X22 = 2){3. (4)
e (Xs + X3 HXe — %) = 2x3

Lap luan tuong tu nhu d6i véi
méat hypeboloit mét tdng, mat nay
¢6 hai ho dudng sinh thing xdc
dinh bdi cdc hé phuong trinh sau :

q: pxz + %)
. {q(xz - x1)

I

qXx3
2p (5)

H

i plxy +x1) = 2¢
hinh 5 @ (xz~%) = pxs (6)
Thi du : Lap phuong trinh dudng sinh thdng cha mat

paraboloit hypebolic — X2 + X2° = 2x3 di qua difm N(0,2,2)
thude mat dé.

Giai
Ta xét ho cac dudng thing d va d' ¢6 phuong trinh (5) va

(6) nhu trén. Thay toa do cia N,(0,2,2) vio phuong trinh clia d
ta co :
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p2+0 =2q

= {p.g) =(1,1}
q (2 - O) = 2p

d

Thay cdc gia tri cua p va q vao trong phugng trinh (5) ta
duge phuong trinh cha dudng thing d, di qua diém N, la :

X0+X1‘"X3 X1+ X~ Xa=0
d,: o
Xy — X) = _ X]—-X+2 =0

Thay toa do caa N,(0,2,2) vao phuong trinh cua d' ta cd :

'2 = ? B
{p( + ) 2q & . q) =)

q{2-0 =2p

Thay cdc gid tri cla p’ va q' vao phuong trinh (6) ta dugc
phuong trinh ctia dugng thang d', di qua diém N, 1a :

_ Xp + X1 = 2 {x1+x2——2=0
dr,:{ <

X2 — X = X3 X)]—Xg+ X3 =0

Vay miat ké paraboloit hypebolic da cho ¢6 hai duong sinh
thang di qua diém N,(0,2,2) c6 phuong trinh 14 :

: {x1+}(2'—x:;=0 {x1+x2—2=0
a,: > L.
@ X]—Xe+2 =10 va d\; X) - X2+ X3=0

Trong ki thuat xay dung ngudi ta di st dung cée kién thdc
vé cac dung sinh thing cia mat hypeboloit dé xay cdc thap -
nude, thap vé tuyén truyén hinh hoac gia dd cdac vat nang.

BA!I TAP VE KHONG GIAN AFIN VA HINH HOC AFIN

§1,82.
1.1.Ching minh rang trong khéng gian afin A" mdt hé m+1
diém A, A,,..., Ap 12 doc 1ap khi va chi khi v6i moi diém O
bat ki, tir dang thite

il



D hO0A; =0 va iai =0
=

ta suy ra A, =) =... =k, = (.

1.2. Trong khéng gian afin A® cho mét hinh hop ABCDA'B'CD'
¢6 AAY/ BB/ CC// DD. Ta chon muc tidu afin {E E;,E,Es}
nhusau:BE,= A E,=A,Es=B, E; = D. Hay tim toa d6 afin
cua cdc dinh con lai va toa d6 tAm cia cdc mat bén eia hinh
hop.

1.3. Tim cong thic d6i muc tiéu tir {EE;} sang {E';:E":) khi biét
toa do cua diém E', déi véi muc titu {E,;E} 1a (ay, a,,..., a,).
1.4. Trong mat p.héng afin A’ cho hinh binh hanh ABCD c6 cdc

dudong chéo cdt nhau tai O. Tim eong thdic d8i mue tidu khi
chon mue tiéu ¢l 1a{A;B,D}va mue tiéu mdéi 1a 1O:B,C!.

1.5. Trong mét phéng afin cho tam gidgec ABC c6 trong tam G.
Tim cong thie déi muc tiéu khi chon muc tidu cii 1a 1A;B,C)
vA muc tiéu méi 1a {G;B,C{. Ap dung cong thie déi muc tidu
hay tim toa d6 méi cua trung diém cac canh BC,CAAB cla
tam giac ABC. '

1.6. Ching minh riang didu kién cin va di dé ban diém Aj, A,
Az, A; thudéc mét mit phing afin 12 véi mét diém P tuy ¥ ta
cd

ulﬁ_ﬂil +Ot2“P75;2 +0(3i31'3 +0!4§K4 =6

VOI 4 +Us +03 +ay =0 trong dé it ra co mdt o, = 0.

1.7. Trong mat phing afin cho muc tiéu R = {O;e_]., e_; 1. bél
V61 muc tiéu nay cho cac difm 042, - 3), A(1,1), B(3, - 6),
M(5, -1). Hay tim toa dé cia M d6i véi muc tiéu afin
10"A B '

- 1.8. Cho hinh binh hanh ABCD trong mat phing vdi muc tiéu
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afin {A;B,D}. B6i v6i muc tidu nay gid s cho diém M ¢6 toa
dg la (o,B). Hay tinh toa do cia diém M d8i véi cdc mue tidu
sau :

a) {C;BD}, b) {BiCA} o {DCA}

§3
1.9. Ching minh rang c6 mdt va chi mét (m+1)-phing di qua
mot diém cho trude va qua mdt m-phang cho trude va khong
chita diém d6.
1.10. Viét phuong trinh tham s& va phuong trinh téng quét cda
m-phéng P di qua cac diém E,, E,, ..., E, (m< n) cia muc .
tidu {Eq;E;} va cha phing Q xdc dinh bdi cdc phdng con lai

cha muc tidu. Xét truong hep m = n.

1.11. Cho muc tidu {E;Ei} va goi (kg, ki, ..., km) }1a mot tap hop
con cda {0,1,2, ...,n} (m< n). Viét phuong trinh tham s8 va
phuong trinh téng qu4t .clia m-phing di qua cdec diém
Eyo: By By =

1.12. Trong A® vigt phuong trinh t6ng quat cla m-phing ¢6 s§
. chiu bé nhit chia diém M(-1,0,2,2) va cé perdng chia céc
vecto a(2,1,4,4), b(0,0,7,7).

1.13. Trong A* viét phuong trinh tng qudt caa cai phing c¢6 s&
chiéu bé nhdt chda cdc diém- M(1,1,-3,-2), Mx(-2,0,0,0},
Mj3(1,2,0, -1),va c¢6 phuong chda edc phuong a(3,3,1,0), b{1,1,1,0) .

1.14. Trong A® viét phuong trinh tham s& va phuong trinh téng
quit cia mit phdng P & qua ba diém (2, -1,3,4,0),
(-1,1,0,1,5), (1, 2, 7, 6, 1} va viét phuong trinh t8ng qudt cla
mat phidng P’ song song v6i P déng thoi di qua diém
M(0,0,1,2,3).
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L.15. Viét phuong trinh tham s§ cla cdi phing cho bdi phuong
- trinh tdng quét sau day trong A%

5X1+ 6X2 - 2}{3 +7.X4 + 4)(5 -3=0

2X1+3% — X3+ dxy + 2%, -6 =90

" 1.16. Cho hai dudng thdng d;,dp trong khéong gian afin A*,
Dutng thing d, di qua A(1,0, -2,1) ¢6 phuong a(1,2, -1, -3)
va dudng thing d, di qua B(0,1,1,~1) ¢ phuongh (2,3,-2,-4) .

Vi€t phuong trinh clia cai phing c6 s8 chidu bé nhét chia
hai duting thing dé.

1.17. Trong khong gian A*:

a) Vigt phuong trinh tham s6 va phuong trinh téng qudt
cia cdi phing cé s6 chidu bé nhdt chita hai dudng thing
di,dz cho béi phuong trinh cha chiing sau day :

x1=1+t X1 =0
. X2=2+t dgi {XQ—X3+1=0
dr: X3=3+t X4~-3=0
X3=4+t

b) Cho hai diém A(1,3, -1,2), B(-1,-2, 1,3). Hay tim toa dd
giao diém cia dudng thdng AB véi cac siéu phéng toa df.

~ 1.18. Trong A* xét vi tri tuong dsi cha hai cdi phing P va Q
cho bdi phuong trinh eGa ching sau day :

3x; - 56X — 2x3+ 2%4+ 7 =0

P —4x; + o+ 4x3+ 4%, - 10 =0

{4){1 - 9% -3z +Txy+ 14 =10
Q: 2% —6X2~ 3x3+ 2x4+ 10 =0
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1.19. Trong A°® xét vi tri tuong d6i cia hai cai phing P va Q sau
day : '
P:x3g=x4=x5=0

X1=O
Q: {X2=0
Xg‘—‘l

1.20. Cho tap M ={A,, Ay, ., Ay} gom m +1 diém doc lap caa
khéng gian afin A", Goi N va N’ 1a hai tap con khéng rong
va khong giao nhau cta M. Ching minh ring cé hai cai
phéng A va A' chéo nhau lan lugt chita N va N'.

1.21. Ching minh riang néu hai cai phing A" va A" song song vdi
phing A" thi giao A’~ A% néu ¢6 1a cdi phing song song véi A"
1.22. Cho hai siéu phang A va A' cit nhau. Néu A n A’ song
song véi siéu phing a thi & ~ A va « m A’ (néu ¢d) sé song

song vdi nhau.

1.23. Cho hai cai phing A* va A? (p < q) clia khong gian afin A"
- ¢6 hé phuong trinh téng quat 1a :

I
—
o
-
|
S

n
j=1 . :

]

4]
A% Deyx;+d; =0 véii=12,..,n-q
i=1

Ching minh ring AP cing phuong véi A" khi va chi khi he
phuong trinh :

Deyx =0 v6ii=12..n-p
j=t
la hé qua cia hé phuong trinh :

Zaijxj =0 vii=12..n-p
j=1 ' '
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1.24. Trong khéng gian afin A*, vdi muec tiéu afin cho trude,
hay tim giao diém cia dudng thing AB vdi cac siéu phing
toa d6, biét rang :

a) A(4,3, -1,2), B(-1, -2,1,5)
b} A(l, -1,2, -2) , B(3,2, -3,1)

1.25. Trong khong gian afin A’ v6i muc tidu afin da chon hay
xét vi tri tuong déi cia hai duing théng AB va CD cho biét :

a) A(4,0, —1,2),_ B(0,3,2,1), C(1, -1, -1,0), IX2, -1, -4, -5)

b} A(-2,2, -2,2), B(7, -1,7, -1), C(-1,2,3, —4), D(5, -1, -3,11)
1.26. Trong khong gian afin A" cho m-phing A™ va mét diém B
khéng thudéec m-phing dé. Ching minh ring tén tai duy nhat
mot m-phing chita diém B va song song vdi m-phing A™ da cho.

§4,86
1.27. Cho k diém M;M.,....M, cia khéng gian afin A® va m;,

my,...,my 12 k 58 thude trusng K thdéa mén diéu kién m,+m,
+ ..o+ = 0. )

V6i mot diém S tay ¥ cia A" ta xac dinh duge mét didm
G duy nhit goi la tam ti cuf cGa hé diém M, M,,...,.My ttng véi
ho hé s8 m;,ms,...,my sao cho :

S_G.z mls_Ni] +m2§i2 +...+mkﬁk

m; +My +...+ My

Ching minh ring khi dé ta c¢é6 hé thiec :
miGM; + meGMs, + ...+ MGM, = 0

1.28. Trong A" v6i muc tiéu afin di chon, gla st k diém
M. M,,... My ¢6 toa 46 1a -

M, =(x' 1. xz, .......,xin) voii=12,k
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va tam ti ey G o6 toa do (X,.X,. X)) thoa man hé thic

mGM; + mGMs + ... + M GMg = 0
vl M+Tna+ ..+ 2 0.
Chimg minh ring:
2
m,x} +MyX, +...+mkx}‘
1’,!!‘11 +m2 + ...t mk

j =

1.29. Cho m-phing a xic dinh béi m+1 diém déc lap PP, ...,.P..
Chimg nmunh riang a 1a tap hop cdc tam ti cu cia hé diém dé
gan v6i ho cdc hé s6 khae nhau .

1.30. Trong A" gia su hé p diém M, M., .M, ¢6 G la tim ti cy (mg
¥6i ha edc hé s6 m;,m,....,.m; v6i m; + my+ .. + m, #0vaHIla
tam ti o eta hé diémm M, M., .. .My vdi k < p, 1a hé con ciia hé
diém da cho . dng v6i cdc hé 56 m;, my, . ,my véi my + m, +. +
+my =0. ’

Chimng minh ring tdm ti cu G néi trén trung véi tam ti ey C
cua hé diem (H My, My, ..M, ) ing vdi cdc hé s6
& _ k
t 2:111]_.1nk4].1nk+.2 N I (1] Z m; + My, + My +.+ 1y, £ 0
I i1

1.31. Trong A’ cho G 1a tam ti cy céc hé diém (P}, P,, .. ,Py) gdn

véi ho cie hé s0 24, 79, ..., 7 .

a} Chimg minh rang néu thay tat ca cdc hé s6 7, bing k2,
vot k = 0 thi tam i cu G nm trén khong déi.

b) Truong hgp cdc hé s6 &y = ha= .. = 24 d1em G goi la
trong tam cua hé diém Py,Ps,... P, Hay tim trong tam cua
doan thiang AB va cia tam giae ABC.

1.32.Chdng minh rang véi hai diém P va Q phan biét tap hgp
nhimg diém M sao cho MP=kMQ vdi k < 0 1a mét tap 14i .



1.33. Cho mot hinh 161 F chia ba diem AB,C khang thang
hang. Ching minh rang tam gigc ABC thuoe F .

1.34. Cho ti s6 don (ABC) =7 nghia la AB= 7 AC . Hav chung
minh : '

a) (ABC) =
(ACE)

b (BAC) = _ABC
(ABCy - 1

) (CBA =1 - (ABC).

1.35. Cho ba m-phang P.Q,R song song cua A" lan gt cat hai
dusng thang d; va d. tai P.@QLR, va Py, Ra.

Chumg munh rang :
al (PR = 1P.QaR
) Qiti:: (1-- p)l‘_’lir;2 + plei2 trong do p = (P.(;R.i
1.36. Cho ba stéu phiang P, Q, R cua A" cung di qua mot
(n-2)-phang. Chimg minh riang néu PQR ciung c¢at hai

duong thing song song d; va d, lan luot tai P;.Q.R; va
P-_;.Q-_’,R-_} thi (P;Q]R.]' = {Pngjo . I

1.37. Trong A" cho hai siéu phing « va «' ¢6 phudng trinh lan
luest ba

Z‘lx +b =0 va ZCX +d=0
a) Tim dieu kien dé « va o cdt nhau, song song. tring
nhau .

b) Chung mich rang phuong trinh téng quat cua cdc siéu
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phiang di qua giac « n o’ (néu ¢6) hodc song song vdi « va o
tnén a v o = 2) c6 thé viét dudi dang :
Fx Zalxj +b} + p( Z(:ixi +d)=0
-} i=1 '
v6t 2 va p khoéng déng thdi bang 0. Ngudi ta goi dé 1a
phuong trinh ciia chimm  siéu phing xde dinh bdi hai siéu
phang « va u’.

36

1.38. Ching minh riing trong A® cho siéu phing o phép chiéu

song song theo phuong vects m khéng thudc phuong o la
mdt anh xa afin. '

1.39.Cho khéng gian afin A" vdi muc tiéu afin {O;e, e, ,

e, 1.V6i mdi diém X = (x1,%», ...,x,) ta dat tudng tng diém
X =(0,x3,%s,....x,) ta dugec anh xa f:A" > A" ma fiX) = X
Chiing minh rl'?mg_ f 1a 4anh xa afin , né6 lién k&t vdi anh xa
tuyén tinh nao ? Anh flA") 1a tap nao 7

Hay minh hoa phép chiéu song song niy trong khong gian
afin ba chiéu . '

1.40. Cho hai khéng gian afin A vi A’. Cé phai moi dnh xa
f- A - A déu 1a anh xa afin hay khéng ? Néu khong, hay
dat diéu kién dé anh xa f trd thanh 4nh xa afin.

1.41. Trong khong gian A" cho m—phing P c¢6 phuong V™ va
(n—m)-phing Q c6 phuong V™ ™ sao cho V2~ V" ™ ={0}.

a) Ching minh P va Q chi ¢6 mét diém chung duy nhit .

b) Goi M 13 mét diém bat ki ciia A®, goi P’ 1a m—phing di
qua M va song song vdi P.Goi Q' 1a (n—-m)-phéng di qua M
va song song vdi Q@ . Chuing minh rang P’ va Q chi cit nhau
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tai 1 diém ; Q va P cing cdt nhau tai 1 diém va ki hiéu cac
diém d6 1an lugt 1a M, va M,

c¢) Xét anh xa p: A" —» P sao cho piM) = M, va 4dnh xa
q: A” = Q sao cho g(M) = M, . Céc dnh xa dé lan gt cé
tén 1a phép chicu 1én P theo phusng V*™ vi phép chiéu lén
Q theo phuong V", Ching minh ring p va q i nhitog dnh xa
afin thda min cdc tinh chat san diy :

p2=p;q2=q;pq=qp= 1 trong dé 1 ki hiéu cho dnh xa
hiing .

d) Chung minh ring néu cé mot didm A thuée P va diém
B thuéc Q thi luon luén c6 mot diém X duy nhat cia A” sao
cho p(X) = A, qX) = B. '

1.42. Trong mat phing afin A? cho phép afin f bién ddi esc
diém nhu sau :
A(1,1) - A(l,1)
B{2,0) - B2,0
C(1,0) - C(2,2)
Viét phuong trinh phép afin dé d6i vdi muc tiéu da chon va
do6i véi muyc tidu (A;B,C 3 .
1.43. Trong khéng gian afin A? véi muc tidu da chon cho cdc
diém:
A, =(1,1,1); A =(2,0,00 ; A> = (1,0,0) ; Az = (1,1,0)
A =1(0,0,0); A =(0,1,00; A2 =(2,0,1); A5 = (1,0,1)

a) Ching minh bdn diém A, ,A; ,A; ,A; va bén diém
Alo ,All ,A'z ,A'g déll dﬁ(‘. lﬁp -

b) Lap phuong trinh phép bign ddi afin £ A* 5> A? sac
cho A} = A ,1=0,1,2,3 d6i vot muc tiéu da chon .

¢) Tim céc diém kép va phuong bat bién cha phép afin dé .
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d) Viét phuong trinh phép afin f dé d6i véi muc tidu (A, A,
Ay, Ag}.

1.44.Trong khéng gian afin A cho mét t¢ dién ABCD.Lap phuong
trinh phép bién d6i afin f d6i véi muc tiéu {A;B,C,D; sao cho

RA)=B,fiB)=A ,AC)=C,fiD)=D.

1.45. Trong mat phing afin A* cho phép bién déi afin £ déi véi muc
tiéu da chon :

x'l = 2X| — 3}(2 — 7
£ X'z = 3%; - 5%, - 9 . Hay tim phép afin f'.
1.46. Trong A® cho phép bién déi afin f d6i véi muc tidu da chon

¢ {x'. =3%; + 2xy - 2

Xo=2x +2x; -1
a} Tim &nh va tao danh cha di€m M(1,2) .

b) Tim &nh va tao &nh clia dudng thing c6 phuong trinh
3%, +2x, -6 =0

¢) Tim diém kép ( diém bat dong ) cha phép afin f .
1.47. Trong khong gian afin A" che céng thie ddi muc tiéu

K=Y +ys+¥a+...+¥, +1
Xy = Yo+ ¥n+...+¥y, +2
X3 = ¥s+...+y, +3
Xn = yn+ﬁ

trong dé (x.Xp, ...,x;) 12 toa dé cha mét didm X thude A™ doi
vl muc tiéu thi nhat va (yyy,, ....y,) la toa dé cla didm X dé
d6i v6i muc tiéu thit hai. Lap phuong trinh phép bién déi afin
déi v6i muc tiéu thir nhat va bién muyc tidu thi nhat thanh muc
tidu thi hai. Tim toa do cdc dinh clia muc tiéu thy hai déi véi
muc tidu thd nhat.
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1.48. Ching minh rang trong A” néu mét phép afin f ¢6 n +1
diém kép déc lap thi f 1a phép dong nhat .

1.49. Trong khong gian afin A" phép afin 2 A" —» A" la mét
phép thdu xg¢ afin néu c6 mét siéu phing A" sao cho moi
diém M ciia siéu phéng d6 déu 1a diém kép. Siéu phing A"
duge goi la nén thdu xa¢ . Hay chon mét muc tiéu afin thich
hgp va viét phugng trinh cha phép thdu xa afin d6 . Sau dé
chitng minh réng néu phép thau xa afin khéng phai 1a phép
dong nh4t thi cdc dudng thing néi mot diém vdi dAnh phéan
biét cua né hoac song song véi nhau hoac triang nhau.

§7
1.50.Ching minh réing tap hop cde phép tinh tién trong khong
gian A" lam thanh mét nhém .

1.51.Trong khong gian afin A" cho tam giac ABC va cac diém
P,Q.R lan lugt nim trén cic dudng thing BC, CA, AB .
Chimg minh diéu kién can va di dé ba diém P,Q,R thing
hang 14 :
(PBC) . (QCA) . {RAB) = 1 (dinh 1i Ménélaus).

1.52.Trong khong gian afin A" cho tam gidc ABC va cdc diém
A'B.,C' lan lugt thudc edc canh BC, CA, AB. Chitng minh .
rang diéu kién can va dd dé€ ba dutng thing AA’ BR',CC'
dong quy la :

(A'BC ).(B'CA).(C'AB) =-1 (dinhli Céva )

1.53.Cho dan hinh m-chiéu A,A;.. A, Diém G goi 1A trong tam
cua don hinh d6 néu :

Y GA, =0
i-0
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a) Ching té trong tdm cla don hinh la mét khdi niém
afin .

b) Ching minh rang diéu kién cidn va di d€ cho G la
trong tAm cua don hinh AA; ... Ay 14 véi moi diém O ta déu
ed ;

¢) Ching minh réng trong mot don hinh cac dudng thing
ndi hai trong tdm cla hai mat bén d&i dién luén luén di qua
mét diém. Phét bifu két qua ddi vdi truomg hop don hinh
hai chiéu va ba chiéu .
1.54. Ching minh ring dnh cda mét tap 18i qua 4nh xa afin la
mdt tap 1éi .

1.55. Nhém bi€n déi ldn nhat cha khéng gian afin A la nhém
nao 7 Hinh hoe nhitng nhém d6 nghién ciu nhitng tinh chat
gi cha khéng gian afin A .

1.56. Trong mat phang afin hai hinh binh hanh b4t ki ¢6 tuong
duong afin hay khéng ? Vi sac?

1.57.Tim diéu kién dé€ hai hinh thang tuong duong afin trong
mat phéng afin.
1.58. Mat phéng Celit 1a mat phéng afin . Trong nhitng dinh 1
sau ddy dinh li ndo thudc hinh hoe afin
a) Trong mét tam gidc ba dudng trung tuyén déng quy
b) Trong mét tam gidc ba dudng phan gidc trong ddng quy

¢) Trong mét hinh binh hanh , hai dudng chéo cdt nhau
tai trung diém cda mdi duong .

d) Hai dudng chéc cia mét hinh thoi vuéng gée véi nhau
tai trung diém cia mdi dudong .
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§8

1.59. Trong khéng gian afin A* , v6i muc tiéu afin cho trudc ,
hdy xét vi tri tuong déi cida duding thing (d) di qua hai diém
A(0,0,3, -3), B(0,0,11, -11) va siéu mat bidc hai (8) c¢6-
phuong trinh :

x12 + x22 2 XXy -3 XXz + 4 XaXu + X3+ X =0
1.60. Trong A® v6i muc tiéu da chon , cho dudng béac hai c6
phuong trinh : _
X127 — 83 X1Xo + 2%Xo° - 5X; 42%5 — 3 = 0 _
a) Tim phuong tiém cén coa dudng bac hai da cho .
b} Tim tam cua dudng béc hai d6 .

1.61.Tim giao cGa mét siéu mat bac hai vé6i moét m-phéng trong
A"

1.62. Trong A®? v6i muc tiéu da chon, cho dudng béc hai cé
phuang trinh :

25%° + 2 KXz + 18 %% - 18x; ~ 18x, - 27 =0
Tim tam va dudng kinh lién hop véi phuong (1, -1).

1.63. Mét siéu mat bac hai (S) cia khéng gian afin A™ goi la
mot sidu nén bdc hai néu cé thé tim duge mét muc tiéu
{Eq;Ei} sao cho d8i v6i no (S) ¢6 phuong trinh :

{x]*A[x] = O trong d6é hangcia Alar> 0.
Hang cta A cang goi 1a hang cia siéu nén (S) .
a) Ching té rang siéu nén hang r 1a mot khdi niém afin.
b) Ching minh ring néu diém X thudc (S) thi dudng
thing E,X nim hoan toan trén (S) . Puing thdng d6 goi la
dudng sinh cGa siéu nén (S).

¢) Ching minh ring v6i moi siéu nén (8) ludén ludn c6 mot
m-phéng P véi 0< m < n - 1, ndm trén (8) sao cho néu M

-
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" thudce (8) thi phing di qua P va M ciing nAm trén (S) . Ta
goi m-phang P la dink cia siéu nén (S) .

1.64. Mbt siéu mat bac hai (8) cla khdng gian afin A" goi la
mot siéu mdt tru néu co thé chon mét muc tiéu {E,E} sao
cho déi véi né phuong trinh cia (S) ¢6 dang :

f(x3,%2, .. Xy} =0, m<n n
trong doé f Ia mot da thiic bac hai d6i véi x,,x2, ...,xp.

a) Ching t6 rang siéu mat tru 14 mot- khai niém afin.

b) Trong m-phéng di qua céc diém E,E,, .. E.. ta chon
muc tidu tea do 1a {E,E,, ... ,E,}. Chimg té ring giao cha (S)
v6i m-phing néi trén 12 mot sidu mit bac hai eda khong
gian afin m chiéu A™ ma phudng trinh ca siéu mit bac hai
d6 chinh la phuong trinh (1). Siéu mat d6 goi 1a diy caa
siéu mat tru (S) ta ki hiéu né la (8.

¢) Goi V'™ 1a khong gian vectd véi co s¢ 1a {E—o-lf.1 !,
1 = m+l,.,n. Ching minh ring n&u diém Mec (S) thi moi
(n-m)-phéng di qua M c¢6 phudng V" ™ ddu nim trén (S).
Ta goi (n— m)-phéng d6 1a phing sinh ciia mat try .

d) Ching minh ring néu p : A > A™ la phép chiéu lén
A" theo phuong V™ ™ thi p(S) = (8).

1.65.Trong A® tim phuong trinh chudn tic cla mét sidéu mait bac
hai (S) ¢6 phuong trinh d6i véi mot hé toa do afin da cho la:

2 2 2
X1" 4 BXp” + X3° + 2X1X2 + 6Xox3 + 2x3%; - 2x; + 6xs +2x3=0

1.66.Trong A%, tim dudng sinh théng cda cdc mat bac hai :
2 2

a) (Sy) : % + YT ~22 =1 di qua difm M(3,2,1)
X2 y2 .
b) (S,) : 5 "¢ = 2 di qua diém N(3, -4,0)
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CHUONG 1l

. KHONG GIAN OCLIT
VA HINH HQOC OCLIT

§1. BO SUNG VE CAC PHEP TOAN
TREN KHONG GIAN VECTO

1.TICH VO HUGNG

Cho V 12 khong gian vecto trén trudng s6 thuc trén d6 xdc
dinh mot phép todn f sao cho véi mbdi cap vectd c6 thi tu
ab €V ta dat tuong dng véi mét. 88 thuc xdc dinh goi 14 tich
v6 huong cia hai vecto a,b, ki hidu 1a a.b hay ab néuné
théa min 4 tién dé sau day :

2 a(b+ec¢)=a.b+a.c véia,b,ceV
b ) v6id eR .
4) a. a >0 ,d&u “=" xay ra khi va chi khi a = 0
CHU Y : Tuong Ung f néi trén 14 mét dnh xa f: V x V — R théa
min 4 diéu kidn néu trén .Mot khong gian vecto duge trang bi
thém tich vé hudng ddi véi moi hai vecto bat ki cla né s& trd
thanh mét khéng gian vecto Oclit . Khong gian vecta Uelit n

chidu duge ki hiéu 12 Vg hosc E".

&4
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2. CAC DINH NGHIA CO LIEN QUAN DEN
TICH VO HUONG CUA HAI VECTO

——

.a.b =|al|b|cos(&b)
Jaf=ato | a=val
alb < a.b=0
3. TICH CO HUGNG CUA HAI VECTO TRONG V;
a) Pinh nghia. Trong Vé tich c6 hudng cua hai vecto a va
b la rmjt vecto ¢ théa min cde didu kién sau day :

i)eclavac Lb

H)je|=1all bl sin(4,b) = dt .
hinh binh hanh dung trén cic vecto
a.b. b
1ii} Tam dién tac boi ba vecto
a,b,c¢ latam dién thudn (néu van nat a
chai theo chiéu tif a dén b thi nat hinh 6

chai chuyén dong theo hudng cla vectd
¢ — xem hinh 6).

Ta thudng ki hiéu tich cé6 hudng cia hai vecto a va b la
anb=c
b) Tinh chat
aab=-bna (phin giao hoan ) _
2Jp(5x\5)=p5 Ab=a /\])B viipe R
N(a+blrc=anc+bac

asflb +el=a A~b +ac.
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4.TICH HON HGP CUA BA VECTO TRONG V3

- =

a) Binh nghia . Tich hén hop cia ba vects a,b,c trong V

la mdt s6 , béing cdch nhan ¢6 huéng hai vecta 5,5 ta duge
a ~ b réi nhan v huéng vecto 4y v6i ¢ .Tich hdn hop cia ba
vectd a, b ,E duge ki hiéu nhu sau :
{(a,b,c)=(a A b ¢
b) Y nghia hinh hoc cfia tich hén hgp

Cho ba vecto 5, B,:: khéng
déng phang (H.7)

Got V 1a thé tich c@a hinh
hop dung trén cdc vecta E,B c .
Khi d6 V = 5 h trong 46 S 1a
dién tich eta hinh binh hanh
‘dung trén hai vectd a va b con
h 1a chiéu cao cia hinh hap .
Pat g = a A b thi theo dinh

nghia tich c¢6 hudng , ta c¢é

hi_nh 7

.|_g'[ = 8. Vects g vudng géc voi

mét phing ddy tao nén bdi hai vects a va b . Ba vecto 55 g

tao thanh mét tam dién thudn . Hai vecto ¢ va é ¢6 chung goc
va nam vé mét phia déi véi mat phing day va goi ¢ = (g, ¢).
-Gida st ¢ < % nghia 1a cosp > O nén tacé h = |¢] coso.
Vay (aab).c= g.¢ = |g[l¢|cosop=Sh=V.

Vi p < % nghia la ba vecto E,B ¢ tac nén m#ét tam dién

thuan , khi dé :
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V={(a,b,c)

N6 @ > % nghia la ba vecto -5,5,5 tac nén mit tam dién

nghich ta ¢6 cose la mat s6 am , khi d6 h = - 1E|005(p va ta co

(a,b,c)=-V

Két Iuan Tich hén hgp cia ba vecto a,b,c khong ding
phing la mdt s&, cé tri s& tuyét dsi bing thé tich hinh hép dung
trén ba vecto E,B ,¢. S6 4y duong néu ba vecto a,b,c tao nén
mot tam dién thuédn, 4m néu ba vecto 4y tao nén mét tam dién
nghich .

CHUY ¥ : Néu ba vecto ;,E,E tao nén mét tam dién"thuén
thodc nghich) thi ba vecto B ,;:,5 va ba vecto E,E,B cling tao nén
nhitng tam dién thuin (hodc nghich) . Do 46 : '

(anb).c=(bac) a =(caa)b .
Tu v nghia hinh hoe elia tich hon hgp cida ba vecto,ta suy ra:

Hé qua : — Diéu kién cdn va dG dé€ ba vecto déng phéng la -
tich hdn hgp cha ching béng 0 .

- Piéu kién cdn va du dé ba vecto phu thudc tuyén tinh la
tich hén hap cia ching bang 0 .

§2.KHONG GIAN GCLIT

1.DINH NGHIA

Khong gian Oclit 134 mat loai khéng gian afin lién k&t véi
khong gian vecto Oclit hitu han chidu . Khéng gian Uclit thutmg
duge ki higu la E . Khong gian vects Oclit hién két véi né duge ki
hidu 1a V; hoic E. Khéng gian Celit duge goi 1a n chidu ki higu la |
E" néu khéng gian vecto Oclit lién két véi né ¢6 s6 chiéu bing n .
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2. CAC THI DY .

a) Khéng gian Oclit ba chiéu théng thudng duge hoc trong
chugng trinh todn & bédc phé théng duge ki hidu la E® . Trong
khong gian nay, mat phéng Oclit 1a khong gian Oclit hai chiéu
va duge ki hiéu 1a E%. Cac khong gian E° va E? 1a khong gian
cac vects tif do ba chidu va hai chiéu.Tich v6 hudng trong khéng

gian IF va ETz. duge dinh nghia nhu sau:

a.b =|a|b|cos(ab)
trong d6 |ajf , |E| la d6 dai cace vecto’Q,B con (éi,f)) la gée giia
hai vecto Q,B )

b) Trong md hinh s thuc ciia V* néu ta dinh nghia tich vé6
huéng ciia hai vecto a = (ajag,..., a,) va b = (byby,...by) 14 s6
thuc abi+ asbo+ ... +asb, thi mé hinh dé tré thanh mét khéng
gian vecto Oclit n chiéu . Khi d6 khéng gian afin lién két véi
khong gian vecto Oclit V7 dé la khong gian E®.

¢) Néu E" 1a khéng gian Cclit lién két v6i khong gian vecto

Cclit E* thi méi phing « cla né ciing 12 mét khéong gian Oclit

lién két vdi khong gian vecto Oclit EI_E:. ma tich v6 hudng trong

agp duge cim sinh bdi tich vé huéng cia E" .

CHU Y. Theo dinh nghia, khong gian Oclit eiing 1a mat khéng
gian afin nén trong khéng gian Jelit van cé cdc khai niém va cde
tinh chét cia khéng gian afin. Mat khéc trong khéng gian Oclit
.con ¢6 cdc tinh chat va khéi niém khéong ¢6 trong khéng gian afin,
nhu sy vudng géc ca cdc phing, do dai cac doan thing, do 16n ciia
goc v.v.. Cdc khdi niém, tinh chdt ndy ¢é lién quan mat thist dén
khdi niém va tinh chat cda tich vé huéng duge trang bi thém
trong khong gian vecto Celit lién két véi khong gian afin dé .
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§3. MUC TIEU TRUC CHUAN -
TOA PO TRUC CHUAN

1. MUC TIEU TRUC CHUAN
Muc tiéu afin {O; e_;,g;,...,e: } cua khong gian Uclit n chiéu
E" duge goi 14 muc tiéu triue chudn (hay con goi 1a hé toa dp

Dé-cde vudng goéc) néu co s {e,,e,,...e; } cia khong gian vects

Oclit E® 1a co s6 truc chudn nghia la :

véii,j=12,...n

~ - 0 khi i#]j
ele_l :bu = 1 k_'h' A .
1 1=1]

2. TOA PO TRUC CHUAN

Toa do cia mot diém thuge E® déi véi mot muc tiéu tric
chudn goi 1a toa dé truc chudn cha diém d6 d6i v6i muc tidu da
cho (hay con goi 1a toa dd P8 - cdc vudng goc cia diém do).

Ta biét rérfg moi khong gian vecto Gelit n chidu v6in = 1
déu ¢6 co s6 truc chudn, do d6 ta suy ra trong khong gian Oclit
n chiéu E” luén luén cé thé tim thay nhing muc tiéu true chuin.

3. POI MUC TIEU TRUC CHUAN

Cho hai muc tidu truc chufn {Oiee,.,e ) va

{0 ;e ,e;,...,e; } cda khong gian Jelit n chiéu E. Goi C la ma

—

trdn chuyén tif co s6 {ej,e,....,e, } sang co 5§ {e] e e €y )

Céc co s6 46 déu 1a ¢d s tryc chudn nén C 1a ma tran truc giao
cdp n . Khi d6 cong thdc d8i mue tiéu true chuédn 1a :

(x]=C*[x]+1a.
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treng dé C* la ma tran chuyén vi clia C , [a,] 1a ma tran cdt toa
d6 cla gée O ddi véi muc tidu {O; e,,...,e. } con [x] va [x ] la
hai ma trdn cjt toa dé cla cung mdt di€m dGi véi muc tiéu
{O;e; } va muc tidu {O} el .

4. KHOANG CACH GIUA HAI BIEM

Cho hai diém M,N clia khéng giah Jelit E". Khodng cdch
gitta hai diém dé6 ki hiéu 1la d(M,N) dugc dinh nghia 1a s6 :

d(M,N) = |MN | =VMN

Nhu vay dya vao tich vé hudng, ta dinh nghia duge khai
niém khodng cdch gilta hai diém hay dé dai cia mot doan
thing hay mé-dun cua mét veets . Do d6 :

a) dM,N) = dN,M)
b) dMN)20va dMN) =0 e>M=N
c) d(M,N) + d(N,P) > d(M,P) v6i moi ba diém b4t ki M,N.P .

d) Néu M,N,P 12 ba diém phan biét thi diém N thue doan
thdng MP khi va chi khi &(M,N) + d(N,P) = d(M,P).

e) Néu trong E" v6i mdt muc tiéu true chudn cho truge ,
cho bi&t tga do truc chudn cia cdc didm M =(xy,x9,....%,)} va diém

N=(y1,ya,...,yn) thi :
d(M,N) = / (y; - x,)%
i=1

5. BIEU THUC TQA PO CUA TICH VO HUGNG CUA HAI

VECTO TRONG V.

a) Trong khong gian Uclit E” vdi muc tidu truc chuin cho
trude , gia su : a= (ay, ag , ... , Ag},

90



“

Tacs: ab-Yae dbe, Y ab,
b) Hé qué

i} - Zaibi

5’: > al , cos(a, b) = '

it eihe g e 5o

6.BIEU THUC TOA PO CUA TICH CO HUGNG TRONG \'E

a) Trong hé toa 9 Dé-cdc vudng géc Oxyz cho hai vecto

a= (31,32,33) va b= (by;b2,bs). Hay tim toa d6 cha vecto
anrb=c.Tadé dang tinh duge toa dé cua vecto ¢ nhu sau:

minbe| }

4

d; Aaj
b) b3,

ay a; a,
by, by, b,

b) Hé qua » Néu ¢ la goc giita hal vecto a =(a,ay,a3)
B:(bl,bg,bg) ta cé céng thie :

2 'z 12

S a; agl jas ayl ja, ay

_ \af\b’ by bs| by by |by by
SING = Ao = [ 2. .32 .2 /13 12 .2
alb \/al+ag+a3. bi + b3 +bg

+ Goi S 1a dién

" tich hinh binh hanh BN
duge dung trén céc
b

vectd a, b (H.8)

hink 8
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+
by byl

—
- —- a. A
S=larb|= !2 34

\/!bz by

by b
7.BIEU THUC TOA PO CUA TiCH HON HOP TRONG V!

Trong hé toa d6 Dé-cic vudng gée, cho ba vecto khong

déng phang :
1

a= (ar,aaz) , b = (by,ba,bs) , €= ( ¢p,cq,c3) .

Goi V la thé tich cta hinh hop dung trén cic vects a ,b,eo
thi +V = (a ,b,c).

— — - -

(a ,b,c)=(anblc= a; ap

4, 4aj
by bj

az; a,

£, +
'lby b,y

Cy + Cy

a; a, ajg
Vay (d,b,é) = |b; b, byl=2V

[ Co Cs

§4. CAC PHANG TRONG KHONG GIAN OCLIT

Gia sit E" la khong gian Oclit n chiéu lién két vai khong |
gian vecto Oclit V) Vi khong gian Gclit ciing la mét loai khong
gian afin, nén trong khéng gian Oclit cac phing cing cé céc
tinh chat giéng nhu tinh chédt clia cac phing trong khong gian
afin.Ching ta ciing sé gip cdc van dé nhu cdach xac dinh, cach
lap phuong trinh va xét vi tri tuong dbi ctia cac phing nhu da
duge nghién cifu trong khong gian afin. Nhimg vin dé méi ma
ching ta sé xét sau day ddi v6i cdc phang Oclit 1a nhing van dé
¢6 lién quan t6i tich vé6 huéng duge trang bi trong khong gian
vecto lién két véi E" do. |
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1.VI1 TRI TUGNG DPOI CUA CAC PHANG TRONG E"

Ngoai nhiing vdn dé vé vi tri tugng déi clia cdc phing da
duge xét nhu trong khong gian afin , d6i véi cde phang trong
khéng gian Jclit con ¢6 thém quan hé vudng gée va tim khoang
c4ch gifta hai c4i phang nao dé .

a)Dinh nghia. Trong E" cho phing a c6 phuong « va phéng
B 6 phuong B .

« Hai phdng o va B goi 1a vuéng goc véi nhau ki hiéu
o L B néu hai khéng gian vects ava B truc giao véi nhau {(moi
vecto thude o déu truc giao véi moi vecto thudch ). Ta ciing ki
hiéu o« L B
¢ Hai phing a va § goi 12 bu vuéng géc véi nhau néu o
vé\B bl true giao véi nhau trong Enghia la
a®p = E" (dima+ dimp = n).

b)Pinh Ii. Hai phdng vuéng gée véi nhau c¢6 khéng qui mét
diém chung . Hai phang b vudng géc c6 mot diém chung duy
nhat .

Chung minh

Trong E" gid sif ta c¢é hat cai phidng vuéng géc vdéi nhau 1a
o L B. Néu c6 hai diém M,N thudc giao o ~ P thi vecty
M—Neamﬁ nghia la MNea va M_'Neﬁ Vi oo L ﬁ nén
MN.MN = 0 .Theo tinh chat cla tich vé hudng ta c6 M = N .

N&u o va B bl vudng géc thi E* = o @ p . Do dé néu gid siy
anfP=Jthi:

dim(a+pB) = dimoa + dimp —'Idim(am[‘i) +]1. Ta suy ra :

dim(c+B) = n+1 1a didu vé 1 . Vay o va B phai ¢6 diém chung
va theo phén trén cua dinh i thi diém chung d6 1a duy nhat .
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Hé qua 1. Néu a va B bl vudng géc vdi nhau thi téng cla
ching la E™.

Hé qua 2. Trong E" qua mot diém da cho cé mét va chi
mét phing bu vuéng géc véi phing di cho (nghia 1a phuong
trinh ctia phdng nay hoan toan duge xdc dinh).

¢) Binh Ii. Trong E” cho m{t diém A va mot phing § khong
chita A . Khi dé6 trong B ¢6 mot di€m A' duy nhat sao cho
dlAA) < dAM)vGimogiMe B.

S6 d(A,A’ ) goi 14 khodng cdch ti A toi phdng £ va duge ki
hiéu la d(A, B).
Chdng minh

Qua diém A ta c6 mét phing o duy nhdt bt vubng gée véi p .

A Khi d6 o va B ¢6 mét giao diém

duy nhat 12 A' . Vi moi diém

MepBtact AMepR va AA < a

A(A,W' (H9). Vi al B nén A’MJ_E..

Ta ¢6 :

hinh 9 d(AM) = [AM|, d(AA) = !E|

d(A\M) = JA'M{. Vi A’'ML AA’ nén theo dinh li Pitago :

—_—2 —2

AM =AA" +A'M .
Tudé suy ra  (d(AM)? = (d(A,A ) + (d(A"MD))?
hay d(AA") < d(AM)

\ )
Ddu "=" chi xdy ra khi A'M =0 tde M = A". Vay diém A' 1a
duy nh&t.

Hé qua . N&u diém A e B thi ta cé d(A, B) = 0.
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d)Pinh i . Néu phing o vudbng géc v6i phing B va phing -
bl vudng géc véi phang B thi o ciing phuong véiy .
Chting minh

Goi o,p ,v lan lugt 14 phuong cda ede phing o,B,y Vi o

vudng gbéc véi ﬁ con :( la phén bu tryc giao clia B trong E" nén
ta suy ra ac ? .
- Véy a ciing phudng véi v.
Hé qua. Hai phdng phéan blet cung bl vuong géc véi pha‘mg
thd ba thi song song v6i nhau va 6 cung s& chiéu .

CHU ¥. Khdi niém vubng géc cla hai mat phing trong E®
ding ¢ truong phé théng khéng théa man dinh nghia néi vé su
vubng géc cia hai c4i phang di néu & phan trén vi d6 la sy
vudng géc khéng hoan toan.

2. KHOANG CACH GIUA HAI CAI PHANG

a)} Pinh nghia. Trong khong gian COclit E" |, khodng cdch
gida hai cdi phéng a va Bla sd inf dMN) v6i M e a vaN e B .

dic,p) = inf AMN) v6i M e o, N <

CHU Y : Theo dinh nghia néu o ~ § # & thi d(o,p) = 0, con
néua N B =< thi dle,p) > 0:

b)Pudng vuéng goc chung cha hai cai phing. BPudng théng
A goi 14 dudng vubng géc chung clia hai phéng o va B néu A
vudng goéc véi ca o va B, déng thdi Acitcd ava .

Thi du trong E® ta c6 dudng vudng géc chung A duy nhat
cua hai dudng thing chéo nhau « v& B; hosie vé 8 dudng vusng
goc chung cGa dutng thang o song song véi mat phing p .

¢)Binh li. Goi A 1a dudng vudng goc ¢chung cha hai céi phing
w va B.N&u A cit o va B 14n lugt tai I va J thi d(o,B) = d(I,J).
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Chting minh

M .
Gia sir dudng vudng goéc chung A |

cht o va B lan luot tai I va J Vai S_—" :
moi M e o, moi N e B(H.10)tacd : -

) J— — ) 2 J
= \MN‘ - lMI n JN\ " ‘IJ‘ .

—_ e —ee . N

+ 2IJ.(MI + JN). A .

Vi IIMI=0 va IJJN = Onén : hinh 10

1@‘2 = 1@ + Eﬁr +‘ﬁ‘2 hay ‘I\_fl_ﬁr = ‘ﬁ'z :
Vay  d(M,N) =z d(1,J)} hay d{a,p) = d(1,d).

d) Pinh li. N&u hai c4i phing o va B chéo nhau ( nghia 12
khong ¢6 diém chung va khéng ¢6 phuong chung) thi ching cé
- duong vudng goéc chung duy
nhat .
Chiing minh
Theo gid thiét ta <6
anPB=B vh anp={0H.11).

Xét téngo+p va goiy la
khéng gian con bu truc giao

v6i téng o + P trong E°. Lay
Pe a vda @ € B thi vectd

hinh 11t PQ duge phan tich mot cdch
duy nhat dudi dang :

— -

PQ = u+v vdi e E+B va vey.
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Gid st u = x+yvéi xea va yep. Liy cdc didm I va J lan

luot trén o va B sao cho Pl=xva ﬁ =;thi Ieax va dep .
Vi ﬁzI_P.+P_Q+Q_j =-;+f’6—;
_ hay ﬁ =TT +x+ ; .

Dodé IJ=vey nghiala IJ La va 1J L B. Vi « va p khong
¢6 diém chung nén I khong tring v6i J. Vay dudng thing A di
qua I va J la dubdng vubng goc chung cia hai cdi phing o va p.

Né&u ngoai A cdn ¢6 A’ la dudng vudng géc chung clia o va B

14n tugt cdt o va P tai I' va J' thi:

_._...__._.__.+

=1 4T3 +JT=1d +(II +JJ)

Do d6 [TF = |10 P+ (I + J9fvi TJ° L (IT 7).
Theo dinh i ¢ muc c2§4 ta c¢6 dia, B) = |ﬁ[ va
d(a,p) = |IJ1 Do d6 IT +JJ=0 tac a 1T = JJ . Vay

I'= 37 € o ﬁB Tit d6 suy ra A tring véi A' khi va chi khi
o mB_: {0} va dinh i duge chitng minh .

H¢ qua 1 : Néu diém I khéng thudc phiing B thi qua I ¢6
dudng thing duy nhat vudng géc v6i B va cit B tai J . Giao diém .
J d6 goi 14 hinh chiéu vubng géc clia diém I trén phing B. Khi
d6 ta c6 d(L,P) = d(LJ) . ‘ -

H¢ qua 2. Néu o song song v6i pnghia la o n B = @ va
o < Pthi véi Ieo dutmg thing di qua diém I va vubng géc voi B
s& la dudng vudng géc chung cia o va B. Ta c6 d(o,B) = d(LB) véi
bat ki Iea. Trong truong hgp nay qua méi diém Ieca ¢6 mot

dudng vudéng géc chung va nhu vay ta sé c6 vd so dudng vubng
géc chung cia o va B.
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3.KHOANG CACH TU MOT PIEM DPEN MOT SIEU PHANG

a)Vectd phép tuyén cia siéu phdng. Trong E" gid st d6i
vd1 mue tiéu truc chudn cho truée siéu phing o c6 phuong trinh
a1X; + A9Xg + ... +aA,X, +a5 =0
Goi ‘; la phuong cda siéu phing a.Ta xét vects n = (ay,ag,...,a,)
va nhan thdy ring vects n tryc giao véi «. Thuc vay véi mét
di€m bat ki P thudc sidu phdng o va gid sit P c6 toa dd
(pl,pz,...,pn) ta co ;.

n .
> ap; +a, =0 (1)
i=1
V61 moi di€m M(x1,%3,....Xn) € « ta c6 :
Zaixi +a, =0 (2)

i=1

Tu (1) va (2) ta suy ra

— 0 —-

U > a;(x;-p;)=0 < n.PM= 0 véi
P . i=1
// l?ﬁbf{tidthuéc o .

Ta goi nla vecto phdp tuyén
hinh 12 cila siéu phdng o (H.12).

b)Tim khodng cach tif mét di€m dén mot siéu phing

Bay gi¢ cho diém I( x,°, x5°, ... ,x.°) khong thudc siéu phing
@ . Goi J 14 hinh chiéu vudng géc cha I trén o . Khi dé khodng
cdch tit I dén o bing d6 dai vecto IJ.Do IJ L « nén Id = tn véi
teR. :
BPudng th&ng 1J ¢6 phuong trinh

X=X +atvdii=12,_.n
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Toa d§ giao di€m J cha dudng
thing IJ v6i sidu phing o théa
mén hé phuong trinh :

o : —
X =x;+at , 1=12,...,n n

n

Zaixi +a, =0
i=1

Ta ¢c6

D axf +at)+a, =0 (H.13)
i=1

n n
hay 3 a;x} +a, +(Y alt =0
| in

n

L]
Zaixi + a,

Tasuyra t=-isL __ _  yy

1

2. 8!

i=1

Vi IJ = tn nén ’iil = iti";“

i=1

Do dé 1T =&, a) =

hinh 13

Tt biéu thic trén ta suy ra néu I e o thi dL,a) = 0

Khi n = 2 hoicn = 3 ta tim lai dugc cdc ebng thie. tinh
khodng cdch tit mot didm dén mot dutmg thdng hoadc tir mét
diém dén mdt mat phing d4 hoc & trudng phd thong .

4.CAC THI DU

a)Thi du 1. Trong khéng gian E® véi mét muc tiu trife
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chudn cho trude , hay tim kheang cach tit diém M(1, -2,3) dén
dudng théng A di qua hai diém A(2,0,1) va B(3, -1,2).
Gidi

BPudng thing A c6 vecto
chi phuong la AB = (1,-1,1).
Ta c6 AM =(-1, ~2,2) (H.14).
Khoang tt M dén dudng
théng A 13 dudng cao cia hinh
binh hanh dung trén céac vecto
AB va AM . Goi S Ia dién
tich hinh binh hanh nay ta c6

2

N R AR | Tl R e
Talics A8V i
Vay a, 4= 2 V18
- B V3

NHAN XET. Ta c6 thé lap phuong trinh méat phéng o di qua
M va vudng géc v6i A va tim giao di€m I cia o v6i A.
Ta ¢c6 d(M,A) = ‘EI

B)Thi du 2. Tim khodng c4ch giita hai dudng thing chéo
nhau A; va A ; trong E®. Gia sit d6i v6i mot muc tidu truc chuin
cho trude A; va A ¢6 phuong trinh 14n lugt 1a :

y-4 z-3

X
Ay) i — =
(ay) A

(A :x=y=2z-1
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Gidi

Ta dé dang nhén thdy ring
dudng thing A, & qua diém
M,(0,4,3) va c¢6 vectg chi phuong
a_-].= (1) _3! _2) -

Budng thing A, di qua diém
M»(0,0,1) va c6 vecto chi phuong
a, = (1,1,1).

Ta c6 MM, = (0, -4, -2) . Ta hinh 15
¢6 hinh hép duge dung dua trén céc vecto ;1.,3‘_2., MM,

(H.15). Goi hai mit etia hinh hdp chia Ay va song song véi 4y
hoéc chda A; va song song véi A, 14 hai mit ddy cua né . Goi V
1& thé tich cia hinh hép va 8 14 dién tich déy clia nd ta co :

S=|a_{z«£|

Khodng cdch d(A;, Ag) chinh a chiéu cao h cha hinh hép .

Tacé:h=
S
1 -3 -9 -
V=1 1 1|=4
0 -4 -2
3 -9® -2 17 1 -g?
S = ’1 1l 1 o =J1+9+16 =426

il

4 2426
Va kh n é.hdA,A = —= = = ¥
y khodng cédch d(A,, Aj) S \/% 13

c)Thi duy 3. Trong khéng gian E* véi muc tiéu truc. chudn
cho truse , cho phéng o ¢6 phuong trinh téng quat 14
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N +X+X3—-X3+1 =0
2% + X - 2X3+ x4 +2=0

Hay tim khodng cach tir diém M(2, —-1,3,1) dén phing a.
Giai
Lay diém P (py,ps,pa,ps) thudc phing o ta cé :

PL+pr+pa-patl =0 @
2p1+p2~2p3+p4+2 =0
Véi mot diém X(x;, x 9, X 3, X 4) thude o, theo gia thist ta c6 :
X1 +Xp+Xg—-X4+1 =0 )
2% + X - 2X3 + x4+ 2=0
Tit (1) va (2) ta nhan thdy ede vects n, = (1,1,1, -1),

n_z = (2,1, -2,1) vudéng géc vdi vecto PX thuoc phuong cia o vi
ta ¢6:

n,.PX=0 , n,.PX =0.

Goi B 12 phdng di qua M(2, -1,3,1) va b1 vuéng géc cia o . Ta
nhin thay B 1a 2-phing vi a la 2-phing (dima + dimp = 4).

Do d6 {n_;,n_é} trd thanh mot co s cGap (bu vudng goc véi

a).

Ta lap phuong trinh tham s cha phang f :

MX e BoXep.

X -2 1
— - 1 1 1
MX e p e |“270 2ty | (4t
x4 -1 -1 1

102



’(""‘

X1 =2+ t; + 2t (a)

X2=—1+t1+t2 (b)
<~
X3 = 3+ t, — 2t2 {c)
Xy = 1- tl + tz (d)
Tir (a) va (b) ta tinh duge t = x; — x5 — 3,
. t] =-X) +2X2 +4.

Thay cdc gid tri nay vao (¢) va (d) va nit gon ta duge phuong
trinh tdng quat clia phing p di qua M(2, -1,3,1) va bl vubng géc
véi phing a cho trude 1a :

—3x; + 4% —x3 413 =0
2% - 3% -x%4 -6 =0

Ta biét riing hai phdng o va B bl vudng géc v6i nhau c6
mdt diém chung duy nhét , dé la diém M, cb toa d6 nghlem he

phuong trinh sau

X;+ X+ X3 — X+ 1 =0
2%+ X 2%X3+x%3+2 =0
-3%; + 4x; — x5 + 13 =0
2X1-—3X2—X4—6 =0

Giai hé phuong trinh nay gém 4 phuong trinh 4 4n , ta tinh
duge toa do didm M, 1a : M, = (1, -2,2,2).

Piém M, 1A hinh chiéu vuéng goc cia di€m M da cho trén
phing o . Ta ¢6 MM, L o vd MM, = (-1, -1, -1,1).

Vay d(M,a) s|]MMo|= V1+1+1+1 = 2

CHU Y : Hai c4i phing hai chidu « va p trong khong gian Jelit
E‘ chi c6 mét diém chung duy nhét khi o va p bu vudng gée véi
nhau , day la diéu khong xay ra déi vdi khéng gian Oclit ba chiéu
thong thudng . Can luu ¥ ring trong E* c6 thé c6 trudng hop mét
dudng thidng vA mot mat phing chéo nhau (khi chung khong c6
phuong chung va khéng cé diém chung ).
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§5.GOC TRONG E"

1.GOC GIUA HAI VECTO.

Trong E” cho hai vecto u,v déu khac 0. Ta goi géc gita

hai vecto u,v dé 12 s6 ¢ ma :

JE—

u.v

kil

a)Néu u, v phu thude tuyén tinh thi ¢ = 0 hogc ¢ = .

O<o<n va cosp=

Tit dinh nghia trén ta suy ra :

That véy néu v = A tacé :

CosQ =

b) Nduul v thi ¢-=
c) P6i v4i ba diém A B,C bat ki ta ¢6 ¢bng thie :
BC? = AB? + AC? - 2 AB.AC cosA .
Trong d6 A la gée giita hai vects ABva AC
—n — —y -
That viy BC =(AC-AB)? = AC + AB - 2AB.AC
Do dé BC?= AB% + AC% - 2 AB.AC cosA .
2.GOC GITA HAI PUONG THANG

Trong E" cho hai dudng thdng A va A’ 14n lugt ¢6 phuong

12 VvaV . Goia, bla céc vects khdc vects 014n luat lﬁy trén
Vvav .

Ta goi goc ¢ gita hai dudng thdng noi trén 1a s ¢ ma :
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‘E.B

O2¢< —
A

vd cosp=

Ta nhan thdy ring dinh nghia néu & trén khéng phuy thude
vao viéc chon cic vectq 5,5 trén V va V' nghia 1a ta cé thé
thay abing a' =~Aavdi A =0 vi b biing b =ubvéiu =0 .

~N&uA /A thio=0
—Né’uAJ.A'thiq;:%

3. GOC GIUA HAI SIEU PHANG

Trong E® cho hai sidu phéng o va B .Goi a,b 14n lugt 14 céc
dudng thing truc giao véi a va B .Khi d6 géc gitta hai dudng
thdng a va b duge goi 1a géc giita hai siéu phdng a va p. Cin
cht ¥y ring dinh nghia trén khéng phu thudc vac viéc chon cu
thé hai dudng thiang a va b l4n lugt truc giao véi a va p nghia
la ta c6 thé chon a' L o thay choavab' LB thaychob.

4. GOC GIUA PUGNG THANG VA SIEU PHANG

Trong E” cho dudng thing a va siéu phdng 8 . Néua 1 f ta
néi rang géc gida dudng thing a va siéu phing § 13 géc vubng .
Néu a khéng vudng goc vdi B thi ta lay dudng a’ L B va ta goi ¢
14 géc gida hai dudng thdng a va a' . Khi d6 géc gida a va p
duoe x4c dinh 12 géc @ ma 020 va 0 = —;——cp.

Néu déi véi mét muce tidu trl.:rc chudn cho vectd chi phuong
cha dutng thing a 12 vecto uva bist vecto phap tuyén clia B 1a
n thi ta c6 :

a.n

g

sinf = Sin(g*(p) =COs¢ =
lu.

105



{u n)?
-2
LI Il

Do 46 cos 6 = y1-sin?

§6.ANH XA PANG CU VA
PHEP BIEN POI PANG CU

1.ANH XA DANG CU

a) Binh nghia. Anh xa £ E - E' clia cac khéng gian Oclit E
va E' goi 14 dnh xq ddng cy néu f 1a mét 4nh xa afin ma 4nh xa
tuyén tinh lién két o : E > E’lé mot dnh xa tuyén tinh truc
giao cla hai khéng gian vecto E va E.

Tt dinh nghia, ta d& dang suy ra ddi véi moi cap diém M,
N thuge E va 4nh clia ching M* = fiM), N' = fiN) ta ¢6 d(M,N) =
= d(M',N"). Néi c4ch khdc phép ding cu bdo tén khodng c4ch
gitta hai diém b4t ki .Nguge lai ta cé :

b)Dinh ii : Moi 4nh xa £E — E' giita cac khéng gian Oclit
c6 tinh chat bao tén khodng céch gitta hai diém bat ki tijc 14 véi
moi M\N ¢E ta ¢6 d( fiM),&N) ) = d(M,N) 14 mét 4nh xa déng cu.

Chiing minh

- Lay diém I thuoc EvaI'= i) . Xét 4nh xa ¢ : B — E
xde dinh nhu sau :

Gid st ue B ta ldy diém M ¢ E sao cho IM =uva dat
o) = M’ véi M’ = f(M). Ta chiing minh ¢ khéng thay déi tich
v6 huéng ciia hai vecto bat ki ciaE. LAy thém v b4t ki thude E
va 14y diém N thudc E sao cho IN = v, khi dé

o(v) = I'N v6i N’ = #(N) .
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Vi f bdo tén khodng cdch giita hai diém nén dM,N) =
= d(M',N’). Do dé :

2

MN = MN < (IN-IMP=(IN -IM

—_— —_— T—— —— 2 N 2 k] E] Rl k]
o IN +IM —9INIM=IN +IM -2IN.IM

—_—2 —_—

—2 s ,
Tacé IN =IN ,IM =IM néntasuyra
INIM=INIM ticla: uv = o)

Vi ¢ bdo tén tich vé huéng ctia hai vects u,v bat ki nén o
la 4nh xa tuyén tinh trye giao va rd rang ¢ 1a lién két coa f .
Vay fla 4nh xa ddng cu .

Hé qua : Anh xa ddng cu bdo tdn s6 chidu cha cdc phing ,
tinh vuéng géc cha cac phing , khodng cdch giita cdc phing ,
géc gidia cdc phing .

2.BIEN POI PANG CU

a) Dinh nghia. Anh xa ding cy : E — E ti khong gian
Ceclit E vao chinh né thi vi f 14 don 4nh nén né 1a mot song anh
(do E hitu han chiéu) va 4nh xa nguge f * ciing 14 mét anh xa
déng cu . Khi d6 ta goi né 1a mét phép bien déi ding cu hay 1a
mdt phép di hinh cida khéng gian Oclit E . Anh xa ¢ lién két
véi f 12 mot phép bién d6i tuyén tinh truc giao eda khong gian
vects E.

b) Nh&n xét. R& rang tip hop cédc phép bién ddi ding cu

cia E” lam thanh m{t nhém con cha nhém cdc phép bign ddi
afin cha E" .

Céc phép tinh tién hién nhién 14 phép ddng ey , ching lam
thanh nhém T(E") la nhém con etia nhém c4c phép bién ddi
déng cu (bdo toan khodng céch).
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3.P}!EP DOI HINH VA PHUONG TRINH
CUA PHEP DJI HINH
Vai ﬁluc tidu true chuin {O; 5{, e_zt,”.,e_,: itrong E", cho phép
bién di afin f: E* — E" ¢6 phuong trinh 1a
| [x] =Alx] + [b]
Khi d6 A cing 1a ma trdn cta phép déng cdu tuyén tinh ¢
(lién k&t v6i ) d6i v6i co s trye chudn {e,e,,...e, }.

B&i vay phép bién d6i afin f tré thanh phép bién d6i déng
e hay la phép doi hinh khi va chi khi A 13 ma tran true giao
tifc 14 A*A = I (ma trédn don vi).
Vi A la ma trdn truc giao nén det A = + 1
- Néu A 1a ma trén tryc giao va det A = 1 thi f goi 1a phép
ddi hinh loai 1 hay phép doi hink thudn .
- Néu A 1a ma trén tryc giao va det A = -1 thi f goi a
- phép doi hinh logi 2 hay phép dai hinh nghich .

R& rang tap hop céc phép doi hinh cia khong gian Oclit E®
lam thanh mét nhém goi 1a nhém déi va duge ki hiéu 1a 9" T
nhing diéu d4 biét vé& phuong trinh cia phép afin va phép bién
déi tuyén tinh truc giao ta ch :

Pinb li. Phuong trinh cda phép doi hinh trong E" d6i vdi
mdt muyc tidu true chudn cho truée, c6 dang :

[x] = Alx] + [b]

trong d6 A ]1a ma tran truce giao cap n .

Ngugc fai © M6i phuong trinh c6 dang [x'] =A[x] + [b] trong
dé A la ma trén tryc giao cAp n déu 1a phuong trinh cta phép
doi hinh trong E" d6i v6i mot muc tidu true chudn di chon .

. CHU THICH. Ma trdn A cta phuong trinh phép d&i hinh f
trong E* ciing chinh 12 ma tran cia phép bién ddi tuyén tinh
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truc giao lién két ¢ cda phép doi hinh dé trong E* . Do d6 ta
luén ludn c6-thé tim duge moét mye tidu true chufn cda E® sao
cho ma trdn A cta phép doi hinh f ¢6 dang sau ddy dua vio két
qud trong Dai s tuyén tinh :

-

........... ™
0
AL
+1
+1
0
+1
trong d6 - A = {Cf’s‘“ _Sm“’i] véii=12, k
sing; cosg;

Ta nhan thdy réng phép bién ddi tuyén tinh truc giao ¢
sinh ra trén méi khong gian con bat bién mét phép bién ddi
tuyén tinh tryc giao. Néu ta goi W; la cdc khong gian con bat
bién hai chidu va V;1a cdc khéng gian con bat bién mat chidu
cac W va V; do1 mét vubng géc v6i nhau , ta 6 :

—

E°=VI=W,®0W,®...0W, 08V, 0V,0...0V,

¥

Néu goi A; la ma trén cha phép bién ddi ¢/W; va B; la ma
tran cGa phép bién ddi ¢/V; thi A, 1a cdc ma trén tryc giao ,
vudng cdp 2 va B; 1a cdc ma tran tryc giac chi ¢ mét hang mot -
ebt .
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4.PHAN LOAI CAC PHEP DGI HINH TRONG E2

Néu chon duge mot mue tiéu tryc chudn thich hop thi ma
tran A clia mét phép doi hinh trong E? s& c6 mét trong ba dang

sau day :
9) [c?s ¢ —sin (p:' 3) [1 0 ]
sing cosg 0 -1

1)[1 0}
01

Truong hop 1. Ma tran A ¢6 dang 1) tic 13 khi phuong
trinh phép d&i hinh cé dang :

X1' = X3+ b1
le = Xs + bz
B6 chinh la& phuong trinh cda phép tinh ti€n theo vecto
b =(by,bg)
Trudng hgp 2. Ma tran A ¢6 dang 2) khi dé phuong trinh
phép doi hinh c¢6 dang :
X;' = X; cO8p — Xz sing + by
X2 = X Sing 4+ X3 cosg + by
v61 0 < ¢ <1 (néu ¢ = 0 ta ¢6 trwing hop 1)

Trong truéng hop nay phép doi hinh ¢6 mat diém kép (hay
diém b4t dong) duy nhat. Mudn tim diém kép ta gidi hé phuong
trinh: ' '

X1 = COS¢ X; — Sing xp + by
X2 = SINQE X; +C0SQ Xz + bs

(1 - cosp)x; + sing x, =1y
- 8ing x; + (1 - cosp)xs = hy

=

1-—cos sin
¢ @ =(1-cosg)? +sin% ¢ = 2(1 - cos ¢)

-singp l-cosg
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Vi0 <@ <nnéncosg <1, dodé2(1- cosp) =0 va hé phuong
trinh trén ¢6 mdt nghiém duy nhat 1a toa dé cia diém kép.

Néu ta tinh tién muc tiéu sao cho géc cia né trung véi diém
kép d6 thi d6i v6i muc tiéu ndy phuong trinh phép doi hinh cé
dang :

X'1 =X, cosg - X, sing

X'y = X, sing + X3 coso .
D6 ta phép quay quanh diém kép O va géc quay ¢ .
ThUC vay goi M' 13 4nh cta M qua phép d&i hinh ta ¢6 :

OM -X1 +X’22-X (cos? ¢ + sin? 0) +X2(sin? ¢ + cos? o).
= X?:1X:-OM
Vay d(O,M) = (O,M)

= OM X,X, + X,X,
Mit khac cos(OM,OM ) = —M- hie Gt Wl

o jou

_ XX eos9p - X,y sing) + X (X, sing + X, cos )
Xf +X2

_ X¥+X2)coso

X2 . X2 =CoS viil<gp<n

Vay (OM OM '} = ¢ . Diéu d6 chimg té phép ddi hinh 1
phép quay tam O véi gée quay ¢ . Nhu vay phép doi hinh nay 1a
tich clia mét phép tinh tién véi mot phép quay .

Trudng hgp 3. Ma trin A ciia phép ddi hinh cé dang 3) khi |
dé phép doi hinh ¢é phuong trinh dang :

X'1 =X + b1
th ~Xa + b2
a)Né‘ll b; = b,
thing x, = 0.

0 :phép d&i hinh la phép d6i xitng qua dudng
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b) Né&u b, = 0 ta dimg phép bién d6i toa dé truc chuin :

¥ L
Xy =x : (Xl =%
: b ) b
ta dua phuong trinh phép dé&i hinh vé dang :
X}l =X,
X’z =-X,
Day la phép d6i xing d6i v6i dudng thing ¢6 phuong trinh
X5 ""—2— =

c)Néu by, # 0 ta phén tich phép doi d& cho thanh hai phép sau
day :

an = X1 Xll = Xul + b]
X'g = —Xo + b2 N Xlg = X“g
; ; \ b
Phép thit nhit 1a phép 461 xing qua dudng thing x, -—22 =0.

Phép thu hai la phép tinh tién theo vectd cé toa dé (b,,0), vecic

by .
nay cung phirong véi duting thing x, - 72 = 0.

Tém lai truing hop 1 va 2 14 phép d¥i hinh loai 1 va trusng hop

3 la phép d¥i hinh loai 2. Ta cé :
Pinh li

—Moi phép dai hinh loai 1 trong E? 1a mjt phép tinh tién hofic

mdt phép quay hodc tich ciia mot phép tinh tién va mét phép quay.

~ Moi phép d#i hinh loai 2 12 mét phép d6i xing qua mot dudng

thng hoic ta tich cia mét phép ddi xing qua mot dudng thing va
mét phép tinh tién theo mdt vects thude phuong clia dudng thing
dé . ' . '
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§7.HINH HOC GCLIT

Khéng gian Uclit E” ciing 14 mét khéng gian afin nén trong
d6 <6 cdc phép bién dai afin . Céc phép bién ddi afin nay cing
v6i phép todan 14y tich cac 4nh xa lam thanh mét nhém . Cac
phép doi hinh cta E" 14 cac phép afin dic biét cé tinh chat
khong lam thay d&i khodng cach gitta hai diém bat ki . B&i vay
tap hgp cdc phép doi hinh 1a mét bd phéan cia tip hop cée phép
bién d6i afin . Ta da biét hinh hoc afin cla khéng gian Oclit B
la mén hoc nghién cdu moi bat bién afin cha khéng gian 46 .
Goi 4" la nhém cdc phép bién déi afin cia E" va goi " la
nhém cdc phép doi hinh cia E® . Ta ¢6 7 c A" va ¢6 dinh
nghia vé hinh hoc Oclit n chiéu nhu sau :

1.PINH NGHIA

Hinh hoc cGa nhém cdc phép ddi hinh & cda E" goi la -
hinh hoc Oclit n chiéu . Trong hinh hoc CUclit hai hinh goi la
tuong duong Oclit néu c6 mdt phép doi hinh bién hinh nay -
thanh hinh kia . Hai hinh dng v6i nhau qua tich mot s phép
dai hinh sé goi 1a bdng nhau .

Theo dinh nghia trén , hinh hoe Jclit n chiéu nghién cdu
nhing tinh chdt khéng thay d6i qua cdc phép ddi hinh cta
nhém ‘9" tie 1a nhang tinh chat néu ¢6 & maét hinh nay thi
cing ¢6 ¢ nhing hinh bing né .
2.MOI QUAN HE GIUA HINH HOC AFIN VA HINH HOC
OCLIT TRONG E*

Vi trong khong gian Jclit E" ¢6 nhém afin 4", do d6 ta cing
c6 hinh hoc afin trén E" . Vi ‘" la nhém con cfia nhém A4® nén

hinh hoc afin la mét b phdn ciia hinh hoc Oclit . Piéu dé ¢6 nghia
la céc tinh chat afin (I nhing tinh chat khéng thay déi qua cdc

-
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phép bién déi afin) ciing la cdc tinh chat Jelit va duge nghién ciru
trong hinh hoc Uelit, nhung diéu nguge lai khéng ding vi edc tinh
chat bat bién qua nhém doi 9" chua hin 1a céc tinh chat bat bién
afin, thi du nhu tinh vudng géc cia cac phing, s do khodng cach,
s8 do g6c v.v.. Vi vdy hinh hoc Oclit trén E" réng hon, phong phu
hon hinh hoe afin trén E™ Khi nghién ctu vé hinh hoc Uclit, viée
phan biét mdt tinh chat (hoac khai niém) xem né 1a tinh chat afin
hay tinh chat Oclit 14 mét didu quan trong. Gid st mét hinh H nao
d6 ctia E" ¢6 tinh chat a. Néu o la tinh chit afin thi nhimg hinh
tuong duong afin véi H ciing ¢6 tinh ch4t o. Con néu o 1a tinh chat
Oclit thi chi ¢6 thé néi nhimg hinh biing hinh H méi ¢6 tinh chat
dé ma thdi . Chéng han tinh chat "trong tam gidc déu dubng cdo la
. dudng trung tuyén” khong thé ap dung cho moi tam gide bat ki vi
qua mbt phép afin mét tam gide déu cé th8 bién thanh mét tam
gide ¢6 hinh dang tiy ¥. Nguoe la: tinh chat " ba dudng trung
tuyén cia mot tam gidc dong quy " déu c6 thé ap dung cho moi tam
gidc vi tinh chat trung tuy&n cda tam gide, tinh chat dong quy cia
cdc duding thing déu 1a nhimng tinh chat afin. ’

3.PHUCGNG PHAP DUNG HINH TUONG BUONG AFIN
DE GIAI TOAN

~ Vi hinh hoc afin la mdt bd phan cda hinh hoc Jclit , nén
khi nghién ciu hinh hoc afin ta cé thé ding c4c phuong tién cia
hinh hoc Jeclit . Phuong phap nay cé thé tém tit nhu sau :

Gij sif can ching minh mét hinh H nao dé c¢6 tinh chit o
mi a la mot tinh chat afin . Khi d6 ta c6 thé chiing minh tinh
chat o d6 461 véi mot hinh H' nao dé6 tuong duong afin véi H .
Bdi vay ta ¢6 thé€ chon trong 16p tuong duong afin véi H mdt
hinh H dac biét ma tinh cha&t o d& ching minh hon . Ta hay
1dy mét thi du d€ lam sdng té van dé nay.

Bai toan : Cho tam gidc ABC . Trén cdc canh BC, CA, AB
lan lugt 14y cac diém A', B', C' sao cho :
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(BCA') = (CAB' ) = (ABC)) = %

Ching minh riing hai tam gidec ABC va AB'C' ¢6 cung trong
tam.

Gidi

Pay 14 mét bai toan afin vi cdc khdi niém tam gidc, ti s6
don , trong tam cia tam gidc, déu 1a nhing kh4i niém afin .Ta
hay chon trong tap hop cdc tam gide tuong duong afin voi tam
giac ABC mot tam gidce déu A;B,Cy. Péi véi hinh hoc Jelit thi
tam gidc déu la mot loai tam gidc dac biét déi véi cde tam fiac

b4t ki khéc , nhung d8i vdi hinh hoc afin thi tam gidc déu tuong
duong afin v6i moi tam gidc bat ki khde .

C’

B \ & ¢
hinh 16

Néi cach khdc hai tam gidc ABC va A;B,C; xéc dinh mot
phép afin f trong E® sao ¢ho fA) = A, , fB) = By, RC) = C; . Goi
Ay = f(A), By’ = f(B), C;' =f(C').T4t nhién ta ciing ¢6 (B;C1A,) =

=(C1A;B1) = (AB,C,) = %. Goi G la trong tAm cda tam gidc

ABC , ta c6 G' = f{G) 12 trong tam cha tam gide A;B,C, . Ta glai
bai toén da cho v6i tam gidc déu A,B,C; blng phuong phép
Oclit nhu sau (H.16) ;

V6i phép quay géc 120° quanh trong tdm G’ cla tam gide
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ABCytacé Ay> B, By 5 C;,C; - A nghia la tam giac
AB,C; thanh chinh né , khi d6 C;" - A{, A, - B,, B, > C/
va dim G' cling 14 trong tdm cha tam gide A;'B,'C;' .Thuc hién
phép afin f ! ta chimg minh duge G = £ 4G') 1a trong tdm cda
tam gidc A'B'C' . Vay hai tam gide ABC va A'B'C’ ¢é cung trong
tam G .

§8. HINH HOC DONG DANG

1.ANH XA TUYEN TINH PONG DANG
a)Pinh nghia : Anh xa tuyén tinh ¢ : E — E ciia cdc khong

gian vects Jclit E va E goi 1a mot dnh xa fuyén tinh déng
dang néu ¢6 s6 thuc k = 0 dé :

Q)(;).(p(g) = k;c§ v@1l mot ;,; cE.
b)Tinh chat |
e SG thuc k > 0 (khi dimE> 0) vi véi x=y =0thi
(901 = KX
¢ Moi dnh xa tuyén tinh trie giao déu 1a 4nh xa tuyén tinh
déng dang (véi k = 1) . -

» Tich nhang 4nh xa tuyén tinh déng dang la mot anh xa
tuyén tinh déng dang .

c)Pinh li. M6t dnh xa ¢ : E >E cia khéng gian vectg Oclit
vao chinh né la mdt phép bién déi tuyén tinh néu c6 mét sb
thue k # 0 sao cho vdi mot vecto X, ¥ cha E ta cd :

P(x)9ly) = kX.y
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Phép bién doi tuyén tinh nay bién mét co sé truc chuan
thanh mot co s& truc giao .

Ching minh
Goi le;}1a mot co 26 true chudn cia k. Qua dnh xa ¢ ta c6

(p(é"-'}ze"vd‘ii=12 ) Vi(p(e){p(e) ke vmlat]nen le}

12 mét hé n vecto truc giao va e1 = \Eei( viik>0). Vi hé'
vecto trye giao 1a mdt hé vecto doc lap tuyén ﬁnh nén ta cé thé
ding hé l;'i_i lam mot cd 39 ciaE.

Got ¥ la phép bién d6i tuyén tinh xdc dinh béi hai co s6&
le;}va {eT}. Ta sé& ching minh ¢ tring v ¥

- - - a,
'Véi vects x bat ki thuge E ta cé : x =in(-3i
=1

== (P(X) (P(leei)— le e;

i-1

Con q’(;(.):‘P(inn er
i=1
Theo tinh chat coa ¢ ta cé : (p{ X ). ei = cp( x Lol ;—;;) = k. ;g;
= k() xe)e = kx; (1)
i=1
Mat khdc tacé (X ).e, = (Y xe) d=kx (2
i=1
| -7 e I 772 s
va e(x)ei=() xie;)e = xe; =kux, (3)

i=1

}

Tir (1) va (3) ta rit ra x, = x/ v6i moi vectd x & E. Mat
khée tif (2) va (3) ta két ludn ¢(x) = W(x) véi moi X ¢E. Vay
dnh xa ¢ c6 tinh chit ¢x).e(y)=kxy v6i moi x,y thusc E 1a

™l
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mot phép bién ddi tuyén tinh va do dé ta suy ra anh xa ¢ la
moét dnh xa tuyén tinh déng dang .

2. PHEP DONG DANG

a)Binh nghia. Phép bién déi f: E® — E® goi 1a phép dong
dang néu voi hai diém bat ki M,N cha E® va anh cia chiing la
= fiM), N' = fiN) ta ludn c6 :

d(M',N’) = k . d(M,N)

trong d6 k 1a mot s6 duong c6 dinh duge goi la ¢ s6 déng dang
cha phép ddng dang . Do d6 :

*V6i k = 1 ta duge phép déng dang f 1a phép dai hinh .
* Phép vi tu ti s6 k la phép ddng dang ti s6 ik|
b} Binh Ii. Phép dong dang 14 mét phép afin .
Ching mink
Gid st f: E" — E” 1a phép déng dang t3 s6 k. Lay mét diém

O thude E, goi O' = f{0). Ta dinh nghia dnh xa ¢: E' 5 E"
nhu sau :

Néu x 13 mdt vecty thude E® , goi M 1a diém sao cho
OM = x. Sau dé lay M' = filM) va dat o(x) = OM . Ta cin chiing
minh ¢ 14 dnh xa tuyén tinh . That vay véi moi diém M,N thudc
E” tacé :
d*(M,N) = (6N - OM[ = ON? + OM? — 20N.OM
= d*O,N) + d*(O,M) - 20N0M (1)
Néu M' = fiM) , N' = f(N) thi ta ¢6 :

d*(M',N")

LI ] 52 W 2 DN
(ON -OM)> =0N +OM -20NOM

d%(Q",N") +d? ©' M)-20N OM (2)
Miét khéc vi f 12 phép déng dang nén ta c6 :
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%M\ N = k% dAM,N)
%O N = k2 dXO.N)
d%O' M) = k% dHO,M)

Do d6 tif (1) va (2) tasuyra OM .0 N = k2. OM.ON

hay o(OM ).¢(ON} = k2OMON . - |

Véay theo dinh li d muc ¢,1,§8 ta ¢6 d4nh xa ¢ la mot d4nh xa
tuyén tinh (¢ con 12 mét phép bién déi tuyén tinh cGaE). _

Tif dinh nghia clia ¢ ta thdy ring ¢ 12 phép bién déi tuyén

tinh lién két vdi phép dong dang f ,nén phép déng dang f la
mét phép afin .

Hé qua. Phép bién déi afin f : E® — E® la mét phép dong
dang ti s6 k khi va chi khi phép bién 601 tuyén tinh ¢ lién két
véi f ¢6 tinh chét :

lo(% )i =k |X| v6i moi xe E" |
c)Pjnh Ii " Tap hgp cdc phép bién ddi déng dang cia khong
gian Jclit E” 1am thanh mét nhém goi 1a nhdm déng dang duge
ki hiéu ]a " N6 1a nhém con cla nhém afin va chida nhém doi
hinh .Ta ¢6 :
f(‘ rn — @.)n (: dn.
Chiing minh
, Néu phép dﬁng dang f cia E" bién cdc diém M,N thanh
M N thi d(M N} = k d(M,N) trong d6 k 1a ti s6 dong dang cua
f. Khi dé phép dao ngude cia £ 1a f ! 88 bién céc diém M N

thanh M,N va ta ¢6 d(M,N) = Ed(M JN) nén f ! eiing la phép

dong dang véi ti s6 %
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Né&u f va g 14 hai phép déng dang ctia E® ¢6 ti s6 14n lirgt 14
ky va ks thi voi hai diém bat ki cia E 1a M,N ta dat :

M = fiM), N = fN) -

M = gM) = (gHM) , N' = g(N) = (gHN).
thi &M N = ke dM'NY) = kok; d(M.N).

Vay tich gf la phép déng dang véi ti s8 ko k, .Do d6 tap
hop cédc phép bién ddi ddng dang cia E" 14 nhém con cta nhém
afin .Rd rang nhém dbng dang nay chda nhom cae phép doi .

d)Hinh hgc déng dang. Hai hinh tuong Ung véi nhau qua
mét phép ddng dang goi 14 hai hink dong dang vor nhau. Hinh
hoc cha nhém déng dang goi 1a hinh hec déng dang . Hinh hoc
déng dang nghién ciu nhing bat bién cia nhém dong dang %"
tdc 1a nhiing tinh chat khéng thay déi qua phép déng dang .

Vi 0" < %" ¢ o#" nén hinh hoc afin 1 méot b phén cla
hinh hoc déng dang va hinh hoe dong dang la mét bé phén cta
hinh hoc Oetit. Nhu vay trong hinh hoe dédng dang c6 moi khdi
niém va tinh chét afin , nhung cé mét s khai niém ,tinh chat
cua hinh hoe Oclit khong phai 14 cde khai niém _tink chat cia
hinh hoc déng dang nhu d¢ dai doan thdng khodng cdch tir mét

diém dén mé6t m - phé.ng dién tich cdc hinh phang thé tich cac

hinh khéng gian v.v .

CHU Y. P8 dai doan théng khéng phai 1a mét bat bién déng
dang ,nhung ti s§ do dai cda hai doan thang 1a mot bat bién
déng dang .Ngoai ra ta con c6 s§ do géc cha hai duong thing
cling la mét bat bién déng dang. Ti d6 ta suy ra dinh 1i Pitago
12 mot dinh If cha hinh hoc déng dang va rit nhidu nhing khai
niém nhu hinh vuéng, hinh tam gide déu, dd&mg tron, deu la
nhifng khdi niém cta hinh hoc déng dang .
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§9. SIEU MAT BAC HAI TRONG E”°

1.DANG CHINH TAC CUA PHUGNG TRINH SIEU MAT BAC
HAI TRONG E"

Trong khéng gian Jelit E® véi muc tiéu true chudn
{O; e_l',;‘;,.‘., e_n.} gia sd cho siéu mit bac hai (8) cé phuong
trinh
x]" Alx] + 2[a] [x] +a,=0 (1)
Vi A 12 mét ma tran vudéng cdp n d6i xing nén ta ludn ludn
¢ thé tim duge mdt ma tran tryc giao B sao cho B'AB ¢6 dang

chéo .Ta diing phép bi&n ddi toa do truc chudn : [x] = Blx], thi
d81 v6i myc tidu mdi ,phuong trinh cta (8) ¢é dang :

[xTB*AB[x'] + 2[a*B[x] + a, =0 (@
Vi B°AB c¢6 dang chéo nén phuong trinh (2) ¢6 dang :

ibix’iz-.h?icix’iird:o : (3) -
=1 i=1

trongdé 1<r< n,cdc bjz0vdii=12,..r.

Ta chd ¥ ring vi B 13 ma trin truc giao nén muc tidu mdi
cling truc chuan . Nhu vay bude thd nhat ta di chiing minh duge |
ring ludn ludn ¢6 thé tim duge mot mue tidu truc chudn sac cho
phuong trinh cia (S) 461 v6i muc tiéu dé c6 dang (3) tie 12 ving
mat cdc sd hang chit nhat xx; voii=] .

Bay gig dung phép doi muce tiéu truc chudn ;

X% =X+ véii=1,2,.r
b, 4)

n > e
X'y = X vij=r+ 1,..,n

thi phuong trinh (3) tré thanh :

121



]

I .
Y b;x; +2Zcx +d =0 (5)
i=1 J=r+l
Chd ¥ réng viéc chuyén muc tiéu theo cong thie (4) 13 mot
phép tinh tién muc tiéu nén két qua ta vin duge mot muc tidu
true chuédn |

* Néue;=0v6ij=r+l,..,nvad =0 thi phuong trinh (5)
cia (S) s& c6 dang :

Zx,x, = ,l<r<n (D

e Neug=0,j=r+1,. ,nvad=0 thi phuong trinh cia
(8) ¢6 dang :

Shx; =0 ,lsr<n (I)

i=1

¢ Cudi cing néu r < n va ¢é it nhat mot s¢ ¢ = 0 gid sk
¢ +1 # 0 . Trong trudng hgp nay & phuong trinh (5) cda (S) ta
luén ludn cé thé gid thiét d’ = 0, bdi vi ndu &’ = 0 thi ding
phép tinh tién muc tiéu :

L1l n
X-r+1 = Xr+1 +

cr+1 ’ (6)
" [ .. .
X =X vBiizr+1

1T A

ta sé duge phuong trinh khong con hé sé tu do da duge xét 6
dang IT . Bdi vay ta xét phuong trinh (5) trong dé d’' = 0 .

[ & ¢ .
Pitm= {>ec} vacj=-1 vij=r+lr42, .0
j=r+l m

thi phuong trinh (5) 6 dang :
be +2m2cx =0 (7)

j=r+1
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n 2
] » -+ - - - a r
trong d6 cde ¢’; théa man didu kién Y =1
j=r+l

Bay git dimg phép d6i muc tiéu sau day :

" o +
X, =x; vdi i=12..,r
no,
X1 = chxj (8)
j:r+1
r I
Xk = ZY]{_]XJ ,k =T+ 2,....,.'[1
j=r+1

Ta ¢6 thé chon cédc s6 Yy, $20 cho ma trdn cia phép bién
d6i (8) & trén 1a ma tran truc giao. Khi d6 muc tiéu méi nhan
dugc 14 muc tiéu tryc chudn. P6i véi myc tiu mdi nay phuong
© trinh (7) cta (S) ¢6 dang :

YbX2+2mX ,, =0 Jl<r<n| (ID

i=1

Ba dang (I} , (I) , (II1) tim duge & trén 1a ba dang chinh téc
cua phuong trinh siéu mé&t béc hai (S) . Do d6 ta ¢6 dinh li :

Binh 1i . Pdi v4i moi siéu mit bac hai (S) trong E®, ta luén
ludn tim duge mét muyc tidu true chudn sao cho phuong trinh cta
(8) ddi v6i muyc tiéu d6 c6 mot trong ba dang chinh tfc (I}, (D) ,
(III) & trén .

Hé¢ qua. Hai siéu mat bac hai goi 12 bing nhau khi va chi
khi ching cé phuong trinh chinh téc giéng nhau .

2. THI DU

Trong E? v6i mue tiéu true chuin {O;e_lh,g;,r:;} cho siéu
mét bac hai (8) ¢é phuong trinh :

2
x21+x2+4x23+2x1xz+4x1x3+4x2xa -6x3+1 =0
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Hay tim muc tiéu true chuin sao cho (8) ¢é dang chinh tdc
va viét phuong trinh chinh tdc d6 .

Gigi
- Ma tran A clia siéu mit bac hai (8) 461 vdi fnuc tiéu cho trude la
11 2]
A=l11 2
2 2 4]

Pa thae dic trung cia A la -
| I 1 2
1 1-x 2 [=2%-9)
2 2 4-) -
Vay Acohaigidtririéng lad, 3 =0va ig =6 .

Ung v61 gid tri riéng A = 0 cdc vecto riéng cé toa dd thoa
mén phuong trinh x; + x; + 2 x3 = 0, tidc ¢6 dang

+B

a= (o, B— TJ .Ta 14y mét trong cdc vecta d6:a, a, =(1,-1, 0)

. Vecto thi hai 1a a_z' ta chon vudng géc vdi a, va ciing ung véi
gid tri riéng 4, = 0 . Toa d6 cla vecto a_z' nay phai théa man hé
phuong trinh : _
X; ~Xp =0 (a,.a, =0d€ a, La;)
{xl + Xy +2x; =0 (lng véi gid tri riéng Ay = 0 ).
Ta ¢6 thé chon a, = (1,1, -1) cé toa dd thda man céc didu
kién trén. Vecto a3 duge chon phat vubng géc v a1 va a2

déng thai théa man phuong trinh dng véi gia tri riéng Ay = 6
tae 1a

—5X1+X2+2X3 =0
x1—5xz+2x;3.=0 &
2% +2x3 2% =0

Xl—‘X2=0
X1+X2--X3:0
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Ta ¢6 thé chon 3_3‘ = (1,1,2) ¢6 toa 46 thoa man cac diéu kién

trén. Nhu viy ba vecto Q ,;2‘ , a, vudng géc v41 nhau tirg doi
mét. Ta hay chudn héa ba vecte d6 nhu sau (d€ cho cdc vecto d6
c6 d6 dai bing 1) :

1 —%:(.}_,_i,o}
‘a” NG
o2 (11 1,
‘3_2' 3 V3 V3
a, ,1 1 2

—_—

Vay ta c6 co s& truc chudn {u,,u,,u, }ma ma tran chuyén
co 56 1a B trong phép bién ddi tea df truc chudn [x] = B [x']. Ta

ch

RIS

V2 V8 6
B-|_ L+ L1 1
v 3 e

o -L Z

V3 6

Qua phép bién ddi [x] = B [x’] ma trdn A ca (S) tré nén ma
trdn B* AB c6 dang chéo nhu sau :

IR TP S S U
y2 2 11211v2 Y3 V6| [0 0 o0
AL 3 - L i:ooow
ﬁfi fzz4f_€£ OOGJ
NN X NERN




Cang qua phép bién d6i [x] = Blx’], phan bac nhat
— 6x3 +1 trong phudng trinh d4 cho cda (S) tré nén :
1 ¥
X 2x
-6(- 24228y 41
Js  J6
Vay doi v6i muc tidu méi, iing vdi c¢d s6 truc chudn
{ I,G;@ { phuong trinh cia (S) 14 :
)2 6)(’.2 12)(’3

X3 +——— +1=0
NNCRRN

Dung phép bién d6i muc tiéu truc chudn :

6

X] = X’I

Xg = X,z

X3 =x73 - L
- JE

thi trong mue tiéu truc chudn méi nay (S) ¢é phuong trinh :

6x2+9%2 _ ¢
J3
hay V3 X2+ X, =0

Day la mat tru parabolic .
3. PHUONG CHINH CUA SIEU MAT BAC HAI TRONG E”

a)Binh nghia. Trong khong gian Oclit E" v6i mue tiéu truc
chuén cho trude , cho siéu mat bac hai (S) c6 phudng trinh

(xI*Alx]+2[a)*[x]+a,=0
Vects ¢ = (C1,Ca, ..., C) # 0 got 1& phuong chinh cia (S) néu

Ale] = dlclticla Y ase; = ke, v6ii=12, ., n
j-1
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» N6t cdch khde vecto ¢ 1a phdong chinh cta (S) néu ¢ la
vecto riéng cia ma tran A .

b) Tinh chal

* Phuong chmh khéng phai la phuong tiém cén khi va chi
khi gid tri riéng tuong ing re0.

That vay vects ¢ la phuong chinh cia siéu mét bac hai (S)
khi va chi khi Alc] = & [c] . Tir 46 ta suy ra [c]*Ale] = A [e]*[e].

Do ¢ #0 nén [c]*[e]= 0.Vay [c]*Ale]l = 0 & & = 0 (vectg
¢ #0 goi la phuong ti€ém cén cha (S) néu [c]*Alc] = 0)

» Siéu phing kinh lién hgp véi phuong chinh ¢ thi c6
phuong vudng gée véi c .

That viy néu ¢ khéong phdi la phuong tiém can caa (S)
nghia 12 [c]*Alc] = O thi sidu phing kinh lién hop vdi phuong ¢
c6 phuong trinh :

[x]"Alc] + [a]'[c] =

Vie la phuang chinh cGa (S) nén Alc] = A{c] .Do dé ¢ ia
vectd phdp tuyén cia siéu phdng kinh ¢6 phuong trinh trén .

* Siéu phdng kinh chinh. Siéu phéing kinh lién hgp véi mét
phuong chinh goi 12 siéu phing kinh chinh Vi ¢ 12 phuong
chinh ctia (S) va déng thdi ¢ 1& vectd phép tuyén cla siéu
phéng kinh lién hop véi phuong ¢ nén ta suy ra phép déi ximg
qua siéu phing kinh chinh cia (S) s& bién (S) thanh chinh né .

¢)Pinh IliTrong E" d&i véi mét hé toa 46 truc chudn
{0; 5; , 9_2. - e_,; }, néu phuong trinh cla siéu mat bac hai (S) ¢6
dang :
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T n
Z‘bixi +22£¢11xI +a, =0
i-1 i=t

thi cdc vecto e, , e, ,..., ¢, déu la nhing phuong chinh cda (S) .

Chimg minh
Theo gid thiét , ma trdn A cta (S)la :
b, .
b, 0
A=
0
L bn_

nén céc vectd e, ,e, ,..., e, 1 cac vectd riéng Gng vdi cde gid tri
riéng by ,bs, ., by .

§10. SIEU CAU TRONG E"

1.PINH NGHIA

Trong khéng gian E" cho mdt diém 1 ¢& dinh , tidp hop t4t
cd nhimng diém M thuoc E" sao cho d(I,M) = r véi sd thuc r > 0
cho trude goi 1a siéu cdu (thue ) tam I, ban kinh r.

Ta ki hidu siéu cau S {I,;r) = {M € E* | (I, M) = r}.

Trong E? siéu cdu 1a dudng tron con trong E® siéu ciu la
mit cau. ' .
2, PHUONG TRINH CUA SIEU CAU THUC

Gi4 st d61 véi mdt mue tidu tryc chudn, didm I c6 toa 46
truc chudn la (a;,as,...,a,) va goi toa do truc chudn cta diém M
1a (x1,X3, ... ,Xq), khi d6 diéu kién can va dd d€ di€m M nim trén

128



siéu can (thyc ) tdm I ban kinhr 13 -

m: r hay Z(Xi —a;)? =12
i=1 i=1 _

Phuong trinh siéu cdu 8 (I,r) cdn c6 thé viét dusi dang :

I - I i
Zx?—2Zaixi+Za?—r2=O . (1)
i=1 i=1 i=1

Vay siéu cdu thye S (I,r) 1a mot sidu mat béc hai .
3.SIEU CAU TONG QUAT

Trong khéng gian Celit E* |, v6i muc tiéu true chufn cho
trudc mét siéu mat béc hai (S) goi la siéu cdu t6ng qudt néu né
xac dinh bdi phuong trinh dang :

Zx +2Zax +a, = | {(2)

hay (x; +a; Za?-a ' (2%

M i=1

a) N&u Za? -a, > 0 thi (2} 14 phuong trinh cla mét siéu
i=1

. _ .
cdu thyc ,tdm 1 (-4, ,-a,,...,-a, ), ban kinh r = (> af-a,
' _ i=1

b) Néu > af -a, = 0 thi siéu céu .(S) goi 1a sidu cdu diém
ia

tdm Lban kinh r =0

Il
¢) Néu > af ~a, < 0 thi siéu cdu (8) dude goi 14 sidu cdu do

i1
tdm 1 vi no khéng chita diém thue nao .

% HINHHQCCAGC CAP
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4.MIEN TRONG VA MIEN NGOAI CUA SIEU CAU THUC

Cho siéu céu thue S(1,r) trong E". Mién trong cta siéu céu
S(I,r) 1a tap hgp cdc diém T thudc E® ma (I, T) < r, con mién
ngodi cia sidu cdu d6 la tdp hop cac diém N thudc E® ma
d(ILLN) > r . Mién trong cla siéu cdu 13 mdot tdp 16i con doan
thdng n6i mét diém thude mién trong véi mot di€m thude mién

- ngoai phai cit mit cdu S(I,r) tai mot diém .
That viy , moi diém M thudc doan thing PQ xdc dinh bdi :
IM=tIP+(1-t)IQ ,0<t<1

—_— —.2. —2 —
Dods IM =P +(1L-t?iQ +2t1—+t) IP.IQ
+Né&u P,Q thudc mién trong thi :
B'<r?, Iq <r?
= ff’I_Q s|ﬁ-"'|.|I_Q.|<r2
A TARZ L 20,2 2 - 2
nén IM <rft* + (1 - tyf'+ 2t(1 — )} =r

Vay M 1a mét diém thudc mién trong
(H17).

sNéu P thudc mién trong , Q thudc hinh 17
mién ngoai thi ham sd -

— —2
9 fit) = 1B + (1 - t21q° +
+20(1-t) IP.IQ v6i0 <t <1
. . _
RO) = 1Q >t
fl1) = ﬁ’d <I’2

V&y.cétvdio <t<1défit)=r?
titc doan thing PQ cdt sidu clu

hinh 18 S(Lr) tai mot diém (H.18).
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phéng kinh lién hgp v6i phuong

5. PHUGNG CHINH VA SIEU PHANG KINH CHINH CUA
SIEU CAU

« D61 véi sidu cdu téng quat moi vectd ¢ =0 (thuc) déu
khéng phai la phuong tiém c4n va luén luén 13 phuong chinh .
That viy vi ma tr&n A cGa phuong trinh siéu ciu tdng quat la
ma tran don vi nén mei ¢ = 0 déu la phuong chinh .

+ Moi siéu phang di qua tdm I(- a,, — as, ..., - a,) cia siéu
cau téng quat déu cé phuong trinh dang i o (x; +a;) =0
i=1

Vay dé la phuong trinh siéu

o = (01,0y,...,0), nhung theo ching
minh trén o la phuong chinh , nén.
siéu phing d6 14 siéu phdng kinh
chinh.

+ Sidu phing di qua diém M,
thude sidu cdu S(I,r) va vubng goéc
v6i dudng théng IM, goi 1a siéu tiép
dién cla siéu cdu dé tai diém hinh 19

Mo X7, X5 ,.., X0 ).

Vects IM, (x] +a,,%x3 +a,,...,x° +a,)

la vecto phdp tuyén cha siéu tiép dién (H.19). Pudng thing qua '
tam I cia siéu cau duge goi 1a dudng kinh cia né .

6.PHUGNG TICH CUA MOT BIEM DGI VOI SIEU CAU

a)Pinh nghia. Trong khang gian Oclit E® véi muc tiéu truc
chudn cho trudc , cho sidu cdu (S) ¢6 phuong trinh :

n 111
: 2
fX1,%9, .. Xp )= 2 xf +2Y a,x; +a, =0
i=1 i=1
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Véi mbi diém M, thudc E™ c6 toa d truc chudn bing
(x3},x3,..,%x0 ), gid tri
f(x],%x5,.,x5) = 3 fo r 2% a;x; +a,
i=1 i=1
duge gol 1a phuong tich cia diém M, d6i voi siéu cdu (S) va ki
higu 1a M) (S) .
Ta c6 (M) (S) = f(x5,x5,...,x3)

b}Pinh li : Trong E® cho siéu cdu (S} tdm I ban kinh r va
mot dudng thing A di qua diém M, cit siéu cdu (S) tai hai diém
M; va M, thi khi 46 : '

Chilng minh
Gia st 461 v6i muc tiéu tryc chudn da chon , diém M, c6 toa
e 4% (%7, x3,...,x0) va vecto chi
— A phuong cua dudng thing A co
. toa 40 1a :
l_.i= (l.l],l.lz, . Un)

Khi dé6 dudng thing A c6
phuong trinh : .
X = Xoi + X [§ 3 viti = 1,2, O 1
P& tim cic giao diém
MM, cia dudng thing A
(H.20) véi mit cau (8) ta phai gidi phuong trinh sau :

hinh 20

(Ix") +{AuD)* ((x°] +[aud) + 2 [a]* ((x°] +[Au]) +2, = 0

hay ([uI*[uDA’+2 (u*[xJ+[al*[ubA +x"1*(x°] +2[a}*[x"] + a,= O



Péay la mot phuong trinh béc hai d6i v6i A . Goi Aq, 22 12
nghiém clia phuong trinh trén , Ung véi hai giac diém MM, .
Ta ¢6 :

[x° T [x°1+2[a] [x]+a, _f(xy, %3, .., x2)
(] -[u] [o] - [u]

Mat khéc ta ¢6 MM, = A4,
MM, = A;q

Do d6 : MM, . MM = Ashp 0" = Ashe[u] . [u]
= f(x,%3,..,x°) = MY (S)
7.SIEU PHANG PANG PHUONG

a)Pinh Ji. Trong E" cho hai sidu cdu (S;) va (S;) ¢6 tAm
khéng tring nhau. Khi d6 tip hgp nhing diém M c6 ciung
phuong tich doi vdi (S;) va (Sp) sé nhm trén mot siéu phing.
Siéu phéng nay vuéng géc vdi dudng thdng néi hai tdm cha hai
siéu cau di cho,

11.7\.2 =

Chiing minh
Trong E" gid s d6i vdi mue tidu trye chudn cho trude |, cho
hai siéu cau ¢6 tam khong tring nhau 14n lugt c6 phuong trinh
la : .
fi(x1,%Xg, ... ,%0) = [x)*[x] +2[a]*[x] + a2, = 0 (S))
fo(x1,%g, .. X0 = [XP¥IX]) +2[0)*[x] + b, = 0 (Sg)

Nhing diém M(xy,x,, .. ,x, ) €6 cliing phuong tich d6i véi (S))
va (8;) phai ¢6 toa d¢ thda man diu kién :

fl{XIJXQs ,xn) = fE (xl,x?,, e ,xn}
hay 2({a] - [o])* [x]+ a, — b, = 0 (1)



") 99;1

Siéu cdu (81) c6 tAm I1=(- ay, ~ az, .., — a,)
Sidu cau (Sz) ¢d tAm Ig = (—b1, "—bg g ey — bn)

Vi I, # I; nén [a] # [b] nén (1) la phumig trinh cha mét siéu
phéng. Siéu phlng nay nhéan vecte n = (a; — by,a; — by,.,an— by)
lam vecto phdp tuyén nén né vudng géc véi dudng thing néi hai
tam I; va I;.cha (Sy) va (Sq) da cho .

b) Binh nghia. Tap hgp cdc diém c6 cimg phuong tich déi véi
hai siéu cdu (8,) va (S,) khéng déng tdm la mdt siéu phéng . Siéu
phing nay goi 1a siéu phdng ddng phuong cha hai siéu cdu da cho.

Siéu phing d&ng phucng luén luén vudng goc véi du‘érng thing néi
hai tdm clia hai siéu cdu cho trude .

BAI TAP VE KHONG GIAN OCLIT
VA HINH HOC GCLIT

§1, §2, §3
2.1.Trong khong gia.n'vectcf Oclit Vi ta thanh 14p ma trdn Gram

tir hé vecto {é.-l‘, é;, vy g} nhuy sau ;

-} —_— ——
a, a,.89 . . . a;a,
. _ e [
G= 8281 2 - . . Aasay
—— - —2
8,8, a,d, . . . a, |

a) Ching minh hé vecto da cho doc lap tuyen tinh khi va chi
kit det G > 0.

b) Hay tinh det G trong VE2 vii tich vh huéng duge dinh
nghia theo cach hidu théng thuimg :

a, .8, = |a1 . [a2 | .cos(ay ,a, )
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2.2 Trong Vp d6i v6i co sd truc chuén cho trude cho cac vecto

a, b cotoadéla:

2

={1,1,1,2)
b =1(1,2,3-3)

a) Ching minh al b
b)Hay bé sung vao {a, b} hai vects nita dé dugc ﬁl@t cd
s truc giao. ' '

2.3.Tinh dién tich hinh binh hanh dung trén hai vecto
a =(8,4,1), b .= (2, - 3,1) d6i véi mot co s& true chudn .
2.4.Pa1 vdi mét ¢o sd truc chuén cho ba vects _
a =312, b =274, ¢ = (1,2)1). Tinh tich hén hgp
(a,b,c)=(anblec.

2.5. Tinh khodng cich tif mot diém M, dén duﬁné thdng d cho
biét cac toa dd truc chudn cia difm M,la (x;,X3,X3), cha diém
M, thudéc d 1a (x§,x3,x3) va dudng thing d cé6 phuong
a = (a;,as,a3). _

2.6. Vi he toa do truc chudn {O; ¢, ,e, ,e; } cho hai diém A2, -1, 3)
va B(1, 1, 5). Hinh vuéng ABCD va diém Mo(%, ~3, 0) thude
mit phing (ABC) . Hiy tim toa 40 diém Cva D .

2.7. Ching minh ring :

(anbl+(a.bP=a.b
2.8.Trong khéng gian vects Oclit Ve ddi voi co s¢ triuc chudn

cho trudc cho ba vects a, b, ¢ c6 toa dd lan lugt 1a a= (1, 1,
1,2, b =(1,2,3-38), ¢ =(=7,5, 0, 1). Chitng minh a1b,
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ble, el a va hay b6 sung vio hé {a,b} hai vecto nita dé
duge mot cg S0 tryc giao. '
29.Cho anc =bac véic = 0. Cé thé suy ra a =b hay khéng?
2.10.V6i hé toa do truc chudn trong E® , cho ba diém A{3.4,-1),
B(2,0,3) , C(~ 3,5,4) . Hay chimg té ba diém d6 khéng thing
hang va hay tinh dién tich cita tam gidac ABC d6 .
2.11.Trong E® v6i muc tiéu true chudn cho cdc vectd :
a =(3,0,-1), b =(24,3)
c =(-1,3,2), d =(2,0,1)
Hay tinh (a Ab)ac va{(anc)(bnad).
2.12.Trong khong gian vecto Oclit n chiéu V3 cho mét hé vecto
dgc lap tuyén tinh {a; ,a,, ..,a, }. Ching minh ring tén tai
mét hé vecto duy nhat {b, ,b,, .. ,b_ } sao cho:
2, .bj=3; véiij=12 .0
Ching minh ring néu vecto x ¢6 toa d6 {x;, X5,.., X} d&i véi
co s& {a, joon vectd y ¢6 toa 46 (yuyz..ya) d6i véi co sd
{b; } thi:

X.Y = Xi¥1 + Xo¥g + . + Xn¥n

2.13.Gia st trong Vg d4 chon mét co sd { e, }.P6i véi mbi vecto

don vi e ta dat o = ole, Ei' ). Ching minh ring :

éi_cosa-1 va i cos?

i=1

2.14.Cho hai doan thing AB va CD c6 do dai khéng d6i lin
lugt ndm trén hai dudng thing chéo nhau d; va d; trong

khong gian E®.Ching minh ring thé tich cda t dien ABCD

[v1=

e = a; =1

|
—

i=
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khong phu thudc vao vi tri clla cdc doan thiang AB va CD
trén d, va d, .

2.15.Trong khong gian Oelit E? cho bon diém AB,C,)D tuy ¥ .
Ching minh ring :

ABCD + ACDB + ADBC = 0.

Tit d4ng thdc trén hay suy ra mét vai ménh dé quen biét
trong hinh hoc .

2.16.Chimng minh riang v6i bon difm bat ki A B,C,D cia khéng
gian Oclit E® ta déu c6 :

d(AB) + d(CD) + d(AC) + d(BD) = d(AD} + d(BC)

§4 , §5 .
2.17.Trong khéng gian Oclit E® vdi muc tiéu truc chudn cho
truge , cho sidu phing P c¢6 phuong trinh :
X + X + .. + 8%, + b =0

a) Chiing minh ring vects a = (ay, ay, ... , a,) vudng goc
véi phuong ctia P. Vects a d6 duge goi la vecto phdp tuyén
cua siéu phing P.

b) Viét phuong trinh tham s& va téng quét caa dudong
thdng d di qua diém M, (x{,x$,..., %) va vubng géc véi siéu
phang P.

2.18.Trong E” v4i muc tidu truc chudn cho trude cho m-phing P
¢6 phudng trinh :

i agx; +b; =0  ,i=12, .. ,n-m.

a) Ching t6 ring n-m vecto aT = (&i1,8i2,-,8in) V&1 1 =1,2,

n~m djc l4p va tao nén co sd cha phu‘cmg ‘bt vudng gbe véi
phuong cha phing P.
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b.) Viét phuong trinh tham s8 cia cdi phang Q di qua diém
Cley,ce, ... ,€a) v bl vubng géc véi m~ phdng P da cho .

2.19. Trong E° véi muc tidu truc chudn cho trude :
a) Lap phuong trinh téng qudt cha phdng P cé s6 chiéu bé
nhidt chda cic diém A(1,3, -1,4,5) , B(2,3, —1,4,5) va chita
phuong p(0,1,0,0,0) .

b) Lap phuong trinh tdng quat ciia phang Q di qua diém A
da cho va bl vudng géc véi phing P.

2.20. Trong E* v6i muc tiéu trifc chusn d4 cho , xét vi tr{ tuong
d6i cha hai cai phlng P va Q 14n lugt cho bdi phuong trinh
tham 86 cha chiing nhu sau :

Xi=2+v x=2t%

P Xp =1+ 4v + 3u Q Xg = 3
X3 = 3v +u X3 =-1+ 3t
X4 =5+ 11lv + 3u Xq=2 -t

2.21. Trong E* v6i muc tidu truc chudn cho trude xét vi tri
tuong d6i clia hai cdi phdng R va S lan lu'dt cho bdi phuong
trinh téng quéat cia ching nhu sau:

Rixi—-%+3x+x4—-3=0
X1 + X» =3

S: {4x1+ X - %3 =3
2K+ X2 — x4 =0

2 22, Trong E viét phuong tr:nh mit phéng chita dudng thang
d ¢6 phuong trinh :

: a b e
va vudng goc v6i mit phdng Ax + By + Cz + D =0
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2.28. Hay tim e¢dng thic tinh khodng céch giita hai sidu phéng
song song trong E® ,sau dé hay d4p dung cong thidc vira tim
duge dé tinh khodng cach giita hai mat phdng song song véi
nhau trong E® va 14n lugt ¢6 phuong trinh .

P:2x1—x2+2x;;+2=0
P :4x; — 2x; +4%3- 21 =0,
2.24. Trong E’ tim diém déi xing eta diém (1,2,3) d6i véi :
a) mat phing 2x; — 2%, + 5x; — 68 = 0

b)dudngfhéngxl—8=x2;11=—X3+4.

2.25. Trong E® cho mét ti dien ABCD. Céc dinh ¢6 toa do true
chuén la :

_ A=(0,02,B=305,C=(01,1,0), D =(41,2).
Tinh chiéu cao clia t& dién ha tir dinh D t4i mat ABC.

2.26. Trong E® tim khodng cach tir diém (1,3,5) t6i duong thing
¢6 phuong trinh '

.2X1+X2+X3—1=0
3X1+Xx2+2x3-3=0 € -

2.27. Trong E® tim khodng céch gida cac c3p dudng théng lan
lugt 6 phuong trinh :

X1=3+t X = - U
a) di: xa=1-t vd ~®dx,=2+ 3u
' Xg=2 -2t X3 = 3u

b) m;: X1+ 2% -X+1 =0 va my: X1+ X +X=9=0
2x;-8x:2+x3-4=0 2%X; — X2 — X3 =0
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2.28. Trong E* v4i muc tidu tryc chudn da cho ,cho mit phéng P.
di qua ba diém : A(1,1,1,1) , B(2,2,0,0) , C(1,2,0,1) va dudng
thidng d di qua hai diém D(1,1,1,2) , E(1,1,2,1).

a)Ching minh P va d chéo nhau.
b)Viét phuong trinh dudng vudng géé chung va tinh d9 dai
~ doan vudng goéc chung .
. 2.29. Trong E" hay tim quy tich :
a)nhiing diém cdch déu hai diém A, B phéan biét cho trute
b)nhitng diém céch déu ba diém A, B, C doc 1ap cho trude.
2.30. Hay tim dQ dai dutmg éhéo cta hinh “lap phuong n chiéu”
canh a trong khéng gian E".
2.31. Trong E® cho siéu phdng di qua c4c diém ;

Ay =(33,0,..,0)
AZ = (0,a29 - ’0)

A, =(00, . a,)
Hay tinh khodng c4ch tir gbc toa d6 t6i sidu phlng dé .
2.32. Trong E" cho hai muc tiéu truc chuin {E.E;} va {E‘O,El}
Chiing minh ring dudng thing E,E vuéng gbc vdi siéu
phéng chta don hinh (E,Es,...E,) tai trong tam clia don
hinh va tinh toa d6 diém E| d&i vdi muc tiéu {EGE;}.
2.33. Trong E" cho muc tiéu triec chudn{EE;}, i=1,2, .. ,n .Trén

cde dudng thing E.E; ta 18y cde diédm A; khéng trung véi gbc
muc tidu E, .

a)Ching minh hé n diém A, A,,... A, doc 18p va lap
phudng trinh siéu phing P xd4c dinh béi n diém A; déc lap
do. ' '
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b)Goi h 1a khodng cach tir E, t6i siéu phing P va goi a; 1a
cac khoang cdch d(E,A;) , i = 1,2, . ,n .Ching minh hé thdc :

2.34. Viét phuong trinh dudng vuéng géc chhng cia duong
thdng AB va mit phing PQR cho trudc trong E' biét ring
toa d6 cdac diém d6 14n lugt 13 : A(1,1,1,1) , B(-2, ~-1,1,3) va
P(2,1, ~1,0), Q(8,1,8, -1) ,R(0,0, -1,1) .

2.35. Trong E" ého dudng thing d vubng géc véi sidu phing a
. va cét sidu phéng d6 tai difm M .Goi A 13 mét diém tuy §
thudc d va B la mot diém tuy ¥ trén o .Ching minh :
d(M,A)* + d(M,B)* = d(A,B)* (dinh 1i Pitago).

2.36. Trong E" cho m- phing « va k-phang B vubng géc vdi
- nhau .Chiing minh r8ng o va B bl vudng géc v6i nhau khi va
chi khin=m+k.

2.37. Trong E” cho hai edi phdng o va B . Chitng minh ring :
a)Néu o song song v6i B va dima < dimp thi v6i mei diém
A thude o ta déu c6 d(A,B) = d(a,p) . .

b)N&u o va B chéo nhau hoan toan (a ~p = 0) thi ¢ mot
diém duy nhat A € a va mdt diém duy nhét B € B sao cho
dudng thdng AB vifa vudng gée v6i « viia vudng gée véi B va
d(A,B) = d(a,p).

2.38. Trong E" cho mot diém I va m- phing a khéng chia I véi

m< n di qua diém S c6 phuong o nhan m vectd {I, @,...,um}
lam co s§ . Goi J 12 hinh chi&u vudng géc cha I xuéng « .

Ching minh : d%(I, o) = JI_ =

G, (u,,0,,...,u_, §1’)|

G, (u;, U,y iy )|
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2.39. Trong E” (n >1) cho hai cdi phing o va § chéo nhau
(anB=¢pvaanP=0).Coi {é{,é—z', .y 5;’} 12 co 86 cha

khéng gian vects G +f va ldy didm A co diém B < B.
Ching minh rang '

P - \G (AB é}, .

e21 ’é-“)’
240 Trong E" tim téflp hop cde diém M cach déu mét sidy
phing « cho trude mét khoang cich h cho trude . '

2.41. Cho khong gian afin thuc n chiéu A" v6in > 1 va mot hé
toa d6 afin {0 e, ey, .. ,é:} cia A"

Ching té rdng c6 thé bién A" tré thanh mét khong gian
Oclit n chiéu ma hé toa do d4 cho trd thanh hé toa dé truc
chuén cia khéng gian Oclit .

§6,§7,88

2.42.Trong khéng gian Jelit E? xét tinh chat cia phép bién déi
¢é phudng trinh sau day d6i v6i mot muc tiéu truc chuin :

v V2 2
Xy =— X -~ —X, +1
2) | 2 2
V2 2
*
b) x}:—xl—ﬁ
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2.43.Trong E" cho hai mue tidu truc chudn {E,E;} va {E',E;! .

Lap phuong trinh phép ddng cy (phép dai hinh) f d6i véi muc
tidu {E,E:}, bién muc tiéu {E,E;} thanh myc tiéu {E o Ei}
sao cho flE,) = E; vaf(E)_E véii=12,.,n.

2.44. Trong E" véi hé muc tiéu truc chudn cho vecto
v=(V],V9,... V) Hay viét phuong trinh phép tinh tién theo
vectd v di cho va tim 4nh cha diém M c6 toa do 12 (1,2,3,.
,n} qua phép tinh ti€n d6. Chimg té phép tlnh tién la phép
d&i hinh loai mét .

2.45Trong E® , d6i v6i mot muc tiéu truc chufin da chon , cho
phép bién déi f.cé phuong trinh nhu sau :

X, =Xy
L)
Xz = Xog
{ Xm =
Xm = » Xp
3
X mel= =~ Xma1
¥
\Xn = - X,

a) Chung té ring f 12 mdt phép ding cu (phép d¥i hinh)

b) Véi nhimg didu kién nao cha m va cia n thi phép bién .
doi f 1a phép doi hinh loai mét hodc loai hai.

c) Hay mé ta phép déng ey d6 ciing v6i nhimg tmh chat
ciandénéum=n - 1.

2.46. Trong E” vdi muc tiéu truc chudn d4 chon, cho sigu phéng
o ¢6 phuong trinh :

n
X+ BpXp 4 . AR, 8, =0 val T a? =1
i=1
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Hay viét biéu thie toa dd ciia phép d6i xding qua siéu
phéng dé va qua do6 chimg té ré’mg s1eu phang o chua toan
diém kép.

2.47. Trong E? véi hé toa d6 truc chudn cho elip ¢6 phuong
trinh

2 2
X X5 .

é+—2—1 védia=zb,
a b

Viét phuong trinh cdc phép déing cu (phép d&i hinh) cta
E? bién elip thanh chinh né .

2.48. Trén E" ching minh ring mdi dinh If cta hinh hoc afin
(thue) 14 mét dinh 1f cdia hinh hoc ddng dang va ciing 1a mét
dinh i cda hinh hoc Oclit, nhung nguge lai c6 thé khéng
ding.

2.49.Trong E’ ching minh riing kh4i niém da gidc 16i déu n
canh la mét khai niém déng dang. Hay phan loa1 déng dang
tap hgp cdc da gidce 161 déu do .

2.50. Trong E? chiing minh rang dudng trung tuyén, dudng cao,
dudng phan gide , dudng trung truc elia mot tam gidce 13 cdc
khai niém déng dang. Trong cdc kh4i niém néu trén, khai
niém nao la khéi nidm afin ? Vi sao ?

2.51.Trong cdc khéi niém liét ké sau day, cdc khéi niém naoe 1
cia hinh hoc afin, hinh hoc déng dang, hinh hoc Celit :
dudng tron, dudng elip, dudng hypebol, dudng parabol, dudng
thing, su chéo nhau cfia hai dudng thédng , khodng cédch cla
hai dudng thing chéo nhau, hinh vuéng, hinh binh hanh,
trong tAm ctia mot tam gise, khéi t1f dién déu.

2.52.Cho mét tam gide ABC. Méi canh cia né duge chia lam

ba phén bang nhau .N&i cdc diém chia v6i dinh d5i dién cia
canh d6 ta s& duge sdu dudng thing tao nén mét hinh luc
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gidc (khong déu). Ching minh cdc dudng chéo cia hinh luc
gidc d6 dong quy tai mdt diém.

2.53. Cho hinh binh hanh c¢6 cde dinh niim trén mot elip.
Ching minh tdm cia hinh binh hanh trung véi tam coa

hinh elip cdn cdc canh cia hinh binh hanh thi song song vdi
hai dudng kinh lién h¢p cha elip.

2.54.Cho hinh binh hanh ¢6 c4c canh ti€p xtc véi mdt elip .
Ching minh cdc dudng chéo cia hinh binh hanh 13 nhiing
dudng kinh lién hgp cia elip.

© 2.55.Goi AB, CD la mét cip dudng kinh lién hgp bat ki ciia mat
elip cho truée. Céc ti€p tuyén ctia elip tai A va C cit nhau tai
M.Tim quy tich cac diém M khi AB va CD thay d3i trén elip. _

2.56.Cho elip c6 dudng kinh AB . Trén mot nita cung elip ta 1y
hai diém M,N . Goi C=AM n BN , D = AN ~ BM . Ching
minh phuong cla dudng thdng CD 1a phuong lién hgp véi
phuong cda dudng kinh AB .

2.57.Chiing t6 ring phép déng dang f ciia E” bdo toan géc giita
hai dudng thdng, géc giita hai siéu phing , géc gitta dudng
thing va siéu phing, va bién hai e4i phing vudng goc véi
nhau thanh hai cai phdng. ciing vudng géc v6i nhau .

2.58.Trong Vg véi mét co s6 tric chudn cho cdc vecto :

a =(1,-20) , b =L , < =(3,1,1)
g =(-2,-40) , b =(-620), ¢ =(-622)

a)Xdc dinh phép bién déi tuyén tinh ¢ sao cho
o@)=a,ob)= b,o()=d .

b) Gid 80 ¢ lién két v6i phép afin f . Ching té f1a phép
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dong dang va hiy xac dinh ti 88 déng dang cia f.

2.59.Chitng t6 rAng phép vi tu tam S ti s6 k cia E” 1a mét phép
ddng dang cua E® vdi ti s8 |k|.

2.60.Viat phuong trinh chia phép dﬁng dang ti s8 k trong E’
bién muc tidu truc chuam/i\Eo ; e1 ,e2 } thanh muc tiéu
{EG, e1 ,e2 }, bibt @ = (e;,e;) va toa do truc chudn cda

E's = (%0,¥,) 401 vdi muc tidu {E, ; e-l ,e,-2 1.

2.61.Chiing minh rang bat ki mét phép dong dang nao trong
mat phing ma khéng phai 1a phép ding cy déu c¢6 mot di€m
kép .

2.62. Trong E® v6i muc tiéu truc chudn cho truge , hay xét tinh
chat cha phép bién ddi f cho bdi phuong trinh sau day :

X1 =8x; —X+1
X3= X1+ 8 xo
§9, §10

2.68.Chimg minh ring n +1 diém doc lap trong E” luén ludn
thude mét sidu céu .

2.64.Trong E® hay xdc dinh tdm va bén kinh cda cdc mit cdu
sau day :

a) X2+ X2 + X2 —-12x, +4x,— 6x3 =0

b) xf+ x2 + x5 -6x3-7 =0
2.65.Trong E*v6i muc tiéu truc chudn cho trude, vist phuong trinh
mét Cgll.l di qua bon dlém A(al,ag,a3), B(bl,bz,bg), C(Cl,CQ,C;;),
D(d,,d»,ds) khong ciing ndm trén mét mit phing .

2.66.Trong E" vdi muc tiéu truc chuén , hay xét vi tri tuong 461
clia sidu phang va sidu chu cho bdi phuong trinh sau day :
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siéu phing : x, =0
siéu cAu Z(X ~—a)¥ -R*=0

2.67. Trong E” cho ba diém AB,C phan biét.Tim quy tich
nhitng diém M sao cho :

d%M,A) + d%M,B) = &M.C) .

2.68. Trong E" v6i mye tidu truc chudn {Eq;E;} chon dxem A A,
Ay 14n luot ¢6 toa 46 1a -

Ai=(0,..,02,0,.,0)v6ia#0vadcotthti,iz=12 .0
'Héy xdc dinh tdm va bdn kinh siéu cdu di qua céc diém
Eos Al!A29 ‘.- Al‘l.

2,69. Chimg minh ring néu mdt phép afin f: E° > E" cda
khéng gian E” bién mét sidu cdu tdm O bdn kinh R thanh
siéu cAu tdm O ban kinh R’ thi f la mot phép déng dang .
Xic dinh ti s6 déng dang cia f.

2.70. Trong E? v6i muc tidu true chudn cho trude, cho phuogg
trinh siéu mat béc hai (S) :

XpX3 + XgXy + XX + X1 + X2+ X3) + q=0vdipq e R.

Hay viét phuong trinh chinh tic eta (S) .
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CHUONG i

KHONG GIAN XA ANH
VA HINH HQOC XA ANH

§1. KHONG GIAN XA ANH

1. PINH NGHIA

- Gig s V™! 13 khong gian vecto n+1 chidu (n > 0) trén
truong K va X 13 mot tap hop khong rong tiy ¥. Ta ki hiéu
P(V™') 1a tap hop tat ca cdc khéng gian con mét chidu cia V**!
nghia 1a mdi phdn t cda P(V™') 12 mot khéng gian con V' cia
v+t Néu c6 song 4nh

POV 5 X
thi bb ba (X, T, V™) dugc goi 1a mot khong gian xa dnh n chiéu
lién két voi khéng gian vecto V' trén trudng K va duge ki hidu
lapt.
Tacé P" = (X, M, V™)

Tuy theo V™' la khong gian vects thuc hay phdc, ta duge
khéng gian xa anh P" thye hay phic. Trong gido trinh nay chu
yéu duge trinh bay vé khong gian xa danh thye.

Nhu vdy méi diém clia khéng gian xa anh P" 12 dnh cla
mdt khong gian con V' duge sinh ra bdi mét vecto x # 0 cta
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V**! qua song 4nh n. Ndu V™! la khong gian vectd con cta V'*!
(0< m < n)thi tdp hgp con n [P(V™)] ctia X s& goi 14 m—phéng
xa anh cda khéng gian xa anh P°. Do d6 O-phéng cdn goi 1a
diém, 1-phéng con goi 1a duing thdng, (n - 1)—phang con goi 1a
siéu phdng.

Gid s X’ = n[P(V™"!)] 12 m—phing. Khi d6 ta c6 song 4nh
7 P (V™) 5 X, cdm sinh béi song 4nh = tifc 1a
7 = WPV

Nhu vay X, w, V™) ciing la mét khéng gian xa anh m
chidu va duge ki higdu 1la P™. ta ¢6: P™ = (X, «’, V™).

2. CAC MO HINH CUA KHONG GIAN XA ANH

a) M6 hinh vectd. Ta 14y X 1a chinh t4p hop P(V**!) va song
4nh = 12 phép déng nhat: n: PV —» P(V™)

Piém cda khong gian xa anh [P(V**), &, V™' = X 1a cac
khéng gian vects con mot chidu cia V™). Tap hop cdc khéng
gian con mot chiéu thudc mét khorg gian con m+1 chidu nao 46
14 mét m-phing cia khong gian xa anh nay.

b) Mé hinh sé hoc. Ta hiy xét mdt by s8 thuc ¢ thit tir gdm
n+1 88 (Xq, Xg, .., Xpa1) trong d6 cé it nhat 1a mdt s6 khac 0. Hai bé
86 thuc (X;, X2, ., Xnu1) VA (¥, ¥g, -, Vo) nhu vdy sé& goi 1a tuang
duong khi va chi khi ¢c6 mét sé thue & = 0 sao cho x; = Ay; vé
i=1,2,.,n+1. Tap hgp cdc bd $8 thue néi trén s& dude phan thanh
cde idp tuong dudng. Ta goi K la tdp hgp t4t cid cac ldp tuong
duong dé. Bay gitr goi V™' 1a mét khong gian vecto nao dé va trén
dé da c6 mit co sd duge chon. Ta hiy xét song 4nh 7 nhu saw:

POV 5 K
Gia st V' la mot khéng gian con mét chiéu cla V™. Ta

chon trén V' mot vecto x # 0 va g01 (X1, Xg, .., Xns1) 12 toa 46
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cua vecto ® 4061 véi cu sd d4 chon. Qua song dnh n, mbi khong
gian con V' ta dat tuong dng véi mot 16p tuong duong céc b s6
thife ma phéan ti dai dién 1a (xy, X3, .., Xu.1). Nhu vay (K, n, V™)
la mdt mdé hinh cha khéng gian xa 4nh n chiéu va duge goi 1a
md hinh s§ hoc chia P".

¢) M8 hinh bé. Trong khéng gian afin A™! xay dung trén
khong gian vects V**' ta 1dy mot diém O tuy . Goi X la tap
hgp tdt ca cdc dudng thing cia A™*' ciing di qua diém O, va
mét tap hop X nhu vay duge goi 1a b6 dudng thdng tdm 0. Néu
V' 1a khéng gian con mdt chidu thude V™ thi ta ¢6 = (V1) 1a
dudng théng cé6 phuong V' (H. 21).

Ta ¢6 song 4nh w: ' A\ B C
n: POV*H 5 X
Do d6: (X, x, V™*!) 13 mot méd hinh cla o

khéng gian xa 4nh n chidu. Mdi dudng

thdng cGa bé bifu thi mét “didm xa dnh”.

Hai dudng thidng phan biét ciia b6 tao nén

m{t mit phlng afin di qua O bidu thi cho hinh 21

mét “duong thdng xg énh”. Théng qua mé

hinh ndy ta nhan thiy réng tap hgp “cdc diém xa anh” cing

thupc mot “dudng thang xa dnh” 1a mot tap hgp cdc “diém”

khép kin nghia la néu c6 mot diém C chuyén dong theo chidu tir .

A dén B coa dudng théng AB thi sau khi vugt qua diém B, diém
d6 van di theo

- . € — - - huéng cli va sé tré
O A B\ vé A (H 22). Nhu
— / vay dwng thing

_____________________ - xa 4anh  khéng

hinh 22 ging voi dudng

thdng afin  va
dudng thing Jelit vi né’1a mot dudng khép kin.Trong méd hinh
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nay muén biéu thi mét “mat phing xa anh” (la 2 -phdng) ta can lay

~ba dudng thing cia bé t4m O ma khong cing nim trong mdt mat
phing afin. Gid sir A, B, C la “ba diém xa 4nh” khong thing hang
(H. 21) ma trén mé hinh duge bidu thi bing ba dudng thing afin
cing di qua O va khéng ciing thudc mdt mit phing afin. Khi dé
trén “mit phing xa anh ABC” ta c6 cdc “dutng thing xa anh AB,
BC, CA”. Tir tinh ch4t khép kin cila “cdc dudng thdng AB, BC, CA”
ta hAy tuéng tugng va hinh dung ra tinh chat khép kin cia “mat
phéng xa 4nh ABC” mét cdch thich hop.

d) M4 hinh afin sau khi b8 sung cac phén tii vé tan. Goi A™?
1a mét khéng gian afin n+1 chiéu lién két véi khéng gian vectd

V™1 va A™ 1a mét siéu phing cda A“+1 c6 phuong 1a khéng gian
vectd con V" « V™2,

Ta hay xét tdp hop:
A" = A" U P(V?)
va x4y dung song dnh = : P(V*!) 5 A” nhy sau:
Lady mot diém oo My
dinh O cia A™' khéng. 0/
ndm trén A" Gia sit V'
ta khéng gian con mét

chidu cia V"L ' /
-Néu V'e V* thi trén M

A" ¢6 mdt diém M duy A

nhat sao cho OM e V! /

Trong truéng hgp nay ta :
dat = (VY = M. hinh 23

~ Néu V! < V" thi dat 7 (V') =M,. C6 thé hidu ring didm n (V1)
la di€m gap nhau cta nhimg dudng thing song song véi nhau
trong A" ¢6 cting phuong V' va ta thudng goi d6 1a diém vé tén
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cia céac dudng thing song song d6.

Ta dé dang ching minh duge = 13 mot song 4nh vi méi
duong thing cda b6 t4m O trong khéng gian afin A™! ¢6 tuong
ung 1-1 v6i mot di€m cha A" Nhu vy ta c6 mot khéng gian xa
dnh n chiéu (A" n, V**!) va goi d6 14 mé hink afin c6 b8 sung
thém cdc phdn ti vé tén.

Trén mé hinh nay, mdi diém xa 4nh l1a mot diém thong
thuimg ctia khéng gian afin A™ hoac mét khéng gian con mét
chiéu cha V" (1a phuong cia A"); méi m-phéng ciia khong gian
xa 4nh sé la:

~Ho#ic 14 tip hgp A™UP(V™) trong d6 A™ la mot
m-phéng afin cdn V™ 13 phuong ciia né va P(V™) 1a tap hop cdc
Vieve

-Hodc 1a tap hgp P(V™!) trong d6 V™' — V™. Ta c6 thé
xem P(V™') 1a giao ctia hai (m+1)-phéng afin song song véi
nhau hoac goi d6 12 m-phéng vé t4n (m-phdng chia toan diém
vO tdn).

Trén mé hinh nay néu a va b 14 hai dudng thing song song

véi nhau c¢6 cing phuong V' thi a u n (V) va b U n (VY 14 hai
dutng thing cia khéng gian xa anh A", chiing ¢6 chung nhau

mét diém (V') Béi vay diém = (V') duge goi 1a didm v6 tdn. -

Tap hop cdc diém v6 tan nay cia A" ndm trén mét (n-1)-phing
dugc goi 1a siéu phdng vé tén. Ta c6 thé xem sidu phédng nay
chifa toan bd cdc diém v6 tan cha A", Nhu thé 1a khong gian xa
anh A" ¢6 duge bing cach lay khéng gian afin A® va bé sung
thém céc diém vo t4n cha tdt cd cac duong thing thude A"
CHU ¥: Trén méi dudng thlng cia A" ta chi duge phép bé
sung thém mot diém v6 tin ma théi. Trong khéng gian xa 4nh
cdc diém afin thong thudng va cdc didm vé tdn ddu c¢6 vai trd
binh ding vi ching déu la cdc diém xa 4nh nhu nhau. Vi vay
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khi sif dung m6 hinh nay dé minh hoa cdc khai niém tinh chat
trong khong gian xa 4nh ching ta can phai hifu r6 ban chat
cha cac didm vé tdn d6 dé khéi nhdm l4n. Can luu ¥ ring diém
v0 tin 14 moét khai niém khéng cé trong khoéng gian afin va
ciing khéng duge néu tén trong khéng gian xa anh.

§2. TOA PO XA ANH VA MUC TIEU XA ANH

1. VECTG DAI DIEN CHO MOT DIEM

Goi P" 14 khéng gian xa anh lién két véi khéng gian vecto
V**! qua song 4nh n. Trong V™' méi vectg 4 = 0 88 sinh ra mjt
khéng gian con mét chiéu va qua song 4nh n khéng gian nay sé
imng véi mot di€ém A duy nhdt cda P*. Ta néi ring vecto a dai
dién cho diém A. Ta suy ra hai vecto a va b cing dai dién cho
mot di€m A khi va chi khi 3 = kb vdi k 13 mét s6 thuc khéc 0.
Nhu vy a, b 1a hai vectd cong tuyén cia V™' 58 cung dai dién
cho mat diém cia P,

2. HE DIEM POC LAP

Ta goi mot hé gom r diém M;, My,., M, ctia P* la déc ldp
néu trong-khéng gian vecto V™' lién két véi P ta ¢6 r vects
dai dién cho r diém &y ddc I4p tuyén tinh. Ta nhén thiy ring
néu ¢é r difm doc lap thi bat cd hé r vects nao dai dién cho
chung ciing doc 14p tuyén tinh va do d6 r diém M,, My, ., M,
xdc dinh mét (r —1)-phéng xa dnh. Nhu vy mudn xde dinh mét
m-phéng xa 4nh ta phai bist m+1 diém doc 14p thudc phing
dé. Treng P” mudn ¢é r diém déc lap thi r < n+1 va do dé moi
hé diém nhiéu hon n+1 diém déu khong déc lap.
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3. TQA PO XA ANH CUA MOT DIEM

Cho khéng gian xa d&nh P" lién k&t véi khéng gian vectg
V™! Ta chon trong V™" mot co s e = f5,,8,,...... .17 Goi X
la mét diém tuy ¥ cla P® va trong V™' ta ¢6 % la vectd dai
dién cho diém X. N&u (x;, X, .., Xn.q) 12 toa dd clia vecto % doi
v6i co 58 & trong V™! thi ta cing goi d6 la toa d¢ xa anh cia
diém X cia P" (ng véi ¢ s& € trong V™**, Khi d6 ta ki hisu:

X = (X1, Xz, .., Xn41) hodic X (xq, Xg, ..., Xpe1)

Do cach x4y dung nhu trén nén céc toa do6 xa dnh cia cac
diém thude P* ¢6 cdc tinh chét sau day:

a) N&u (xq, X, .., X,,1) 1a toa dd xa &nh cita mot didm thi cdc
x; khong déng thdi bing 0 vi vecto dai dién cho mét diém phai
ludn luén 1a vects khéc vecto 0.

b) Mot bd 86 €6 thif tif gdm n+1 88 (X3, X3, ...y Xae1) trong d6 it
nh&t ¢6 mot s8 khac 0 x4c dinh mot diémd X duy nhat cia P°
Pi€m X nay nhén b s6 thyc d6 lam toa d6 xa 4nh dng véi co sé
d4 cho.

¢) Néu (xy, Xg, .., Xn.1) 12 toa d6 xa anh cda mot didm X thi
- moi bd 56 c6 dang (kxy, kxy, ..., kxn,;) vdi k # 0 d8u 1a toa d6 cia
diém X dé.

CHU y: Céc tinh chat trén day 1a cdc tinh chét dac biét cioa
toa do xa anh cda mdt diém. Thi du:

- Trong P? bg s6 (0,0,0) khong phai la t(_)a.. dd cta bat cd
diém xa dnh nao nhung trong A® hosc trong E® b s6 d6 1a toa
dd coa di€m gc muc tidu toa do. :

— Trong P* hai b$ s8 (1,0, -2) va (-1,0,2) 1a toa d6 cda

cung mdt diém xa dnh cdn trong A® hodc E° hai bb s6 dé la toa
d ctia hai diém hoan toan khdc nhau
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4. MUC TIEU XA ANH

Gid s khong gian xa dnh P” lién két v6i khong gian vecto
"V Goi s=  8,,8,,...,6,.,) 1a mot co s& cho trude cia VP,
Khi d6 trong P" toa d6 xa a4nh cia mébi diém déu duge x4c dinh
d6i v6i co s¢ & d6. Bay gidy trong P” ta goi A 1 cdc diém nhén
cdc vecto € vdii = 1,2, n+l lam cac vecto dai dién. Ta duge
toa d xa dnh cia c4c diém A, dé la:

A = (1,0,0,.,0,0)
A; = (0,1,0,.,0,0)

A, = (0,0,0,.,1,0)
AI’H']. (OsU:O:-“’O)l)

Goi E 1a diém c6 vectd dai dién 14 vects &, trong dé:

e= g +ey;+..+€

Nhu vay diém E ¢6 toa d6 xa anh la:
E=(1,1,..1)

a) Pinh nghia: Mot tap hop gbm n+2 diém duge xay dung
nhu trén: {AI,A2,.‘.AH+1;E}1Q mot muc tiéu xg dnh cia khong
gian xa dnh n chiéu P" dng véi co 6 ¢ trong V™. Ta ki hiéu
muc tiéu xa dnh dé la {A;; E} v6ii= 1,2, ., n+l. Céc didm A,
la céc dinh cia muc tiéu va di€m E 1a diém don vi.

Néu mot diém X thudc P ¢6 toa d6 (xy, Xg, ..., X,yy) 361 voi
cd 8§ €, va muc tidu xa dnh {A;; E} duge x4y dung cing vng vdi

c0 sd £ d6 thi ta néi rdng (x1, Xy, ..., Xu.1) 12 toa d6 xa anh cla
diém X d6i v4i muc tiéu xa anh {A;; El véii= 1,2, n+1.
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CHU Y: Trong n+2 di€m {A, Ay, ..., Ap. ; E} clia mét muc
tiéu xa anh trong P" bit ¢t n+1 diém nao cing doc 14p.

b) Thi du: - Trén dudng thing xa dnh P', muc tiéu xa ianh
la mét b6 gébm ba diém phan biét thing hang (A, A, ; E}. Mét
diém X bat ki thudc P' duge xdc dinh bdi toa d6 xa anh cia
diém d6 1 X = (x;. xg) d6i v6i muc tidu xa 4nh cho trude (H. 24).

A A E
L,0 1 (1,1 X(x, X,)
hinh 24

— Trong m#t phéng xa anh P? muc tiéu xa dnh la mdt b
gdbm bén diém trong dé
bat ¢ ba difm nao
ciing khéng thing hang:
[A], Ag, A3 M E}

Mot diém X thude
P? duge xdc dinh bdi
toa d6 xa anh cta diém

A(1,0,0)

dé la:
A,(0,1,0) _ A,(0,0,1) X = (X1, Xz, X3)
. d,./— N ) .. é
hinh 25 | 81 v&i muc tidu xa dnh

cho trude (H.25).

- 5.MO1 LIEN HE GIUA MUC TIEU XA ANH CUA P
VA €O 83 TUONG UNG : TRONG V™

Pinh Ii: Goi P” 1a khong gian xa anh lién két véi khong
gian V**! khi dé:

a) Trong V™! cdc co sc"r Vi tyf v6i nhau xdc dinh mot va chi
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mot muc tidu xa dnh tuong (mg trong P".

b) Trong P” véi mét muc tidu xa dnh {A; : E}, i = 1,2,..., n+l
cho trude, (hoic n+2 diém A, Ay, ..., An,1, E sao cho bét ki n+1
diém nao trong ching déu doc lap) ta cé thé tim duge trong V°**
mot 1lép duy nhat cac co 8¢ Wi ty v6i nhau nhén
{A; ; E} lam muc tiéu xa dnh tuong dng.

Ching minh

a) Ta biét riing trong V**! voi mot co 86 & = {§,,3,,...,6,,,}
cho trudc ta hoan toan xdc dinh duge mét muc tidu xa danh
{A; ; E} tuong Ung cia P". B4y gid néu ta chon mét co sd khdc
12 £ = {ké,, ké,,.., ké,,,} trong V™' véi & thuc k # 0 thi muc
tiéu xa dnh tuong dng v6i € hoin toan trung véi muc tiéu xa
énh dng vdi co 8§ £ cho triude. Khi k thay d6i va ludn ludn khéc
0 ta s& duge mét 16p cAc co 88 vi tu véi €. Tat nhién néu hai co
80 &1 va £, khdng vi tu vé6i nhau thi ching s& dng vdi hai muc
tidu xa anh khac nhau ctia P".

b) Bay gis gia sif trong P° ta ¢b mdt muc tidu xa anh {A; E),
i=12,.., n+l '

Trong V™! ta ¢6 cdc vectd é; dai dién‘ cho cdc difm A; vdi
1=12,.., n+l va vects édai dién cho diém E. Vi n+1 diém A,,
Az, ..., A, doc lap nén ta c6 n+l vects &,8;,...,8,,,déc lap
tuyén tinh va do d6 ching tao thanh mdt co sd cia V™. Vi

vects & e V™! nén vecto d6 duge bidu thi tuyén tinh qua co 56
{€’,} noéi trén, nghia la: '

é = tlé'l +tzél2+..‘ + tn+lél

n+l

Vi di€m E va n diém A; nao dé 12 mét hé gdm n + 1 diém
doc lap, nén vects € cing v6i n vecte e tuong dng la mot hé
n + 1 vecto doc lap tuyén tinh. Tt d6 ta suy ra t; = 0 vdi moi i vi
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néu t; = 0 thi vecto & dugc bidu thi tuydn tinh qua n vecto con
lai nghia l& vecto & va n vects € con lai d6 khéng doc lap
tuyén tinh, diéu nay trai véi gid thiét ndu & phin két luan trén
day.

Vit; # 0 v4i moi 1 nén ta dit:

ey =t@; véii= 1,2, .., n+l

vatacd: e=6; +é;+...+8,,,;

Do d6 ta c6 cd sé € = 81,85 .,8,.11 clia V™' trong d6 mbi
vects & dai dién cho diém A; cia mue tiéu {A;, E} cho trude vai
i=1,2, ., 0+l vavectd =8, +6, +..+8,,, dai dién cho diém
E ciia mgc tiéu xa 4nh d6. Nhu vay ta dd chimg minh duge sy
ton tai cla co s& & = {§,,8,,...,8,,,} trong V**' sinh ra myc tiéu
xa anh {A;; E} cho truge. Bay gir ching ta cdn chiing minh ring
c6 mdt 16p duy nhat cdc co sd vi tu véi € nhan
{A;; E} 1am muc tiéu xa anh tuong tng.

Vi &,,86,,...,8,,, 1a cac vecto lan lugt dai dién cho cac diém
Ajvoii=1,2,.., n+tl nén céc vecto a, = k8, ki = 0 ciing 1a cac
vecto ‘dai dién cho ecdec difm A; véii = 1, 2, .., n+l. Mat khac
vectd € =€, +€, +..+8,,; la vects dai dién cho diém E nén
vecto 4 = ké vé6i k = 0 cling 1a vecto dai dién cho diém E.

nsl

Tacé d=ké = kK36 - ki, (1)

i=] i=1

Mit khdc vi a dai dién cho difm E va cdc vects a; dai

dién cho cde di€m A; voii= 1, 2, .., n+1 nén ta cé:
) . n+l_ n+l ’
a= Zai = Zkiei (2)
i=T i=1

So sdnh hai hé thac (1) va (2) ta cé:
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Sk ~ k)8, =0 ' 3)
j=1 X

Vi {81,8;,..,8,,,} 14 hé vecto doc lap tuyén tinh nén tit (3)
ta ¢0 k = k; v6i moi i va do d6 a; = ke, .

Vay céc co 8§ vi ty vdi nhau tao thanh mét 16p duy nhat
nhén {A;; E} cho trude 1am muc tidu xa dnh tlm‘ng u'ng
6. CAC m~PHANG TOQA BO

a) Binh nghia. Qua m+1 dinh A; cda muc tiéu xa anh {A;; E}

v6i 0 < m < n ta ¢6 mdt m-phing xa anh va duoe goi la
m-phdng toa db.

b) Phudng trinh. Ta hiy viét phuong trinh cia m—phing toa
do P™ di qua m+1 dinh sau d4y:

An—m+1, An—m+2: s Ans An+1
Ah.,......d' -
n—m+m

Diém XeP™ khi va chi khi vects % dai dién cho né thude
khéng gian vectd V™! ¢6 co 56 1a m+1 vecto sau day:

{en-m+l’en—m+2"”’en!en+1}
XeP” o xeV™

@ X = Oel Tt Oen—m + xn~m+1e11—m+1 Tt xn+IlerH1

ViyXe P" o x=0
véii=12 ., n-in 4)

Ta cé phugng trinh tdng quéat cia m-phing toa do P™ 1a
‘mot hé gdm c6 n-m phuong trinh c6 dang (4) § trén.

¢)Thi duy
« Trong P? v6i muc tiéu xa énh {A;, Ay, Ay E} (H. 26).
— dudng thing AjA, ¢6 phuong trinh x5 = 0
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— dudmg thing AA; c6 phuong trinh x, =
- duding théng AsA; ¢6 phuong trinh x; = 0

/ A\

hinh 26 hinh 27

) Trong P? véi muc tiéu xa anh {A;, A,, A;, Ay; E} (H.27).
mat phing A;AzA; c6 phuong trinh x, = 0

mit phdng AyAsA, c6 phuong trinh x; = 0

mit phing A;ALA,; ¢6 phucng trinh x5 = 0 v.v..,

{

=(
- duéng thing A A, c6 pmrcmg trinh { 0
X4 =
. 2 . . X1 = 0
— dudng thang A,A; ¢6 phuong trinh 0 V...
X4 =

7. CONG THUC pOI MUC TIEU XA ANH

Trong khéng gian xa dnh P® cho hai myc tiéw xa dnh
\Ai; E) va {A; E') 14n Iugt tng v6i hai casde= &) vae = &)

cia VI,

Gid sl (%1, Xy,... , Xpa1) va (X5, X's, .. , X'ny1) 14n lugt 13 toa dd
cua mot diém X nao dé caa P" déi véi muc tidu [A;; E} va muc
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tieu {A’; E'). D€ tim su lién hé gitta cdc toa d6 cta diém X d6, ta
can tim sy lién heé gita toa do (x1, Xa, .. x,m) va (X1, X200 Xpe1)
cia vecto X dai dién cho diém-X d6i vdi (:0 s¢ £ va €. Trong
khong gian vecta V! ta c6: '

[x] = C[x] hay  |[x]=C "]

trong d6 C & ma trén chuyén tif co 8§ € sang co sd'¢’, C 1a ma
tran chuyén vi cta C,:cdn [x] va [x'] 14n lugt 1a ma trén cdt toa
d6 cta diém X d6i véi mue tiéu thi nhat va mue tiéu thi hai.

Ma trdn C trong cong thitc trén. cling duge goi 14 ma trén
chuyén tif muc tiéu {A;; Bl sang mue tidu’{A’; E'). Nhu vay khi
chuyén tif muc tiéu nay sang muc tiéu khdc, cdc toa d9 ca va
mdi duge lién hé véi nhau bing mot phép bién ddi tuyén tinh
thuan r}he“it ¢6 ma tran vudbng cip n+1 khong suy bién.

CHU Y: Ma tran C trong cong thic d6i muc tiéu xa &nh
khéng duge xdc dinh mot cdch duy nhat, ma duge x4c dinh sai
khac mét hé s§ ti 18 khéc 0 vi néu C'la ma tran chuyén cia hai
muc tiéu xa anh thi kC véi k # 0 ciing 1a ma tran chuyén cia
hai muc tiéu dé. Néu ta biét toa do ede dinh A’; va toa d diém
E’ cta muc tiéu xa é&nh {A%; E’} @61 vdi mue tiéu {A;; E} thi ma
tran chuyén C néi trén sé duge xde dinh. Ngugc lai néu cho Cla
moét ma tran voéng cap n+1 khéng suy bién thi ta cé thé xac
dinh duge muc tiéu xa anh {A’; E’} sao cho ma tran chuyén ti
muc tiéu {A;; E} sang mue tiéu {A'; E'} chinh 12 ma trin C néi
trén. :

Thi du: Trong khéng gian xa anh hai chiéu P?, hdy lap cong
thic d6i muc tiéu xa dnh dé1 v4i hat muc tidu {A,, As, Ag; E) va
{A'), Ay, A, E’), biét toa d6 cdc dinh va di€m don vi clia muc
tiéu thi hai déi v6i muc tidu thi nhat la:

Ap=(0,1, 1 A=(20,1); A5=(11,0); E=(1,1,1)

11- HINHHOCCAD CAP 161



Gigi
Goi €,&,,8;,8' 1a cde vectd l4n lugt dai dién cho cdc diém
Ay, A, A'y, B’ cha muc tiéu xa anh {A’), A, A's; E')

Ta c6 ¢'=¢,;+é,+€',, do dé:

1 o] [21 11 1 = 2B +y
ll=af1j+B0[+91}hay 1 = o+ Y
1 1y (1| o = a+p
2e X ) 1 1 2
(Gidi hé phuong trinh nay ta tinh duge B = 3= 3i¢= 3
2 2 [ 2 2]
= 0!_|— —
o \ 3 3) 0 3 3
~ 2 1 2 H
Do d6: <&, = |=,0,= C=|= 0 =
0 €', 3 3] = ? ; 3
B (1 1 = 20
kes = . E,E’O} _3 3 ]

trong dé C 12 ma tran chuyén tir co sé {§,} sang co sé {61}

Vi ma trén chuyén C cGa hai muc tiéu xa dnh duge xde dinh
sai khdc nhau bdi mét hé s6 ti 16 k = 0 nén vdi k = 3 ta c6:

0 2 2 0 21
3C=12 0 1] = 3CY =12 0 1
110 ' 210

Do d6 ta c6 cong thic ddi muc tiéu xa anh d6i véi hai muc
tiéu {A;, Ag, Az, E} va {A'), A, A% E) 1a:

px; = 2x'5+X;
PXy = 2%'1+x'y V6l peR
Pxy = 2n'+x',
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§3. PHUONG TRINH CUA m-PHANG TRONG P*

Ta biét ring m-phdng trong P° duge xéc dinh béi m+1
diém ddc lap nghia 12 trong khong gian V**! lién két véi P” d6,
m+1 vects dai dién cia m+1 diém da cho, tao nén mot hé m+1
vecto doc 1ap tuyén tinh. :

1. PHUONG TRINH THAM $6 CUA m-PHANG XA ANH

Gia sit trong P°, m-phdng P™ xdc dinh béi m+1 diém A,
Ay, .., Ag.q dbc lap va gid st vai muyc tiéu xa dnh cho trude cde
diém A; néi trén cé toa do la:

Ai = (ails aiz, -, ai.ll-l-l) vhii= 1; 2, ey m+1

Goi a,;1a cdc vecto trong V™' theo tht ty dai dién cho cse
di€m A; v6i i = 1,2,., m+1. Vi m+1 diém A, doc ldp nén m+1
vecto a; doc ldp tuyén tinh tao nén mét co s& cia khéng gian
vecto V™*!. Ta c6: X(xy, Xg, .., Xp1) € P® < e V2!

& X = Xt4,
i=1

Viét dudi dang toa d6 ta c6:

X; = biay o+ thay +.+ tpaan,

Xp = Ly + thlg +. 4 toaan,, )

Xp1 = t'lal‘uvl +t2a2,n+1 +.. +t’m+lam+l,n+l

Vi m+1 vects a,déc lap tuyén tinh nén ma tran [ay] trong
hé phuong trinh (1) ¢6 hang bing m+1.

Hé phuong trinh (1) cing eé thé duge viét dudi dang ma
tran nhu sau;

[X] = tl[al] + tz[_az.] + ..+ t1'(11-1["3‘1'11-r1] ' (1,}
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trong-dd:[x], [ai] 1an luot 13 ma frén cot toa 49 cja diem X va
cua cac diém A;. Véi miot bod m+1 gié tri clia cdc tham s& ty, ta,
ey trat khong d6ng thai bing 0 sé xdc dinh cho ta mot diém X
thuoc m-phing P™ va ngudc lai. Cén cha ¥ rang mot bo m+1
cGia tham s6 d6 nhéan véi ot he sﬁ t1 Ié k # 0 cé tl.tcmg ﬂ'ng 1-1
v61 mot didm X thude P™

Phuong trinh (1) va (1) duge gor lé phuang trmh rham so
clia m—pﬁang xq “dnk P™ kéc’ dmh béi m+1 dlem Al, Ag, e A
déc lap- Eoa C et

Nguoe lai moi phuong trinh tham $8 ¢6 dang (1) hotic (1))
trong dé ma trén [a;) ¢6 hang m+1 déu 1a phuong trinh tham 56
cua mdt m—phang trong P™. :

Thue vay, vi ma trin fa;] 6 hang bing m+1 nén hé m+1
diém A; c6 toa d6 (a1 , &2 , . & ne1) 12 mOt hé di€m doc 15p.
Bay gi néu viét phuong trinh tham s6 clia. m—phing .xac dinh
bdi m+1 diém A,, As, ., A N6l trén ta sé ¢6 lai phuong trinh
(1). '

2. PHUONG TRINH TONG QUAT CUA m-PHANG XA ANH
Binh li: Trong khéng gian xa dnh P

a) Mot m—phéng xa anh P™ (0 < m < n) duge biéu thi bang
mdt hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat cé hang bing n -
va d6 13 phuong trinh téng quét cla mot m—phéng d8i v6i mét
muc tiéu xa dnh cho trude.

b) Nguoc lai vdi mét muc tiéu xa anh da chon, bat ki mot
hé phu’dng ‘trinh tuyén tinh thuin nhédt ¢6 hang bing n — m
(0 < m< n) déu 14 phuong trinh cha mét m—phéng xdc dinh. -

Ching minh
a) Trong P”, doi v6i mot muc tiéu xa &nh cho trude, gia sit

ta ¢6 phuong trinh tham s6 ciia mat m—phdng x4c dinh bdi m+1
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diém A; doc lap nhu éaq: :
& :'

X9

aut] + azltz + et a.,ﬁ+-1_-'1tm+1

I

33213:1” C AL a"ggtg DL+ amﬂ_ztrﬁif"

y < Xmil, = al,m+&'t'_1___ i a2,m+lt2- it a,-m+1,m+1tm+l-; 1 A

-_'xm+2 & af,ﬁ1+2t1" - + a2,m+ft2 PR am+l,m+2tm+1

H ¥ b FIAaifla P v

\ Xnyl = al ;n-ltl + aZ n+1t2 + + a.mﬂ.. 1:l+1tm+1

Day 14 mot he phUo’ng trmh tuyen tinh gom cé n+1 phu‘o‘ng
trinh va c6 m+1 &n t;, t2 | tmii*VI H8 perO'ng trmh nay cé
hang m4+1 nén trong d6 ta ¢6'th& ¢hon duge m+1 phudng trinh
doc lap. Gid s m+1 phuong trinh dau 1a doe lap, giai hé
percmg trinh nay ta duqc m#1 nghlem ti Iél céc. biéu thuc c6
dang bac ‘nhat dsi véi x,, Toibodgiate Thay cac gia tr1 nay vao
n — m phuong trinh con lai ta dchic phu‘crng trmh tong quat cua
m-phéng c6 dang: - FgUER X iR T A

11Xy 7 +:Cifx2 LS 'Ci.'l'u'«-lx.m}] o Xm+2 “:0

CZiXI _+_C22Xg ‘}' e c2, r_u+lxm+l + xm+3 — 0 4 (2)

ch’r‘n'lxl""'. Com 2% +7.0. + Cn i, ‘me1 Xy :xllf]. e 0 H

Qua trinh tim cac nghiém t; roi thay céac gia tn nay vao n-m
phuong trinh con lai goi la qua trinh.khi . tham s6 (trong
phuong trinh téng quat khéng con: céc tham: sé nia). Sau khi
khif cde tham s6 ta duge mot hé phuong trinh tuyén tinh thudn
nhét c6 ma trin cdc hé s6 gdm n — m hang va n+1 cot. Ma tran
nay ¢6 hang bang n — m.Viét gon lai phuong trinh téng quat

cia mdt m—phing xa anh c6 dang sau day: :



n+l

Y agx; =0v6ii=12, ., nm (2)

VI |
j=1

b) Nguge lai, gid sk ta c6 mot hé phuong trinh tuyén tinh
thuan nhit c6 hang bing n — m. H¢ phuong trinh d6 ¢6 n+1 &n
vd gdm ¢6 n — m phuong trinh déc 1ap. Nhu viay hé phuong
trinh nay (n+1) ~ (n — m) = m + 1 nghiém déc lap tuyén tinh
va cdc nghi¢m khédc cia h¢ déu duge biéu thi tuy&n tinh qua
m+1 nghiém d6. Ta goi m+1 nghié¢m d6 ia:

(bily biz, very bim-c-l) vaii= 1,2, ...,m+1
Goi b,la cdc vecto cia V™! ma toa 49 ddi v6i mot co sd ¢
cho trude 12 (b, by, .., bip.) v6i i = 1,2, ..m+1. Khi d6 m+1
vecto b; doc 14p tuyén tinh nén ching xdc dinh mét khong gian
vecto m+1 chidu la V™,

Goi P” 12 m-phing xa anh lién két véi khong gian vects
V™! 46,
Tacé: X € P* < %=x,b, + Xob, +... + X .. b
. 11 V2 m+1

m+1

Vay diém X e P™ khi va chi khi toa 4§ (x,,x,, .., Xpe1) €A N6
théa min h¢ phuong trinh tuyén tinh thuin nhit 44 cho & trén.
Vay phuong trinh (2) 12 phuong trinh téng quit cGa mot m—
phdng xa anh.

3. PHUONG TRINH TONG QUAT CUA SIEU PHANG
TRONG P*

a) Phuong #rinh t8ng QuAt.Vei m = n - 1, phuong trinh téng
quit ciia siéu phing gém c6 n — m = n — (n - 1) = 1 phuong trinh
va c6 dang:

n+l
UiX; + UpXy + . + Uny1Xna1 = 0| hay | Jux, =0 | (3)
i=1

trong dé6 céic hg s8 u; khong ddng thai bing 0 (vi phuong trinh
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¢6 ma trdn hang 1).

Nguge lai méi phuong trinh ¢6 dang (3) nhu trén déu la
phuong trinh cia mot siéu phing xdc dinh.

b) Toa d6 cha siéu phing xa anh
Cho sidu phing uiX; + UzXz + ... + Uny1Xasr = O trong P

Bo s0 [uy, ug, .., Un,) goi 1A toa d6 cda siéu phdng c6
phuong trinh da cho va duge ki higu nhu trén dé phan biét véi
toa 49 cha diém. Nhu vay néu bi&t toa d) cha sidu phing thi
situ phing dé hean toan xdc dinh vi ta d& dang vidt duge
phuong trinh cla siéu phdng dé va nguge lai. Toa dé- cia sidu
phéng ciing c6 nhimg tinh chait giéng nhu toa 49 xa dnh cha
mdt diém nghia la:

¢ Cac u; khong 4dng thei bing 0.

* M3i bd [uy, up, .. , Una] X&¢ dinh mdt sidu phing duy nhat.

» Hai bd 86 [ wy, ug, ..., Uge1] va [Vy, Va, ..., Vaal xéde dinh mjt
sidu phdng khi va chi khi ¢6 mdt 88 k # 0 sao cho u; = kv, vdi
meii=1.2,., n+l.

4. CAc THE DU

Thi dy 1: Trong P? v6i muc tidu xa anh cho trudc, hay viét
phuong trinh dudng théng di qua hai diém phan bidt A (a,, ag, ag) _
va B (b;, by, bs).

Gidi
Goi X1a vecto dai dign cho diém X(x,, xg, X3) thujc dudng

thdng AB va &b 1a cdc vecto 1dn lugt dai dién cho cdc diém
AB. '

X e dwng thing AB < (%,4,b} phu thuge tuyén tinh.
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hai

X1 Xz X3
L <>ja; a, ag =0 -

Véay phuong trinh tdng quat cia dudng thing AB c6 dang:

]

T_hi dy 2 : Trong mat phing xa anh P? ching minh ring néu
tam gidc ABC va A'B’C’ c6 cac duwing thing di qua cdc dinh

WX 4+ UsXs + UgXs = 0

bz by

by by

b, b,

7

Trong d6: [uy, ug, U.31 = {

tuong ting la AA’, BB’, CC’ dong 'quy tai mdt diém O thi giao
diém clia cdc cap canh tuong dng la ABRA'B, BCABYC,
CANC'A’ s& nm trén mot dudng thdng a (Binh 1i Desargues).
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Gidi

Chon muc tiéu xa anh {A,B,C;0} (H.28)

0L

B(0,1,0)

hinh 28



Ta e¢6: A =(1,0,0)

B=1(0,1,0)
C = (0,0,1) ‘
0=(1,11

Piém A’ vi thing hang v6i A v O nén :
[A'] = A[O] + wlA]

X i 1 Atp
| X, =7"1 n+"_l' 0 =t. 7\‘
x3 1 '_ 0 7\.

.Ta cb the ehon?k- 1vah+|.t—a Do dotoado d€m A’ c6
dang: ' - : -

A’ = (a,1,1). Tuong tutaed B’ =(1,b,1), € = (1,1, )

G01 P,Q, R theo tha tu la glao diém ‘ea cac cap ABﬂA’B’
BCHB'C’, CAF\C’A’

0 O
Busng thang AB ¢, toa. do la: Ul 0‘

0 45 3o

. Busng thang AR c6 toa do la:

|

Do d6 dudng thang AB c6 phumng trinh B x; = 0 va dubing thing
AR’ ¢6 phuong trinh 1la (1 - b)x; + (1 — a)xz + (ab ~1)xz = 0

' b] [L-b,1-a,ab- 1]

o i ]

Vi P = AB n A’B’ nén toa do cda P ph'éi théa man h_é phuong trinh:
X3 = 0 .
(1-b)x; +{1-a)x; +(ab-1xy = 0 _
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Gidi hé phuong trinh nay ta tim duge toa dd diém
={(a—1,1~-b, O

Tuong ty nhuy vdy ta tinh duge toa dd cha Q va R la:
Q=(0,1-b,c~1;R=(1~-4a,0,c-1)

Ba diém P, Q, R théng hang vi:

a-1 1-b 0
0 1-b c¢-1j=0
1-a 0 c-1

5. V1 TRi TUGNG DOI CUA CAC PHANG TRONG P*

Bai toan vé xét vi tri tuong ddi cia cdc m—phéng trong khong
gian xa anh don gidn hon cde bai todn dé khi xét trong khong gian
afin hoc khéng gian Oclit.

Trong khong gian xa anh, mudn xét vi tri tuong d6i clia cde
phéng ta chi cdn xét sy cdt nhau hoac chéo nhau cGia cdc phing dé
. ma théi.

a)Sv cét nhau va chéo nhau cla céc phdng xa anh

» Hai c4i phing xa anh cta P" dugc goi la cdt nhau néu
chiing c6 diém chung nghia la chiing c6 giao khéc réng. Ta dé dang
. suy ra ring giao cia hai cdi phing 1a mét cdi phdng c6 s6 chiéu lén
nh4t thudc cac phing cho truée.

e Hai c4i phing xa anh cda P" duge goi 1a chéo nhau néu
ching khéng c6 diém chung.

b) Céng thic s& chidu clia t8ng va giao cdc phing xa 4nh.Ta
goi tdng cha hai cdi phing 1a giao ciia tat cd cdi phing chia dong
theri ¢& hai phfng d6. Ta suy ra téng cha hai cdi phéng la cai
phdng cé s6 chiéu bé nhat chia cdc phing cho trude. Cha y ring
khdi niém téng cda hai cdi phing khac véi khéi niém téng hiéu
theo nghia tap hop. Thi du cho hai dudng thing xa anh phéan bidt
¢t nhau thi tng cia ching 15 mat phing chia hai dudng thing
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ay. Néu hai dubng thing xa dnh chéo nhau (tic 14 khéng cit nhau)
thi tdng ciia hai cdi phing d6 la khéng gian xa anh P° chia hai
dudng thing ay.

P& xét vi tri tuong d6i coa hai c4i phdng xa anh ta cdn dua vao
cac khéng gian vectd con lién két véi hai phéng dé va ta c6 cic
cong thic vé s8 chiéu cia tng va giao cla cac phdng nhu sau:

» Néu hai ¢di phéng xa anh P va Q cdt nhau ta cé:
dim (P + @) = dim P + dim Q - dim (P~Q)

o N&u hai cai phéng xa anh P va Q chéo nhau ta c6:
' dmP+Q)=dimP +dimQ + 1

CHU Y: Tu dinh nghia vé tdng va giao clia hai cdi phing xa
ach, bing phuong phép quy nap ta suy ra duge dinh nghia cia tdng
va giao mot 56 hitu han cdc phéng trong P".

c) Hé siéu phédng ddc 1p

Trong P" v6i muc tiéu xa anh da chon cho m siéu phing ¢6 toa
d6 la: '

. {ui;, Wi, ..., W, “1.1] viii= 1,2,..,, mval<m=<n+l

m siéu phing dé goi 1a déc Idp néu toa d6 cia ching lam thanh ma
tran [ugl cé hang bdng mvéii=12,. ,mvaj=12, 6 n+l.

d) Dinh Ji. Giao chia m siéu phing ddc lap (0 < m < n) 1a mot
n — m phing.

Chitng minh
Ta hay xét hé m phuong trinh dac lap sau day:
Uy Xg +UppXg +.t Uy g Xy = 0
U Xy +UgeXg +.atUp X,y = 0
Up Xy FUp oXp + .+ Uy Xy = 0
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Ta nhan thay ring mdi phuong trinh eha hé biéu thi mot
siéu phang xa 4nh. Do d6 mét diem X déng thoi cung thude vao
m siéu phéng dé khi va chi khi toa dd (%, Xy, ., Xu1) cla né
nghiédm hé phuong trinh néi trén. Day 1a mét hé phuagng trinh
tuyén tinh thudn nhat ¢t hang bing m nén d6 chinh la phu’dng
trinh téng quat cda mot (n.— m)-phing. S

Hé qua: Ta c6 thé xem phuong trinh caa mot m—-phéng
trong P" ¢ dang:
n+l .
Zaux] =05 1=0L2 .,n-m. . ..
i=1 :
D6 1a giao cia n —~ m siéu phang doc 1ap Tu‘ do ta suy ra
glao cla n’ 51eu phéng déc lap 12 mot didm. Do dé ap dung vao

mit phang xa dnh P? ta thé’y rang hal dur_rng thﬁng phﬁn b}et
luén ludn cit nhau.

e) Pinh li. Giao cla mét siéu ﬁﬁﬁﬁ'gfpﬁ'ﬁ\?éi mﬁt ihiphﬁng
P™ khong nim trong sidu phdng d6 14 mot (m'— 1)-phéng .
Chitng mmh ' -

' I o+l . "
Gia su siéu phang F’“1 6 phLIo'ug trmh /_ux --0 Vi
=l

m-— phéng P cé percrng trmh ZauxJ =0 1'= 1, 2., wy B— T

Hé phuong trinh tim giac clia ching 12 mét he gom ¢6 n — m+1
phuong trinh va c6 hang bing n — m + 1. That vdy néu hé ds e6
hang bing n — m-thi cic diém cua P™ déu thude P™' 1a diéu trai
vd1 gid thiét. .

Vi hé phuong trinh trén cé hang bang n — m + 1 nén né
x4c¢ dinh mot (m - l)-phér_lg (vin-{n-m+1)=m- 1)

Hé qua » Hai siéu phang phan biét cha khong gian xa dnh
P" luon ludn cdt nhau theo mot (n — 2)-phing.
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. o Mot siéu phidng vi mot dudng:thing khéng thudc siéu
phing d6 lubn Judn cit nhau tai mot didm..

f)Thi du 1.Trong P? cho hai dubng thing a, b 1an lugt c6
phuong trinh déi vdi muc tiéu cho trude:

(a) a1X1 + AgXs + A3x5 =0

(b). bix; + ng2 + b3x3 =
Hay tim toa 46 giao diém cua hai dudng thang do
Grar

Toa do cha glao dlem phal thoa méan he phuang trmh sau
day:

a1X; 85X, =  — 85Xy

{bIX:L +boX, = —bgxy-

bay 1a hé Crame. Goi M(xl, Xg, X3) ]é glao dlem cha hal .
dusng thing ta cé: :

D= 1 22 _[ %% ay| 8y a3l
Tk, byt b byl b, byl ?
1 2 = R3aXj 2 2 3
D A —aXsl_lag Ay
TR TG —hyxgl by by
1 33 3 1
ay al : ay  ayl .
b b D, lby b®
Do d6 x; I 3 ,Rg = —2 =12 L
a, &, b a, ag
a
Chonx;=D=|" ta cé
b, b,
1 + = ] ] .
by bab; Byl by
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g@)Thi dy 2.Trong khdong gian xa anh P? cho hai dudng
thdng d va d’ ¢6 phuong trinh d6i véi mot muc tiéu xa dnh cho
truge: :

(@: 2Lt aKy vagXg rax, =
" {byx; + byx, + baxy +byx, =

0

0

@) {ulx, + UgXy + UgXy + UyX, 0
ViX) + VoXo + VaXg + V X, 0

Tim diéu kién cdn va dG d€ hai duwng thdng (d) va (d’) chéo
nhau.
Gidi
Giao diém cda (d) va (d") néu cé 1a diém M(x;, xs, X3, X4) €6
toa d6 théa man hé phuong trinh sau:
bix, + byx, + byxy + byx, =
U3X) + UpXy + UgXg + U X, =

e o Y o N -

ViXy + VoXg + VX + VX, =
Pay 14 mét hé phuong trinh tuyén tinh thudn nhat va

nghiém tam thudng ctia hé nay khong phai la toa d6 coa diém
xa dnh. Vay diéu kién cdn va di dé (d) va (d) chéo nhau la

. {lac dé hé phuong trinh ¢é nghiém tidm thuong 1i (0,0,0,0)
va ta ¢ (d)~d) = &)
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§4. ANH XA XA ANH VA BIEN POI XA ANH

1. ANH XA XA ANH

a) Pinh nghia.Cho hai khéng gian xa anh c6 cing s6 chiéu -
1a P* va P 14n lugt lién ké&t v6i hai khong gian vects V**! va
V™! Mot dnh xa £: P® 5 P™ duge goi 12 dnk xa xg dnh néu cé
mét phép déng cdu tuyén tinh ¢: V™' 5 V™! sag cho néu a la
vectd dai dién cha diém A cia P thi ¢(4) 12 vects dai dién cla
diém f(A) thuge P™.

Ta néi ring 4nh xa xa anh f duge cdm sinh bdi phép ding
cdu tuyén tinh ¢.

b) Tinh chat

a} Tt dinh nghia trén ta suy ra 4nh xa xa dnh la mét
song danh va do d6 ngudi ta con goi dnh xa xa dnh 1a phép déng
cdu xa dnh. Néu £ P" —» P™ la 4nh xa xa dnh cdm sinh bdi
phép ding cdu tuyén tinh ¢: V' 5 V™ thi f 1. P® 5 P" 1a
dnh xa xa énh cdm sinh bdi ¢ 71 : V™1 5 VL

B) Mot 16p cac phép dang cau tuyén tinh vi ty vdi nhau
bién khéng gian vecto V**! thanh khong gian vects V™! ciung
cam sinh ra mét 4nh xa xa anh f: P" - P va nguge lai méi .
phép 4nh xa xa dnh £ P" > P™ déu duge cdm sinh bdi mét 16p
cdc phép didng cdu tuyén tinh vi tu véi nhau bién V**! thanh
Vm-rl_

¥) Qua 4nh xa xa anh f: P* 5P™ mét hé diém déc 14p cla
P" bién thanh mét hé diém doc 14p clia P va bién mot hé diém
khéng déc 1ap cia P® thanh mot hé diém khéng doc 1ap coa P™

A) Néu £ P" - P" va g: P 5P 1a hai 4nh xa xa énh
l4n lugt duge cdm sinh bdi @: V™' o V1 va Vo 5 vl
thi tich g.f 1a 4nh xa xa anh duge cdm sinh bdi tich y.@

175



c) Dinh . Cho n+2 diém A;, As, .. ,.Ayz thute P” trong do
bat ki hé n+1 didm nao cing déc lap va cho hé n+l diém A",
A5, ..., Ao thude P ciing c6 tinh chat nhu vay. Khi dé ¢6 mét
dnh xa xa dnh duy nhat f: P" P™ sao cho flA) = A’ vdi
— _ R

Chng mmh

Trong P" va P™ ta 14n lugt chon cdc mue tiéu xa dnh {Ay, .,
Ar'u-l, 11+2} va {A 1y =y A,n+1; ] n‘+2ll- Ch{)ﬂ {e]s"') o+l } va
{&],...,6,,;} 12 hai co & trong hai khéng gian vectd 14n lugt Gng

v6i hai muc tiéu xa anh- néi trén. Trong V**' ta c6 vecto
n+l

é = 3 6, la vecto dai dién cho diém don vi A, v3 trong vty
i=1

cb vecta &' Ze la vectc da1 dién cho dlem dcm vi Amz
©oi=l
Khi do glu’a hal khong gian vecto V™! va V”“1 c6 mét phep
dﬁng ciu tuyén tmh o duy nhat xdc dmh béi hai cd s& {éj} va

{';}v011_12,,n+1 Tacoq)() 1—12,, n+l.

Goi £ P* - P 1a 4nh xa xa anh cdm sinh béi phép ding
cdu tuyén tinh ¢ néi trén thi rd rang la- f{A) = A véii= 1.2, .,
n+l va vi :

lnl n+l K n+l I
LPL ] Z (éi)_:_ g =& nen ﬂAn+2) Ao

Gia st cé mot dnh xa xa anh f: P" —» P cing théa man
didu kién f'(A) = A’ v6i i = 1,2,., n+2 ta cdn chdng minh f'=f
Goi ¢ V*! =5 V™! 1a phép ding cdu tuyén tinh cdm sinh ra
anh xa xa dnh f'. Tacd ¢’(&)=A& voii=12,,n+lva k=0
vi cac vecte A& cing dai di*én cho cdc difm A’ véii = 1,2,.,
n+l. ' '
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n+l n+l n+l
Hon niia ¢'(8) = Lp'[Zéi] =) glé;) =D 1@ voi cac & £ 0 (1)
i=1 i=1 =1
Mat khdc vi f'(Ag.e) = A',,o nén: |
n+l +1
0B) =28 =236 = 3 1& v6ik =0 2)
i=1 i=1

I n+l - :
Tir (1) va (2) ta suy ra Z(ki -i)e, =0 vdii= 1,2, ., n+l

i=1

Vi hé n+1 vecto {&)}déc 14p tuyén tinh nén ta ¢6 A = X; véi
i=1.2,.,n+l. Viy ta c6 ¢'(§,) = re, hay ¢™ va ¢ vi ty véi nhau.
De d6 ¢’ va ¢ cuing cdm sinh ra mot phép ding cdu xa anh.

d) Binh li : Qua anh xa xa 4nh f: P* — P mét m—phing cia
P” bién thanh mét m—phing cta P™.

Chiing minh

~ Chon trong P” mot muc tiéu xa 4nh {A;; E}. Ta cé:
fl{A;; E)) = {A%: E’} thude P

Ta c6 thé chon {A’; E} lam mdt muc tiéu xa anh cta P™ va
khi d6 toa 48 ctia mot diém X e P ddi v6i muc tidu (A;; E) sé
hoan toan gidng nhu toa d6 cia diém fX) e P™ d6i véi muc tiéu
{A%; E’). Do dé phuong trinh cla m-phing P™ d6i véi mue tidu
{A; E) sé hoan toan giéng nhu phuong trinh cta f{lP™) doi véi
muc tiéu {A%; B’} Vay §P™) 13 myt m-phing.

CHU Y: Vi dnh xa xa 4nh bién dudng thing thanh dudng théng
nén ngudi ta noi ring dnh xa xa 4nh ¢6 tinh chat cong tuyén.
2. BIEN POI XA ANH

a)Pinh nghia. M6t phép 4nh xa xa anh £ P® - P" bién
khoéng gian xa anh thanh chinh né duge goi 1a phép bién d6i xa
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dnh. Phép bién déi xa dnh nay duge cdm sinh bdi phép bién déi
tuyé&n tinh @: Vo o VL

b)Tinh chét. Tit c4c tinh chét cia 4nh xa xa dnh ta suy ra:

o) Trong khong gian xa anh P", mat phép bién ddi xa dnh
f duge xdce dinh béi:

— hoac 1a-hai muc tiéu xa anh {(A;; El va {A} B} véi
flA)=A",i=12,., n+tlvaf(E)=E".

— hoéic 1& hai bd n+2 diém A,, Ay, .., Ape va A’y Als, ., Albio
trong moi bd bat et n+1 di€m nao ciing doc 1ap véi RA)=A’ ;
1=1,2,., n+2. :

gigany

B) Trong khong gian xa anh P, phép bién déi xa anh
bién mot m—phéng thanh mot m-phéng. Vi phép bién déi xa
Anh bién dudng thing thanh dudng thing nén ngudi ta cdn goi
né la phép céng tuyén.

¢) Phudng trinh cia phép bién ddi xa dnh

o) Lap phuong trinh. Goi f: P* > P" 14 phép bién d6i xa
4nh cidm sinh bdi phép bién dfi tuyén tinh ¢: V**' — V'
Trong P" ta chon mdt mue tiéu xa anh {A; E} va trong V™' ta
¢ co sG tuong dng 1a {8,}. Qua phép bién d6i xa anh f, d6i vdi
muc tiéu xa anh cho trude, mot diém X c6 toa 46 (x1,Xz, .. ,Xna1)
bién thanh diém X’ ¢6 toa dd (%1, X5, ... ,X'u.1). Ta hiy tim sy
lién hé gilta toa d6 (x;, Xo, .. ,Xn.1) cia diém X va toa dd (x'y, X'z,
X ne1) cOa diém X = AX).

Khi d6 trong V'*' 1a khéng gian vects lién két véi khong
gian xa anh P, vectos X cd toa dd (X, Xg, .. ,Xu.1) dai dién cho
diém X va vecto X'c6 toa do (xy, X'y, ... ,X'n,1) dai dién cho diém
X = f(X). Ta cé vectd ¢(x) cing dai dién cho diém X’ = f{X) nén
X=kop(x)véik=0.

Do dé néu goi B 12 ma tran cda phép bién déi tuyén tinh o
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d6i v6i cd ¢ (¢, }thi ta c6 phuong trinh cha phép bién déi xa
anh f 461 v6i muc tidu {A;; E} tuong dng la:
1=k B[x]vsik#0

trong dé B 14 ma trdn vudng cdp n+1 khong suy bién.

Néu goi {€}} = {p{e; )} v6i C la ma tran chuyén tit co 55 [6,}
sang cd s¢ {8} thi ta c6 thé viét phuong trinh ctia phép bién
ddi xa dnh f néi trén nhu sau:

‘ [x]=k C [x] véi k # 0

Nguoc lai trong khéng gian xa dnh P® v6i muc tiéu xa anh
cho trude, méi phuong trinh cé dang [x'] = Bix] trong d6 B la
ma tran vuéng cip n+1 khéng suy bién la phuong trinh cGa mét
phép bién déi xa anh xac dinh.

CHU ¥: C6 thé xem phuong trinh [x'] = k C' [x] 12 mét céng
thite dét muyc tidu toa d6 theo céch hidu sau day:

Céng thdc nay néu lén - X
su lién hé vé toa 46 cia cung
mét diém X' = fiX) 46 vai

X’
, f
I
hai muc tiéu xa anh {A;; E} x] | -\‘f"\,f”
: -
]
!
!
L

-
-~
r
”

s
-
rs

va {A’; E’} trong d6 [¥X] 1a
toa d§ cha diém X 481 véi
muc tiéu {A;; E} va [x] la toa
d¢ cha di€m X' d6i véi muc (A B}
tiéu {A'; E') = f{A;; ED con :
C 14 ma tran chuyén tir muc
tiéu {A;; E} sang muc tiéu{A’;; E'}(H. 29).

rs
-
rs
”
-

»
:
| {x]
t
:
\

1A B
hinh 29

B)Thi du. Trong mat phing xa anh P? v6i muc tiéu xa
anh {Ay, Ay, As; E} cho cdc diém Ay(0,1,1), A5(2,0,1), A%(1,1,0).
Hay l4ap phuong trinh phép bién déi xa dnh f déi véi muc tiéu
da chon sao cho flA)) = A’ véii=1,23vaf(E)=E.
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Giai

Trong P? phuong trinh cda phép bign di xa anh f can tim
ng

c6 dang:
kx] = a;X; +a;%; +agX;
kX2 = blx] + b2X2 + baXa
r
kxi = ¢X; +CoXg + 03Xy

Theo gid thiét:
» A(1,0,0) » A4((0,1,1) nén ta c6:

[ 0 = a; (1)

e As(0,1,0) > A'(2,0,1) nén ta cé:
k2.2 = a2 . (4)
0 = by (5)

» A4(0,0,1) — A's(1,1,0) nén ta co:
k3‘1 = b3 (8)

« E(1,1,1} » E{(1,1,1) nén ta c6:

[kyl = A +a,+a;  (10)
ksl = ci+c,+cy (12)

Ta dugc mét he gém 12 phuong trinh c6 13 an. Vi 13 én
nay cé tinh chat ding cdp nghia 1 c¢6 thé xdc dinh sai khéc
nhau bdi ciing mét hé s6 ti 16. Boi vay ta ¢ thé chon k=1 va tir
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'c,\u

|
—

ba phuong trinh dduta cé: by = ¢; =
Tu (1), (5), (9 tacd:  ay = by
Tu{7)va(8)tacd: as=b;
Tix(10) va (11)tacd: az=b; =1

]

&
I
o

1 1
Tir (4) ta tinh duge k, = 5 10 = 2
. ; 3 1
Do d6 ta tinh duge ky = 5 iag=by= 3= ks
0 1 1
a; ay 4ag ?
VET‘}’- bl bz b3 = 1 0 E
C; €3 €3 1 1 0
L 2 |

Dé cho gon ta cé thé 14y ma tran B sau ddy lam ma trdn cta
phép bién d6i xa 4nh f:

0 2 1!
B=12 0 1
2 1 0]

Vay ta c6 phuong trinh ctia phép bién ddi xa anh f ddi véi muc
tiéu cho trudc: ' ;

’
kxi = 2x;+xg
kxy, = 2x; +Xx,

NHAN XET. Ta c6 thé gidi bai todn trén day bang mdt cdch
khéc gon hon nhu sau: ' '

Goi ¢ la phép bién déi tuyén tinh cdm sinh ra phép bién d6i
xa anh f va goi &},6,,85,€ 1a cdc vecto lan lugt dai dién cho céc
difm A"y, Ay, &%, E. Ta cé:

€ =e] + ey + e,
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1 0] [2 1] (1 = 2B+y
1i=gl[+B0|+y1l{e<1l = a4y
1 1 1 0 1 = o+P

Giai hé phuong trinh nay ta tinh duge f =y = —;—, Q= —g

Do d6: 6'1:(0,2,2)
3 3
B
é'2=[3,0,3'
3" 3)
. 11
5= "'_s_':O
B )

Goi C 1a ma tran chuyén tif co s {6, }sang cosé {8} cia V°*!
va C* la ma tran chuyén vi cia C, ta c6:

o 2 2 o 2 1
2 23 s 23
C={= 0o = c'=12 o =
- 3 3|~ 3 3
11, 2 1
3 3 | (3 3 |

Ta tim duge C” 14 ma tran cda phép bign déi tuyén tinh ¢
cam sinh ra phép bién d6i xa anh f. Do d6 ta c¢6 ma tran B cla
phép bién d6i xa anh f la;

1
1
"0

B=

[ I N R e
= <~

Vay ta c6 phuong trinh ciia phép bién d6i xa anh fla
 k[x] = Blx]

182



d)Nhém cac phép bién @i xa anh va hinh hoc xa anh

«) Pinh 1i. Tap hgp céc phép bién 48i xa dnh cda khong
gian xa dnh P" lap thanh mét nhém vl phép toan 1dy tich cde
phép bién déi.

Chiing minh

*» Trude hét ta chiing minh ring tich cia hai phép bién déi
xa anh f,,f, 1a mot phép bién déi xa anh. Thye vay, goi ¢, ¢z 1a hai
phép bién d6i tuyén tinh lan lugt cAm sinh ra hai phép bién ddi xa
anh néi trén.Khi d6 ta c6 phép bién déi tuyén tinh tich 1a ¢ =@z,
¢am sinh ra phép bién d8i xa 4nh f = .,

» Goi f 1a phép bién d6i xa &nh duge cam sinh béi phép
bién d6i tuyén tinh ¢. Khi d6é ¢! cing 14 mdt phép bign ddi tuyén
tinh sé cam sinh ra phép bién d6i xa dnh f'. Vay ddo nguge cda
phép bién ddi xa anh f 1a mot phép bién ddi xa anh.

Tir d6 ta k&t luan r¥ng tdp hop cdc phép bién doi xa anh cia
khéng gian xa anh P" iap thanh mét nhém. Nhém nay déng cdu
v6i nhém cdc phép bién ddi tuyén tinh déi vdi nhém cac phép vi tu
trong khong gian vects V™',

Ngudi ta cdn goi nhém cdc phép bién d6i xa anh trong P” 1a
nhém cdc phép bidn ddi cong tuyén va ta tlmdng ki hidu nhém
nay la nhom %",

R)Hinh hoe xa anh: Hinh hoc xa dnh n chiéu nghién
ctiu nhilng tinh ch&t bat bién qua nhém cdc phép bién déi xa
anh .#". Nhing tinh chat duge nghién ciu trong hinh hoc xa
anh dugc goi 1a nhitng tinh chdt xg dnh.Thi du phép bién ddi xa
anh f bién mot m—phéng thanh mot m—phing. Vay m-phdng la
mét khai niém xa anh. Ngoai ra ta con ¢d cdce tinh chdt xa anh
khde nhu tinh chat thing hang cia ba diém, tinh chat déng quy
cua cae dudng thing. Sau nay trong cdc phan tiép theo clha gido
trinh ching ta sé& duge biét thém cdc khdi niém xa dnh khac.
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Truée day trong hinh hoc afin va hinh hoc Oclit ta da ¢6
dip ndi dén cac khdi niém nhu sy song song cia hai dudng
thdng, sy vuéng goc cha hai dutmg thing, do dai ciia mot doan
théng, su déng dang cGa hai tam gidc v.v.. T4t ca nhimng khai
niém d6 déu khéng phai 12 khai niém xa 4nh vi ching khéong
phai 1a cdc bat bi€n cda nhém cac phép bién d6i xa anh. Viée
nghién cdiu hinh hoc xa dnh bing phudng phdp nhém sé giip
chiing ta phan biét dugc cdc khai niém afin, khadi niém Celit va
khdi niém xa dnh trong hinh hoc, dong thai cling gitp ching ta
tim ra méi lién hé mét thiét giita ba thit hmh hoe afin, Uclit va
xa dnh.

e) Diém kép hay diém bat dong clia phép bién ddi xa anh
o)Pinh nghia: Piém M thude P° 1a diém kép hay diém
bdt doéng ciia phép bién d8i xa dnh f néu M = f(M).
B) Tim diém kép cta phép bi&én d8i xa anh.

Che phép bién déi xa dnh f cta P*. Gid st M = fiM) va goi
¢ 14 phép bién d6i tuyén tinh cdm sinh ra phép bién d6i xa dnh
f dd cho. Khi d6 néu vects x dai dién cho diém M thi ta <6
e(x)= x"=kx (k #0)cing dai dién cho diém M. Nhu vay X la
vecto riéng va k la gia tri riéng cua o.

Gia st phép bién déi xa anh f ¢6 phuang trinh:
k [x7] = B {x]
Khi d6 phuong trinh tim diém kép cia f 1a:
k [x] =B [x] & (B - kI}x] =
v6i 1 14 ma tran don vi.

Day la mét hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat goém c6
n+1 phuong trinh v6i n+1 4n. Mudn cho hé phuong trinh nay ¢6
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nghiém khong phai 1a nghiém tdm thudng (la toa d6 cla cdc _
diém kép) diéu kién .cdn va dd 1a:

B-XI =0

Véi mbi nghiém k = k; cia hé phuong trinh [B-kI = 0 ta
c6 tip hop cdc di€m kép cha f ing vdi gia tri ridng k; c6 toa do
théa man hé phuong trinh sau day: '

(B_— kll) [X] = 0

N&u hang ciia ma tran (B - k1) biing m (0 < m < n) nghia

la ¢6 m phuong trinh dgc lap thi phuong trinh (B - ki) (x] = 0

xdc dinh mft (n—m)-phéng gém toan diém kép ting vdi gia tri
riéng k; dé.

y) Thi du

Trong P? tim diém kép cGa phép bién d8i xa anh f 6
phuong trinh sau day:

kxi = X,+%g
kx; = %, +x
Gigi
Ta ¢6 phuong trinh tim diém kép ctia f1a:
Xl - an + X3 = 0
Xl + Xz - kX3 = 0

-

Mudn tim diém kép ta phai gidi hé phuong trinh sau:

k 1 1
1 -k 1|=0< (k+1)%k-2) =0
1 1 -k
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¢ Véik = -1 ta cé:

[x1+x2+x3' = 0
IX, + X3+ X3 = 0 X +Xe+x3=0
X +Xy+%X3 = 0

Hé phuong trinh nay cé hang béng 1. Tap hgp cdc diém kép
cla f ¢6 toa do théa man phuong trinh dudng thing sau day:

X1+ Xz +X3 =0

Nhu véy v6i k = -1 ta c6 dudng théng x; + X, +x3 = 0 chia
toan diém kép cia f.

* V&l k = 2 ta céd;

~2% + X, +x3 = 0

X = X
Xy ~ 2%, + Xg = 0« )

Xz = X3
X, + X — 2Xg = 0

Hé phuong trinh nay ¢6 hang bing 2 nghia la trong hé
phuong trinh dé ¢é hai phuong trinh dgc lap. Giai hé phuong
trinh nay ta tim dugc toa dg diém kép la:

(X1, X9, Xg) =(1,1,1)

Tém lai tap hop cac diém kép cha phép bién d6i xa dnh.
gdém c6 mot duong théng chda toan diém kép coé phuong trinh -
X; + X + X3 = 0 vA mdt diém kép cb toa dd 1a (1,1,1). Diém kép
nay khéng thudc dudng thdng chia cc diém kép ndi trén.

t)Cac phép thau xa.Cac phép thau xa 1a cac phép bién dai
xa anh dac biét. Trong truong hop tap hop cic diém kép cia
mot phép bién déi xa anh f 1a mét m- phéng P va mot (n-m-1) -
phéng Q chéo nhau thi ta goi phép bién déi xa dnh f 14 mot
phép thdu xg m-cdp. Nhu viy trong trudng hogp nay, néu ¢6
diém M thude P va diédm N thudc Q thi dudng thdng MN luén
ludn bién thanh chinh né vi M va N déu la cdc diém kép cia
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phép bién ddi xa Anh do. _

Dac biét néu m = 0 thi phing P lic dé 1a mét diém duge goi
la tdm théu xa cdon Q 14 mét siéu phang dugc goi 1a nén thdu xa.
Phép thiu xa nay la phép thdu xa O-cgp hay la phép thdu xg
tdm. Trong trudng hgp nay moi dudng thing di qua tam thau xa
déu bién thanh chinh né vi dudng thing dé ¢6 hai diém kép
phén biét.

Trong truong hop cée didm kép cda f la mot sidu phéng thi
ta goi do la phép thdu xg dge bigt vi lic dé tAm thdu xa thude
nén thiu xa. :

Phép déng nhat cia P" ciing duoc xem 14 mét phép thiu xa
va loe d6 moi diém coa P? déu 14 diém kép. Phép thau xa nay 1a
phép thdu xq tdm thuong.

3. PHEP CHIEU XUYEN TAM

Hinh hoc xa dnh da ra doi tir viee nghién cdu cdc bat bidn
qua phép chiéu xuyén tdm trong khéng gian hai chiéu va ba
chiéu théng thudng. Trong khong gian ba chiéu théng thuong,
cdc hinh bidu dién duge xay dung trén co sd cda l thuyét vé
phép chiéu xuyén tam duge goi la hink biéu dién phdi cdnh. Ta
xem phép chidu xuyén tdm la mot thi du quan trong cla phép
anh xa xa anh.

a)Pinh nghia: Trong khong gian xa 4anh P" (n 2 2) cho hai
siéu phdng phan biét P va P’ va mot diém O n3m ngoai hai sidu
phing d6. _

V6i mbi dim M e P ta tim duge diém M = OM~P’ duy
nhét. Phép anh xa f: P > P’ sao cho M’ = M) dugc goi 1a phép
chiéu xuyén tdam tir P 1én P’ bdi tam chigu O.

b)Binh li. Phép chifu xuyén tam f tir siéu phdng P™' lén siéu
phéng P 1a mot 4nh xa xa anh (1a phép ding cau xa anh).
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Chifng minh

Got V" va V" la cac
khéng gian vecto con lan
lugt lién k&t véi céc
khéng gian xa dnh P™' va
P™'. Goi giao clia hai sidu
phing P va P"! 13
(n — 2)-phing P"*(H.30).

Pn-2 = Pn-lﬁ Pm—l
. ' \ Trong siéu phing P™!
hinh 30  ta lay n diém doc lap A,
Ay, .., A, trong d6 Ay, A, .., Any thude P*? va tat nhién A, ¢ P™%
Goi [ 1a phép chiéu xuyén tam véi tAm chidu O ta c6:
ﬁAl) = Ai vidii = 1,2, ey n-1
vaflA) = A’ e P va A, ¢ P2
» Hé didm (A, Ay, ,Aqy, Al 1A n diém doc lap. Thuc vay néu
h¢ di€m d6 khéng déc lap tdc 12 diém A’, phai thuse P™ 2, tit d6 ta
suy ra dutng thing A,A’, s& thuéc P*' va nhu vay diém O € P™
la didu trai véi gia thiét.

» Goi e,,ey,..,6,,€, .6 la cdc vects ldn lugt dai dién cho céc
diém A, A,,.. A, A%, O.

Vi ba diém A, A,, O thdng hang nén ta c6 thé dat:

€, =aé, +P8 v6i o # 0 vi néu a = 0 thi O thuse P™ la didu
trdi véi gia thigt. Do d6 ta c6 thé chon o = 1 va suy ra :
@ -8 +pe. |
hay é, =8, + 8 vdiA =B ,2#0 {vinfui=0thi X, =A’ I trai
véi gid thist).
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* Goi £ = {€,,8,,...,6, _1,8,}14 co 8§ cia V"
va e£'= |&,8,,...,6,_y,6,] 12 ¢0 s& cia V"

Goi ¢ ia phép ddng cdu tuyén tinh xdec dinh béi hai co sd ¢
va ¢. Vi mbi diém X thude P! ta cé vecto dai dién % thudc
V*, do dé ta cé:

Il
i{ = z Xiéi
i=1

Khi d6 o) = q)[zl xiéiJ - gxim(éi)

= X8, + Xg€y + ...+ X, 16, ; + X €, maA €, =&, +Aé
= X6; + Xg8y + ...+ X € +X A€
\. -
Y

= X + xph€.

Pt XA = A ta co:| o(X) =%+ 1,6

Dﬁng thic trén ching t6 ring ba vecto ¢(X), X, ¢ phu
thudc tuyén tinh, nén ¢(x) dai dién cho mot diém X' thude
dudng thang OX (vecto %,2 lan lugt la cdc vecto dai dién cho
cdac diém X va Q). -

Mat khic ¢(x) € V™ nén né dai dién cho diém X’ thude P!

Vay.

X = OX ~ P!

Ta suy ra diém X chinh 13 4nh cda diém X qua phép chiéu
xuyén tdm f va phép chiéu xuyén tdm nay chinh 13 danh xa xa
anh dugc cdm sinh bdi phép ding cdu tuyén tinh ¢ néi trén.

¢)Dinh li: Cho hai siéu phing phan biét P*' va P! cla
khéng gian xa anh P® (n > 2). Mét 4nh xa xa anh £ P*! - P!
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12 phép chiéu xuyén tdm khi va chi khi fiM) = M v6i mei diém
M thudc P*! ~ P

.Chting minh
Goi Pn—2 = Pn—lﬁ P’n_l

» Néu f }a phép chidu xuyén tdm thi rd rang la f(M)} = M véi
moi M thute P™2.

* Goi f la 4nh xa xa anh ¢6
tinh chat fiM) = M v6i moi
didm M thuse P™? ta cdn
chimg minh f 1a phép chiéu
xuyén tam.

Trong P™! ta chon muc tiéu -
xa anh {A;:El sao cho A As, ..,
An thude P* 2 con diém A, va
E tat nhién khéng thujc P2
Goi AL, =flA) vaE = f(E).

hinh 31

Trén P™! ta ¢6 muc tidu
xa anh A, Ag, .. A1, A’ E'V1A 4nh cda muc tiéu {A;; B} trong
P! qua dnh xa xa anh f (H. 31).

Goi M = A, E ~n P™ thi M thude P"? va theo gid thiét
fiM)=M nén dudng thdng A',E’ cang di qua M. Trong mat phéng
xa #nh xdc dinh bdi hai duong thing A.E va A’,E’ phan biét va
c4t nhau, hai dudng thing A A’, va EE’ cdt nhat tai O. Goif'la
phép chi€u xuyén tdm véi tdm chiéu O, ta cé:

f'({A; ED) = {A%; B’} Do sy x4c dinh duy nhét cia phép dnh
xa xa dnh xde dinh bdi hai mue tiéu xa dnh nén ta c¢é f'trung
vl f

Vay f 1a phép chiéu xuyén tam.
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§5. Ti SO KEP

1.T1 SO KEP CUA 4 PIEM THANG HANG

a)Pinh nghia.Trong khéng gian xa anh P", vdi muc tidu xa
dnh cho trude, trén mot dudng thing xdc dinh béi hai diém A,
B phan biét, ta ldy cdc diém C va D sao cho khdng tring véi A
hoac B. Goi 4,b,¢,d 1a cdc vecto 1dn lugt dai dién cho cac diém
A, B, C, D, ta c6:

%8 + b hay [C]
Aod + pyb (D]

¢

i

MlAT+ py[B]
Aol A1+ y[B]

1]
]

Khi dé6 ti sé: %—i—?— duge goi la ti s6 kép cua 4 diém
1 A

A,B,C,D ldy theo thi ty d6 va ki hiéu:

(ABCD) = £1 . H2
A g

Bon diem A, B, C, D ciung thudéc mét duéng thing nhu trén
duge goi 1a mot hang didm va dudng thing d6 goi 1a gid cia
hang diém.

Chi ¥ rang cdc s6 Ay va p; cé thé thay thé biing cdc sd ki,
kpy voi k # 0 v cdc s8 Ap, pocling thé.

~NHAN xET. Khdi niém ti 86 kép trong dinh nghia néi trén
khéng phu thude vao vige chon muc tidu toa da. Thue vay gia sd
ta xét vdi muc tidu mdi ma ma tran chuyén tif muc tidu cii sang
muc tidu mdéi 1a M, khi d6 ta cé:

[A'T = M{A] ; [B’] = M[BI
(C’] = MIC] ; (Y] = M[D]
Thay vao hé thie dinh nghia ta c6:
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[C’] = M[C] = MMI[A] + uMIB] = 3,{A"] + 1y[B’]
(D7) = M[D] = AoM[A] + p2M[B] = Ao[A"] + pa[B']

nghia la gid tri cta ti 8 kép khéng phu thude vao viéc chon
muc tiéu toa 44.

b)Céc tinh chét cla ti 56 kép

o) Do gid tri cha ti s6 kép khéng 1& thude vao viée chon
muc tidu toa 46 ta suy ra rdng qua mot phép bién déi xa 4nh, ti
50 kép cha bon diém thdng hang khéng thay d6i. Gia sif qua
phép bién d6i xa 4nh f cdc diém A, B, C, D thing hang lan lugt
bién thanh A’, B’, C’, D’ ciing thing hang va ta c¢6

(ABCD) = (A’'B’C'D")
Ta néi ring ti s6 kép 12 mot bat bién xa anh.

B) Dya vao dinh nghia ta ching minh duge cdc tinh chat
sau ddy cua ti s6 kép:

* (ABCD) = (BADC) = (CDAB} = (DCBA)

1 1
(BACD) (ABDC)

+ (ABCD) = 1 - (ACBD) = 1 - (DBCA)

¥) Cdc truong hop dic biét (md réng dinh nghia) cia ti 56
kép: )

» (ABCC}) =1 {trudng hop D = C)

*« (AACD) =1 (trvbng hop A=B)

« (ABAD) = (ABCB) = 0 (trutmg hop C = A hogc D = B)
* (ABBD) = (ABCA) = o {trutng hgp C = B hofic D = A)

* (ABCD) =
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c)Hang diém diéu hoa

Néu ti s8 kép (ABCD) = -1 ta néi ring cip diém C,D chia
diéu hoa cip diém AB. Vi (ABCD) = (CDAB) nén khi 46 ta cé
(CDAB) = -1 va nhu vay cap diém AB cing chia diéu hoa cip
diém C,D. Ta goi cip di€m AB va cap diém C,D lién hiép diéu
hoa vdi nhau hay bon diém AB,C,D lam thanh mét hang diém
diéu hoa ) -

d)Hinh bn canh toan phén

o) Pinh nghia. Trong mit phing xa anh P> mot tap hop
gdm 4 dudng thing, trong d6 khéng ¢6 3 dudng nao dong quy -
duge goi la mét kink bén canh toan phdn. Mdi dudng thang d6
14 mét canh (4 canh), Méi giao diém cta hai canh 1a mét dinh
(6 dinh). Hai dinh khdéng thudc cling mot canh goi 14 hai dinh
déi dién (3 cap dinh d6i dién). M6i dudng thing ndi hai dinh
ddi dién 12 mét dudng chéo (3 dudng chéo). Mbi giao diém cia
hai dudng chéo 1a mot diém chéo (3 di€m chéo) -

B .Dinh li. Trong mt hinh’bi’fn cahh toan phan, trén moi
dudng chéo hai dinh d6i dién va hai diém chéo lién hiép diéu
hoa vdi nhau. '

Chﬁng minh '
CA(1,0,0)

.B{0,0,1)

B’ {0,1,0)
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Cho hinh bén canh toan phian AA’BB’CC’ ¢6 cdc dudng chéo
la AA’, BB, CC".

Trén dudng chéo CC’ ta cAn ching minh (CC'EF) = -1

Ta chon {AB’,B; A’} laﬁl muc tidu xa dnh. Ta ¢6:

C=ABnAB = C =(1,0,1)

C =AB~AB = C =(1,1,0)

. C}'C:JI = [_1’111]
Do d6: E=CC'nAA'=(21]1
StV [0,—1,11} ~ A o
cer = [—1,1,1]} = F = CC' BB’ = (0,1,-1)
. BE' = [—1,0,0}

D& tinh ti s6 kép (CC’EF) ta gid si:
[(E] = M[C] + w[C]
[F] = 25[C] + p2lC]
Thay toa d6 cdc diém C, C', E, F vao hé thic trén ta co:

2 1 (1]
1 =7L10 +p.1]. :>7\.1=1,p.1=1
11 10]
0 1 (1]
1 =2.20 + U2 1 :>>L2=—1,u2=1.
-1 |1 0}
Vay (CCEF) = P P2 1. 1 _
Thuc hién phép tinh tugng tu ta co:
{BB’DF) =.-1
(AADE) = -1
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2. Ti 80 KEP CUA BON SIEU PHANG THUOC MOT CHUM

a)Binh nghia chum siéu phing.Trong khéng gian xa anh P"
tap hop céc siéu phing cling di qua mét (n-2)-phéng duge goi la
mdt chim siéu phdng va (n-2)-phdng d6 1a gid cda chim. Mét
chim siéu phdng duge xdc dinh béi hai sidu phing phan biét
cha cham.

Goi P va Q 12 hai siéu phéng phan biét nao dé cha chum va
¢6 toa d9 d6i véi mdt muc tiéu xa dnh cho truée 14n lugt 1a:

P = [py, Pz, s Pnsil
Q =1, 92, -, Qo)

Khi d6 gid cha chum ¢6 phuong trinh 1a:
{plx1 +PgXg + ..+ PpyXpy = O

Qu¥X; +QeXg + o+ QX = 0

Néu 6 mot siéu phéng R ciia chim ¢6 phuong trinh 1a:

X; + IeXg + .. + IpyXp, = 0
thi vi R di qua P ~ Q nén ta cé:

L=Api+pq véii=1,2 ., n+lva(r w=(0,0)

Nhu vay v6i mdi cap s8 (A, p) = (0, 0) sé xac dinh cho ta mét -
siéu phdng cia chim va tat nhién cap 80 (A, ) va cap so (kl
kp) véi k # 0 cung xdc dinh cho ta mét siéu phing cta chim. Ta
thudng ki hiéu [P, [Q], [R] 14n ligt 12 ma trén cot toa do cla
cac siéu phéng P, Q, R va ta cé:

[R] = A[P] + p{Q)
b)Ti s& kép clia chiim bén siéu phing. Trong khéng gian xa
dnh P* v6i muc tiéu toa d6 cho trudc, cho mét chum siéu phing
xac dinh béi hai siéu phdng phan biét P va Q cho trude. Gia sir

R va S la hai siéu phéng cia chirm va duge x4c dinh béi cdc hé
thite:
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[R] = MiP] + Q]
[S] = 22[P] + Q)

Khi dé ti 56 21 : 12 134 56 kép cia 4 siéu phdng P, Q, R,

1

2

S cGa chum 14y theo thi ty d6 va ki higu:

(PQRS)=

i  Ha

11.1’2

CHU ¥. 0) Ti 56 kép ciia 4 siéu phdng thude mot chim ¢6 cée
tinh chét giéng nhu cdc tinh chédt cia ti s6 kép cua bén diém

thing hang.

B) Néu (PQRS) = -1 thi ta néi ring bon siéu phing P, Q,
R, S 1am thanh mdt chim diéu hoa.

hinh 33

196

¢) Binh li.Trong P" cho
mét chum bén siéu phing P,
Q, R, S va mdt dudng thing
d khéng cdt gid cta chum.
Néu A, B, C, D lan lugt 1a
giao diém cua d v6i P, Q, R,
S thi:

(PQRS)=(ABCD)|
Chung minh:

Ta chon muc tiéu xa anh
{Al, E} sao cho A‘lEA, AQEB
con Ag, Ag, . . ., Apy thude
gia cua chum (H.33). Khi dé
siéu phing P di qua tat ca
cdac dinh cla muc tiéu tru

dinh A, nén P c6 phuong

trinh x; = 0, va P ¢6 toa d6



lafo,1,0,...,0l

Lap luén tuong tu Q ¢6 phuong trinh x; = 0 va Q c¢6 toa dd
lafi,0,... 0] '

Gia sd R 1a mét siéu phing cia chim (P, Q) x4c dinh béi
cdp s6 (u, A1) nghia la:
[R] = 4,[P] + u,[Q]
Dodé R=lu,%,0,...,0]
va R ¢6 phuong trinh pux; + Axy = 0
-Bay gi¥ ta hay xét toa d6 giao diém C cia dudng thing AB

véi siéu phing R cta chim (P, Q). Pudng thing AB c6 phuong
trinh tham s8°

[X] = t4[A] + to{B]
Dodé X=1(t;,t5,0,...,0)
Muén cho diém C thude dutmg thing AB déng thoi ciing
thudc siéu phdng R cha chim (P, Q) thi toa d6 ciia C phdi théa
mén phuong trinh cia R nghia la:

uity + A9t =0 _
Ta c6 thé chon t; = —i, t; = 1. Do d6 giao diém C ciia
dusng thing AB véi siéu phéng R clia chim (P, Q) ¢6 toa do 1a:
C=0A, 1,0, ...,0
Viay CeAB n R < [C] = -7[A] + u,[B] (1
Goi DeAB n S. Ching minh tuong tu nhu d6i véi C vdi gid
thiét:
(S]= AP+ Q1
ta c6: [D] = -A;[A] + puy[B] (2)
Tir (1) va (2) ta cé:
(ABCD)= £ . 22 _ (pgRg)

—Ay =y
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Ung dung.Trong P? v6i phuong phap c&t va chiéu ta c6 thé
chuyén ti s6 kép cla mét chum bén dudng thing sang mét chiim
bdn dudng thing khéc, hoac chuyén ti s§ kép clia mét hang bon
diém sang mdt hang bén diém khac (H.34).

(abed) = (ABCD) = (ab’e’d’) (ABCD) = (abed) = (A'B'C'D’,

Rinh 34
3. TQA PO XA ANH KHONG THUAN NHAT
a)Trén dudng thiang xa anh
o) Dinh nghia. Trén dudng thing xa dnh P! v6i muc tidu
xa dnh {A;, Ay; E} da chon, mdt difm X = A, c6 toa d xa Anh la

(x1, X). Khi d6 ti s6 X duge goi 12 toa dé xq dnh khéng thudn
X2

nhdt cha diém X d&i v6i muc tidu xa anh cho trude (H.35).

p ' X(x,,x,)

& & &

- & .

ALO AL EQD
hinh 35
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B) Tinh chat.Toa d6 xa dnh khong thuin nhat cda mot
diém X trén dudng thdng xa dnh ddi véi mue tiéu xa dnh A,
A;; E} bing ti s6 kép (A, AEX).

Chting minh

BE tinh ti s6 kép (A;A,EX), ta gia sd rang:

(E] = LA ] + wilAg]
[X] = AalA1 ] + polAg |
Thay toa d6 cdac didm A,, A, E, X vao cdc biu thite trén ta

cb:
! = A ! + 0:>7L—1 =1
1] = 10 !—lll 1=L W=
= 11 0 :
i:1}=12[}+M2{]=>12=X1,H2=X2
Xq 0 1

Vay (AJAEX) = . %2 _ %1
1 x;, x,

NHAN XET. Trén dutng thdng xa dnh néu cho biét toa d6 xa
anh ciia mot diém X 12 (x3, X2) v6i X # 0.thi ta d& dang tinh
dugc toa do khong thudn nhst cha diém d6 la >%. Nguoe lai

X, .
néu biét toa Ao khéng thudn nhit cda mot didm 1a m thi ta suy
ra toa d§ xa dnh clia diém d6 1a (m, 1).

BPic biét vdi toa d9 xa anh la cép s0 (x;, 0) thi ta quy udc

18y toa d6 khéng thuin nhat clia diém d6 1a « (v t4n) va nguge

lai.
b)Trong khéng gian xa anh P°

«) Pinh nghia.Trong khéng gian xa 4nh P, véi muc
tidu xa anh {A;; E} cho truée, cho mét didm X c6 toa d6 xa anh
la (x;, X2, . . ., Xp.1) trong d6 x,.; # O thi khi dé bd n s6 thue ¢
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thit ty (X;, Xp, . . ., X)) trong d6 X; = 4 vdii=1,2 . . n

Xn+1

dugc goi 1a toa do xa anh khéng thudn nhat cla didm X d6i véi
muc tiéu xa dnh da cho,

B) Tinh chat. Trong khong gian xa anh P" cho muc tiéu
xa anh {A;; E}. Ta hay xét dudng thing AA,,; va chum siéu
phing P, Q, R, S ¢6 gia la (n-2)- phéng x4c dinh bdi n-1 dinh
con lai cda muyc tiéu va lan luot di qua cac diém A, A, E, X

Goi E; va X| 1an luot 12 giao diém cia dudng thing AA,,; vdi

céc siéu phing R va S. Khi d6 ta c6:

(ABnnEX) = — .

xn+1

Chtng minkh;

Siéu phing P khéng di qua diém A,,; nén cé phuong trinh
la xn; = 0 nghia la P = [0, ., 0, 1]. Sidu phdng Q khéng di qua
dinh A; nén c6 phuong trinh la x; = 0, nghia la:

Q=10, .,0,1,0,..,0] (s6 1 & cdt tha i) (H.38)

Moi siéu phdng T clia chim (P, Q) dugc bidu thi bdi phuong
trinh:

[T} = A[P] + p[Q]

DodéT=(0,.,0,pu0, . 0 1)

Nhu vay siéu phéng T cGa chim (P, Q) ¢6 phuong trinh:
UXi + Axpyp = 0

*Vi R la siéu phing cia chim (P,Q) va di qua d1em
E(L,LLl .nén:p+a=0

Do d6 ta ¢6 thé chon p = 1 va A = -1. Véy:
[R] = -[P} + [Q] “

« Con 8 1 siéu phdng cha cham (P, Q) va di qua diém
X(x1, %9, ..., Xp,1) NN
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hinh 36

HX; + A-~x11+1 =0
Ta ¢6 thé chon: p = x,, v A = -x;
Vay:  [8} = =x[P] + %,.1[Q]

X

n+l xi

(H.36)

Do d6: (PQRS) = *IT

- - X Xn+l

Mait khdc (PQRS) = (AA,, E:X) nén:

X;

(AiAnHEiXi) =

xn+1 .

Pidng thie (AAEX) = i ching té ring trén dwong
. X

n+1

thdng AiA,.; toa do xa dnh khéng thuin nhat cia diém X; dai

v6i muc tidu xa dnh 1A, An.p; B 14 -S| Vay d6i véi mét muc

X4

tidu xa 4nh cho trude néu mét difm XeP" cé toa d6 xa 4nh la
(X1, X2, .., Xns1) VO1 X5 # O thi ta ¢6 toa d9 xa dnh khong thuan
nhét cha di€m d6 1a bd n 56 thuc ¢6 thi tu:
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( XI ' X2 yrres xn ] = (Xla XQ, e ] Xn) le X{ =

Xpa Xpn Xha Ehst

viii=1,2, . .,n

Nguge lai néu biét toa dé xa dnh khong thuidn nhat cda mét
diém X la (X, Xy, .., Xy} thi ta dé dang suy ra duge toa d6 xa
anh cua diém 46 la:

{le X2: ey an 1)-

CHU Y. Cac di€m co toa A9 xa dnh bing (xy, Xy, .., Xu,1) trong
d6 x,,1 = 0 déu khdng xdc dinh duge toa df xa 4nh kHéng thudn
nhat vi khi d6 ta ¢6 mot b n 6 « va mot bd nhu thé s& dng véi
tdt cd cac diém X cha siéu phing cé percmg trinh x,,; = 0 chia
cdc dinh A, A, ., A,

ey

§6. MO HINH XA ANH CUA KHONG GIAN AFIN

1. XAY DUNG MO HINH CUA A” TU P®

Xuat phat tit khéng gian afin A" ta da biét cach x4y dung
mé hinh cha khéng gian xa dnh P” bing cach thém vio A"
nhimg diém vé tén. Bay gid nguoe lai, tir khéng gian xa anh P"
ta hay bd bst di mdt s§ diém nao d6 dé xay dung md hinh cda
khong gian afin.

Ta hiy chon trong P® mét siéu phing P™' nao d6 va goi

= P"\P""! 1a t4p hop nhitng diém cia P* ma khong thude
P"!, Ta sé ching minh A™ 12 mot khéng gian afin n chiéu.

Ta chon muc tiéu xa anh {A;; E) cta P" sao cho cde dinh
Ay, Ag, .., A, thude P*! va do dé dinh A,,; khéng thude P*.
- P&l v6i muc tidu da chon siéu phing P™' ¢6 phudng trinh
Xne = 0. Bdi vy moi diém X thudc A" s& c6 toa 46 xa dnh la
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(X1, X2, .. , Xp,1) trong 46 %, # 0 va cé toa d6 xa anh khong

thuén nhat 1a (X, X,, .. , Xo) trong d6 X; = —2— . Nhu véy cb
Xpal
tuong tng 1 - 1 gitta tap hop céc diém cia A™ va tap hop cic b
n 86 thue ¢6 tha tu (X;, X,, .. , X,). Bay gig v6i hai diém X, Y
cia A" ma toa do xa anh khong thuin nhat 1a (X;, X,, .., X,) va
(Y1, Yz, ., Yp) ta cho ing véi mdt vects cia khong gian vecto V"
ma toa dd coa né la:
(Yl - Xl: Y2 - XZ’ ey Y‘n - Xn)

Ta dé dang thay sy tuong (ng nay thda man hai tién dé cda
khong gian afin. Viay A" la mét khéng gian afin n chidu.
2. MOT SO THE HIEN TREN MO HINH

a)Toa dd afin va myc tiéu afin

Ta xét muc tiéu xa dnh
{A;; B} cia khéong gian xa
anh P°. Goi E; 12 giao diém
cha dudng thidng AA,,; vdi
sidu phdng chita cic dinh
A; con lai ¢lia muc tidu va
diém E, con X la giao diém
cia duong thdng d6 véi
situ phing chda cic diém
A; con lai va diém X. Ta cé hinh 37
cdc ti sd kép (H.37):

(AAnEX) = i =X | va(AALEE) =1
X

n+l

Do d6 cac diém E; ¢6 toa d6 xa anh la:
Ei=0,.,0,1,0,.,0,1)

(con s6 1 thit nhat & ¢ot tha 1)
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Do d6 ta tinh duge toa d6 xa anh ciia cée diém Ey, By, ., E, 1a:
Ei=(1,0,.,0, 1
E,=(0,1,0,.,0,1)
En=(0,..,1,1)

Ta suy ra toa d6 xa anh khong thudn nhat cha céc diém d6 Ia:
E, =(1,0,.,0)
E,=(0,1,0,.,0
E.=(0,..,0,1)

Piém A,,.(0, 0, ..., 0, 1) ¢c6 toa d0 xa &nh khong thudn nhat 1a:
Ap =(0,0,..,0) _

Do céch dat tuong tdng khi x4y dung m hinh ta cé:

’An+1E1 =(1,0,..,0) = e_l'
An+1E2 = (Os 1,_0, vy 0) = e_2.
An+1En = (0, . 0, 1) = g—.

Ta nhén thdy cdc vects A, ;E,; chinh 14 cdc vectd co sd E:
trong khéng gian vects V". Do dé ta c6 thé dung bo diém
{Ape1 3 E1, Eo, .. ,+E,} 1am muc tiéu afin cha khéng gian afin
A" = P\P"! Muc tidu afin nay duge sinh ra béi muc tiéu xa
anh {A,; ; E} d4 cho.

Néu mot didm X € A" = P\P™ 6 toa do xa dnh khéng

thuan nhat 1la (X, X,, ..., X,) thi vecto A_,;X c¢6 toa do 1a: -
A X =X-0,X-0,...,%-0)

— e e

An+1X = (Xl F XZ; ey Xn)
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" Pidu d6.ching t6 ring (X;, Xy, . ..., X,) 1a toa 46 afin cua
diém X d6i voi myc tidu afin {A,,; ; El,i=1,2, ., n Vay:

Két ludgnm:. Toa d6 xa 4nh khéng thudn nhat cia mét didm X
thuge A" d6i v6i muyc tiéu xa anh (A; ; E} chinh 13 toa d9 afin _
cha diém X d6 d6i voi muc titu afin {Ap, 3 Ed, i= 1,2, ., n,
con muc tiéu afin {An.1 5 Eil goi 12 duge sinh ra bdi muc tiéu xa
anh (A, ; E} cho trudc.

Thi du: Trong mat phing afin A2 = PA\P, ta thdy muc tiéu
afin {A; ; E;, E3] duge sinh ra béi muc tiéu xa 4&nh
{A1, Ag, Ay; E). Trong trudng hgp nay dudng thing P' = AA; 1a
dudng thing v6 t4n cé phuong trinh x; = 0 nén khong c6 trong
mit phing afin. Céc duing thing ddng quy tai A; hoic A, nim
trén P! tré thanh nhimg dudng thing song song véi nhau trong
mit phing afin (H.38).

hinh 38

b)Cédc m-phdng afin. Ta hiay xét mét m-phéng P™ nao dé
cia P* ma khong nim trong siéu phing P*'. Gid si ddi véi
muc tiéu xa dnh da chon sao cho P*! ¢6 phuong trinh x,,; = 0,
khi d6 P™ ¢6 phuong trinh:
n+l

Zaijxj =0, i=12, .. ,n-m
=1
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trong d6 ma trén [a;] c6 hang bang n— m.

Goi A™ 1a t4dp hop nhing diém X
thuée P™ ma khéng thuée P** c¢6 nghia
T

A" = P” n A" v6i A” = PO\P* L,

Khi d6 méi di€m X chta A™ c6 toa do
xa anh khéng thuan nhat 1a (X;,X,,..X,)

v6i X; = —i
hinh 39 X

n+l

n+l
XXy, Koy oo ;. Xou1) € AP Zaﬁxj =0v6ix,,;20
1

Chia hai vé& cia phuong trinh m-phdng cho x,,; ta c6: -

n
Zaﬂxj o P e S 1 S e
s

Ta thdy ma tran a; cia hé phuong trinh nay ciing ¢6 hang
bang n — m. That vay ta hay xét hé phuong trinh sau day:

n+l

22X = 0 i =19 nond

= 0

=

Xn+1

Vi P” khong thugc P*' nén hé nay c6 hang biing n- m+1.
Goi A 1a ma trén cta hé, ta c6 hang cia A phai bing n- m+1:

an 12 O - S 1Y a1 n41
agy g ... gy A9 n+1
A=
_a n-m,l an—m,2 an—m,n an—m,rn-l
0 0 0 '
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N&u ma trén {a;g) ¢6 hang nhé hon n-m thi ma tran A s& c6
hang phdi nhé hon n-m+1 1a diéu vé 1i.

n
Vay hé phuong trinh ) a;X; + 801 =0, i=12, .., nm,

1
¢ hang bing n-m, 1a phuong trinh cda mdt m—phdng afin.

Véay: mdi m-phéng afin A™ chinh 12 mét m-phing xa anh
P™ (khong thudc P*") sau khi bé di nhitng diém nam trén siéu
phing P*%. .

€)Sy ciing phuong cla cdc phdng afin. Trong P" cho hai c4i
phéng P* va P® phan biét (r > s) déu khong thuge P* nhung c6
‘giao 14 mt cdi phdng s-1 chiéu thuoe P*' vi P*' P*=P*. -

Gid st P NP = Q' c P!

Ta cn ching minh P\P"! va P*\P" 1a hai phéng afin
song song. B8i v6i muc tiéu xa dnh{A, ; E} d& chon, gid st P’ va
P*® ¢6 phuong trinh:

n+l

(P): Zauxj =0, i=1,2 ., 0T
n+l

(P*): Zbiﬁxi = 0, i=1,2, . ,n-s.
=1

Khi d6 theo gi thiét ta c6: @ = P* n P* ~ P*! nén ta c6
phuong trinh cia Q°! la: :

{ n+l .
Zau x; =0, i=1,2, .. ,n-r
J n+l
Q@) Z byx; =0,  i=1,2 ., n-s
=1
\ Xn41 = 0
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H& nay gom c6 2n — (r+s) + 1 phuong trinh nhung vi
dimQ = s5-1 nén trong hé trén ¢6 n - (s-1) = n - 8 + 1 phuong
trinh doc lap. Do d6 ta cé thé 14y n-s+1 phuong trinh cudi cta
hé trén lam phuong trinh cfia Q. Nhu vy mbi hé s6 ay & v€
trai eda n—r phuong trinh d4u duge biu thi tuyén tinh qua cde
hé s & vé& trai cua n-s+1 phuong trinh cuéi.

Bay gi® néu goi A" va A® 1a hai c4i phing afin duge sinh ra
béi hai c4i phéng xa dnh P" va P® thi khi d6 phuong trinh cia
ching 461 véi mue tiéu afin 14n lugt 1a:

n .
(AD): ) ayX; + @i =0 i=1,2,.,nr.

=1

(A%): D byX; + by =0 i=1,2, . ,n-s.
j=t
Vi méi hé s6 a; trong méi v& trai cia n-r phuong trinh déu
duogc biéu thi tuyén tinh qua cdc hé s6 cia n—s phuong trinh sau
nghia la:
- aj = kilblj + kizbgj + ..+ kj_n_sbn_s,j

1=1,2,..,n7r

i=1,2,.,n

Do d6 A® cung phuong vdi A" (nghia la V¥ < V7) va vi ching -
14 cdc phéng phan biét nén A® song song v6i A"

CHU v: Ta thudng goi cdc diém cla siéu phing P** 1a céc
diém vé tan. Do d6 néu hai cai phing P’ va P° ¢6 giao la phing
Q chia toan diém vo t4n nghia 13 Q — P* thi ta noi ring A®
song song véi A'.

Thi du: Trong A% = _P2\P"1 hai dudng théng a, b song song
v6i nhau nghia la hai dudng thing dé cit nhau tai mdt diém
nam trén P'. Mét hinh ti gide ABCD ¢6 ABADC va ADABC
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thugo P! thi td gide dé bidu thi cho hinh binh hanh ABCD
trong mit phéing afin (H.40).

Pl

hinh 40 D

d)Phép bién doi afin - _

Trong tap hgp tdt cd nhing phép bién ddi xa idnh cla P ta
hay xét nhitng phép bién dsi bién siéu phing P*! thanh chinh
né. Méi phép bién d8i nhu vay bién méi diém c6 toa d6 xa anh
(X1, X2, . , Xne1) thanh diém c6 toa dd xa dnh (X5, X5, .., X'u.1)
sa0 cho néu X,,; = 0 thi X1, = 0 va néu x,,; # 0 thi x,,; #0.
Muén viy trong phuong trinh cta phép bién déi xa 4nh cén c6
phuong trinh %', = %,,1. Do d6 phuong trinh cda phép bién dasi
xg anh c6 dang: '

n+l

xl, = Zax .
! e U7 1 =1,2,..,n
j=1 -
1
xn+1 X11+1

-trong dé ma trdn A cGa phép bi€n d6i xa d4nh 12 mot ma tran
vudng cip n+1 khong suy bién va c¢6 dang:
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a5y 413 ... Q144

dg) 8gp - Bgpe |
Az

anl Apg .. an,n+l

| O o .. 1

Khi d6 phép bién déi xa dnh néi trén cda P" sé sinh ra trén
khong gian afin A" mét phép bién ddi afin. Thyc vay ta hay 14y
mét diém X e A® ¢6 toa dd xa anh 1a (x4, xg, .. , Xu,1) trong d6
Xgs1 # 0. Qua phép bién ddi xa anh néi trén diém X bi&n thanh
diém X’ ¢6 toa d6 xa anh 1A (xX'},X'5,.,X’n1) va tdt nhién x’,,; = 0.
Chuyén toa d6 xa.énh cGa X va ciia X’ sang toa d6 afin ta cé
phép bién d6i: '

r

Xy = apX +a,X, +. o +a X, +a,,
r

X, = ayX, +a,X; +..+a, X, + : P
r

X, = a, X, +a, X, +..+a,.X + Ay a1

trong d6 ma trdn A’ = [a3],ij =1, 2, .., n 12 ma trén wéng
cép n khong suy bién va nhu vay ta duge phép bién ddi afin.

Két fugm: M4i phép bién d6i xa 4nh cia P" bign P thanh
chinh né sé sinh ra trén A" mt phép bi€n déi afin.

Nguge lai mdi phép bién d8i afin cda khong gian afin A®
déu ¢6 thé xem nhu duge sinh ra bdi mét phép biéh d6i xa anh
cia P* bién siéu phdng P> thanh chinh né.

Thuyc vy néu ta ¢6 mot phép bi&n d8i afin thi bing cich
chuyén tit toa dd afin sang toa dé xa énh ta sé& c¢6 n phuong
trinh d4u cha phép bién ddi xa dnh véi didu kién x,,; = 0. Sau
d6 ta thém vao n phuong trinh dé mét phuong trinh x5 = x,.1
va Xem X,,; ¢6 th€ bing 0 thi ta duge phuong trinh cia phép
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bién d6i xa anh sinh ra phép bién d6i afin néi trén. Phép bién
ddi xa 4nh nay bién siéu phing P* thanh chinh né.
e)Ti s6 kép
a) Gid s A, B, C, D 1a bén diém phan biét nim trén mét

dudng thdng xa 4nh ! ca P nhung khéng ¢6 diém nao trong
bén diém thudc sidu phing P, -

Ta chon muc tiéu
xa anh {A; ; E} sao
cho A,y = A,
Ay =1 P Khidé
cdc diém B, C, D c6
toa dd biéu thi tuyén
tinh qua toa 49 cda :
Anyva A, hinh 41

Tac6: A=(0,0,.,0,1)
B=(,0,.,01
C=(,0,.,0,1)
D=@,0,.,0 1)
Thuc vay ta hay tinh toa do diém B(by, b, ..., by,;)

b, 0 1 n m b
b, . ol |o| [x]| |o
0
= A + W = =]:|=
. . 0 0 0
LT I I O e R ¥ R R R B

Tuong tu ta tinh duge toa d9 diém C va D.
Bay git ta hay tinh ti s6 kép (ABCD). Ta ¢6:
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[C) = Mi[A] + pu[B]

SR = (ABCD)= B1 M2
[D] = 2alA} + pglB] =

11'12

Thay toa dij) cta cdc diém A, B, C, D vao cong thu'c dinh
nghia cha ti s kép ta c6:

{Cl=

-c' .

(D] = u a1+ & [B}

¢ d
Do dé6 ABCD) = r—
0 { )= b—e h_d

N&u chuyén toa d6 xa anh clia cdc diém A B, C, D sang toa
4o afm ta c6:

=(0,0,.,0
= (b, 0,..,0)
C={(,0,.,0)
=(d,0,..,0)

Tir 46 ta tinh duge toa do cla cac \?écta sau day:
CA =(-,0,.,0): DA =(-d,0,..,0)
CB =(b—,0,..,0; DB = (b-4,0,.., 0)

d
AB) = — AB) = -3
Do d6 (CAB) b_cva(D )=
. nén: |(ABCD) = (CAB)
| (DAB)

Nhu vay ti s6 kép (ABCD) clia.bén diém A, B, C, D béng ti
s& clia hai ti s6 don (CAB) va (DAB).

PINE&u c6 mot trong bén diém A, B, C, D 14 di€m vé tén,
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thi du diém D thuc siéu phédng P™ thi khi d6 D=A, va ta c6:
[D] = -[A] + [B]
nén (ABCD)= —% . = - =% _ (CAB)
b-c -1 b-c
Vay [¢ABCD.) = (CAB)—|

Bac biét néu (ABCD) = -1vaDla dlem vO tdn thi khi d6 C
la trung diém cta doan AB.

(ABCD«,} = (CAB) = -1

cHU ¥: T s6 don cha ba diém thing hang khong phai 13 mot
khéi niém cia hinh hge xa dnh va do d6 trung di€m cia mot
doan théng cing khong phéi la mot khéi niém c¢6 trong khong
gian xa dnh.

3. VAI AP DUNG CUA MO HINH

. a)Dung hinh hoc afin d€ nghién ciu hinh hoc xa anh.Ta c6
thé ching minh mét s6 dinh 1i ciia hinh hoc xa 4nh ho#c giai
médt 5O bai toan cla hinh hoc xa anh bing cich dua vao nhimng
két qua da biét cha hinh hoc afin. Sau khi chon siéu phing v6
tdn P*' mot cach khon khéo ta eo thé chuyén mdt bai todn xa
anh thanh mot bai todn afin ma c4ch gidi d& thuc hién hon.

Thi dy: Ching minh ring: trong mét hinh bén canh’ toan
phan, trén mdi dudmg chéo hai dinh d6i dién va hai diém chéo
lién hiép diéu hda vdi nhau. _ ._ _. )

Trude day ta da gidi bai todn nay bing céng cu cda hinh
hoc xa 4nh, bay gi¥ ta hdy dung mé hinh afin cua khéng gian
xa dnh dé gidi bai to4n nay.

Chen sigu phéng vd tan P™ di qua hai dlem C C’ va khong
" di qua mét dinh nao khdc nira_cta hinh bén canh toan phén
Khi d6 ta 6 hai dusng thing AB va A’B’ song song véi nhau.
Hai dudng thing AB’ va A’B ciing song song véi nhau. T¢ gide
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hinh 42

ABA'B’ 12 mét hinh binh hanh ctia khéng gian afin A™. Theo
két qui cda hinh hoc afin ta ¢6 diém chéo D 1a trung diém cha
AA’ va BB

Vi viy diém D cing v6i diém E v6 tén lién hiép didu hoa
v6i hai diém A, A’. Trén dudng chéo BB’, diém D eung véi diém
vo tdn F lién higp diéu hoa véi hai diém B, B’. Do d6 ta cé:

(AA'DE,) = (DAA) = -1
(BB'DF.) = (DBB’) = -1 la dpcm. (H.42)
b)Ding hinh hoc xa &nh d& nghién cGu hinh hoc afin

Ta ¢6 thé ching minh mét s§ dinh li cha hinh hoc afin ho#c ’
gidi mot s bai todn cda hinh hoe afin biing cdch dya vao nhimng
két qua di biét cda hinh hoc xa anh.

Tht du. Hay giai bai todn afin sau day:

Cho hinh binh hanh ABCD. Mgt dudng thing song song véi
cgnh AB cit cdc canh AD, BC lan lugt tai E va F. Mot dudng
thdng khéc song song véi canh AD cit cde canh AB, DC l4n
luot tai G va H. Goi P = BE A DG, Q = EF n GH. Chtng minh
ring ba diém P, Q, C thing hang.
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Giai

hinh 43

Ta hay bS sung cdc diém vd t4n vio mit phing afin chda
hinh binh hanh ABCD. C4c dudng thdng AB, EF, DC déng quy
tai mét di€m M v6 t4n va cdc dudng thing AD, GH, BC déng
quy tai mét diém N v6 tan. Sau khi dua thém dudng thing vo
tin vao mét phing afin ta ¢6 mat phing xa anh va trén d6 ta
¢6 bai todn xa 4nh sau day:

“Cho ba diém G, B, M thudc mét dudng thdng va ba diém E,
D, N thuje mdt dudng thdng khac. Goi P = EB ~ DG,
Q = EM N NG, R = DM ~ NB. Chdng minh ba diém P, Q, R
thdng hang”. Sau khi chuyén thanh bai toan xa anh, 4p dung -
dinh li Pappus ta ¢6 ngay két qua cdn ching minh (H.43).

¢)Séng tao cac bai todn mdi

a) T mot bai todn xa anh trong khong gian xa 4nh, bing
cach chon cdc siéu phing khdc nhau déng vai trd siéu phing vo
tdn ta cdé thé€ c¢é nhidu bai todn afin khic nhau ma cdc két quf
ta c6 thé suy ra tif nhiing két qua d4 biét trong khéng gian xa
4dnh.

B) T mét bai todn afin ta ¢6 th& suy ra mét bai todn xa
dnh bang cach b8 sung thém vao khéng gian afin nay nhimng
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diém v6 tdn thudc mot siéu phing vo tan. Khi d6 ta 6 .mét bai
todn caa khéng gian xa 4nh ma cac két qua ¢6 thé suy ra tu bai
toan afin cho truge.

v} Tl mdt bai todn afin ta c¢6 thé suy ra nhidu bai toan
afin khde bang cdch két hgp ca hai cdch lam trén day.

Théng qua mé hinh xa 4nh cla khéng gian afin, ching ta
thay gilta khéng gian afin va khong gian xa dnh ¢6 mét sy lién
quan rat mat thiét. Do 46 giita hinh hoc afin va hinh hoe xa
4nh ¢6 nhidu méi lién hé ma ching ta s8 ti€p tuc tim hidu thém
trong cdc phan sau.

§7. NGUYEN TAC POI NGAU TRONG P*

Trong khéng gian xa dnh P°, hai c4i phing P* va P ¢6 méi
quan hé lién thudc sau ddy: néu P*  P* thi ta néi riing P" thudc
P® hoac P* - P* thi ta néi ring P® thude P”. Trong c3 hai trudng
hop ta ki hidu P* ¥ P° va ding tif “thudc” d€ didn td méi quan
hé d6 cuia hai cai phdng. Nhu vay tif “thude” ¢é nghia 1a “nim
trén”, “di qua”, “chia” v.v.. Thi du diém A ¥ P™ thi ta néi ring
di8m A thuéc P™ hay P™ thude diém A '

1. KHAI NIEM VE SU DOI NGAU

Trong P° v6i muyc tiéu xa anh {A; ; Ej cho trudc, goi P la tap
hop cdc siéu phing cha P va xét anh xa p: P* » P! sao cho
v6i mdi diém c6 toa do (x1, Xy, .. . , Xny1) cla P” ta c6 mot sidu
phéng c6 toa db (X1, Xp, .. , Xn.l. RO rang 4nh xa p 12 mét song
4nh va ta ¢6 P 1a mét mé hinh ciia khéng gian xa dnh n chiéu
trong d6 méi “diém” 14 mot siéu phang cha P". Nhu viy qua
song dnh p mbi khai niém trong P® sé ¢6 mdt khai niém tuong
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tng trong P7'. Thi du trong P? v6i diém M c6 toa dé (1,2,3) thi
khi d6 trong P? ta c¢6 khdi niém tugng ung 13 siéu phéng
X1 + 2Xz + 3x3 = 0. Do d6 v8i cdc dinh nghia, dinh 1i ¢6 lién
quan dén cdc khdi niém trong P" ta s& ¢6 cdc dinh nghia, dinh
li ¢6 lién quan dén céc khdi niém tuong ing trong P*. Van dé
nay sé& dugc xét va trinh bay théng qua nguyén téc d6i ngiu cla
khéng gian xa anh va truée hét ta hdy ndi vé cdc khai niém d46i
ngiu cia nhau.

Bay gi¢ ching ta hay xét déng thdc sau day:
WX; + UpXo + .. + UnyiXny1 = 0 ' .

Néu u;, uy, .., Uy, 12 h3ng s6 khong déng thai bang 0 con
Xj, X3, .. , Xns1 12 nhimg bién s§ thi ddng thic trén trd thanh
mot phuong trinh va ta ¢é thé hiéu phuong trinh d6 theo hai
céch hidu khdc nhaua:

a) C6 thé xem phuong trinh d6 cho ta tdp hop nhimg diém
X c6 toa d0 (xy, Xz, .. , Xny) thudc siéu phdng cé6 toa do
{ul, ug, ..., un+1]- .

_ b) C6 thé xem phugng trinh dé cho ta tap hop nhing siéu
phéng c6 toa dd [x, Xy, ... , Xya1] cling di qua mét diém U c6 toa
dﬁ (U], Lig, ..., Um]}‘

V&i cdch hiéu thit nhat ta cé diém (x;) thue siéu phing [ul.
Néu trong cdeh hidu dé ta thay chir “diém” va “siéu phéng” cho
nhau thi ta ¢6 ngay cdch hiéu tha hai 14 siéu phing {x;] thudc didm
(u). Ta néi ring difm va sidu phing a hai khdi niém déi ngéu cia
rhau. Trong khong gian xa dnh ta cdn gap cdc khdi niém khée
dugc suy ra tif khai nidm diém va siéu phdng ciing vdi sy lién thubde
giita ching. Khi d6 ta s& ¢6 cdc khai niém doi ngiu cha nhimg khdi
nigm méi duge xét dén.Dya trén khdi niém déi ngiu co ban la cip
khai niém co bén diém va siéu phing ta sé tim duge khéi niém dsi
ngiu ca m-phing qua dinh li sau day:
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2. PINH Li
" Trong P* 6} ngu cia mot m-phéng 14 mét (n—m-1)-phing.
Chung minh

Trong P" v6i muc tidu xa &nh cho tru6e, cho m—phing P™
¢6 phuong trinh:

anXy; + @pXy o+ .. o+ apaX,, = 0
ApXp  + 8gX, o+ ..+ Ap,,X,, =0
an—m,lxl + an—m,2x2 + ot an-—m,n+1xn+1 = 0

Ta c6 thé xem P™ nay 14 giao clia n-m siéu phing doc lap.
V6i méi diém X ¢6 toa 44 (x3, Xg, - , Xn.1) thude cde sidu phing
no6i trén qua song 4nh p bién thanh siéu phing p(X) ¢6 toa do
[x1, %o, .. y Xne1l.

Duya vao phuong trinh cia P™ ta nhéan thdy ring céc siéu
phéng p(X) chia n-m didm A, A,, .., A, ddc 1ap ¢6 toa db 1a:

Ai = (ail, Aj2y oy ai‘n+1) véiil= 1,.2, .oy DTN,

Céc siéu phdng p(X) bign thién nhung ludn luén chéa n-m
diém Ay, Ay, .., Ay doc 18p. Goi P*™ Ia (n-m-1)- phing x4c
dinh béi n-m dié€m A; déc lap d6, ta c6:

P*™! < moi sidu phing p(X) véi XecP™

= P o (p(X) (1

XeP™

-Bay gi¥ trong m-phing P™ ta 14y m+1 diém By, By, .., By
doc lap. Qua song 4nh p ta ¢6 m+l siéu phing p(By),
i=1,2, . ,m+l cing ddc l4p. Vay giao clia m+1 siéu phing doc
lap nay 1a mot c4i phdng n-m-1 chibu va ciing chia cai phéng

P"™ ! néi trén vi cde diém B; cing 14 c4c diém thudc P™.
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m+1
Do d6 P*™ ! ¢ (p(B,) vdi B;cP”

i=1

m+1 - .
trong d6 (p(B,) ciing la cdi phdng n-m-1 chidu Hai ci phéng
i=1

c6 s0 chiéu bing nhau va chita nhau nén:

m+l

Pn—m—l = ﬂp(B1)
i=1

Mat khéc ta c6: NpX)c pB,) = P> (2)
Xep™ B;eP"™

T (1) va(2)tacé: | pX) = prot
Xep™

Véy trong P° ddi ngiu ctia mét m-phing 12 mot (n-m-1)-phéng.

Hé¢ qua: Déi nglu cia mdét m-phéng P™ trong khong gian
xa dnh n chiéu P" 12 mét c4i phdng n-m-1 chidu P ™! v3 duoce
x4c dinh nhu sau:

Pn—l‘l}—l = ﬂp(x)

XeP™
3.DINH Li
Trong P* cho P" va P* 13 hai cdi phang thude nhau thi khi
d6 hai cai phang d6i ngdu cha ching cing thude nhau,
Chuing mink
Gia sit P" < P°. Ta ki hiéu P ¥ P°.
Néu ta 14y mot diém X e P* thi X ¢ P°® va khi dé:

(X} c siéu phdng p(X)
XeP"
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va (p(X) < siéu phang p(X)

XeP®
Tudésuyra (pX) < [p(X) vi P c P*
XeP? XePt
Vay NpX) ¥ [pX)
Xep* XeP”

Hé qua. Néu P* ¢ P* thi ta c¢6 cdc phing d6i ngiu cda
ching la: PP 5 sl

4. NGUYEN TAC DOI NGAU

a)pinh nghia.Gia s A 12 mdt ménh dé& néi vé nhiing cai
phéng cia P" va vé quan hé lién thudc giita nhilng cdi phéng
d6. Néu trong A ta thay cac tit “m-phing” bing cac tif
“‘n~m-~1)-phdng” cdn tit ci cic ti khde giif nguyén thi khi d6
ta dugec ménh dé A* 1a ménh dé ddi ngdu cia ménh dé A.

Né&u A* la ménh dé d6i ngdu cha A thi nguge lai A 1a ménh
dé d6i ngiu cha A*. Do d6 A va A* duge g01 14 hai ménh dé déi
ngdu cia nhai.

Hai dinh nghia duge dinh nghia bang hai ménh dé d6i ngiu
cla nhau duge goi 12 hat khai niém déi ngau cda nhau. T 46 ta
suy ra trong P” méi khdi niém duge dinh nghia thong qua khai
niém “cdi phéng” va khdi niém lién thudc gidta ching déu c6 .
khdi niém déi ngau véi ng, thi du khai niém d6i ngau cia duong
thdng (1a tap hop nhing diém cing thude mot cai 1-phing) 1a
{n-2)-phang (14 tdp hgp nhing siéu phing cung thudc mot
{n-1-1)-phéng).

b) Nguyén tac d8i ngau. Trong khong gian xa anh P” néu A
14 mét ménh dé darig thi ménh dé d6i nglu A* cing dung.

Do dé trong P" 4p dung nguyén tic déi ngiu ta ¢é thé thay vide
ching minh mét dinh li bdng cdch chimg minh dinh li d6i ngau
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[*d

v6i dinh 1i d6 va co thé gidi mot bai toan biing cdch gigi bai
todn ddi ngdu cia bai todn da cho.

5. CAC THI Dy

a)Khai niém doéi ngau Ta ¢6 tu‘ng cap khé.l niém 481 ngiu
sau ddy:

* Trong P2:I
diém -« dudng thing
hinh ba dinh < hinh ba canh
hang diém <« chim dudng thing

hinh b&n canh toan phdn « hinh bén dinh toan phin

» Trong P
' diém < m.a_f\t phéng
dudng thdng <« dudng thing
hang difm < chium mat phing
» Trong P™: '

diém - <> siéu phing
dudng thing « (11—2)—ph§ng
hang di€ém < chum siéu phing
" m-phing RES (n-m-1)- phang
b)Blnh li 45i ngau. Ta 14y thi du trong P%

binh i A: Trong mét hinh bén canh toan phén, trén moéi
duding chéo hai dinh d6i dién cimg v6i hai diém chéo lién hiép
diéu hda véi nhau. : ,

Binh 1i A*: Trong modt hinh bén dinh toan phén, tai méi
diém chéo hai canh d6i dién cing véi hai dudng chéo lién hiép
diéu hoa véi nhau.
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§8. SIEU MAT BAC HAI TRONG P"

1. DINH NGHIA

Trong khong gian xa anh P” vdi mét muc tidu xa 4nh di
chon, tip hop tdt cd nhiing difm X ma toa do (x1, X, .. , Xpu1)
ctia ching théa man mét phuong trinh béc hai ¢6 dang:

n+l
f(x1, Xo, ... , Xpy1) = Zauxixj =0 (1)
i1
véi céc hé s6 a; = a; va «cdc a; khong déng thoi biing 0 1a mét
siéu mat bac hai cha P™.

Néu ki hiéu v& phdi ctia (1) 14 mét dang toan phuorg véi ma

tran A = [a;):

a4 Ay e Byng
A= 321 322 . a2'n*1
an+l,l an+1,2 a11+1,n+fl.

thi phuong trinh trén ¢6 thé viét dudi dang ma tran nhu sau
[x]*Alx]=0 (2)

trong do6 [x] 14 ma tran cot toa db cda diém X va [x]* 1a ma trin
chuyén vi clia [x]. Ta goi ma trdn A la ma tran ctia siéu mit bac
hai d& cho, ta c6 A = A* va hang cla ma trdn A 1én hon hay
bang 1. Néu hang cla ma tran A bing n+1 nghia 13 det A = 0 ta
néi réng siéu mat bac hai dé khéng suy bidn, néu ma tran A cé
hang bé hon n+1 nghia la det A = 0, ta néi ring siéu mat bac
hai khi d6 1a suy bién.

Siéu mat bac hai etia P? goi 1a duong bdc hai va siéu mat
béc hai ctia P? goi 1a mat bde hai.
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CHU Y: Pinh nghia clia siéu mat bac hai khéng phu thudc
vao viéc chon muyc tiéu toa d§. Néu ta diing phép bién dbi toa do
[x] = B[x’] trong d6 B 1a ma trdn vudng c4p n+1 khéng suy bién
thi siéu mat béc hai (2) sé c6 phuong trinh méi Ia:

(Blx'D* AB[x'] = 0 < [x]1*B*AB[x] = 0

trong d6 ma tran A’ = B*AB ciing ¢6 nhitng tinh chét gidng nhu
ma trdn A. T d6 ta suy ra qua mdt phép bién d6i xa 4nh mét
siéu mit bac hai cia P" ¢6 dnh 1a mét sidu mit bac hai. N6i
cach khdc siéu mat bdc hai 14 mét khai niém xa anh. Néu A
khong suy bién thi B*AB ciing khéng suy bién. Do d6 ta suy ra
khéi niém “suy bién” hay “khéng suy bién” cia mét siéu mat
b4c hai cing la nhitng khdi niém xa dnh.

2. PHUONG TRINH CHUAN TAC CUA MOT SIEU MAT
BAC HAI
Binh li: Vi moi siéu méit bac hai (S) cfia P, ta luén luén c6

thé tim duge mdt muc tidu toa do xa 4nh, sao cho d6i véi muc
tidu d6 phuong trinh (S) c6 dang:

2, 2 3 _ 2 2 _
X] +Xg+ .t Xy —Xp g~ Xt =0 (3)

trong dér<n+lvak:z %

(Ta lubn ludn ¢6 thé gid st k > % tdc 1a 86 cdc hé s6 duong

16n hon hay bing s& céc hé 36 4m, bdi vi néu xay ra trudng hop
nguge lai ta chi cdn nhén 2 v€ clia phuong trinh (3) véi -1).

Chiing minh

Gia sif 8i8u mat béc hai (S) cé phuong trinh d61 vdi muc tidu
cho trude la:

I

" on+l
Zauxix
i,j=1

;=0
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V& phai cia phuong trinh trén 12 mét dang toan phuong. Ta
biét ring luén ludn c6 thé tim duge mét phép bién déi tuyén
tinh khéng suy bién [x'] = B[x] sao cho dang toan phuong P(x)
d6 bi&n thanh dang toan phuong chuén tic.

2 2 - 2
P(x) = Xl + X 4L+ xk X1 — - X

Ta xem mdi phép bign ddi tuyén tinh ciing 14 mét phép bién
ddi xa Anh xdc dinh bdi hai muc tidu xa dnh. Do dé d6i1 véi muc
titu xa anh méi phuong trinh siéu mat bac hai (S) c6 dang
chuan tic.

Mot phuong trinh chudn tdc nhu thé sé duge xac dinh bdi
cdp sé (k, r} trong d6 k 1a 8 cdc hé s§ duong va r 14 88 cac hé
80 khac 0. Nhu vay mdi siéu mat bac hai (S) chi ¢6 mot phl.rcmg
trinh chugn tdc hoan toan x4c dinh. -

3. SUU PHAN LOAI XA ANH CAC SIEU MAT BAC HAI

a)Pinh nghia. Hai sidu m#t bac hai goi 14 cing thudc mét
loai n&u chiing ¢ phuong trinh chudn tdc gifng nhau, nghia 1a
cap s6 (k, r) cha cdc phudng trinh chuin téc cda hai siéu mat
bé&e hai dé triing nhau.

b)Binh 1i. Piéu kién ean va A4 d€ hai siéu mat bac hai (S))
va (S tuong dueng xa anh véi nhau 14 ching thude cing mot
loal. '

Ching minh

* Gid su hal siéu mét bac hai (8,) va (Sp) tuong duong xa
anh nghia 1a ¢6 mét phép bién ddi xa anh f sao cho f(S,) = S,.

Ta hay chon muc tiéu xa dnh {A; ; E} sao cho d6i véi muc
tidu do phUUng trinh cda (S;) c6 dang chudn téc. Gcn (A, E'} 1A
anh cia muc tiéu néi trén qua phép bi€n déi1 xa dnh f. Khi d6
phuong trinh efia (Sy) d6i vdi mue tiéu anh A% ; B’} hoan toan
gidng nhu phuang trinh cda (S1) 461 vdi muc tiéu {A; ; EL.
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Viy (Sy) va (Sy) thude cing mét loai.

* Nguge lai gid sd siéu miat bac hai (S;) d8i v6i mue tiéu
{4; ; E} va siéu mit bic hai (S,) d8i véi mue tidu {A'; B’ ¢6 phuong
trinh chudn tdc hoan toan giéng nhau nghia 13 thudc cing mét
loai. Goi f 1a phép bién ddi xa édnh xdc dinh bdi hai muc tiéu xa
&nh néi trén bién {A; ; E} thanh {A’ ; E'}. Khi 46 (S,) sé bién thanh
(S’1) va (') 6 phuong trinh déi véi muc tiéu (A% ; B’} gidng hét
phuong trinh cda (8,) d6i.véi muc tiéu (A; ; E) tde 13 gidng nhir
phuong trinh cia (8p) d6i véi myc tiéu (A ; B} . Vay (S) trang véi
(Sz) va ta ¢6 f(8,) = S, nghia la (8)) va (S;) tuong duong xa anh.

¢)Phén loai. Dua vao phuong trinh chuin tdc cda siéu mit béc
hai ta c6 thé phén loai tap hgp t&t c¢& cdc siéu mat bac hai (S)
trong (P") theo cip s8 (k, r). Mdi loai duge dic trung bing cap s8
(k, r} nén ta goi ching la loai (k, r). o

o) Loai khéng suy bién: Siéu mat bic hai (8) ¢é céce loai:

* Logi (n+1, n+]): o

Xi+xi e +x2,, =0 4)

n+l =

Loal nay goi la siéu mét trai xoan khéng vi né khéng chia
di€ém thuc nao. '
* Loai (n, n+1):

2 .2 2 _ 2
Xy +Xp+... 4 Xy —x.,, =0 (5)

Loat nay goi 14 siéu mit trdi xoan
* Logi (k, n+1) véi b sn — 1:

2, .2 2 _ 2 2 : Ry
X{ +Xj+ .+ Xy Xy —--—Xp,y =0 (6)

n+1l

Ta goi loal nay 1a siéu mdgt ké. Vi <k <n-1nénta

suy ran = 3. Vay vdi n < 3 ta khéng c¢6 cdc sidu miit ké. Rhuong
trinh cha siéu mit ké tusng duong vdi phuong trinh sau day:

-
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2 2
(X1 X HX 4 X 1)+ A XKy 1) K+ Xpa1) + Xy + -+ X =0

Tir phuong trinh nay ta c6 thé lap duge ho (n—k)-phing,
ching goi 1a (n-k)- phdng sinh cda mat ké da cho. Ta ¢6 thé tim
thdy nhiéu ho (n-k)- phdng sinh khéc nita bing c4ch l4p cac hé
k phuong trinh bac nhét va mdi hé k phuong trinh d6 x4c dinh
mdt (n-k)- phing sinh.

B) Loai suy bién (k, r} véi r < n+1. Sidu mat bic hai (3) cé
cac loai: - '

2 2 2 2 2 2
X]. +X2+..+Xk—Xk+1—Xk+2—..—Xr

=0 (7)
trong dé r<n+lva%sksr

Ta goi loai nay la siéu nén. Trong trudng hdp nay vi
det A = 0 nén ma trin A cda siéu mat bac hai suy bién. Khi d6
phuong trinh A [x] = 0 ¢6 nghiém khdng tAm thubng xdc dinh
mét (n-r)- phing Q thube sidu nén bac hai vi ta co:

[x}"Alx] =0
Ta goi Q 1a (n-r)- phing cho bdi phuong trinh:
=0vit1=1,2,,r.

86 chidu 16n nhat cGa Q 12 n — 1 va s6 chiéu bé nhat cia Q |
12 0, tdc Q 1a mot diém. Ta hédy ching minh rdng néu M la mot
diém cha sidu ndén nhung khéng nim trén Q thi dudng thing
néi M véi mot diém X tly ¥ clia Q déu ndm trén siéu nén.

Gia sU siéu nén ¢6 phuong trinh:

2 2 2 2 2 2 _
K] + X+ .+ X, — Xy, —Xpyo—.— X, =0

vl r=2k> va .r<n+1

r
2

Vi M (m,, mg, .., My, ) thuge siéu nén nén:
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Ym? - Ymf-o | ®
i=1 i=k+1
X(X1, X2, .., Xna1) thube (n-r)- phing Q nén:
X1=Xy=..=X%x =0 _ (9)
Moi diém ciia dudng thing MX <6 toa d (&, &, ., £4,1) ma
Gi=Ami+px ;i=12, ., n+1 |
trong d6 A, u khéng ddng thei biéng 0

N

ixl+] ial isk+1
2o 2 &, 22 & g
=2 Y m? - Sm?|+p > x? - dxf|+
in1 ks in1 -k +1

! k r
+ le[z mx; - mixi}
i=1

i=k+1
= { (theo (8) va (9))

Vay diém (&, &, .., £n+1) Ddm trén sidu nén va do dé dudng
thdng MX ciing n¥m trén sioy nén. Vi lf do d6 nén nguwi ta néi
réing sidu nén c6 dinh 1a (n-r)-phdng Q. N&u k = r nghia 1a S
¢6 phuong trinh: '

X +x+..+x2 =0  tacs sity nén Jo.
Y) Thi dy

19 Trén P' can e vao phuong trinh chuén tic ta c6 ba
loai siéu mit bac hai: ‘ '

*X{+x3=0 .2 didm do lian hop
*Xi-x2=0 :2diém thyc _
e x?=0 : 2 di€m thye trung nhau
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2°y Trong P? can cit vao phuong trinh chudn tdc ta c6 5
loai sau day: |

* X7+ x5+ x5 =0: duong trdi xoan khéng (vi khong
chida diém thuc nao)

. xf + x% - x5 = 0: dudng conic hay dudng tréi xoan

» x2+x2=0 . cap dung thing do lién hqb cé toa
do [i,1,0] va [~1,1,0] _ _ .
. %2 x% =0 : cdp dudng thing thuc phén biét ¢o

toa do [1,1,0] va [-1,1,0]
e x% = 0: cip duing phﬁng trung nhau cé toa d6 [1,0,0]

3%y Trong p? dua vao phuong trinh chuidn tdc ta phén ra
8 loai sau day:

» x? + x%2 + x% + x% = 0: mit trdi xoan khéong.

o x? +x; +x: - x5 =0: mit trdi xoan

. xl + x5 —X; — X5 = 0: mat ké bac hai, mat loai nay
chua 2 ho ducng thing: '

wxy — Xg) = AMxg - Xy}
(d’}:{f}‘cxﬁxa) = ulE o) (11)
lu(x; — %3y = AX4+X5)

Véi moi cap %, p khong déng thai bing 0 hé (10) va (11) cho
ta hai dudng thang ndm trén mat ké bac hai néi trén. Cung c6
thé thay ring qua mdi diém cGa mat ké d6 ta ¢6 mot dudng
thing ctia ho (10) va mot dudng thang cia ho (11).-Bdi vay cé
thé€ xem hai ho duirng théng (10} va (11) néi trén sinh ra mat
bac hai. Ta goi dé 12 hai ho dung sinh théng ciia miit ké bac hai.
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e xi+xi+x2=0 :mitnén ao.
v x2+xi-x2=0 : mat' noén bac hai
»xl+x2=0 o cip mat phéng 4o lién hgp
e x2-x2=0 : c4p mét phing thue
e x2 =0 : ¢ip mit phing thue tring nhau

4.STRU MAT BAC HAI TRONG KHONG GIAN AFIN A" —Pn \P" K

a) Trong P” déi véi muc tiéu xa dnh cho trude cho siéu mat
béc hai (8) ¢6 phudng trinh:

n+l

ZauxlxJ =0

,j=1
va siéu phéng'l"“’1 ¢é phuong trinh x,,; = 0

Ta hay xét tdp hop cdc diém cda siéu mat bac hai (S) chi
nam trong A" nghia la t4p hop cdc didm X thudc (S) ¢6 toa 46
théa mén phuong trinh cba (8) da cho véi didu kién x,.,,; # 0. Ta
cd thé viét phuong trinh cua (S) dudi dang sau diy bang cach
chia hai v& cda phugng trinh cho x,,1: :

n [
Ya XX +2Y aX, +a=0
i3-1 i1
X .
I L. ;- : A
Vol X = — =12, . nvaa=ay . _

Xu+l

Ta nhan thiy véi toa do afin (tie 1a toa do xa anh khong
thuan nhdt) phuong trinh cia (S) tré thanh phuong trinh téng
qudt cua sidu mit béc hai trong 'khéng gian afin A®. Vay:

Méi siéw mqt bde hai ctia khéng gian afin A" chinh la, mét
stéu mat bdc hai trong khéng gian xa énh P" sau khi bé di
nhitng diém thuée siéu phdng P*! (néu cé).
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b) Truéc day trong khéng gian afin A" ta d4 biét phuong
tiém cin hay phLIcIng v6 tAn cia mt siéu mit bdc hai (S) la

phuong ¢ (cy, ¢, .., o) 820 cho Z a;cic; =0 .

ij=1
Trong P° c4c diém v4 tan cla sidu mat béc hai (S) 1a cde diém
thuge P*? ¢6 phuong trinh x,,; = 0. Do d6 d& x4c dinh phuong vé
tdn ¢ cia siéu mit bac hai (S) trong A" = P" \P*! ching ta cdn
tim nghiém cua hé phuong trinh sau day trong P™:

=+
L]
[l
}

i;:l s Qzall'1_0:>231]11=

_ 0 i.j=1 ij=1

Vay phuong tiém cdn cda siéu mgt bdc hai trong A" chinh
la giao diém cda siéu mgt bde hai trong P" vdi siéu phdng v6
tén P,

¢} Buéng conic trong md hinh A% = P2 \ P!

Trong m#t phdng xa 4nh P2 vdi muc tidu xa anh {A,, Az, As;
E} ta xét dudng conic (S) ¢6 phuong trinh:
x}+xi-x2=0
* X6t mat phang afin sinh ra bdi mat phing xa 4nh P? sau
khi bé di dudng théng v6 t4n c6 phuong trinh x; = 0. Bing céch
chuyén sang toa d6 afin (X;, Xp) biing cich chia hai v& cia
‘phuong trinh dudng conic (S) cho x; ta cé :

X24X2-1=0vdiXj=2L:i=12
X3

Ta thdy d6 chinh 14 dudng elip trong A®>. Cha ¥ ring trdng
trudng hgp nay duding conic khéng cét duwmg thing x3 = 0 vi hé
phuong trinh sau vé nghiém:
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2 2

+ Bing c4ch hodn vi ciac dinh ca muc tiéu toa do ta dua
phuong trinh conic (S) vé dang:
| xF -x2+x:=0
Khi dé duong thing v6 tan x; = 0 cdt conic tai hai didm
(1,1,0) va (1,-1,0).

Nhitng diém con lai cla ducng tral xoan sé c6 phuong trmh
~d61 v6i toa do afin la: '

X2-XZ2+1=0 véi X = &
X3

;=12

J ’

b6 chinh 14 mét hypebol.
* Bing phép bién 46i toa do:

1 r ) I
Xy = E(Xz-%‘a)
1
Xy = Xo + Xa)
3 2{ 2 3

Khi d6 conic x] +x2 - x5 = 0 trd thanh:
2 : 2
r 1 r ] 1 L3 r ’ ) I r

X + [“é (x5 - Xa)} - {5 (xp + Xs)} = X - XpX3 =0

Chon %3 = 0 lam dudng thing v6 tan ta thay dudng conic
khi d6 tiép xic véi duong thing x’s = 0 tai diém (0,1,0). Nhimg
di8m con lai cha conic ¢6 phuong trinh d6i véi toa do afin la:

XP-X,=0 v6i X, == ,i=12

1

Pé chinh la mét parabol.
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Két lugn

*Né&u conic khéng cat
dudng thing vé tan (hay
cit tai hai didm do.lién
hgp) ta c¢é dutmg elip, Hai
tiép tuyén vé tir mot diém
trén dudng thing vo6 tan
tifp xic vdi elip tai hai
diém.Pudng thing néi hai
tiep difm nay biéu thi
_ mdt dudng kinh cda elip.
Néu vé hai duing kinh ctia elip ta sé xdc dinh duge tim caa elip
(I. 44) . :

*Néu conic ¢t
dudng thing vé tan
tai hai diém thuc ta
cé duding hypebol.
Hai tiép tuydn cia
conic tai hai giao
diém 14 hai tiém can
cia hypebol. Giao
diém cta hai duong
tiém cdn nél  trén . Hinh 45 dung hypebol

hinh 44: dudng elip

chinh la tam O cua
hypebol (H. 45).
*Né&u conic tiép
xtc v6i dudng thing
v tan, trong trudng
hgp nay  dudng
_ . conic ¢hi c6 mét
hinh 46: dudng parabol phucng vé tian. Dé
la dutyng parabol. Cac dudng th;’ing- song song vdi truc eda parabol
déu dong quy tai diém v6 tan nay (H.46).
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§ 9. CUC VA SIEU PHANG POI CUC
P01 VGI MOT SIEU MAT BAC HAI

1.PINH NGHiA

Trong P" véi muyc tidu xa anh cho trude, cho siéu mat bac

hai (8) ¢6 phuong trinh:

n+l

[x] Alx] = Zaijxixj =0 1

i,j=1
va mot diém U c6 toa dd (uy, ug, .., Uny). Ta hidy xét phuong
trinh: : '

n+l

Wl Alx] = Y aux; =0 @)

ig=1
el a n+1 LY . - . y
néun+l hé 6 > a,u; vdij = 1,2,.., n+1 khong déng thsi bing 0
i=1 : . .
n+l
thi phuong trinh 3 a;u;x; =0la phuong trinh cia mét siéu
71 .
phdng P. Khi d6 siéu phing P goi 1a siéu phdng déi cuc cia
diém U d6i vdi siéu mat béc hai (8), con difm U goi 1a diém cuc
hay cyc diém cla sidu phdng P d6i véi siéu mit bac hai (S).
Thi dy. Cho dutmg béc hai (S) trong P? d6i v6i mot muyc tiéu
cho trudc, cé phuong trinh:

2%% + x5 — 2x3 - 6%,X, + 4X,%5 = 0

va diém U c6 toa do (2,-1,5). Hay tim siéu phing d6i cuc cia
diém U d6i véi dudmg bac hai (S) da cho.

Gidi .
Ta c6 thé viét phuong trinh cta dudng bac hai (S} dudi dang
{xI"Alx] = 0 nhy sau:
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2 -3 0]ix
-3 1 2(|x,[=0
0 2 -2|x,

[(%%,%]

Do d6 siéu phdng ddi cuc chia U(2,-1,5) ¢6 phuong trinh
dang [ulAlx] = 0

| 2 -3 0][x,
[2 -1 5]|-8 1 2|x,({=0
0 2 -2||x,

hay Tx; + 3x3 — 12x3 =0

n+l
CHU Y. N€u n+1 hé 8 Y au; vi j = 1,2,., n+1 déu biing 0
i=1
thi diém U duge goi 14 diém ddc biét clia sidu mit bac hai (S).
Nhu vay s& khéng c6 sidu phing d8i cue d6i véi didm dic biét
cta (S) vi khong tén tai phuong trinh ciia siéu phéng d6.

2. TINH CHAT

a) N&u U = (uy, g, .., ug,1) 13 diém dic biet coa (S) thi (8)
suy bién va diém U e (8)
n+l .
That vay ta ¢6 > ayu; =0 v6i moij = 1,2,, n+1. Vi cdc u;
i=1
khong dong thai bing 0 nén hé phuong trinh:
n+l
Yagu; =0 ,j=12,..,n+l.
i=1
c6 nghigm khong tAm thung tc 1a det {az) = 0. Do 46 sidu
mat bac hai (S) suy bién.

Mat khéc néu ta nhan phuong trinh tha 1, tha 2, .., tha
n+1 eha hé phuong trinh trén 14n lugt véi uy, ug, ..., ug. rdi cOng
cac k&t qua lai ta cé:
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v

Piéu nay chitng té ring diém U = (uy, uy, .., Up) thude siéu
mat béc hai (S). :

b} Tur diéu két luan trén ddy, ta suy ra néu siéu mat béc hai
(S) khong suy bién thi bat ki mét didm ndo cia khéng gian
cling c6 mot sidu phang dsi cyec duy nhit d&i véi (S).
3. PINH Li

Né&u (8) 12 mot siéu mat bac hai khéng suy bién thi bat ki siéu
phéing nao cfia P" cling ¢6 mot diém cyc duy nhrdt dsi véi (S).

Chting minh
That vay, gid s siéu mat bac hai (S) ¢6 phuong trinh
o+l B )
Zauxli =0 v6i det [ay] # 0
ij=1
n+l .
va sidu phdng P ¢é phueng trinh z C;Xj = 0 3)
j=1 '

Néu U (uy,ug, ..., Uy,1) 12 diém cuce cda siéu phing P néi trén
ddi vi siéu mat béc hai (S) thi phudng trinh cia P la:

n+l

Zauu,x] =0 (4}

i,j=1 ’
Tir (3) va (4) ta suy ra:

n+1

Zauu1 =€ ;1=1,2,. ,n+1

Pay 132 mét hé n phuong trinh tuyén tinh khéng ding cép
va ¢ detlay] # 0 nén ¢6 nghiém duy nhat la (u,ug, .., Upa) #
# (0,0,..,0) vi theo gia thiét cdc ¢; déu khéng ddong thai bang 0.
Viy ¢6 mét diém cye Ulw;) duy nhat déi véi (S).
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4. DPINH Li

Céc khai ni¢m “diém cyc”, “siéu phing di cuc” trong dinh
nghia néu § trén déu la cde khdi niém xa anh.

Chiing minh

Cho siéu mat béc hai (8) ¢6 phueng trinh:

n+l

Y ayxx; =0  hay [x]'Alx] = 0 v6i det[ay] = 0

i,j=1

va diém U c6 toa d6 (up,ug, .., um1) Kh1 dé siéu phang doi eue
cia diém U c6 phucng trinh [u] A[x]

Vo1 phép bién ddi xa anh f cé6 phuong trmh [x] B{x’]
ta cé: f(8) = 8’ va (8) cé phu’crng trinh:
(x1'B’AB[x'] =
Con diém U bién thanh diém U =U vdi [u] = Blu'] va siéu
phéng d&i cuc cia U bign thanh:
(Blwl” ABIxD = 0
hay = [0} B'AB[x] =0
Ta thay d6 chinh 14 phuong trinh siéu phing déi CLIc cua

diem U’ d61 véi siéu mat baec har 8.

5. GIAO DIEM CUA MOT SIEU MAT BAC HAI
vGOiI MOT PUONG THANG

Trong P" (n > 1) véi muc tiéu xa dnh cho trude, cho siéu
mét béc hai (8) ¢6 phuong trinh:
n+l

Ix" Alx] = Y a.xx, =0

g
i,j=1

va du‘o‘ng thang xdc dinh béi hai dlem Ulw) va V(v,) phéan biét
" ¢6 phugng trinh: -

X, = AU + vy, 1=1,2,., n+l
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D€ tim giao di€ém cta dudng thang va siéu 'mat béac hai ta
can giai phuong trinh

n+l R
Zaij(lu-l +pv; ) +pvy) =0 (5)
e O, _ o
= PA2 +2Qau + RuP =0 B
- n+l
trong dé = [u]'Alu] = Za”u u;
l_'| 1
n+l
Q = {u] AIV] Zau
it
" n+l

= [V AVl = 3 ayviv;
1,j:-1
Mbi cap s6 (A, p) khong déng_thﬁi bang 0 nghiém phucng
trinh (57) sé cho ta mot giao diém cln tim. Ta xét c¢Ac trudng
hop: | D |
a) Trudng hop Q- PR # 0 S
1°Gid st P = 0, khi @6 néu p = 0 thi PA* = 0 tacé A = 0,
la khéng thdéa man diéu kién (A, p) = (O 0), bdi vay ta xét ;1 = 0.
Chla hai v§ ctia phuong trinh (5') cho p? ta cé:

P(%] 2Q[ ]+R 0

Ta duge mét phuong trinh bac hai déi véi & . V1 Q° - PR 20
1

nén phuong trinh bac hai 46 ¢ hai nghiém phén bist. Né&u hai
nghiém 46 la thuc ta duge hai giac diém thue. N&u hai nghiém do
13 phue lién hgp ta duge hai giao diém ]1a 4o lién hap.

2°)Néu P = 0 tic 1a [u]'Alu] = 0, khi 46 di€m U thudc sidu
mét bac hai. Vi Q° — PR 2 0 va P = 0 nén ta suy ra @ = (0 va
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phuong trinh (5") ¢6 dang:
2QAp + Rp? =0 & (2Q1 + Rp)u = 0

Ta ¢6 mdt nghiém la (&, 0) va d6 chinh 13 diém U ung véi

p = 0. D& tim nghiém thd hai ta gia thlé’t 1 # 0 va duge phuong
trinh:

2QriR-0

M
Phuong trinh nay luén luén cho ta mét nghiém 1a giao di€m
thif hai khéc véi U.. :

Tém lai néu Q° - PR # 0 dudng thing UV s8 cit siéu mat
bac hai (8) tai hai diém thuyc phan biét hoac hai diém 8o lién
hgp. -

b) Trudng hgp Q2-PR = 0

Gia st mot trong cdc s6 P, Q, R kh4c 0, hosic c6 thé ca ba s6
d6 déu khédc 0 d€ cho phuong trinh bdc-hai tén tai, khi d6
phuong trinh tim giao diém (5°) chi ¢6 mot nghiém duy nhat va
do d6 dudng thing UV va siéu mat béc hai (S) ¢6 mét giao diém
kép duy nhat. Ta néi riang dudng thing UV tiép xuc véi sidu
mat bac hai (S).

c)Trudng hgpP=Q=R=0

Khi d6 moi ciip (A, p) déu nghiém phuong trinh (5’) nén
toan bd dung thédng UV déu thude siéu mat bac hai (S). Ta néi

riang dudng thing UV lic dé 12 mét dudng sinh cia siéu mit
bac hat (S).

6. DINH LI

Néu mot di€ém U khéng thude siéu mit béce hai (S) va mot
duong thang di qua U cit siéu phing d8i cue tai V déng thai cét
(8) tai hai diém phan biét (thuc hoac &0 lién hgp) thi
(UVMN) = -

238



Chifng minh
Gid sd d6i véi
muc tidu xa anh da
chon tron trong P*
siéu mat bac hai (8)
cé6 phugng trinh: . v

[x] Alx] = 0

va hai diém U,V lan
lugt ¢6 toa d6 la:

U = (uls Uz, .., Upy1)

V =(vi,ve,., Vo) hinh 47
(H. 47).

Giao diém M, N clia dudng théng UV vdi sidu mit bac hai
(S) xdc dinh bdi phuong trinh (5) sau day:

PA% + 2Qap + Ru?=0
Vi diém U khéng thude (S) nén P = [u]"Alu] = 0

- Diém V thuge siéu phing d6i cuc cia U d6i véi sidu mat bac
hai (5) nén:

Q= [ul'Alv}=0

Khi dé phuong trinh tim giao diém cda dudng thing UV vdi
(8) cd dang:

Pr%+ Rp® =0

Theo gia thiét dudng thdng UV cit (S) tai hai diém MN
phéan biét nén Q° — PR = 0 ma P # 0 (vi néu P = 0 thi ta c6
A = p =013 khéng chdp nhan duoge), @ = 0 nén R » 0.

Do d6 ta c6 A% = —% u? va phuong trinh nay cho ta hai nghidm:
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- Vi =1tacé i, = 1/—%‘ cho ta diém M .

-V@ipg=1tacé iy = —1/—% cho ta diém N,

hinh 48

Hai diém M., N ¢6 toa .d;j théa
méin hé thie:

{M] =2, (U] + p, (V]

(N] = 25 [U] + pp (V1.

Do d6 (UVMN)= M1 . Hz o A2 )

Y P
. cHU Y Néu Q® - PR = 0 ta
suy ra R = 0, khi dé hy = Ay =0
va ta c¢é ba diém M, N, V trung
nhau. Ap dung két qua nay, mudn
vé dudng ddi cuc cha mot didm U
dél véi mét dudng bac hai (S) ta

vé hai tlep tuyén UT va UT t& U tdi (S). Ta suy ra dudng 4oi
cue eda didm U d6i véi (3) 14 duting thang TT (H. 48).

7.DINH NGHIA

Hai diémy U, V ma théa man diéu kién (UVMN) = --1 nhu &
dinh 1i 6 goi 1a lién hop vai nhau ddi véi siéu mat bac hai (S).

Do d6 ta ¢6 thé noi rang:

. Siéu phang déi cye cia mot diédm U d6i vdi sidu mat béc hai
(S)U khéng thudce (8)) 1a tap hop tat c4 nhing diém V lién hep

cia U d61 vé61 (8).

Ta suy ra hai diém U,V lién hop vdi nhau d6i véi (S) khi va

chi khi [ul'A [v] =
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8. DINH Li
Néu didm V nam trén siéu phang d6i cuc cia diém U do1
v@i siéu mat bac hai (8) thi diém U niim trén siéu phiing déi cuc
cia diém V déi véi S. '
Ching minh
Gia sU d61 v6i muc tidu da cho ciia P" siéu mat béc hai (S)
¢6 phuong-trinh:
[x]” Alx] = 0
Khi d6 diéu kién dé cho V ndm trén siéu phéng déi cuc cua
U la: ’ '
[u” Alvl = 0
Tasuyra[v]'A [ul=0hay (v Alul=0viA = A
Déng thée trén ching to ring diém U niin trén sidu phing
déi eye cua V ddi vdéi (8).
Ap dung: Ngudi ta 4p dung dinh li nay trong P? dé ching
minh ba diém A, B, C thing hang khi biét ba duong dai cuc cia
ching (d61 vdi mét dudng bac hai) déng quy va ngugce lai.

9. SIEU PHANG TIEP XUC, r - PHANG TIEP XUC

‘Néu diem U nim trén siéu mat béc hai (S) nhung khéng
phai 1a diém dac biét coa (8) thi siéu phang ddi cuc eda diém U
la siéu phdng tiép xiic cia (8) tai U. That vay vi siéu phing d6i
cuc ctia diém U @61 v6i (S) ¢6 phuong trinh (ul Alx] = 0 nén néu
U thudce {S) thi [ul’Alul = 0. Piéu d6 ching t6 U phéai thude siéu
phing ddi cue cia noé.

Moi r-phéng (1 < r £ n-1) di qua U va nam trong siéu phang
tiep xuc duoc goi la r- phdng tiép xie cia (3) tai U. Pudng
thing tiép xuc véi (S) tai U7 goi 1a tiép fuyén cha (S) tai U.
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cHU ¥: Cdc diém dac biét cua siéu mat bac hai (S} khong co
cic r- phang tiép xic.

10. SIEU MAT LGP HAI
a) Pinh nghia: Trong P" v4i muc tiéu xa anh da chon, tap

cdc siéu phdng tao nén moét sidu mdt logp hai néu toa do
{uy, ug, .., uy,1] cua ching théa man phuong trinh:
fu)” Alul = 0 hosc Zauuiuj =0

trong 46 a; = a;; va céc a; khong déng thi bing 0. Néu ma tran
A = [a;] khong suy bién ta c6 siéu mdt Iép hai khéng suy bién
va nguge lai néu A suy bién ta c6 siéu mdt I6p hai suy bién.

CHU ¥: 8iéu mit 16p hai i1a khdi niém d61 ngau cia siéu mat
béc hai.

b) Dinh Ii: Tap hop tat ca cdc siéu phing tiép xic véi sidu
mit béc hai khong suy bién [x}” Alx] = 0 la mot siéu mat 16p
hai ¢6 phuong trinh [ul” A'[u] = 0.

Chiing minh
* Gia sif siéu phéng [u]'[x] = 0 tiép xdc vdi siéu mat bac hai

ta cAn ching minh siéu phdng dé thube siéu mat 16p hai
[ul'A”[u} = 0. .

Goi (ay, ag, .., an,;) 14 toa dd cia mot diém nao dé thude siéu
mit bac hai nén siéu phing tiép xdc véi siéu mat bac hai tai
diém d6 ¢6 phuong trinh [a] Alx] = 0.

Ta suy ra {ul = [a]’ A nén [u] = A'[a] = Ala] (vi A" = A)
Do d6 [ul’A[u] = [a]” A A'Ala] = {al'Ala} = 0.

Diéu d6 ching t3-siéu phing [u] [x] = 0 thude siéu mat 16p
hai [u]'A™[ul = 0.

Nguoe tai gid st (u]'lx] 1a siéu phing thude siéu mat 16p ha
ful’A"lu] = 0.Ta s& chiing minh ring siéu phing d6 tiép xic véi
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sidu mat bac hai [x]'Alx] =
Ta ldy mét diém A = (ay, a,, .., a,,1) sao cho [a] = A '[ul.

Ta suy ra: Alal = AA[u] = [u] hay [al'A = u". Théy vao
phuong trinh siéu mét 16p hai [ul’ A [u] = 0 ta cé:

[al'AA"Ala] = 0 < [al'Ala} = 0. Didu dé chung té diém
Ala,,ag, .., 8,,) thude siéu mat bae hai c6 phuong trinh [x]’A[x] =

Khi d6 siéu phéng déi cyce cha diém A (a;, a, .. aml) dsi véi
sidu mit bac hai la: [a]'Alx] = 0. Vi [a)’A = {u] hay [a] = [ul'A"
nén: [ul'A'Alx] = 0 hay [ul'[x] = 0 nhu‘ng diém A(a) lai nam
trén siéu phang déi cuc nay vi [u]{al = [u]'A" u).

Tém lai [u]’ {x] = 0 chinh la siéu phang tlep xic cda sidu
mat bac hai [x]'Alx] =

Hé qua Mo6i siéu mat 16p hai khéng suy bién cé phuong
trinh [ul'Alu] = 0 d8u ¢ thé xem la tap hgp tat ci cdce sidu
phing tiép xdc cla sidu mit béc _bai [x]'A[x] =

§ 10. MOT SO PINH Li QUAN TRONG TRONG P2

1. ANH XA XA ANH

a) Anh xa xa &nh gnda hai hang diém va hai chim dLIUng
thdng. Anh xa f bién mdi diém’cia dudng thing m thanh mét
‘diém clia dudng thdng m’ hodc bién méi dudng thing cia chum
tdm S thanh mdt dudng thing cia chum tam S 1a dnh xq xa
anh néu no bio ton ti s6 kép 4 diém cia hang hodc bao tén ti s&
kép 4 dudng thing cta chim.

Khi d6 ta néi ring ¢6 mét lién hé xa dnk gitta hai hang
diém hoge giira hai chum dudng thang. Ta ki hiéu sy lién he xa
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anh giia hai hang diém m va m’
nhu sau (H. 49):

A, B,C, .} AM{A,B,C,.) A 3
hose {mj A | m) m

Tuong tur ta cong ki hidu sy lién  w’

hé xa anh giita hai chim tdm S va B’
tdm S’ nhu sau (H. 50): _ \‘\\vkc‘

{abe,..) A2, )

hinh 49
hoic (S} A S}
@ CHU ¥: Anh xa xa anh
a b d ddy chinh la phép

d4ng c4du xa anh giiia
hai hang di€m hoic
gita hai chum dudng
thing. .
hinh 50 | b) Sy xdc¢ dinh dénh xa
xa anh trong P?

Pinh li. Néu cho ba diém A, B, C phan biét thugc dudng
thidng m va ba diém A’, B’, C’' phan biét thudc duong thing m’
thi khi 46 ¢6 méot phép anh xa xa anh duy nhit £ im} —{m'} sao
cho flA) = A", f{B) = B’, flC) = ",

Chung minh .

Né&u trén dutng thdng m ta chon muyc tidu xa 4nh (A, B; C}
va trén duong thidng ny’ ta chon mue tidu xa anh {A’, B’; C'}. Khi
d6 ¢6 mot phép ddng cdu xa anh f: {m} > {m’} duy nhat sao
cho flA) = A, f(B) = B’, fiC) = C. Khi d6 néu M’ = fiM) thi
(ABCM) = (A'B’C’'M’) va ta c6 phuong trinh ctia phép dang cau
xa anh f dé la

JX1 S|
l_x'z = Xg
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trong d6 (x3, x9) 12 toa d6 cda mét diem M trén m ddi véi muc
tiéu (A B;C} con (x),x}) 1a toa dd xa &nh cia diém M’ d6i véi
muc tiéu [A’, B’; C'}

Néu ta chon. muc tiéu xa anh mét cach tuy y thi phuong
trinh ciia phép ding cdu xa dnh néi chung c6 dang:

{Xi = ApX tapX,

L[
, trong do :
Xz = AxnX; tagX, dgy  dg

Néu dl‘mg toa dé khéng thuin nhat trén dudng thing tuc la

dat X =5 . X' = X thi phuong trinh trén tré thanh:
xz Xy

a; X +a,,
X0 X + 2y,

X‘:

Pinh 1li d6i ngau. Cho ba dudng thing phéan biét a, b, ¢
thuéc chim tAm S va ba dudng thdng phén biét thudc chim tam
S thi khi dé c¢6 mot phép ding cdu xa anh duy nhat
f: 1S} - (S’ saocho fla) = a" ; fib) = b’ ; fle) = ¢

cnt v: Ta khong can chitng minh d6i véi dinh li d6i ngdu vi
dua vao nguyén tdc déi ngiu ta khang dinh duge sy ding dén
cua dinh i 461 ngau. Trong dinh 1i trén néu cé mot dusng thing
m cua chum tdm S va m’ = f{m} cia chum tam S thi ta van ¢6
(abecml=(a b m) '

2. PHEP PHOI CANH

a) Binh nghia » Mdt 4nh xa xa dnh gitra hai hang diém goi
la phép phoi ednh (hay phép chiéu xuyén tAm) néu dusng thing
ndi cdce diém tuong dng ludn ludn di qua mot diém O ¢6 dinh. Ta
go1 O 1a tdm phéi cdnh.

» Mot 4nh xa xa anh giita hai chim duong thing goi 1a

phép phéi cdnh néu giao diém cha cdce cap dudng thing tuong
- ung ludn ludn nam trén mot dudng thing t 6 dinh. Ta goi t la
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trye phét cdnh.

Ta ki hiéu sy lién hé phdi cdnh giva hai hang diém hoac giia

hai chiim nhir sau:

A, B, C, 1A AR, C, .}

hodc {m} A (m’} { H. 51)

hinh 51

{a, b; c, I i {a’: b,, C,, ]

18} ~ {8} (H. 52)

hinh 52

b)®inh K. Diéu kién cin va di dé phép anh xa xé dnh
f: im} - {m’} giita hai diém tré thanh phép phéi canh 13 giao diém
O cita hai gid ty vrig nghia 1a f (0)= 0.

Chiing minh

* Néu f 1a phép phdi cinh (la phép chiéu xuyén tam) thi ro
rang di#ém O = m ~ m’ 14 tu ung (H. 53).

* Nguge lai néu anh xa xa
dnh f ¢6 diém O tir éng, ta can
chimg minh f la phép phsi -

canh.

Trén dutmg thing m ta l&y

" hai diém A. B sao cho ba diém

O, A, B phian biet. Goi
A = flA), B = fiB) va ta c6
O = fil0). Khi dé ba diém O, A",
B’ ciing phan biét. Anh xa xa
anh f hoan toan dude xdc dinh

béi hai bs ba diém O, A, Bva O, A", B". Goi S = = AA’ ~ BB’ thi f
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la phép xuyén tadm vdi tAm chidu S. Vay f la phéi canh giita hai
hang diém m va m’. .

¢) Pinh li d6i ngdu. Diéu kién can va du d&€ anh xa xa &nh f

g gita hai chum dudng

thang tré thanh phép

s phéi canh la dudng

thang néi hai tam tu
“:‘A ! /\
a b B

ting (H. 54).
hinh 54

£ 1S} — {8 1a
3. PINH LI STEINER

< phéi canh
o fiS8) = 8§’

a) Binb li thuan: Néu anh xa xa anh £ {A;) > {A;) gida hai
chum tédm A, va A; khong phéi 14 mét phép phéi canh thi giao
diém cta cdc dudng thing tuong dng niam trén mot dudng conic.

Chiing minh

Xét dnh xa xa 4énh
gitta hai chinn tam A,
va A.,. Goi dusng thing
g: = AAs, Vi f khong
phai la phép phéi canh
nén ta cé figy) = g,
flgs) = g3. Ta c6 gy, go,
g; 14 ba dusng thiang
phin biét.

Gol Ay = g1 1 g Lay
moét dudng thang e
thuée chim tam A, hinh 55
ma khéng tring véi '
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gy va g3. Ta ¢é e’ = fle) thude chim tam A, Khi dé6 mot dudng
thang m bat ki thude chim tam A, sé bién thanh dudng thing
m’ thude chum tam A;. Vi f 1a dnh xa xa anh nén ta cé:

(gs, g2, 8, m) = (g, g3, €/, M)
GOiE=eﬁe';M=mﬂm’,E;=g2r'“ﬂe’,E:z=g1r’We,
My=g;~m’, My = gy ~nm’. Ta suy ra (AsAsEsMs) = (AzAE;M;).
Chon {A,, As, Ay; E} lam muc tiéu xa anh va goi {x;, X, X3}
la toa d xa anh cua diém M d6i vSi muc tiéu via chon ta co:

(AsAsEsM) = 22 v (AsA, ElMl} =X nen suy ra -2 = X8 hay

bay 1a phuong trinh cda mét dudng conic. Conic nay di qua
diém E (vi diém E c¢6 toa 46 thoa man phuong trinh cba conic)
dong thoi tiép xic véi cde dudng thing g, va g, tai cdc diém A,
va Ag‘

b) Pinh li ddo. N&u A;, A; 1a hai diém cd dinh cla mot
dutmg conic (5) va M 1a méot diém thay d6i trén (S) thi 4anh xa
f: {ALL > 1Ay} gitia hai chim sao cho f (A M) = A;M la mot anh
xa xa anh nhung khong phai la phoi canh.

Chiing minh
Goi g la duing thang A A, va g1,8. Tn lugt 14 cdc tiép tuyén

cua (S) tai A, va A, Tae¢d g, m g, = Ay Lay mot diém E e6 dinh
trén (5) ma khang tring vdi A, va A, Got E. = A)K - LA,

E1 = AzE [ ALAg.

Vai mot diem M thude (S) khac véi Ay, Auta o6 My, =AM mALAL.
MI.I AQM ™ i%zA;-, .

Néu chon [A;, Az As; Ef lam muc tidu xa anh ta ¢6 thé
chimg minh duge (bing cach bude didu kién cde didm Ay, Aq, Ay,
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hinh 56

E thubc (S) va cdc dudng thang g, g, la cdc tiép tuyén cua (S)
tal Ay, Ay phuong trinh cua {S) la:

=
Xs - XXy =0

Ta suy ra: 2 - Xa
Mat khée 2 = (A,A,E,M,)va ~% = (A;AE;M)
Xy X,

Do do: (A:AE-Ma) = (A AE M) (H. 56)

ha_}' (A]Ag, A]A;;, AlEz, A‘l!\'l_{] = (AQA;;, AQAI, AzE], AgMﬂ

Nhu vay dnh xa f ¢é tinh chat bdo ton ti s6 kép bien chum
tam A; thanh chum tdm A, trong d¢ dudng thiang ndi hai tdm
1a AyA, khong tu ung. Vay f 14 anh xa xa dnh ma khéng phai Ia
phéi canh.

Binh li thuan d6i ngau. Néu f: {m} -> {m,} 1a 4nh xa xa danh
gitta hai hang diém ¢6 gia 1a cdc dudng thang m,, my nhung
khong phai la phdi canh thi cdc dudng thing ndi cac cap diédm
tuong Ung sé tiép xic véi mdl duang conic.

Pinh |i ddo d&i ngau. Néu m, va m, la hai tiép tuyén khéc
nhau cua mét dudng conic v m la mat tiep tuyén thay déi cia né
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thl phép anh xé f: im,} - {mg} sao cho giao diém cia m; va
hién thanh giao diém cia m, va m thi f la mot anh xa xa anh
nhung khéng phai 1a phéi canh.

4. VAN DE XAC BINH MOT CONIC

a) Binh li. Cho 5 diém A, . C, D, E trong dé khéng cé ba
diém nao thing hang, bao gi¥ cing cé mét duong conic duy
nhat di qua 5 diém d6.

A Chting minh

B Ta xét hai chiim tdm A va B va
dnh xa xa dnh f: [A} ->{B} sao cho
flAC) = BC, fiAD) = BD, flAE) =
Anh xa f nhu vay duge hoan toan xde
dinh va khong phéi la phep phm

D C canh (H. 57).

hinh 57 ' Do theo dinh 1i Steiner thuén,

giao diém cla cdc cap dugng thing

tuong ung la mot conic (8). Puong conic nay di qua 5 diém A, B,

C, D, E da cho. Su duy nhat cua (S) duge suy ra tif su duy nhat
cua anh xa f.

b) Binh i d6i ngau. Cho 5 dugng thing a, b, ¢, d, e trong dé
khong c¢é6 ba duong e dong quy, bao gid ecung cé mot dutng |
conic duy nhat tiép xuc v6i 5 dudng thing de.

c) Cac trudng hgp dac biét

Néu ta thay diéu kién duong conic di qua mot diém bing
diéu kién conic d6 tiép xdc véi mot:duing thing ta cé cac
trudng hop dac biét sau day:

* Che'4 diém A, B, C, D trong d6 khéng c¢6 ba diém nac
thang hang va mét dudng théng a di qua diém A nhung khéng

di qua cdc diém con lai. Khi dé ¢6 mot conic duy nhat di qua A
B, C, D va tiép xic véi a tai A '

250



* Cho 4 duting thang a, b, e, d trong d6 khong ¢6 ba duong na
déng quy va mot diém A thudéec a nhung khong thude cac dusng
thang con lai. Khi dé ¢é mgt conic duy nhat tiép xic vdi a, b, ¢, d
va di qua A. .

* Cho ba diém A, B, C khéng thing hang, dudng thing a di
qua A nhung khéng di qua B va C, duong thing b di qua B nhung
khong di qua A va C. Khi d6 c6 mot conic duy nhat di qua C tiép
xuc vdi a tai A va tiép xic véi b tai B.

* Cho ba dudng thang a, b, ¢ khéng déng quy. diém A thude
dudng thang a nhung khéng thudc b va ¢, diém B thude duong
thidng b nhung khong thude a va ¢. Khi d6 ¢6 mot dusng conic duy
nhat tiép xidc vdi ¢, tiép xic véi a tai A va tiép xde vdi b tai B.

5. DINH LI PASCAL (PAXCAN)

a) Pinh nghia. Trong mit phéng xa anh P?, tap hop 6 diém va
6 dutmng thing sao cho mbi diém la giao cia hai dutng thing, méi
‘dudng thing di qua hai va chi hai diém, goi 1& mét hink luc gide.
Céc diém da cho goi 1a dinh va cde dudng thing da cho goi la canh
cua hinh luc gidc (H. 58).

hinh 58

Ta eé thé sap xép cdc dinh va cdc canh cia lue gidc theo mot
thit tu nhat dinh nao dé bang cach ddnh s6 thit tuy. Thi du A, a,,
Ay, as, Ay, 83, Ay, a4, Ag, a5, Ay, ag (A 12 dinh va a; 14 canh) sao cho
canh a; di qua hai dinh A, va A, (xem dinh A;,, 1a A,) va do do
canh a; va a;,; di qua dinh A, ixem a,,, 1a a;).
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Khi-do cac cip dinh A, va A,. A, vA As, A; va Ay goi la cac cap
dinh déi dign, cace cdp eanh a;, va a;, a; va as, as va as goi la cac
cap canh dét dién.

b) Binh Ii Pascal

Piéu kién cdn va dii d€ mét lue gide néi tiép trong mot conic
(cac dinh cha né thudc conic} la giao diém cha cde cip canh déi
dién nidm trén mot dudng thing (duing th:’mg nay goi la dubng
théng Pascal) :

Ching minh

* (1d su luc giac A AA3A,A:As ndi ti€p trong mot conic. Theo
dinh ly Steiner ddo ta c6 hai chim tam A; va tam A; c6 lién he xa
anh véi nhau nghia la

[ Ads, AvAs, AAg, AjAdl & (AsAy, AsAg, AsAy, Aghgl  °

C#ét chum tam
A, béi dudong théng
AzA, vA cdt chum
tam A; bdi dudng
thing A,A.. Goi:
B = AA;~ AA,,
P = AA, m AjA,
Q = A Ay A,
- . R = AAy m AsAg
P . C = AvAym AsAy

hinh 59 (H.59) . Givra hai

hang diém nam trén cic duong thang AA, va AyA, ta cé:

IB, As, Ay, PI R Ay, Ay, C R

Lién hé xa anh gita hai hang diém nay ¢6 diém A, 14 giac cia
~ hai gid tu Uung nén né 1a phép phdi canh. Ta ¢6 AyB n CAj = Q nén Q
la tam phoi canh. Vay dutng thing PR phai di qua tam phéi canh 1a Q,
nghia la ba diém P,Q,R thing hang.



Nguoe lai, gid st luc gidge A1AuA3ALAAs 6 giao difm cla cde cap
canh déi dién 1a P, Q, R théng hang. Goi 8 1a conic xdc dinh béi 5
diém A, A;, A;, Ay, A; va gia sU conic cidt dudng thing A A, tai
A’. Can chiing minh A’y trung vdi Ag. Theo phan thuén coa dinh ki
Pascal vi luc gitie AjAA3AALA’ ndi tiép conic S’ nén dudng théng
PQ chinh 1a duong théng Pascal.

Ta cé6 R = PQ m AyA; va

Ag=AP~AR=A,

Vay A'g tring vdi Ag

CHU Y. Néu dusng bac hal suy
bién thanh hai duéng thdng phan
biét ta c6 dinh li Pappus. Vay dinh li
nay la mét trudng hop dic biét cua
dinh i Pascal (H. 60).

c) Céc trudng hgp dic biét cua hinh 60
dinh 1i Pascal.

Ta c6 thé xem ngii gide, t0 gidc, tam gide nodi ti€p mot conic la
cdc trudng hop dic bidt cua lue gisde khi mdt cap dinh, hai cap dinh
hay ba cap dinh trung nhau. Khi dé ta xem canh ciia lyc gidgc chia
cap dinh trung nhaa la ti€p tuyén cda conic tai diém do. Ngubi ta
ching minh duge dinh li Pascal van dung trong cac truong hop dac
biét dé. Cde trudng hgp suy bién cia luc glac minh hoa bang cdc
hinh vé sau day (H. 61 a, b, ¢):
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6. DINH LI BRIANCHON (BRIANG-SONG)

a) Binh li. Diéu kién can va di dé mét lye gide ngoai tiép mat
dudng conic (cé canh tiép xic véi conic) 1a cde dudng thing néi cdc
dinh d6i dién déng quy tai mét diém (goi la difm Brianchon)

(H. 62).

CHU ¥: Dinh i Brianchon la dinh li d&i ngdu cda dinh 1i Pascal

trong P2

b) Céc trudng hgp dic bigt cha dinh 1i Brianchon

hinh 62

Tuong ty nhu déi
vdi dinh li Pascal, t4
cé6 thé xem ngi gidc,

tt gidac, tam gidc
ngoal ti€p conic la

nhing truong hop dic

~ bigt cha luc gidc khi

c6 m{t cdp canh, hai
cap canh hay ba cap
canh tring nhau. Khi -
dé ta xem dinh cila
cip canh tring nhau

l& tiép diém cha conic véi edp canh d6.Cdc truong hop suy bién cda
luc gidc ngoai tiép conic duge minh hoa bang cdc hinh vé sau day -

{H. 63 a, b, ¢):

hinh 63
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CHU ¥: Dinh li Pascal va dinh li Brianchon cé thé dugce ap
dung d6i vdi cdc dudng bac hai trong mit phing afin (nhur elip,
hypebol, parabel) va trong mat phang Oclit (nhu dudng tron).

§11. MO HiNH XA ANH CUA KHONG GIAN CGCLIT

1. XAY DUNG MO HINH

Néu ta chon trong khéng gian xa anh n chidu mét siéu
_phéng P"! lam siéu phéng vb tén, ta duge mot khong gian afin
n chidu A™ = P"\P™!, ~

Béy gid ta dinh nghia tich vé6 huéng cho hai vecto bat ki
trong khong gian vects lién két vdi khéng gian afin A", ta sé
lam cho A" tr& thanh khéng gian Jclit n chiéu E”. Mé hinh d6
dugc goi 12 mé hinh xq dnh cia khéng gian Oclit.

Ta héy chon trong khéng gian E" d6 mot muc tiéu truc
chuan {A,,;; E;} tue a:
E 0] kh.i 1 2 _]

lkhii=j

A|1+-!:Ei"‘.£;n+1

i= vail,j=1,2,...,n

Ta hay goi {A;; E} 14 muc tiéu xa 4nh sinh ra muyc tidu truc
chuan {A,,;; Eil. Piéu d6 c6 nghia la: A, 1a giao diém cta duong
thing A,..E; vdi siéu phing P! véi i = 1,2,.n con E 1a diém
cia E” ¢6 toa do true chudn 1a (1,1,.,1).

Khi d6 ta co = A, E =Y A, E,
i=1

Ta chi y rang néu mot diém X e E" c6 toa do d6i véi mue
tidu truc chuan {A,.,; Ej} 1a (Xy, Xy, .., X,) thi né sé ¢6 toa 49 d6i
vOl muc tiéu xa dnh {A;; E) 14 (x4, Xo, .., Xpe1) VOl Xp, 2 0 va -
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X1n]

b1 vdi muc tidu trie chudn da chon hai vecto d = {ug, u., .,
u,) va v=1(vy, vy, ., vy,y) 88 ¢6 tich vb hudng la:

11

= Z uv, = [U]*[V}

2. CAl TUYET POI CUA KHONG GIAN XA ANH P"

Trong P" v6i mue tiéu xa anh {A;; E} ta chon siéu phing Pnl
¢6 phuong trinh x,,; = 0. Trong siéu phing P*' ta lay muc tiéu
1A, Aa, ., A, : E') trong d6 E’ 1a giao cia dudng thing A, E véi
sieu phang P*'. Ta hay xét mot sidu mit trai xoan khong T ¢6
phuong trinh d&1 véi muc tidu {Aq, Ap, ., A E'} L&

x1[x] = Zx

Siéu mat trai xoan khéng T got 1a cdr fuyét d6i coa khong gian
xa anh P".
3. VAI KHAI NIFM CO BAN CUA HINH HOC GCLIT

THE Hllj,N TREN MO HINH

a) Su vudng goc cla hai dudng thing

DPinh 1i. Diéu kién can va da dé€ hai duyng thang d va d’
vudéng goc v6i nhau la hai diém vé tdn cia ching lién hop vdi
nhau d61 vdi cdi tuydt do1 T.

Chiing minh

Ta dung qua gdc A,,; cta muc tidu truc chuan {A,.; E;} hai
dudng thang d; va d’; 1an luot song song véi d va d’. Trén d, va

- d'y ta lan lugt lay hai diém X va X khée véi A, 6 toa d6 la
(X], X-) sy Xn) va {Xr ). ¢ yeeny Xr ).

Goi A, va A’, 14n lugt 12 hai diém v6 tan cia d; va &' (cing
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12 di€m v6 tén caa d va d°) (H.64).

Khi dé ta cé tea
dé xa dnh cia A, va
AL la:

A«n = (XlsX?.! ey xns 0)
A, = (X', X, X'y, 0)
(vi P ¢6 phuong
trinh x,,1 = 0).

Piéu kién can va
44 dé d, va 4') vudng
géc vdi nhau la: hinh 64

A XA X-=-0o ZX Xi=0

i=1

D6 chinh 14 diéu kién dé€ hai diém A, va A’, lién hop véi
nhau déi véi cai tuyét 461 T.

b) Siéu cau

Binh li : Mbi siéu mat bae hai trong khong gian Oclit E" 1a
mot siéu cdu khi va chi khi né cit sidu phing vé tan theo cai
tuyét doi T.

Chiing minh _
M3i siéu cdu trong E" ¢6 phuong trinh d6i vdi co s tnic
Chua?n {Al‘.l-l-l; Eli ]é
> X - X0 =R? (1)
o1

trong d6 (X?,X3,...,X%) 1a toa 46 cla tam sidu cdu va R 14 bén
kinh cGa siéu cAu. Bing cach chuyén sang toa déd xa anh ta dua
phuong trinh siéu ciu & trén vé dang:
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2

—

0 V2
[_—&xi - ] =R’ | 2)

i1\ Xn4t X1

hay i( Xa+1¥i — X n+1)2 R2 0+1 xﬁﬂ (3)

i=1

Muén tim giao cda siéu cdu véi siéu phdng v6 tin cé phusng
trinh x,,; = 0, ta thay x,.; = 0 vao phuong trinh (3) ta cé:

mel xZ =0 hay Zx = 0
) . i=l |
Pé chinh la phuong trinh clia c4i tuyét 461 T. V&y moi siéu
cau cia E" déu cit sidu phdng vd tan theo cai tuyét dai T.

Nguge lai gid sd (S) 14 mét siéu mat bdc hai nao d6 cia E°
¢é phuong trinh d8i v6i ¢o s& true chudn {A,,;; Ej} la:

n I .
zaijxin+zzai_n+1xi+an+lvn+1 =0 (4)
1,j=1 i=1

Biang c4ch chuyén sang toa d6 xa 4nh ta c¢b phuong trinh:

o+l
Zaux,xJ =0 ' 4)

Li=1
Giae cta siéu mit (4’) dé véi siéu phang vé tan co phuong
trinh %, = 0 la:
Zauxli =0 ' ' {(5)
ij=1 ' :
Vi giao dé tring véi cdi tuyét 461 T nén ay = kd; véi k = 0.
Nhu vay phuong trinh (4) sé tré thanh:

k ZX2 + 22 81X + 8p,1001 =0 (6)

i=1 i=1
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Phuong trinh (6) chinh la phuong trinh cia mét siéu cau (¢d
thé la sién cau diém hoac sigu cau 4o} va dinh 1i da duge ching
nunh.

c) Phép déng dang.Pinh li sau day s& néu lén ¥ nghia xa
anh cua phép dong dang:

Pinh 1i. Mdi phep bién ddi afin cua khong gian Oclit E” 1a
mot phép dong dang khi va chi khi ndé duge sinh ra boi mot
phép bién doi cua P" sao cho cdl tuyét d6i T duge gidt nguyén.

Chiing minh _

D6t véi muce tidu true chudn da chon, méi phép afin clia B
se ¢d phuong trinh:

n«l
X, =Y bX, +b .., i=12,.,n (7).
J=1
trong A6 ma tran B = [by| khéng suy bién .

Ta biét rang (theo §6, II, 4 ¢ chuong D phép afin d6 duge
sinh ra boi phép bién doi xa anh sau day cua P

X, - Zb]ix; . i=12...m -

.xn-l = X

Phép bién d6i (8) & trén sé sinh ra trén siéu phing vo tan
P! ot phép bién déi sau day:

x| = Ehijx_i , i=12.,n 19
2=1 .
hay [x'l = Blxi C{1D)
Ta suy ra: [x] = B7Ix] (1)
Do d6: Ix)1x] = X 1B B x'
= ix) (BB X (12}
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Néu phép afin (7) 1a phép déng dang thi BB = kI vdi k = 0. do
do phép (9) hay (10) sé bién médi diém (x|, Xy, .., X,) cua cdi tuyét
déi T thanh diém ix',, x', ., ¥’ thod man diéu kién:

(X'1{BB ) '[x'| =0 (13
hay  Ix']'Ix1=0 ' (14)
nghia la (x’;. x",. . %) cling nim trén cdi tuyét d6i T. Vay T bién

thanh chinh né.

Nguge lai néu phép bién déi (9) bién T thanh chinh né thi
phuong trinh (13) phal tring véi phuong trinh (14) nén:

(BB )' = kI v6ik # 0

hay BB =T

Dieu do chiing t6 phép bién doi (7) 1a mét phép déng dang.
Trén day ching ta chi néu 1én mét vai thé hién cia hinh hoc -
Oclit n chiéu trén mé hinh. Chung ta hay van dung sy thé hién do
doi vai khong gian Oclit 2,3 chiéu dé& c6 thé gisi duge mot & bai
todan hinh hoe thuing gip.
4. CAC NHOM CON CUA NHOM CAC PHEP BIEN POI
XA ANH

Goi " la nhom eic phép biéhw dol xa .anh cia P" va khi d6
hinh hoe xa anh 14 hinh hoce eia nhém +". Néu trong P" ta chon
mot sién phing P lam siéu phing vo tan thi cac phép bign dai Xi
dnh git nguvén P lam thinh mot nhém con etia nhém %%, Nhom
con nay dang cau vdéi nhom ede phép bign déi afin «#% cia khéng
gian afin A" = "\ P,

- Néu biy gt xét tap hep cde phép bidn déi xa anh gid nguvén
P ova gio nguyeén cdi tuyét doi T thi tap hop dé lam thanh mot
nhém con déng ciu véi nhém cidc phép déng dang cia B Tém lai
ta oh: '

nhém xa qinh o: nhém afin = nhein déng doang _+ nhém dén
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hinh hoe xa anh < hinh hee afin < hinh hoe déng dang < hinh hoc
Oelit,

Viée nghién citu hinh hoe theo quan diém nhém gidp ching ta
thay duge sy lién quan gilta cac tha hinh hoe: xa anh, afin va Celit.
Déng thoi théng qua viéc lam nay, chung ta sé hiéu rd ndi dung va
cau tric cla chuong trinh hinh hoc ¢ cic truong phd théng hién
nav. Nho cdc cong cu cua dai s& hoe, chung ta cé nhiéu diéu kién
va phuong tién dé nghién cdu hinh hoe mét cdch day di va chinh
xdc.

5. MO HINH XA ANH CUA MAT PHANG OGCLIT

a) Ta chon troug mat phang xa anh P mat dusng thang A lam
dutng thiang vo tin. Chon muc

A A Y= O A tiéu xa anh sao cho A ¢6 phuung
3 1 .

trinh x; = 0. Dugng thang A
nhu vay s& di qua A, A, cua
muc tiéu (H. 651

Cai wavéet doi T trén A la
hai cap diém ao 1. J lién hop
thoa man heé phuong trinh:

- . .

X7+ X5 - Xj 0

-3

hinh 65 ' X, 0

Ta e6 10 J01,-1,0)
[3 hai diém eyelic thay liihai A
vién diégm) cia mé hinh.

b} Sau dav ta hay dien
t mot sd khidl nigm cua
khong gian Oelit E..

« Hai duong thing a, b
co hal phuong xac dinh lin hinh 66
Lot bl hat diem vo tan la
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A L~ N\

hinh 67

* Budng hypebol vuing
la dutng trdi xoan S cit A
tai hai diém M, N sao cho
(MNIJ) = 1. Cde tiép
tuyén cia S tai M,N 14 csc
dubng  tidin  can  cua
hypebol. Céc tiép tuyén nay
cdt nhau tai O l1a tim cua
hypebol (H. 68).

* Budng parabel la
duting trdi xoan S tiép xic
Vil duing thang A\ tal 17

H T - 1 U

U, V trén A, biéu thi ch.
hat dudng thiang vuong goc
v6i nhau néu :
(UVId) = -1 {H .686)

* Dudmg tron la dutmg
tral xoan 8 cat dudng thing

v6 tdn A tai hai diém eyclic
I,JiH. &67)

Guoi T la diem
J trén A suo cho
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» (UTLdy = -1,

Goi UM Ia
dutmg  doi  cuc
cun T dai véi 8.
Nhu vay UM la
truc dii xing ctia
parabol va ta ¢o
MT . MU i
tUTLT ) = 1.

(e dwmg

théng qua 17 hidy
=1



thi cac dutng thang song song véi true MU trong dé M la dinh e
parabol.

Cide tiep tuyén xudt phdt tir I va J cdt nhau tai tiéu diém F.
Butng déi cuc cia F la dubng thang d di qua T bmu thi cho duimp
chuéin cuaa parabol (H .69) A M

* DBuong elip la *
dudng trai xoan S khéng
cat dudng thang vé tan
A, Tu mét diém M trén
A ta dung haj tiép tuyén
tiép xic véi 8 tai A va
B, ta ¢¢ AB la most
duong  kinh cia elip.
Tuong tu tit diém N = M
¢ trén N ta dung dudce
mot dudng kinh khae la
CD cua elip. Biém O = AB ~ CD biéu thi cho tam cua elip. Nhu
vy dusng thang A 14 dudong ddi cue cua diem O dol vai S (11
T,

hinh 70

BAI TAP VE KHONG GIAN XA ANH
VA HiNH HOC XA ANH

3.1 Trong khong gian Euelide n chidu di cho mot e tiéu ey
chudn. cho mét iéu ciu S od phuong trinh:

o .\ 3

XD - XD UXGheoxD =]

Go1 8" 1a tap hop ede cop diém xaven tam dei cda S Hay xiv
deng 3 g thimh mot khong gian xa sinh n-1 chidu,



3.2

3.3.

3.4

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Got S va 5 la cac tap hap nhu & bai 3.1, con B 14 tap hyp cac
diém nkm trong siéu ciu S

B= : .{xl,xz,,...x”)e E,

xf+xj+...+xi41}

Hay xay dung B’ = Bu8 tre thanh mdt khang gian xa dnh n
chiéu.

Chimg minh rdng tap hdp cic siéu phing cing di qua mét
diém ¢6 dinh cia khéng gian afin A" ¢6 thé duge xdy dung
thanh mat khéng gian xa anh n chiéu.

Chiing minh ring néu mét m-phang xa danh di qua m+1 diém
déc 1ap cua mot p-phing (m < p) thi né nim trén p-phiang da.

Trong- khong éian xa anh P" cho hai cai phang P’ va P°. Téng
cua hai cai phing nay 1a mot cai phang c6 so chiéu bé nhat
chia ca P va P°. Giao cua hai cdi phdng nay la mét c4i phang
¢6 s6 chidu lén nhat chia trong P7 va P°. Chding minh ring
néu p va q la sé chiédu cua tong va giao thi:

alr+s=p+qnéu P’ va P ¢é diém chung
bir+s=p+q-1néuP" va P" chéo nhau.
Tim diéu kién cAn va di dé hai cai phing P' va P" cda khong

gian P" chéo nhau

Cho hai cii phang P" va P* cda khong gian P". Chdng minh
réng tap hgp tat ca cic diém nam trén tit ca cdc duong thing
MN vdi M € P", N ¢ P"la tang cia P" va P

Trong khong gian xa anh P° cho myc tiéu xa anh {A;.A,,A;E)
va cdc diém AT =(0.1,1), A%W=(2.0.1}). A»=11,1.0), E'=i1.1,1}

a) Chimg to ¢6 thé chen hé diém {A’, A", A", E'} lam muye
tidu xa anh cua P,

b) Lap cdng thic déi muc tiéu tit-{A), A, A;E sang 1A', A,
A 'L '



3.9. Trong P* véi muc tiéu xa dnh {A;; E} cho cdae diém A'(0,1,14,
AA2,0,D), A'x1,1,00, E(1,1,1).

a) Tim ma trn chuyén muc tiéu tir muc tiéu {A;E} sang
muc tidu |A' 'E’}

b) Tim toa dé cia diém M(1,2,3) déi vdi muc tieu {A;E).

- 3.10. Trong P* véi muc tiéu xa anh (A; El cho cac didm A'i1,1.00,
A'0,1.- 2), A(1.1.1). E(2,3.-5).

a) Tim ma tran chuyén muc tiéu tir muc tiéu |A; Ef sang
mue tiéu {A':E'}

b) Tim toa dg cua diém N(0,1,1) déi vei muc tiéu {A";E’}

3.11. Trong A® véi muc tiéu afin {A,: El, E.l cho diém E(1,1). Tir
mét diém O nAm ngoai mait phéng afin dé, ta goi
6, =0A] = AE, , &, - OA, = A,E, & - OA.,é - OF .

—_— — —

- Tacd e, ey, e, la mot co sé cda V7. Bay gi¥ ta bd sung cdc phan
t vo tan vao mat phdng afin da cho dé 6 mit phang xa danh
P*. Goi |A,, A, Ay Ef la mue tiéu xa anh ung viéi co 50 nodi trén.

a) Néu mét diém X cua mit phing afin ¢6 toa do afin la
{x3, %) thi diém d6 cé toa dé xa anh la bao nhiéu?

b) Cac diém v tan duge b8 sung vao mit phang afin ¢é toa
dé xa anh la bao nhiéu?

3.12. Mat phang afin A” duge bé sung cac diém vé 1an dé tré thanh
mét mat phang xa anh P* Trong A® ta chon mot muc tiéu afin
va xét cac diém 6 toa do d6i vdi muc tibu dé nhu sau
Ar= (101 Ay = (0.1). Ay = (0,0) va E = (1,1). Xem {A,.A,.A,El
la muc tiéu xa anh cia P% Né&u mot diém M ¢6 toa do afin la
X1, x2) thi 1oa d6 xa anh ala né biing bao nhiéu? Diém vé tan
cua moi dudng thang afin A sé ¢6- toa d6 xa anh la hao nhiéu
néu biét phuong trinh cha dudng thdng A doi vdi muc tiéu afin
dacho?
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3.13. 'I‘r.(mg P" véi mue tiéu (A, | El cho trude:

a) Lap phuong trinh tham bién va phuong trinh téng quat
cua m-phang di qua m+1 dinh ddu tién ctia muc tiéu.

b) Lap phuang trinh tham bién va phuong trinh téng guat
cua m-phang di qua m+1 dinh cudi cua muc tidu.

c) Lap phuong trinh téng qu4t cia siéu phang di qua tat ca
cac dinh cda mue tiéu tri dinh thit k.

3.14. Trong mat phfmg xa anh P? vai muc tiéu {A; As A4 E} cho
trude. Goi {1, j. kil la mot hoan vi caa tap hop {1, 2, 3} va
Ei = A,E [ A_iAks EIIL = A,E ™ E_iEk
a) Tim toa do cla cac dudng théang AE (i = 1, 2. 3)
b) Tim toa 46 ciia cac diém E;, E, (i=1, 2, 3)
¢) Chimg minh ring ba diém E,, E,, E, thing hang. Viét
phuong trinh duong thang di qua ba diém d6.

3.15. Trong P* cho hai diém A(a,aza;), Bibbyby) phan bist.
Chung to rang toa do cha duéng théng AB la:

|

3.16. Trong P? cho hai dugng thing a va b khdc nhau ¢6 toa db la ’
{a,,a..a;) va {b;,bsby). Chimg to rang hai dudng thang dé cit
nhau tai mot didm va toa dé giac diém la:

a, ay
|

'§a3 al}
b, b,

'Jllbg blty

A

[|32 331 g a
|

by byfby by

a;,  ay
b by

t

3.17. Trong P? cho ba diédm Ata;.a;a;), Bib;byby. Clep.cocy.
Chiing minh diéu kién cin va du dé ba diém thing hang la:
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a, a5 d;
¢, C €y

3.18. Trong P? cho ba duyng thidng a, b, ¢ ln lugt c6 toa dé
(81,a2,23), (by,ba,bs) va (e1,¢0,¢5). Ching minh diéu kién cAn va dd
dé ba dudng théng a, b, ¢ déng quy la:

4, 8z 83
bl_ b2 b3 - 0
€, €2 ¢y

3.19. Chimg minh dinh li Pappus: Trong mat phing xa dnh P? cho
ba diém A, B, C nAm trén dudng thdng d va ba diém A", B, C
nim trén dudng thdng d’. Ching minh ring céc diém sau day
thing hang:

AB’<A'B, ACxA'C va BC’XB'_Q

(ki hidu AB la dudng thing di qua hai diém A va B, con |
"BC'xB’C 1a giao diém ciia hai dudng thdng BC’ va B'C).

8.20. Trong P? cho tam gidc A AA; va hai dubng thing p va q
phén biét khéng di qua céc dinh cda tam gidc d6. Cdc dudng
thing p va q ¢t cdc canh AA; 14n lugt tai Py va Q, (& day fijk} -
12 mdt hoén vi ciia tap hop {1,2,3}). Goi M; = P;Qs n Q:P;,
M; = PiQsn Q;P3, M3 = Pleﬁ.lez- Chdng minh ring M,, M;,
M; thing hang.

3.21. Chimg minh dinh 1i Desargues trong mit phﬁng xa anh P?
Cho hai tam gidc ABC va A’B’C’. Chitng minh ring dudng thing
néi ba dinh AA’, BB’, CC’ ddng quy khi va chi khi c4c giac diém
ABxA’B’, BCxB'C’, ACxA’C’ thing hang.

8.22. Trong P? cho mét tam gidc ARBC va mat diém S. Goi A", B’, C
ldn lugt 1a giao diém cia cde cip dudng thdng AS va BC, BS va
CA, CS va AB. Ching minh rhng cdc diém ABxA'B’, BCxB'C’,
ACxA'C’ thdng hang.
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3.23. Trong P" v6i muc tiéu xa 4nh (A; E} cho P la m-phéng di
qua m+1 dinh d4u tién cia muc tiéu va Q 1a c4i phing di qua
cac dinh con lai,

a) Lap phuong trinh téng quat cia P va Q.
b) Xét vi tri tuang ddi cGa P va Q.
¢) Tim s§ chiéu cta phdng téng P + Q.

3.24. Trong P" v6i muc tiéu xa anh {A;; E} cho P 1a siéu phing di

qua n dinh ddu tién clia myc tiéu va goi E’ la giao diém cha
duting théng A, E véi siéu phing P.

a) Chimg minh rang {A; E’} 1a myc tiéu xa dnh trong P.

b) Chimg minh rang néu di€m X thugc P c6 toa d@

(X1,%z,..,%,,0) d6i v6i muc tiéu (A;; E} thi diém d6 ¢6 toa do d6i
vii muc tidu {A;;E') 1A (x;,%5,..,X,,).

3.25. Trong P* cho tam gidc A;A2As va mot dudng thing e khong
di qua céc dinh cia tam gidc d6. Chiing minh ring luén luén tén
tai mot diém E sao cho d6i v6i muc tidu {A,,A;AsE) duimg
thdng e c6 phuong trinh x, + x; + x; = 0 (Dutng thing e nay
duge goi la dudng thing don vi).

3.28. Trong P? viét phuong trinh cia mdt duong thing di qua mot
diém M d& cho va cdt hai dutng thdng chéo nhau d,, d, cho
trude khong chia M.

3.27. Trong P° cho hai duong thing c6 phuong trinh:

A1X) + 85Xy + BA3Xy + A%y = O
byx; + byxy + bax; +byx, = 0
C(X) +CoXy +CyXg +CX, = 0
d;x; + doXy +dax; +dyx, = 0

Tim didu kién cAn va dii d& hai dutng thing dé chéo nhau.
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3.28. Tim phuong trinh ctia phép bién ddi xa anh f cia P" bién cdc
dinh A; c¢ia muc tidu |A; E} thanh chinh né, nghia la flA;) = A,
i=12,, n+l.

3.29. Tim phuong trinh cia phép bién ddi xa dnh cia P® bién cac
dinh A; ¢ha muc tiéu {A;; E) thanh chinh né va bién cac diém
cha sidu phing x,,; = 0 thanh chinh né.

Ching minh ring méi phép bign ddi xa anh nhu th& bién cac
dudng théng di qua diém A,,, thanh chinh né.

3.30. Trong P*? cho phép bién d8i xa anh f ¢é phuong trinh:

4
L

kx, = x;+x4
’

kxiy = x;+x,

Hay tim cdc diém kép cha phép bign ddi xa anh d6.
3.31. Trong P? cho phép bi#n d6i xa anh f c¢6 phuong trinh:

kx, = 6x,-3x,
kx; = x;-%X;-%,

Hay tim cdc diém kép va cdc dudng thing bat bién qua phép
bi&én d6i xa 4nh f.

3.32. Trong P* cho phép bién d6i xa 4nh f c6 phuong trinh:

r —
kx; = x,+x,
kx; = X, +x,
kx; = x, +x,

Chiing minh ring f 14 mét phép thau xa. Xdc dinh tam va nén
cua phép thau xa.
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8.83. Trong P? cho phép bién d§i xa 4nh f ¢6 phuong trinh:

'
kx; = x,-1x4
' .
kx2 = Xl + X3
'
kxa = 2X1 - 2X2 + 3X3

Ching minh ridng f 1a mét phép thdu xa. Xac dinh tidm va nén
ctia phép thau xa.

3.34. Tim diém kép cta phép bién ddi xa dnh sau day:

F p—
X = ax, + ayx, g
r
' . _
|xn+1 - a'J’tn+1 + a1:1+1Xru-1

3.85. Trong P? v6i mic tiéu {A;; E} cho phép bién ddi xa &nh f xdc
dinh b&i
RA) = Ag; flAs) = A TAg) = E; RE) = A
a) Vigt phuong trinh cda f d8i vdi myc tidu da chen.
b) Tim céc diém kép cla f.
¢) Cho mét difm M tiy ¥ trong P?, goi N 1a dnh cta M. Ching
minh rdng M 1a dnh cia N.

8.36. Ching minh riing trong P? n&u mot phép bién déi xa anh f

¢6 3 diém kép thing hang thi n6 la phép théu xa.

3.37. Mot phép bign ddi xa anh £: P* - P goi 12 mét phép thdu
xa m-cip néu ton tai hai c4i phing P™ (m < n) va P>™!
khéng cdt nhau va chda toan nhitng difm kép (goi la co s8
thiu xa). :

a) Biing cdch chon mét myuc tigu thich hdp, hiy viét phuong
trinh cia phép thdu xa m—cép.

b} Chitng minh rang n&u M va M’ 1a mét cip di€m tuong (ng
nao d6 cda f thi duding thing MM’ cit P™ va P*™ taj hai diém
U, V sao cho (MM'UV) 1a mét hing s6 k.
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* Néu k = 0 ta ¢6 phép thau xa O-cép (d6 la mot phép
thdu xa ma tém thdu xa khéng nim trén nén thau xa).
* Néu k = -1 ta c6 phép thau xa déi hop.

3.38. Ching minh ring tap hop tat cd céc phép thiu xa c6 chung
mot nén lap thanh mét nhém con clia nhém cac phép bign déi
xa anh cua P". '

3.39. Chimg minh ring tap hgp tdt c& cdc phép thau xa
m-cdp c6 cung c¢ s6 thdu xa lap thanh mdt nhém con cua
nhém cdc phép bién di xa dnh clia P°, nhom nay ding ciu véi
nhém nhén céc s§ khéc 0 ciia truong K.

3.40. Trong P* véi muyc tiéu xa 4nh da chon {A;; E} cho phép bién
d6i xa 4nh f ¢é phuong trinh [x'] = B{x] va mft sidu phing cé
phuong trinh u;x; + upXg + ..+up,) Xoe = 0. Hay. tim anh caa siéu
phing d6 qua phép bién déi xa anh da cho.

3.41. Trong P" goi f 1a phép bién déi xa anh xéc dinh béi hai myec
tiéu {A; E) va {A; E’} sao cho flA) = A, i = 1,2,.., n+l va
flE) = E’. Ching minh ring néu mét diém X e P® c6 toa do
(xy, Xz, .., Xp41) d6i v6i muc tidu {A;; E} thi difm X’ = fiX) cimg
€6 toa d$ (x4, Xy, ., X,,1) 61 vdi muc tidu (A:E}.

§5

3.42. Trong P? véi muc tidu xa anh cho true, cho ba diém A(1,2,0),
B(2,1,1), C(5,4,2).

a) Tinh ti s8 kép (ABCD) bist riing diém D c6 toa db la {4,5,1)
b) Tim toa d§ diém M sao cho (ABCM) = -1

3.43. Trong P? cho ba diém A,B,C phén biét cing thuéc mot duomg
théng. Biing cdch dyng cdc duong thing hay dung diém D sao
cho:

a} (ABCD) = -1
b) (ABDC) = -1
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3.44. Cho bdn diém A B,C,D thujc mét dusng thlng xa anh. Cho
biét (ABCI) = 1, hay tim ra tat ca céc ti 58 kép ¢ gia tri khac
nhau ¢6 thé thanh lap tir hé bon diém dé.

3.45. Cho 5 diém A B,C,D.E phan biét thudc dudng thang xa anh
Chiing minh ring:

{ABCD) . (ABDE) . (ABEC) = 1

3.46. Trong P? cho hai duting thing a, b phén biét cit nhau tai O
vz mit diém M khéng thudc hai dudng thdng d6. Mot dudng
thdng d di qua M 14n lugt cdt a,b tai U va V. Trén d ta 14y mét
diém N khéng trung véi MUV vd gid sit ta c¢6
(MNUV) = k. Tim qu¥ tich nhimg diém N khl d thay déi nhung
luén ludn di qua difém M cho trude.

3.47. Trong P? cho hai duong thﬁng a; b phan biét cit nhau tai O
va mét diém M khéng thuée hai dudng thing dé. Qua M c6 hai
dudng thing m, m’ thay d8i. Dudng thing m cit a, b lan luot tai
A va B cdn dudng thdng m’ cit a, b l4n higt tai A’ vA B, Tim

quy tich difm N = AB'~A’B.

3.48. Trong mit phéng xa 4nh cho tam gidc A,A;A; va mot dudng
thng d khéng di qua cdc dinh cha tam gise d6. Goi Ky, K,, K
lan lugt la giao di€m cha d véi cde dudng thing A,A,, AA,,
AjA; Gid st Ly, Ly, Ls 12 ba diém 14n lugt n¥m trén ba dutng
thﬁng A2A3, A3A1, A1A2. Chl:fng mijnh rﬁng: :

a) Ba diém L,, L,, L; thédng hang khi va chi khi :
(AzAaKlLl) . (AsAleLz) . (AlAzKaLa) =1

b) Ba duémg théng A,L,, A;L,, AsLs ddng quy khi va chi khi:
(AzAzKiLy) . (AzA KoL) . (A1AK L) =

3.49. Trén dudng thing xa Anh cho mft muc tiéu xa fmh va bén
diém AB,C,D c6 toa do xa anh khéng thudn nhét 14n lugt 1a a,
b, ¢, d. Chiing minh ring:

-4
o
i

| »

|

(ABCD) = =

r]

i
o
[

f
o
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- 3.50. Chiing minh dinh 1i Pappus bing cach ding mé hinh xa anh
cia khoéng gian afin.

3.51. Chimg minh dinh li Desargues bang cdch diung mé hinh xa
danh clia khéng gian afin.

3.52. Trong mat phing afin cho ba diém L,, L,, L lan luot nam
trén ba canh AyA;A3A,A 1A ciia mét tam gide A;ALA, cho trude.
Ching minh réng diéu kién cdn va di dé L, L, L, thing hang
la: , ' ' '

{LlAzA;j).(LgAgAl).(L3A|A2) = 1

3.53. Trong mat phing afin cho ba diém L;; Ly, L; 14n lugt nim
- trén ba canh A.A3,A3A;,A A, cia mét tam gide A A.A; cho trude.
Chimg minh réing diéu kién can va di dé A,L,, AsLy, Asla dong
quy la:

(LA A A LaAzA LA Ay) = -

3.54. 'I‘rong mit phéng afin cho haj dudbng thi‘mg avab song song
v6i nhau. Ta 13y hai diém A va B trén dudng théng a va mdt
diém P khéng thude a.

a) Bang cdch chi dung thudehay dyng trung diém I eGa doan
AB. :

b} Cing chi dimg thu&g, hily dung mér dudng thing qua P va
song soug vdi a.

8.55. Trong mat phiing xa anh cho bén diém A, B, C, D trong dé

khong ¢é ba diém nao thing hang va mot dudng théng d khang

di gua cde diém d6 . Goi By; = d n AA vdi

1= 1,234 vai=zj. GeiCyla diém lién hiép didu hoa véi By

dai vai Ay va A, ' ' e

a) Ching ‘minh rang C,., C.;, By thing hang. Bing cdch

climg minh iuong tu’ hay chi ra cdc bd ba difm théng hang
khic. ' '



b} Ching minh ba dutng thing C;yCsy, C13Cy, C14Cyy ddng
quy. '

3.536. Trong mit phing afin cho hinh binh hanh ABCD. Tir mét
di€m M tuy ¥ trén canh AB ta dung dudng thing a cdt canh BC
tai N va tii mét diém Q tuy y trén canh AD ta dung dudng
thing b song song véi a cdt canh CD tai P. Céc duong théng
MP, NQ cua hinh thang MNPQ c4t nhau tai O. Ching minh
ring ba diém O, B, D théng hang.

3.57. Trong mat phéing afin cho tam gidc A;A;A;. Mt dudng thing
d khong di qua cdc dinh cia tam gide d6 cdt cdc dudng thing
AzAz, AsAL, AjA, lan lugt tai Py, Py, Py Ta goi B, la diém d6i
xiing ciia A, qua trung diém cla doan P,P,, B, la diém déi xing
cia A, qua trung diém ciia doan P3P, va By 1a diém ddi xing cda
A; qua trung diém cla doan P,P,. Chimg minh ring ba diém B,
By, By thing hang.

3.58. Trong mit phéng afin cho hinh thang A,A,B\B, v6i hai day
la AA, va BiB,. Qua cic dinh A; va B, ta vé cac dudng thing
song song a; va by, qua cdc dinh A, va B; ta v& cAc duong thing
song song a; va by sao cho a, va a, khong song song. Ching
minh rang ba diém A,B,nA,B;, a;na, va bynb, thing hang.

§7.

3.59. Trong P" hay tim c4ac khai niém déi ngiu cia cic khdi niém
sau day:
a) m~phing thuge k—phing (m < k)
b) Siéu phing chita m—phing
¢} Bon diém thing hang
d) Ti sd kép cta bén diém thing hang.

3.60. Tim khai niém 461 nglu cha kh4i niém hinh ba canh (tam
gidc)
a) Trong P*
b) Trong P*
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3.61. Ph4t biéu dinh i d&i ngiu cia dinh li Desargues trong P* va

3.62. Phit biéu dinh li d5i ngau cia dinh li Pappus trong P2

§.8, §.9

3.63. Xdac dinh loai cia cde dutng bac hai sau day trong mat phing
xa anh: _ :

a) 4x? + x5 + 5%} + 4x,x, - 12x,x, —6x.x_ =0
b) 2x + x% - %2 4 0% - X(Xg + 2X,x, = 0
1+ Xy T Xy onx 1X3 2Xy =
2 2 .2 -~ =
c) Xy +4x; + X3 — 4x,x, +2x,x4 - 4x,%; =0
2,2, 2
d) 5x; + X5 + X3 + 2x,x, —4x,X3 =0
2 _ 2 2
e} 2x7 — X5 + 2X3 + X;X, + B X5 — XX5 =0
3.64. Tim giao diém cha dudng bac hai:
2, .2 _ 2 . -
2x7 + Xy — X3 + 3%,Xy - X3X5 + 2X9Xy = 0
v6i cac dudng thing sau day:

a)x; — 2x, +x;, =0

i

X, = Dbdm-n
by <x, = -3m
Xq = -—2m=+n

3.65. Trong mit phing xa dub cho ddmg bae hai {8) ¢é phuong

trinh:
5] 2 2 2
2x7 + Ky - 2x5 - 6x %, + 4X,%5 =0
- Vier phuag toinb Adabng A0 e don Ve S el ede dido
sau dav

ANL,0,00 AL0. 2,00 A0 Ei1,1,10 AI2.-1,5)

S
-1
ot



b) Tim toa d9 cuc diém cla dudng thing 7x, + 4%, — 10x5 = 0 dai
v (S).

3.66. Trong mat phéng xa anh hay lap phuong trinh cac tiép tuyén
di qua di€ém M(1,-7.4) véi duting bac hai (8) ¢6 phuong trinh:

3x? - x2 - 5xZ% + 2%, + 2x,%3 —4x,%x5 = 0

3.67. Cho duong bic hai (8) ¢é phudng trinh:
4%; + x5 + 5X; + 4%,X, —12x,%X, — 6x,%x,; = 0

cho hai diém A(1,1,1), B(1,2,0). Hay viét phuong trinh dudng dai
cuc cia A va coa B 461 véi (S). Hai diém A va B ¢6 lién hop véi
nhau déi véi (S) khong?

3.68. Trong P® cho mit bac hai (8) ¢6 phuong trinh:
x2 4 x5 +x2 +x2 - 2%,%p - 2x,x, + 4%X,%; = 0
va hai didm A(1,1,0,0), B(1,1,L.1).

a) Chiing té6 diém A thugc (S) va viét phuong trinh cia mat
phéng tiép xic cha (S) tai A.

~ b) Chimg minh ring dubng théng AB 12 ti&p tuyén cia (S) va
héay viét phuong trinh téng qudt cia dudng thing AB.

3.69. Chimg té riing néu 4 dinh cGa moét hinh bén dinh toan phén
nim trén mét dudng cong bic hai (S) thi ba diém chéo cha né
tao thanh mét tam giac ty déi cue déi vdi (S).

3.70. Trong P? cho mét dudng cong bdc hai (S) v mot tam gise
ABC tu déi cyc d6i véi (8). Mot dudng théing m cét cic canh BC,
CA, AB lan lugt tai P, Q, R. Goi P, @, R’ theo thu tu la cdc
diém thudc cdc dudng thing BC, CA, AB vi lan lugt thude lién
hop v6i P, Q, R déi1 véi (S). Chimg minh ring ba duong thing
AP, BQ', CR’ déng quy.
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3.71. Chung minh ring néu mét phép thau xa tdm O bién mét sidu

mit bae hai thanh chinh né thi dé 1a phép thau xa d6i hop va

"nén cia né 12 siéu phdng 46i cuc cha O 46 v6i sidu mét bac hai
(3). ‘

3.72. Trong P® véi muc tiéu xa 4nh (A;; E} cho truée, tim giao cia
mgt sidu méat bac hai (S) véi sidu phdng R dl qua o dinh A,
Ay, A, cla muc tiéu da cho.

3 73. Trong P? v6i muyc tiéu xa 4nh cho trude, cho dudng béc hau
(8) ¢6 phuong trinh:

XXy + XoX3 + XuX, = 0

a) Chitng td cdc dinh A;, Ay, A; cha myc tidu ndm trén dudng
bédc hai (S).

b) Vit phuong trinh tiép tuyén cla (S) tai cc dinh A;, Ay, As.
¢) Tim cue diém cha céc dudng thing A Ay, AxAs, AzA,.
3.74. Trong P? cho hinh bdn canh toan phin abed ngoai tisp mét
dudmg béc hai (8) 1an lugt tai cdc diém A, B, C, D tuong ting.
GoiP=anb Q=bneL=cnd, M=dna.
Ching mioh ring :

a) Céc diém chéo cia abed lam thanh mét tam gidc ma méi
dinh 14 di€m cyc clia canh d6i dién 4481 véi (S). _

b) C4c dudmg thing AC, BD, PL, MQ déng quy.

§.10

3.75. Trong P? mét tam gidc ABC c6 hai didm A va B chay trén
hai dudng thing a, b ¢& dinh va ba canh BC, CA, AB lan luot di
qua ba diém c& dinh a, B, v. Tim tdp hop diém C. Xét trutng
hop dac biét khi a, B, v thing hang, :

3.76. Trong P? cho conic (8), hai di€m A, B thugc (S) va mét diém
P khéng thuge (8). Vé qua P mot dudng théng d thay déi cdt (S)
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tai M va N. Tim tap hop giao diém cta cac cap dudng thing AM
va BN, AN va BM.

8.77. Trong P*? cho conic (S) va mdt duding thing d khéng cé diém
chung véi (S). Trén {S) ta lay hai diém c8 dinh A, B. Goi X 1a
mét diém bién thién trén dutng thing d. Goi M va N lan lugt 1a
giao diém thy hai cia cdc dutng thing AX va BX véi (S). Tim
tap hop giao diém I cia AN va BM.

3.78. Chimg minh ring néu hai hinh bén dinh toan phén ¢6 chung
ba diém chéo thi tam dinh clia ching nim trén mot dudng cong
bée hat.

3.79. Chitng minh ring néu hai tam gidc cliing ndi tiép mét conic
thi ching ciing ngoai tiép mét conic nao dé.

3.80. Trong P’ cho hinh luc gide AjAAzA,ALA; ndi ti€p mdt conic
(8). Goi B; la giao diém coa hai tiép tuyén cia (S) tai
A; va Al xem A; = A;). Nhu vay ta duge hinh luc gidc
B B.B.B,B;Bs ngoai tiép {S). Chimg minh ring dudng thing
Pascal cda luc gide thd nhat 13 dudng d8i cyc cia diém
Brianchon cida luc gide thit hai,

3.81. Trong mit phing xa anh cho bén diédm A, B, C, D trong dé
khang e6 ba diém nao thing hang. (S) l1a mdt conic bién thién
di qua bén diém dé. Tiép tuyén cda (S) tai B va C Jan lugt cdt
AC va BD tai B' va €. Goi M la giac diém cia BB va CC
Cluing minh ring dusng thing B’C’ ludn Iudn di qua mot diém
¢d dinh va diém M chay trén mét dudng thing ¢8 dinh.

3.82. Trong miat phing xa s3nh cho tam 'giﬁc ABC va conic (S} tiép
xuc véi BC, CA, AB lan lugt tai A', B, €. Ching mivh réng cdc
giao diem T = BCAB'C, Q = CARCA’, R = AB~A'B' thang
hang.

3.83. Trong it phang xa anh cho ba diém A, B, C ndm trén conic
(8) va K la didm khong thuse (S). Cac dudng thing KA, KB, KC
lai et (S} tai A', B3, C. Goi P la mot diém bién thién trén (S)h
Cac dudng thang PA, PB, PC 1in luot edt B'C, ("A°, A'B’ tai A”,
B”, C”. Ching minh riing ba diém A”, B”, C” cing nd&m trén mat
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duding thang ¢6 dinh va dugng théng nay luon luon di qua mét
diém cb dinh.

3.84. Trong P° cho mét ui gide ABCD va mot conic (8) thay déi
nhung luén ludn tiép xuc voi cde canh AB, BC, CD, DA cia ti
gide lan lugt tai P, Q, R, S.

a) Chung minh cdc dudng thing PR va QS cing di qua mot
diém c6 dinh.

b} Tim tap hop giao diém ciia AQ va BS,

3.85. Trong P” cho mdt conic (S) di qua ba diém A,, A,, A; ctia muc
titu xa anh (A}, A,, A;El Cde duong thing AE lai cdt (S) tai
Aj(i = 1,2,3). Cdc tiép tuyédn cOa (S) tai A, Aj A} cdt cde
duting thiing A.A;, AsA,, AA; ldn lugt tai o, B, v. Chimg mmh
rdng o, f, vy thdng hang.

3.86. Cho mot conic (S) x4c dinh bdi 5 diém trong dé khong cb ba
di#m nao thing hang.

a) Hay dung ti€p tuyén cla conic tai diém A.

b) Cho d la dudng thing di qua A, Hay dung giao diém con
ial cua d vdi (S).

3.87. Trong P° cho mét conic ($) va sdu diém A. B, C, D, E, F
thudc (3). Ching minh réing ba dugng thing Pascal ctia ba hinh
luc gide ABCDEF, ADCFER, AFCBED déng quv tai mét didm.

3.88. Trong mat phang afin cho tam gide ABC 6 dinh. Mot
parabol Lign thién tiép xde vdi BC, CA, AB theo thit tu tai A’
B, C. Chimg minh rang mdi mot trong bha dudng thing B'(,
CA", A'B’ déu di qua mot diém ¢& dinh,

3.89. Trong mat, phdng afin chio hinh binh hanh ABCD ¢6 cic canh
song song vol cde dudng tiém cin cha mot hypebal cho truée va
¢6 hai dinh d8i dign A. C nim trén hvpebol. Chimg minh riing
hai dinh con lai cda hinh binh hanh thang hang véi tam O clia
hypebol.

279



3.90. Trong mat phing afin, mét tiép tuyé'n bat ki tidp xic vé1 niot
hypebol cho trude tai diém C va cat hai dudng tiém cén tai A va
B. Ching minh ring C 1a trung diém cia doan AB.

3.91. Trong mit phing afin cho mdt hypebel (S) ¢6 tdm O va hai
dudng tiém can la a va b. Goi M va N la hai diém bat ki trén
(S). Tiép tuyén ciia (S) tai M va tai N lan lugt cdt a va b tai cdc
cap didm A; B va C; D. Chitng minh AD # BC.

§11

3.92. Chung minh ring trong mat phang Oclit hai dudng phan gide
clia géc hgp thanh béi hai dudng thing a, b cimg véi a, b lam
thanh mdt chum diéu hda.

3.93. Hay dién ta cdc khdi niém sau day trong mé hinh xa 4nh cia
mit phéng Oclit:

a) Hinh chif nhat.
b) Hinh vudng
¢) Hinh tam gide cin

d} Dugng tron cung véi dubmg kinh va tam cua dudng tron
de.

e) Pudng elip cung véi tam va hai truc cia elip do. -
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