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L&i noéi dau

Co hoe két cdu la mot mon khoa hoc ban thic nghiém thudc khoi kY
thugt co sd trong cac truong dai hoc ky thudt 6 nude ta va trén thé gidt.
Muc dich ctia Co hoc két cdu 1a tiép tuc cung edp cho ban doc nhitng kién
shie tinh toan cong trink vE do ben, dé cing va do 6z dink trong Ut ngofti
gioi han dan hoi trén nen cdc moén hoc co Iy thuyét, suc ben vit liéu, ly ‘huyét
dan hoi va déo, dé gidi quyét nhing vdn d& ciig thic tién lién quan {3i cde
khau thiét ké, ché tao va phuc vy cho viéc nghién ciu cdc mén hoc chuyén

nganh ké tiép trong linh vic co khi va x@y dung.

Ngay nay sy bung né thong tin trong ky thudt v doi séng dd lam néy
sinh nhitng mau thuén gay gat giita nol dung cin truyén dat va quy thoi
gian cho phép gidng day moén hoc nay. Vi vay, mot mat, vor muc dich hoan
thién hon nita nol dung dao tao 0 bge dai hoc va sau dai hoc, déng thoi
khéc phuc nhing mau thudn néi trén, mdat khac, dé gidm bot khé khan cho
ngudi hoc, giup cac k§ su thiét ké, ché tao, cGe nh khoa hoc tré dang hogt
déng trong cdc linh vie khac nhau cia cd hoc, ching toi thay clin phdi gidl
thisu cuén Co hoc két cdu ciing cdc bon.

Cudn sach duce bién soan cong phu, chdt ché véi sy cap nhat chon loc
cac thong tin moi nhat. Gido trinh dugc bién soqn trong khuén khd phuc vi
chuong trinh gidng day hién hanh cua Truong Dai hoc Bach khoa Ha Noi
ma téc gig 1@ nguot truc tiép thuc hién cho cac hé dai hoc va sau dai hoe
thuée cdc chuyén nganh khac nhau cia co hoc. Gido trinh nay con la tai
liéu rat 6t giup cho uéc hoc tap, nghién ciu cia sink vién, ky su, cac can
bo khoa hoc tré thudc che nganh ; xdy dung céng nghiép va dan dung, xay
duyng cdng, cau diuong, thiy loi, ky thudt déng tau, ky thudt hang khong

0.

Gido trinh duoc bién sogn trong mot khuon khé duoc quy dinh sdn vE
thai lugng gidng day nén khong tham vong trinh bay duoc day do moi khia
canh vén rdt phong phti ve da dang ctia Co hoc két cdu. Mac dit rit ¢ ging
trong bién sogn nhung chéc chén khong tranh khoi thiéu sot. Chung toi rét
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mong va cdm on sy déng gop y kién trao doi cua cadc chuyén gia, cdc
thiy gigo va tdt cd cae ban st dung vé doc cubén sach nay dé cudn sich
duoe hoan chinh hon trong lan t&i ban sau.

Chiing t6i xin chan thanh cam on Nha xudt bin Khou hoc va K¥ thudt,
cde ban dbng nghiép da tan tinh giup do va khich 1é dé cudn sach duoc
hoan thanh,

Ha Noi ngay 15 thang 12 nam 2003

Tac gia
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Chuong1
i A
MO PAU
L. KHAI NIEM CHUNG VE CO HE

Co k&t ciu theo nghia rong cha td nay 13 mot khoa hoc ban thuc
nghiém nghién cdu nhing nguyén ly va nhing phuang phép tinh toan két
c&u hinh dang bat ky vé 46 bén, dd cing va d6 6n dinh. Mue dich tinh todn
két ciu vé do bén 1a nham dam bao da tin cay cdn thiét nhung khoéng gay
lang phi vat liéu khi cong trinh 1am viec lau dai ma khéng bi pha hay. Muc
dich cta viée tinh toan két cdu vé do cding la nham han ché nhiing bién
dang va chuyén vi d& dam béo ché db lam viéc binh thudng do cic quy trinh
cong nghé quy dinh cho cac thiét bi va cong trinh. Tinh todn cdng trinh vé
én dinh 1a xdc dinh kha nang duy tri hinh dang va vi tri ban ddu cta cong
trinh duci dang can bing § trang thai bign dang. Do nhing yéu céu ung
dung khac nhau trong k¥ thuat ma khoa hoc nay theo truyén théng dude
chia ra thanh nhiing moén hoc khic nhau nhu : side bén vat licu, ly thuyét
dan hai, 1y thuyét déo va ti bién, 1y thuyét on dinh, ly thuyét dao dong va
song, 1y thuyét tam va vd va cd hoc k&t cdu hé thanh. Co hoc két cdu he
thanh 13 déi tugng nghién edu chi yéu cla gigo trinh nay. Co hoc két cdu
theo nghia dd chi nghién cdu cach xac dinh céc loai noi luc va chuyén vi
phét sinh trong cdc hé thanh phic tap do nhitng tdc dung ngoai (tai trong,
sy bién thién nhiét do, chuy&n vi cudng bic ctia cac lien két, sy ché tao cac
kich thudce hinh hoc khong chinh xdc, v.v..) giy ra. Co hoc két cdu duge xay
dung trén nhitng gia thiét da duge giol thiéu rat ky trong stc bén vat liéu.

§1. TAI TRONG VA SO p6O HOA KET CAU

Viéc tinh todn cong trinh duge bat dau tif viéc xac dinh cac tac dung
ngoai tac dong lén nd. Cu thé 1a doé lan, phuong chiéu, thoi gian va dac
trung tac dung ctia ching. Tai trong tac dung lén hé duge phan ra thanh :
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Tai trong hitu ich : la tal trong ma cong trinh sinh ra dé tiép thu
ching.

Trong lugng ban than cia cong trinh.

Taj trong thién nhién nhu tai trong gid bio, tai trong dong dat. Tai
trong o6 thé 14 tai trong di dong vA tdi trong ¢6 dinh, tai trong tinh va tai
trong dong.

Tai trong tinh 13 tai trong dugc tang rit cham ti¥ khong dén mét do
16n nao dd, con gid tri, vi tri cua né duge xem la khong phu thudce thoi gian
hodc 12 ¢é thay d8i nhung rdt chim dé cd thé bo qua anh hudng cta lyc

quéin tinh trong qua trinh tinh toan.

Tai trong dong 1a tai trong ma d6 16n, vi tri va phuong chiéu cua ching
thay d8i nhanh theo thdi gian vA giy ra luc quédn tinh & médi chit diém cda
két cdu. Cac co hé duge khao sdt chi yéu trong gido trinh nay la nhing hé
phéng bdt dong va bdt bién hinh hinh hoc khi chiu tdac dung ngoai, néu
khong k& dén bién dang cia ching.

Khi tinh toin cac thi&t bi may mde hay cong trinh, ngoai viéc phai xdc
dinh da chinh xdc cdc tac dung lén ching, con cdn phai so d6 hoa ching d&
e mét so d6 tinh phan anh t6t diéu kién lam viée cia céng trinh thuc cdn
thigt k& Qua trinh nay 12 mot budc dac biét quan trong khi tinh todn coéng
trinh, bdi vi, moi phuong phdp todn hoc duge st dung di chinh xdc dén dau
chang nita ciing déu vd nghia khi ma so dé tinh khéng dung. Trong thuc t&€
ki thuat viéec chuyén tlt céng trinh thuc vé s¢ dé tinh la mét viée lam rat
phic tap va da dang ddi héi ngudi thist k& phai c6 mot trinh do t6t vE 1y
thuyét va thuc tién k§ thuat.

Cd thé tém tat cde bubc cha qua trinh so d6 hda két cdu nhu sau :

Buoc 1 : Thay cdc thanh bang truc hinh hoe cda chuing, thay cac tdm
hoac vé bing cdc mat trung binh.

Budc 2 : Thay cAc mat cét bdng cde ddc trung hinh hoe (nhu dién tich,
moémen qudn tinh ctua méat cit v.v.) va bang cac dac trung d9 cing clia mit
cat (nhu EF, EJ, v.v).

Buéc 3 : Thay cdc d6i tugng gay lién két bang cac lién két 1y tudng
(khéng ma sat).
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Bude 4 : Dua tai trong tac dung trén bé mat két cdu vé mat trung

binh hoac truc cta nd.
Trén hinh 1.1 13 mét vai minh hoa vé vide so dé hda két cdu tu cac

cong trinh thuc tuong dng. Cu thé cdc hinh a, b, ¢, d, e, g la cac cong trinh
thuc, cdn cdc hinh a,, by, ¢, d,, e, g 1a cac so d6 hda tuong ung cua

ching.
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2. KHAI NIEM VE PHAN LOAI CO HE

Sau khi da so d6 hda mot céng trinh thuc, ching ta da c6 mot su do
tinh tdc 1 da 6 mot co hé. Co hé dd cimng cd thé€ l2 mot cg cdu hoac mit
k&t cau. Co cdu cing cd thé 1a co cdu cd mot hodc nhiéu bac tu do. Két cdu
ciing ¢6 thE 12 mot he (két cdu) tinh dinh hoac siéu tinh vA cing cd thé la
hé xac dinh dong, clng cd th& 1a mot hé siéu dong.

Hé tinh dinh la hé khi chiu tai trong ma ta cd thé xdc dinh dugc noi
luc trong hé d6 chi bing cac diéu kién can bang tinh hoc.

He siéu tinh la hé khi chiu tai trong, ngudi ta khong thé xac dinh duge
néi lue trong hé néu chi ding céc diéu kién can bang tinh hoc. Dol v6i hé
nay ngoai cac diéu kién can bing tinh hoc con cdn phai su dung céc diéu
kién dong hoc va vat 1y. Viéc tinh toan hé nay dugc tign hanh trong chuong 3.

Hé xac dinh dong 1a hé khi chiu chuyén vi cudng bic ta cd thé xac
dinh dudc bign dang cia hé chi bang cac didu kien dong hoc.

Hé trén hinh 1.2a 1a mot hé xac dinh déng. Niat A chiu chuy&n vi
ngang cudng bic A, biing cac diéu kién hinh hoc ta ¢6 thé xdc dinh dugc
bién dang dai cla tiing thanh, tdc 1a xdc dinh duge vi tri cha hé ¢ trang
thai bién dang.

A A
+— I )

Br 1——— “;fc
f

Hinh 1.2.

Heé siéu dong 1a hé khi chiu chuyén vi cuing bidc, néu chi diing céac digu
kién dong hoc thi chua thé xac dinh duge bién dang cta hé ma phai b8 sung
cac didu kién can bang tinh hoc. Hé trén hinh 1.2b va 1.3ab la nhing hé
siéu dong, vi ring, khi hé chiu chuyén vi cudng bic A thi cdac cdu kién bi
uén cong va khong thé xdc dinh duge duding cong dan héi cia khung néu
chi diing cdc diéu kién dong hoc. Viée tinh toan cdc hé sidu dong sé dudc
gidi quyét trong chuong 5.
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K&t ciu la mdt co hé gém nhiéu cdu kién (cac thanh thing hodc cac
thanh cong) duge ndi lai véi nhau theo mét cach nao dé, sao cho hé thu
duge 1a mot hé bdt dong va bt bién hinh hinh hoc. Nghia 1a, khi xem cac
c&u kién 13 céng tuyét d6i thi chuyén vi tuong déi giita ching véi nhau va
vai cac lisn két tua 13 khong thé ton tai. N&u cac ciu kién d6 cta hé cé thé
chuyén vi tuong déi d6i v6i nhau va d6i voi cde lien két tua thi hé dd6 1a hé
bi¢n hinh hinh hoc. Néi khac di, n&u goi W 1a bac tu do cia mét co hé thi
ndu W > 0 ta goi cg hé dé 1a mdt co clu (hé bién hinh hinh hoc), W < 0
ta goi co hé d6 12 mdt két clu tinh dinh (W = 0) hoze siéu tinh (W < 0).
Tay thude vao dac difm lién két gida cic cdu kién véi nhau va tai trong tac
dung 1én ching ma két cdu dugc chia ra thanh : '

Dan 12 m6t co hé bAt bién hinh hinh hoc gém nhidu khau (cdu kién)
duge noi dong voi nhau bang cdc khdp va tai trong chi tac dung lén ecde nit
cia ching.

Khung 12 mot co hé bét bién hinh hinh hoe gém nhiéu cdu kién thang
va cong duge néi cing (ndi tinh) véi nhau va tai trong tic dung lén khung
1a bat ky. TS hop dan va khung ta cd két cdu hén hap.

§3. KHAI NIEM VE CAU TAO HE BAT BIEN HINH HINH HOC

Nhit da 5, ba doan thing chi dyng duge duy nhat mot tam gige. Do dd,
mot hé gém ba thanh ndi khép vai nhau 14 hé bat bién hinh hinh hge va
dudc goi 1a mdt miéng cling cd W = 0 (hinh 1.4a). Mot t gidc khdp (hinh
1.4b) 12 mot hé bién hinh hinh hoc (co cdu bén khau ban 16 phing W = 1).

Nhu vay, mot hé duge goi 1a bat bién hinh hinh hoc néu hinh dang hinh
hoc ctia nd khéng bi thay déi dudi cac tac dung ngoai, khi xem céc cdu kién
cia hé 1a rdn tuyét doi
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Hinh 1.4,

Trén hinh 1.5 1a mot s§ phuong 4n cd tinh nguyén tic dinh hudng cich
cdu tao hé bdt bign hinh hinh hoc.

Néu hai khéi I va II néi khdp véi nhau tai A, lai duge néi véi khau BC
thi duong tam BC khong duge di qua A (hinh 1.5a). Khi néi nit A (hinh
1.5b} vdi moét khéi bang hai thanh AB va AC, mudn c6 mot hé bat bién hinh
thi cac di€ém A, B, C khaéng duge thang hang. Cap thanh BAC dugc goi la
mot bo déi, nghia 12 hé hai thanh AB va AC khéng dugc thing hang.

Néu hai khi6i 1 va 2 (hinh 1.5d) duge néi vdi nhau bang ba thanh thi
dudng tdm cia ching khéng ditge giao nhau & 1 diém.

A
»

¢)

d

Hinh 1.5

Trén hinh 1.5¢ 1a mot dan bét bién hinh duge cdu tao tit ly luan b doi
va miéng cing. Hé 1 bac tu do 1-2 c6 khép E duge ndi véi nit A bing ba
thanh nhu hinh 1.5e 1a hé bat bién hinh hinh hoc.
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s4. HE BIEN HINH TUC THOI

Heé bién hinh tic thdi 1a hé khi chiu tac dung ngoai, hé bi thay ddi vo
cing nhé vé hinh déng hinh hoc va ngay sau d6 hé trd thanh bat bign hinh
mac di trong qua trinh &y céac cau kién. cia hé duoc xem la ran tuyét doi
(hinh 1.6a). D6i v6i nhitng hé bién hinh tifc thoi thi dusi tac dung cua ngoai
lyc ching khong cé trang thai can bang. Vi thé, cdc phuang trinh can bang
tinh khong duge théa man. Do dd, cdc yéu t6 luc trong hé bién hinh tic thoi
dude xdc dinh bang cée phuong trinh tinh cho gia tri hoac 1a v6 cung ldn
hoac 1a khong xac dinh (hinh 1.6cd).

Trén hinh 1.6a 1a hé bisn hinh tic thoi (a;) va hé bit bién hinh sau khi

thyc hién modt chuyén vi vO clng bé (a,).

Trén hinh 1.6b 13 hé bt bién hinh khi cdu tao lai hé trén hinh 1.6a dé
khdp B khong cd tigp tuyén chung nhu khép B trén hinh 1.6a.

N U Tep tuyn chung )

H8 hién hinh Fut 1Horay

A Khop B khdng co
HE b bigh hifh 2,

H8p tuyén chung

Hinh 1.6
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Nhu da ndi & trén vé tinh chdt bt thudng cla cdc phan luc litn két
trong cdc hé bién hinh tdc thai, ta sé ]am ré diéu nay qua cdc vi du sau
day

Vi du 1 : Xdc dinh phan lyc R trén hinh 1.6¢ véi thanh g&i 1 cd
phuong bit ky?

Zmg(F) = 0= B = Prid
Néu d — O (thanh 1 qua diém O) thi R| - . Néud =0 var— 0 thi
R, = 0/0 nghia 1a R, khong xac dinh.
Vi du 2 : Xdc dinh phan lyc R (hinh 1.6d) theo vi tri cia thanh géi
don B ?
Zmy(F) =0=R =Psh
Khih -0 thi R~
Khi h # 0 thi R # o

Cac k&t qua trén cho th&y hé bién hinh tic thdi va cdc hé gin vdi nd
la rdt nguy hiém, cdn phai dac biét quan tam trong céng tic thiét k&

s5. LIEN KET VA BAC SIEU TINH
1. Lién két va phdn lwc lién két

Lién két 1a nhiing diéu kién hinh hoc hay déng hoc rang budc chuyén vi
tu do cia vat khio sit.

Trong tdp hop cac vat rin (khau, cdu kién) néu ta quan tam tdi vat
ndo thi vat &y goi la vat khao sat. Cdc vat néi voi vat khao sat lam
can trd chuyén vi cia vat khao sat goi la vat gay lién ket Tac dung
tuong hé giita vat khdo sat va vat gdy lién két goi 1a lye lién két. Luc
ma vat gay lién k&t dat vao vat khao sat goi 1a phan lye lien k&t Nhu
vay, phan lyc lien két chi xay ra & ving ti€p xic gida vat khdo sit va
vat gay lien két. Phan luc lién k&t cung phucng, trai chiéu voi chiéu
chuyén vi bi can trd. Cudng dé clia phan lyc lién két phu thudc vao luc
tdc dung lén vat khao sat. Trong bang 1.1 dudi day 1a mdt sd lién két
thuong gap trong ky thuat ma ta da Jam quen trong sic bén vat lidu.
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Bidng 1.1
rTén goi clia ‘ Gadi tda Gai tya
| lien két \ di dong 5 di

Cac ky hi¢u

.

Ngam cung

S6 lugng
phan lyc

2. Lién két thira
Ta hay xét mot hé bat bién hinh—mot khung tinh dinh—chiu luc cin
bang nhu trén hinh 1.7a.

Khi bd sung vao A mot lién k&t chéng xoay va vao B mot lién két
chéng chuyén vi thing ngang thi khung 1.7a c6 dang hinh 1.7b. Nhitng lién
k&t dugc bé sung vao mdc di lam tang d6 cing cua hé, nhung v& phuong
dién hinh hoc va tinh hoc thi ching la "thita” bdi vi cd ching hay khéng co
ching thi hé van cin bang va bit bién hinh. Nguce lai, néu ta loai di mot
lidn k&t bat ky trong khung (hinh 1.72) thi khung trd thanh hé bién hinh
hinh hoc (mot co cau). Do d6, tdt ca cac lién k&t dat vao khung (hinh 1.7a)

la cdn thist dé dam bao cho hé can bing va bdt bién hinh hinh hge.

Néu ta thém vao khung (hinh 1.7a) mot thanh ngang EG va han cing
vao cdc thanh ding thi d§ cing cua khung tang, nhung vé phuong dién dam
bdo tinh bat bién hinh hoc thi thanh nay la "thia" (cing nhu nhitng lién két
thita ngoai). Cac ndi luc trong thanh "thita" nay (hinh 1.7d) khéng thé duge
xdc dinh chi ti cdc diéu kién can bang. Sy cd mat cia lien k&t "thanh thua"
EG trong khung (hinh 1.7c) da tao ra ba dn s6 thita tuong tng. D6I voi
khung phing (hinh 1.7¢) 4€ 6 thé xac dinh duge ndi luc trén tdt ca cdc mat
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cdt ctia khung thi trude hét can phai xdc dinh phan lyc § céde lién két "can
thiét" A B va ba phén lue thita (tde 14 cdc noi luc trén cac mat cit ngang
ctia lién két "thira” ndéi GE) hoac CD hinh 1.8b. Nghia 1a, méi chu vi kin
CDGE c6 ba phan luc "thita". S6 lién két "thita" xdc dinh bac siéu tinh cia
két cdu. Néu méi chu vi kin o6 mot khép thi s6 bac siéu tinh cha chu vi nay
bang 2. Khép nay goi la khop don. M&i khap don lam triét tiéu mot &n s8 la
moémen. Néu ¢é s thanh ndi v6i nhau bdng mot khop thi khép nay tuong
duong véi s—1 khop don (hinh 1.8).

NG

‘;a ?::u

s

i .
)
ath

w1
&

o
&

P B
A /A R &
E £ ‘j K G
|€ “N— | —"“_._%__
S N T Y
A c) d)
Hinh 1.7

3. Bdc siéu ftinh

Dé xdc dinh bac siéu tinh n cia két cdu, ta cd thé duang cac edng thic

don gidn sau day :

n = s6 phan luc lién k&t ngoai va néi cAn xdc dinh trt s6 phuong
trinh cAn bing cdn thiét.

Vi du d6i v6i hé trén hinh 1.7¢ : n = (3 + 3) -3 = 3.

Ngoai ra cd thé tinh bac siéu tinh cta hé nhu sau :
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1) Tinh s6 lién két don "thua’ ngoai (s6 thanh g6i don "thira" ndi
k&t ciu véi nén) : T
9) Tinh s6 chu vi kin : K
3) Tinh s6 khop don trong khung = D
Dai voi hé phang :

n=3+T-D (1)
Vi du, hé trén hinh 1.7c ¢d :

D&i véi he khong gian méi chu vi kin cd sdu bac siéu tinh. Boi vi, moi

A2
—
9 C b éﬁ [ ¥1 2
p I ‘}{’{J
—pe -1
£ & £ G

X
) b it
L, LN P

&

—~

Hinh 1.8
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mat cdt cd sdu dn s6 la sau thanh phian ndi luc gédm 2 mdémen udn, 1
momen xodn, 2 luc cit va 1 Iuc doc. Do dd, bae siéu tinh ctia hé khong gian
duge tinh nhu sau

n=6K+ T~-D (2)

TU cdc phan tich trén ta thdy lién két "thira" cing cd thé li nhitng lién
k&t ngoai hoac nhiing lién két ndi. Ta goi nhing hé cd nhitng lién két ngoal
"thita" 14 nhimg hé siéu tinh ngoai va goi hé ¢d lién két "thua” ndi la nhing
hé siéu tinh néi (hinh 1.8a,c). Can phai hifu ring thuat ngu "lién két thia"
chi ¢ tinh chat quy udc. Bdi vi, chi d€ dam bao cho hé bdt bién hinh hinh
hoc thi ching la "thita®, nhung sy ¢6 mit cda ching sé tao che hé lam viée

tét hon rat nhidu so v6i hé tinh dinh cung loai
4. Diac diém lam viéc cua hé siéu tinh
T4t cA cdc hé siéu tinh ma khung chi la trudng hgp riéng déu cd nhiing
thuéc tinh chung sau day :
1) N&i luc trong hé siéu tinh phu thudc vao guan hé d6 cing cua
cac cdu kién.
2) Cac lién két thita duce cdu tao thich hgp sé tao ra su phan bd
ndi luc hop ly trong cdc céu kién két clu.

3) Chuyén vi gay ra do tai trong ngoai ¢ trong hé siéu tirh nho
hon so véi trong hé tinh dinh tuong dng, bdi vi cac lién két thia
lam ting d6 cing cta hé.

£ _
QJE ) “Hxﬂ_rff’:& C)ﬁ_ ““‘“—hm_hﬁ_q%: RE
v o
b)él]_“%i__,ff”’_—% w_&/P%_x_g_x 3
\ 2 s \ﬁ:‘:i_
e) P

A 8 ¢

17

e —

Hinh 1.9
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4) Duéi tac dung cla su thay d8i nhiét d6 cta moi trudng xung
quanh hoac do sy nung néng cac cdu kién ciia két cdu, cing nhu
sy cd mat cac chuyén vi cudng bdc do 14p rap hoac ché tao
khéng chinh xac v.v. trong cac hé siéu tinh sé xudt hién cac ndi
lyc. Diéu nay khong xay ra trong cac hé tinh dinh. Trén hinh
1.9a,c 1a cac hé tinh dinh, con trén cac hinh 1.9b,d 1a cac hé siéu
tinh tuong dng. Trén hinh 1.9e md ta chuyén vi cutng bic do
ché& tao khéng chinh xdc & mdi néi B.

5) Khi cac lién két "thira” vi mét 1y do nao d¢ bi loai bé thi két céu
vin khong thé bi phd huy, bdi vi khi d6 két céu vdn l1a hé bat
bign hinh.

23



Chuong 2

CAC NGUYEN LY, CAC DINH LY VA CAC
PHUONG PHAP CO BAN TRONG CO HOC KET CAU

Trong chuong nay ta sé nghién ciju trudc mét s& ndi dung co ban dé
phuc vu cho cde chuong ti&p theo.

I. NGUYEN LY BIEN PHAN

§1. BIEN PHAN VA PHIEM HAM

Ta hay xét hai dutng cong y(x) va y,{x) cing di qua hai dim A va B
trong mat phing xOy (hinh 2 la). Higu gita y(x} va y;(x) 12 v6 cung bé ducc
goi 1a bién phan (chinh xdc 1a bién phan lcai 1) va ky hiéu 1a 5,. Bién phan
8, biéu thi sy thay d6i vo cung bé cia ham tai mot gia tri bién x c6 dinh.

Khi ky hiéu d¢ dai ctia duding cong y(x) la L thi duding cong y,(x) sé ¢
chigdu dai khac. Vi vay, ndi chung cd th€ ndi rang :-

L = L[y(x)j] (2.1)
hay la

I1

1l

[y @] 2.2)

Dai lugng bién déi I duge goi 12 phidm ham. NG la ham ciua ham y(x)
va ding vai m6i ham yi(x) ta ¢ I1 12 mét s xdc dinh. Vé sau chang ta hidu
IT la mot dai lvong nang lugng nac d6 (mdt tich phan xac dinh) va dude goi
1 thé nang toan phdn. Th& nang nay cd thé duge bidu dién qua chuyén vi
hodc ting su#t. Ching 14 nhitng ham cta 1, 2 hoac 3 bién tuy thudec vao
dang bai todan. Viéc tim nghiém cta céc bai todn vé sau ta sé thay, lién quan
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Hinh 2.1

dén viée tim cuc tiéu {chinh x&c hon la gié tri binh &n) cua mot phi€m ham
nao d¢. Bai todn clia phép tinh bién phan chinh 1a & dd. Chinh vi vy ma
nhitng phuong phap giai cac bai toan trong co hoc cd diung dén phép tinh
bién phan dugc goi 1a phuong phép bién phan.

52. NGUYEN LY BAO TOAN NANG LUQNG CU HOC

N&u mot kst cdu chiu tac dung cia ngoai ldc thi né bi bién dang.

Gia st dim AB (hinh 2.1b) chiu mét luc dat tinh (tang dén tu O dén
P). Do vong cua dam & diém dat luc 1a w. Trong qua trinh bién dang P

thuc hién mot cong -
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Duéi tidc dung cta ngoai luc, vat thé dan héi bi bién dang va trong long
né 6 xudt hién cdc thanh phén ndi lyc. Cong do cac ndi hic nay dude ky
hiéu 1a A;. Khi xem lyc la bao toan, nghia 14 sau khi bd tai thi két cdu hoan
todn trd vé trang thai va vi tri ban ddu, thi cong cing nhu bién dang la thuan
nghich (khong ¢6 sy mét mat ndo vé nang lugng xay ra). Nang lugng ma
k6t cdu tich luy duge trong qua trinh bi bién dang d€ dua k&t clu ti trang
thai bién dang vé trang thai hoan toan ban ddu goi 1a thé nang Thé nang
nay phu thuge vao vi tri ctia cdc chdt di€m, nghia 1a phu thude vao bién
dang. Th& nang chia cdc ndi lue dude goi 1a thé nang bién dang va dugc ky
hiéu 12 U. NG bing cong cla ndi lue voi ddu nguoc lai :

U = -A (2.4)
Theo dinh luat bao toan nang lugng ta cd :
A, =-A (2.5}
hay
AL+ A =0 (2.6}

Day chinh 14 ngi dung cia nguyén ly bdo toan nang lugng co hoc.

§3. NANG LUONG BIEN DANG VA NANG LUQNG BU

Ching ta hay tudng tuong mét thanh chiu kéo boi luc P (hinh 2.1¢),
duge tang dan t O d&n P, (hinh 2.2a), d6 dan dai khi ay la A Mot
cich téng quat bién dang d6 trong mién dan héi la phi tuyén. Cong ma
lge P sinh ra la :

A

A= j PdA (2.7)
Q

Tich phan nay tuong ing véi dién tich Oac trén hinh 2.2a, Céng nay
dude luu tri lai trong thanh dudi dang th& nang bién dang :

A=1U (2.8)
Tuong ty ta cé ning lugng riéng (hinh 2.2b) :
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u=[ ode (2.9)
0

Do dd, nang lugng toan phén la :
U = [ uav (2.10)
v

b)
] b _{{* s
dﬁ“L
| ¥
5:;{ J/U

- &y
¢)
G b
3 b - 3
U)ﬁ
u
c -
g &4 €
Hinh 2.2

Trong trudng hop bién dang la tuyén tinh (hinh 2.2¢) :
618
v= g

(2.11)

Bay gi ching ta khao sdt phan dién tich Oab (hinh 2.2a). Dién tich
nay dugc goi 1a cong bi va ky hiéu la A’ vA duge xdc dinh béi tich phan :
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Py

At = J' AdP (2.12)
Q

Ching ta goi do 16n clia cong bii A’ 12 nang lugng b va ky hiéu 1a U™
Cu thé 1a :
U = A (2.13)
Vi rang :
A+ A" = P.A ' (2.14)

Nang lugng bi riéng va nang lugng bu toin phan tuong dng cd bi€u
thie :

|
u* =j cde (2.15)
LI}
va
U = j u'dv (2.16)
WV

Trudng hgp cdc quan hé P = P(A) vA 6 = o(g) 1A tuyén tinh thi :

A= A" U=U"; u=u (217

1. NGUYEN LY CONG KHA DI CUA LAGRANGE

§1. NGUYEN LY CONG KHA Di pG1 vGi MOT CHAT DIEM

Gid st cd mot chat difm tu
do m chiu tdc dung ctua médt hé luc 7S
can bang (hinh 2.3).

Chiing ta ky hiéu &, 14 chuyén
vi kha di cda chédt diém m khoéng
do cac lyc F, nay ma do mét
nguyén nhin nao dd giy ra, con do
lén cang nhu phlfdng chiéu cua cac
Iuc duge xem 1a khong ddi.

Khi d6, cong kha di cta lue Fy
duge tinh :

Hinh 2.3.
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e day, F,, 12 hinh chiu ctia F; lén phuong dr. Vi vay, ¢éng nguyén to

cia tit cA cac luc cd dang :

SA =Fdr+ Fp8r + ... + F dr = (

1

F ) Sr (2.19)

ir

Ftvgs

=

Vi chdt di€m ¢ trang théi can bang cho nén » F, = 0. Do d¢ :
i=1

JA =0 (2.20)

Nguyén ly cong kha di (nguyén ly Larange) dugc phat biéu nhu sau :
"Néu mot chdt diém ¢ trang thai can bdng thi téng cong cta cdc liuc trén
cde chuyén vi khd di bang khéng"

Nhan tién, ta cing cd thé ching minh didu kién can bang cia hé luc
nhu sau : Vi or 1a chuyén vi kha di tuy ¥ nén dr = 0, do vay tit (2.19) ta

n
rfltra:ZFir=0.
i=1
Day la diéu kién cén bang cia hé luc F, dat vao diém m.

§2. NGUYEN LY CONG KHA Di CUA LAGRANGE DOl vOI HE
THANH DAN HOI

1. Céng khd di cua ngoai luc

Bai vi, cong kha di 1A cong sinh ra bdi cde lue trén nhitng chuyén vi va
bién dang kha di do mét nguyén nhan bdt ky nac do khéng phai do edc luc
niay giy ra, cho nén dé€ tinh cting kha di d&i vdi hé thanh dan héi ta can tao
ra trang thai "k" va trang thai "m" va duge hifu nhu sau :

- Trang thai "k" 14 trang thai chiu cac luc Py
- Trang thai "'m" 1a trang thdi chju ciac nguyén nhin "m". Cac nguyén
nhan nay cd thé la tai trong, sy bién thién nhiét 46 va cd thé 1a cdc chuyén
vi cudng bidc cha cdc lién két v.v,

Gia st dudi tdc dung cia ngoai lue (hinh 2.4a) ddm bi bién dang va
ndm ¢ trang thdi can bing. '

29



MK +dM,K

NK f'dNK

MZK *dMZK
Qi +d @

Hinh 2.4

30



Ta tach ti ddm bi bién dang mét phan t6 cd chiéu dai dz, trén cac mat
ct ngang cha né cd cAc thanh phin noi luc nhu hinh 2.4b. Bay git ching ta
truyén cho ddm & trang thai bién dang mot chuyén vi kha di (duting nét it
trén hinh 2.4¢) khi khéng pha hiy cdc lién két ndi va ngoai cia dam. Ngoai
luc va ndi lute tdc dung lén phan t6 khao sat khi chiu cac chuyén vi kha di
déu cd tri s6 va phuong chiéu khéng d8i. Cing cd thé tao ra cac chuyén vi
kha di bing cdch khic nhu trén hinh 2.4d. O day cac chuyén vi kha di duge
thita nhan 1a cdc chuyén vi tit trang thdi bién dang vé trang thai khéng bién
dang (trang thdi ban ddu). V&i tu cach clia cdc chuyén vi kha di ta cd thé
18y cac chuyén vi duge sinh ra bdi tic dung cla trong tai, nhiét do, do lin
g6i tua bat ky. Vi du iy cdc chuyén vi do cic giad tri cubi cing eia luc tac
dung lam chuyén vi kha di A, Khi d6 cong kha di cia cdc ngoai lyc Py, &
trang thai thyc "m" (hinh 2.4a) trén cac chuyén vi A; 12 :

AA

me = P1Ap + My, + Poay + (2.21)

Khéc véi cong thuc trong cong thic (2.3), & day khong ¢d thia s 1/2 vi
luc sinh cong trong quéd trinh thuc hién cac chuyén vi kha di la bat bién vé
d6 1én va phuong. Hoan toan tuong tu, néu goi A, 1a cde chuyén vi & trang
thai "m" do cac nguyén nhain "m" gay ra tudng dng véi céc luc Py & trang
thai "k", ta c6 thé mé réng dinh nghia céng kha di nhu sau :

SA = 2Pubm (2.21a)

Nghia 1a cong kha di cia cdc ngoai luc & trang thai "k’ trén nhing
chuyén vi kha di & trang thai "m" béng tdng cac tich gilia cac ngoai luc tac
dung & trang thai "k" v6i nhiing chuyén vi tuong dng & trang thai "m".

2. Céng khd di cia ndi luc

Coéng cia ndi lye cé theé duge xac dinh qua cac thanh phan néi lvc, ing
sudt va bign dang. D&i vdi ddm (hinh 24a), ta cd thé 14y chuyén vi do mot
hé ldc mdi bat ky Py nao dé giy ra lam chuyén vi kha di. Gia su dudi téc
dung ctia hé ngoai hic mdi nay, trén cdc mat cit cia phan t6 (hinh 2.4e} cd
cdc thanh phan noi luc 1a - My, Q, M, va N.. Khi dd, vi du bién dang gdc
M, dz

EJ
di d6i voi M, v.v... Tuong ty nhu vay, ta cd thé viét cong kha di cta cic

ndi lue nhu sau :

do M, gay ra la : . Bign dang nay c6 thé xem nhu mot chuyén vi kha
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(2.22)

+
N
o,
=1
v
+
!
e —
o)
[

D5 thdy rang cong thic cla cac ndi lue M, Q, M, N dugc viét nhu cong
thite (2.22) nhung cé thia s8 1/2. Ca thé la ;

M?dz dez
A= EJ; 25 2 II? 2GF ©
j j

Ndz Midz
+ 2 J iy T2 ) 56d (223)
]

Cac tich phan trong (2.22) va (2.23) 1a nhing tich phan xdc dinh dugce
1y trén tdt ca cAc doan I cia hé.

Bay gi¢ ta x4c dinh cong kba di khi hé chiu su bi&n thién cta nhiét do.
Ta goi ty, Y2 tyy la su thay d&i nhiét do & thd trén va thd dudi cla thanh.

Gia s ring quy luat bién thién cua nhiét dé theo chiéu cao mat cat 1a
Juat bac nhét thi biu d6 bién thién nhiét do ¢ dang nhu trén hinh 2.5a.

Tit hinh 2.5a, ta xac dinh dugc d¢ bién thién nhidt d6 & truc thanh

atyy, + bty
t’cm = h
Néua =b = h/2 ; ta

tim T tom 3) ‘9 dz |' Y &kEym dz

tC[Il = 2

Um 1
Dé lap cac céng thic ta tem T ;];
gia thiét t, > 0 va ty > by j
L

mat cat 1-1 ¢ dédu trai cua A

phan td 1a c6 dinh. Goi a 12 = ? | 3|3
ame

Hinh 2.5

hé 6 din nd vi nhiét cia vat

liéu ta cd : thé trén cua
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phan t6 sé dan dai bang aty dz, truc phan t6 sé dan dai la atdz va tho
dudi phan t& sé dan dai la aty dz (hinh 2.5b). Nhu vdy phan té ¢d hai thanh
phin bién dang vi nhiét nhu sau :
D& dan dai doc truc 6z de nhiét dd t., gly ra :
dz = £, dz = at.dz (b)
Gde xoay tuong d6i gitta hai mat cat 1-1 va 2-2 1a dyp -

atydz — a t1ndz o

Sp = B,dz = - =3 (th— tlm) dz (o)

Vay cong kha di A, cla cidc ndi luc & trang thai "k" trén nhitng bién
dang kha di tuong dng ¢ trang thai "m” do su bién thién nhiét 4o gay ra
bang : '

6Ai[=ZIMk-%<t2m—tlm)dz+2J‘Nk.atcmdz (2.24)
.

L

Trong truong hop hé dan héi 12 mét hé chiu lyc phic tap nhu trén hinh
2.4 thi ngoai cong kha di cla cdc ngoai Iyc con phai k& dén cong kha di cua
cée noi lye trén nhitng bién dang kha di tuong udng. Nam 1833, 5. D.
Poisson da phdt bi€u nguyén ly cong kha di cia Lagrange d6i vdi hé dan hoi
nhu sau :

Néu mot co hé bién dang dan hdi c6 lgp can béng dudi téc dung cia
cGc luc thi téng cong khd di SA, cla cdc ngoai lic trén cdc chuyén vi khd di
tuong ting va cong khd di cia cdc ndi luc OA; trén bién dang khd di tuong
ung phdi bling khéng.

Cu thé la :

SA, + SA, = O hay A, = —OA (2.25)

§3. TINH CHUYEN VI CUA HE DAN HOI TUYEN TINH BANG
CONG THUC MAXWELL-MORH

Trong muc niy ta sé dp dung nguyén ly cong kha di vao viéc xay dung
mot cong thic tdng quat nhdt d€ tinh nhing chuyén vi bat ky ctia cdc hé
dan héi bat ky dang hé thanh. Gia s¥ cd mdt hé dan héi bdt ky & trang thai
"m" chiv déng thdi cdc tdc dung ngoai cho trudc nhu : tai trong P, : céc
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chuyén vi cuing buc &, tai lién két "i" ; sy thay déi nhiét do t,., t, (hinh
2.6a).

P Budng dan hér .,
Z ﬂi&i}:&;ﬁ HZM tm l}% /*7/ km
a A S e Sl

fzrn) tvm
Irang thai “m" a)
Pk
A i
Trang thar %" | R ik b)
Hinh 2.6

Yéu cau tinh chuyén vi A, bit ky tai mat c4t k bat ky ?

Vi duy, tinh chuyén vi thdng ding tai k? D& cd cong kha di ta cén
taoc ra mét trang thdi kha di "k” suy ra tir trang thai thuc "m", trén dg¢
hé chi chiu mét lge P, dat tai k theo phuong can tinh chuyén vi (hinh
2.6b). Theo céng thic (2.25) vé cong kha di cua néi lue va ngoai hue
trang thai "k" trén cac chuy€n vi va bién dang ¢ trang thdi "m", ta o
thé viét

n M. M NN
k**'m k*'m
Pebdym + 2 Ry & = ] _[ EJ dz + 21 J. g dz +
i=1 =l =
‘kaQm MI.]TIMZI(
i oy dz + ) Gi - dz + (2.26)

Khi ky higu
— Mk — Nk _ Qk -— Mkz - Rik
Mk = P : Nk P 3 Qk _P_- H Mkz - _P-k_ 3 R[k = P_k H



(ching 1a nhing noi lue va phan e do lyc Py = 1 gay ra & trang thai
"k", ta cd cong thdc tinh chuyén vi cia hé dan hdi tuyén tinh trong
trung hop téng quat nhu sau :

n M, M N N
— k" m kK 'm
Ag = -3 Rybm+ 2 [ gy d2 f—gr dz +
i i=1 i 1 l
?E_Qka szMzm
> [ o5 de 2 | oy dz (227
=1 Ij ji=1 Ii P

Cong thuc (2.27) chi dung v6i cdc hé thanh thing va thanh cong cd do
cong bé, trong dd :

a. Lyc P, = 1 duge chon chiéu tay ¥, con phuong thi phu thude vao
phuong chuyén vi cén tim. N&u két qua tinh ra Ay, > 0 thi
chiéu chuyén vi cdn tinh la chiéu cva lyc P, = 1 da chon. Néu
Ay < O thi chiéu chuyén vi cin tinh 13 chiéu ngugc voi chidu
P, = 1 d& chon.

b. Diu t8ng trong s6 hang thd nhat & v& phai duge 14y theo " (80
lin két cd chuyén vi cudng bic i = ﬁ), _I-iik la pban luc & lién
két "" do P, = 1 gy ra O trang thai "k". &, & chuyén vi cufng
buc & lien két "i" cha trang thai "m” do cac nguyén nhan & trang

thai "m" gay ra. Khi ﬁik ciing chidu v6i &, thi ﬁik.é- > 0.

1

¢. Cac tich phan trong (2.27) la nhitng tich phan xdc dinh trong

doan thanh thi j ¢d chiéu dai ;, trén d6é ham dudi dédu tich phan

la lién tuc. Ddu tong (z j ) duge ap dung cho tét ca cac
=1 ;

doan thanh cta heé. Cic dai lugng M, N, Qus My My, Now Qry

M,, 14n lugt la cac bigu thde cta noéi lyc trong doan [; & trang

thai "k" va trang thai "m".
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IIL. CAC PINH LY TUONG HO TRONG HE DAN HOI

§1. DINH LY TUONG HO VE CONG KHA Di CUA NGOAI LUC

Ta hay khio sat moét hé dan héi tuyén tinh & trang thai "k" va trang
thai "m", chiu cdc ngoai luc tuong dng P;, va P, Theo coéng thic (2.25)
va (2.21a), (2.22) ta cd thé viét :

Cong kha di cia cidc ngoai luc P & trang thai "k" trén nhitng chuyén
vi kha di ¢ trang thai "m" nhu sau :
M, M, N

i=1 i ]j ]

Q@ M, My
+ 3G 3
i J

dz (1

Mat khdc, cong kha di cia cdc ngoai luc P, d trang thdi "m" trén
nhitng chuyén vi khd di tugng ting & trang thai "k" bing :

MM NN
SPudy =2 57 de+ 2 [ Fpde+
I=1 i iy
Qka Mszzm
+JZ,I_3’GF dz+121j_7GJp dz (2)
] L

T (1) va (2) ta mit ra :

2 Pybym = 2 Pipiny (2.28)
=1 I=1

Cong thic nay do E. Betti dé xudt nam 1872 va duge phat bigu dudi
dang mot dinh ly sau day :

Dinh § : D6t véi hé dan hoi tuyén tinh, cong khé di ciia cdc ngoai lie
6 trang thai "R" trén nhitng chuyén vi khd di tuong ung ¢ trang thdai "m’
bing cong khd di ciia cde ngogi luc ¢ trang thdi "m" trén nhitng chuyén ui

khd di tuong tng d trang thdai "k".



§2. DINH LY -TUONG HO VE CAC CHUYEN VI DON VI

Gid sd ¢d mot hé dan hoi tuyén tinh & hai trang thai "m" va "k" nhu
hinh 2.7. O méi trang thdi hé chi chiu mét luc tap trung suy réng tuodng
ing la P va P,.

Theo dinh ly Betti ta co thé viét :

Py Bym = Py A ﬁn
Axm F
hay wm » N _
L~ ="
AP = APy (a) ———
a)
Ty s6 AP = S 12 chuyén
vi tuong dng vdi vi tri va phuong Amk lp"‘ P
cia lyc P do luec P, = 1 giy ra. ky&xhj\ o lé
e I
Twong tu nhu vay ta cd b)
Amk . - .
Sym = P la chuyén vi tuong
k Hinh 2.7
ung voi vi tri vA phuang ¢ta luc
P, do luc P, = 1 gay ra.
Tit (a) mit ra ;
Sk = Skm (2.29)

Két qua nay do J. Maxwell dé xudt nam 1834 cho thdy n&u ¢ méi trang
thai chi chiu mét luc bing don vi thi cde chuyén vi theo phuong ciia hic nay
do luc kia gay ra s& bang nhau.

Dink I : Dol voi hé dan hdi tuyén tinh, chuyén vi don vi tuong ung vdi
vi tri va phuong cia luc P, do luc P, gay ra tuong hé bang chuyén vi don
vi tiuong ung vdi vi tri va phuong cta e Py do luc P gdy ra.

§3. DINH LY TUONG HO VE CAC PHAN LUC DON VI

Ching ta hay xét mot hé dan héi tuyén tinh & hai trang thai "m" va "k"
chiu cdc chuyén vi cudng bdc ¢ cdc lién két m va k (hinh 2.8).

Thee dinh ly vé cong tuong hé clia ngoai lue (2.28) ta ed
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RmkAm = MkmAk
hay
Rmkj Al( = Mkm'fl Am (b)
Rk
Ty sb A" .y 12 phan huc "don vi" tai lién két m do chuyén vi cudng
bic bang don vi tai
litn két k gay ra. Myxm

-

Tuong tu ty sé
" = =X

- ——E%‘{’}: "m"
m

Tmﬂ’_ =1, 14 phan luc a)
"don vi" tai lién két k Ak L -
do chuyén vi cuding buc K — — :: &
bing don vi tai lién két Nl
m gay ra. Rmk

Theo (b} ta co : &)

ro = T 2.30

mk km (2:30) Hinh 2.8

K&t qua (2.30) do
L. Rayleigh d& xudt nam 1875 va dugc phat bi€u nhu sau :

Pinh Iy : D6i véi hé dan hoi tuyén tinh phdn luc "don vi® tai lién két m
do chuyén vi cudng buc tgi lién két k gay ra tuong hé bdng phdn luc don vi
tai lien két k do chuyén vi cuong buc tai lién két m giy ra.

Cdn chil ¥ ring thuat ngd phan luc "don vi" & day la do nguyén nhén
bang don vi gay ra chi khong phai no bang don vi.

§4. DINH LY TUONG HO VE CAC CHUYEN VI DON VI VA
PHAN LUC DON VI

Ta lai khao sat mot hé dan héi tuyén tinh d hai trang thai "m" va "k’
thinh 2.9).

0O trang thdi "m" hé chiu mét luc P, con & trang thii "k" hé chiu mét
chuyén vi cuding bic Ay tai lién két k.
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Né&u goi 3A* 1a lpm

céng kha di cua cac " N ;'
phan hic & trang thai S — % x,_..—/'zjg
"k" trén nhitng chuyén l a) Rem |
vi tudng dUng cta hé & | | . !
trang thii "m" ta cd @ e | L AmE i/, - ,;8; Ax H“‘“\I
e —— k
AL =0 T o - ie
Theo dinh ly Betti Hinh 2.9
(2.28) thi :
PoAne + Byp A = A = 0

hay

RknJPm = _Amijk
TY 86 Riy/Pm = fxm 12 phan luc tai lién két k do lyc P, = 1 gy ra.

T§ 6 Api/Ay = Oy 12 chuyén vi tuong tng véi vi tri dat lyc P, nhung
do chuyén vi cudng bic A, = 1 gay ra.
Do do vdi ky hiéu trén ta cd :
Tr = =0 (2.31)
Day la c¢ong thic cda dinh ly Rayleigh thi hai.

Pink Ij 1 D6i véi hé dan hoi tuyén tinh, phdn luc don vi tai lién két k
do luc P, = 1 gay ra tuong hé bang chuyén vi don vi tuong ung véi vi tri
v phuong cua luyc P, do chuyén vl cudng biic Ek = 1 tqi lién két k gay ra

nhung nguoe diu.
IV. NGUYEN LY CHUYEN VI KHA Di POI VOI VAT THE
DAN HOI BA CHIEU
Cé thé xem vat thé dan héi nhu mét hé chdt di€m (hinh 2.10). Gia st

rang moi chdt di€m cda vat chiu mot chuyén vi kha di va cong kha di cla

cdc lue dat vao chdt di€m ddé bang khong. Vi vay cong kha di tdng cong
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cling phai bang khéng. Ban doc hay chi ¥ dén mét déce di€m quan trong ctda
chit diém thudc vat (vi du, di€m A) so v6i chdt difm tu do. T4t ca cac chat
didm cia vat déu duge rang budc v6i nhau d€ tac thanh vat. Lién két nay
khong bi pha hiy mdi khi cé chuyén vi kha di nao dd. Ndi khdc di, didu
kién lién tuc phai luén duoc bide dam. Diéu kién nay sé luén duge thuc hién
néu chuyén vi kha di duge bifu dién qua nhing bam lién tuc. Chuyén vi cta
diém A khong dugc cd dinh va & day viéc ldy bién phan la duge phép. Hoan
toan nhu vay c6 thé ldy bién phan cia chuy&n vi trén phan bé mat tu do 5,
(vi du, diém A, hoac di€ém A,). Néu di€m (vi du, di€m A,) thudc phan bé
mat ngam chat S, {cic chuyén vi duge c6 dinh va bang khong) thi bi&n phan
cia chuyén vi bing khong.

y
T..__ 6x___._‘T
T -

By | | O

- _I | -
Al —— Béu
_Su+<EE

#._J..d_u 8 _4-ou ox ax
I -
,59 X
Hinh 2.10
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$1. PHUONG TRINH BIEN PHAN CUA LAGRANGE

Ta hay xét mot phan td duge tdch ra tir vat (hinh 2.10a). Goi cac
chuyén vi thyc cia diém A la u, v, w va cic chuyén vi kha di tuong Ung la
du, dv, éw. Chiing la nhing ham lién tuc cia cdc toa d6 x, y, z phu hgp cac
diéu kién bién.

Ching ta hiy khao sat chuy&n vi va cong theo phuong x. Néu cho
chuyén vi u modt s§ gia du, thi phan t6 c6 vi tri moi khi di€m A cé chuyén

gdu R .
vi du, con di€m B nhén chuyén vi du + X dx (hinh 2.10b). Cong kha di

cta cdc luc tdc dung lén phén t& sé la :

Gl (s] oS
ddA = Gx[éu + (a:) dx} dydz — 6 dudydz = 6y (a;) dxdydz (2.32)
86 gia cua bién dang :
adu
dg, = o (2.33)
o
Nhung voi & = = thi g =90 {ax} (2.34)
Tt dd :
fu 2( du)
g, = & [ax] = “ox (2.35)
Cha ¥ dén (2.35) thi bigu thidc (2.32) duge viét :
3dA = 6 dedxdydz = Egdedxdydz {2.36)
Nang lhigng bign dang phan t5 :
1 E ;
dU = 3 o.£dxdydz = 3 £, dxdydz (2.37)

Khi 14y bisn phan theo &, ta cd s6 gia ctia thé nang phan t& :
84U = BEgdedxdydz (2.38)
Tit d6 theo (2.36) va (2.38) ta cd :

ddA = déU (2.39)
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Khi tich phan (2.39) ta nhan dugc cong toan phdn JA cla cac luc
tac dung tuong hé giita cdc phan t6 va bang s6 gia cla th& nang ou.
Cu thé€ la

dA = 48U (2.40)
hoac ia :
JU-8A =0 ;80U -A =381 =0 (2.41)
O day ta da dat -
n=1uU-A (2.42)

la th& niang toan phan cta heé.
D6 1a nguyén ly th& nang hay 12 nguyén ly bién phan cua Lagrange

Nguyén ly duge dién dat nhu sau : "Trong s6 tdp hop cdc chuyén vi khd
di phit hop cie didu kién bién thi nhitng chuyén vi théa mdn diéu kién can
bang sé cho thé nang ctia hé mot gid iri binh on. O trang thdi cin bdng on
dinh dai luong 11 c6 gia tri cuc ftéu".

Phuong trinh bién phan cia Lagrange 1a co s§ d€ xay dung cdc phuong
trinh can bing va didu kién bién. NG con 1a co s& cia phuong phap chuyén
vi trong co hoc két ciu.

Trong trudng hop tdng quat cla bai toan dan héi khong gian thi (241}
viét nhu thé& nao?

Gia st vat T co
th€ tich V chiu cdc lyc
theé tich don vi X, Y,
Z, luc bé mat don vi
trén phan bé mat S,
va phan bé mat S,
duge ngam chat <hinh
2.11). Khi lidy bién
phan cdac chuyén vi, ta
viét bigu thic JA nhu

5au

Hinh 2.11
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sA = [[f (Xou + Yov +z6w) aV + [[(Xou + Yov + 26w ) dS 243)
\ 5

Trén co s6 (2.43) biu thic (2.41) duge viét :

J[[ (X0 + Yov + Z8w) aV + [ (Xbu + Yov + 25w )dS —6U = 0 244
v S,

B&i vi khi 14y bién phan cac chuyén vi thi cac thanh phén lue X, Y, 2
va X,Y, Z khong thay d6i, cho nén diu & ¢6 thé dua ra ngoai tich phan
nhu mét thira s6. Khi do . :

5[}”()(11 +Yv+ Zw) dv+jj(iu+?+iw) ds #U] =0 (245
Y 5
Trong ddu mdc vudng 13 higu gilta cong cla céc luc thé tich, lyc bé mat

trén cac chuyfn vaAt kha di va th& niang (nang lugng bién dang v6i d4u
nguge lai).

Nédng lugng bién dang riéng :
1
U= (6x£x + O, 0L, T Tt Tty t rn-/m) (2.46)

Khi sit dung dinh luat Hooke dang thuin va dang nguoe, bigu thite u cd
dang :

b

+ot+ot) —E (66, +o0,+0,0,) +
y o)~ (60 T 00+ 00x)

- L

“‘2E(

Ll
G

2_(W+I§2+r§x) (2.47)

Va dang nguge cua u theo bién dang :

1 2,2, 2 G /2 2 2
u25,150+G(gx+gy+gz)+§(-,xy+yyz+yn) (2.48)
trong do :
K
Eg =& T &+ A= a (2.49)
z (L+u) (1= 2u)

D6i khi nang luong bién dang riéng u thudng duge viét qua cdc thanh
phan chuyén vi. D6i v6i ddm va tdm cdc thanh phan chuyén vi chi ¢ mot,
cu thé 1a 4§ vong w.
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Con dudng giai bai toan duge mé ta & trém khi cac chuyén vi duge lay
bién phan, tuong duong va4i phuong phap chuyén vi. Co thé giai bai toan
bing con dudng khac khi khong phai chuyén vi dugc ldy bi&n phén ma cac
luc hoac dng suit duoc 14y bién phan. Qua trinh nay tudgng dudng v6i
phuong phédp lue. Khi dd cédn phai théa man didu kién can bang bén trong
cing nhu trén bién S, cla vat thé.

§2. NGUYEN LY NANG LUONG BU

P&i voi vat thé T (hinh 2.11) luc thé tich X, Y, Z & trong toan bd vat
thé va lyc bé mat X,Y,Z cd dinh trén phén S;, vi vay khong thé ldy bién
phan. Trén phin mat S, chuyén vi dude cho trudc, luc bé mit chua bigt, vi
vay o6 thé ldy bién phan. Do dd, tuong tu (2.44) ta ¢6 :

[f (X + v8Y + wZ)dS ~ 5U = 0 (2.50)
Sy _

Vi khi 8y bién phan cdc lye bé mat thi cac chuyén vi khong ddi, nén
ddu & duoc dua ra ngoai ddu tich phan :

3 {J.J-(u}_( + vY + wi) S — U| =0 (2.51)
52

Ngudoi ta goi dai luong :

A* = ”(ui + VY + wE) ds = 0 (2.52)
S2

14 eong bu, con
U-A =11 (2.53)
la nang lugng bu.
Tit dd nguyén ly méi duge rit ra :
oIt = 0 (2.54)
duge goi 1a nguyén ly Castigliano hay nguyén ly ning luong ba.
Nguyén ly duge phat bi€u nhu sau :

"Trong t6p hop cdc ung sudt tinh théa man diéu kién can bdng bén
trong vt thé va trén phin bé mat c6 ngogi lyc cho trude thi cdc ung sudt
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théa man didu kién lién tuc sé cho ndng lugng bi gid tri binh on. Trong
didu kién can bang on dinh dai lugng TI' c6 gid tri cyc tiéu".

Doi khi c6 thé s dung quéd trinh hén hgp, khi mét phan duge 1y bién
phan theo chuyén vi, mdt phdn 18y bién phan theo dng suét.

Ching ta sé chi ra cédc phuong trinh co ban va diéu kién bién duge xay
dung nhu th& nao trén co sd cia nguyén ly bién phan theo chuyén vi (2.41).

§3. Vi DU AP DUNG

Mot ddm chiu luc Fix, -
5 z
nh-u hinh 2.12. Hay Y , 4 i,
thiét lap cdc phuong @.p F . . S,
T 3 ) / N
trinh vi phidn can bang £ t
R AL_J( g
cd ban va diéu kién | 7 |
bién theo 2 phuong an i "
khi chi ké dén ing
Hinh 2.12

gsudt phap?
a) Bi&én dang bé (tuyén tinh)?
b) Bi¢n dang ién (phi tuyén hinh hoc)?
Gidi
a) Bién dang bé

Bign dang do chi hic doc :

du,(x) :
&1 = dx = u'(x)
aw
Do uén : u,(x) = —z P 1)
va vi thg : wyx) = —zw’{x) (2)
Bién dang tdng cong : £{x) = w(x) — 2w’ (x} 3
Khi 14y bién phan, ta ¢d : 8¢ = Su’ - zOow" (4)
Luyc doc : N&) = [fodydz (5)
L .
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Mémen ufn : Mx) = I_[ o, zdydz (6)
F

Trén ed s& cia (2.41) ta viét :

!
.[ ” o,0€dxdydz — I q(x)dw(x)dx —
v 0

- NySu(l) - Q,8w(l)y + Myw () = 0 7
Ta viét lai (7) khi k& dén {4) :
l
I” 6,(Su’ — zow’ ydxdydz — Iqéwdx -
v 0
= Nydu() — Qoéw() + MIJW’(E) =0 (8)

Ta hay xét sé hang thd nhat cua (8) va k€ dén cac bigu thic (5) va
(6), khi d¢ :

1
= i

J.J‘J‘ 6,( S0’ — 70w’} dxdydz [ _”. s hu'dydz — _” zeéw“dydz} dx
v F F
i {
Nowdx — | Mow’dx 9
0

Il
o

Tich phan ting phan s8 hang thd nhét coa (9) :
I l

l
[ Nowax = Néu 10 - | suNax (10)
L] Q
Tuong tu d6i v6i s6 hang thi hai cia (9} :
I x !
j Mow'dx = Méw’lo - j Méw'dx (an
(] 0

Tich phan ting phin s hang thd hai & v& phai cta (11) :
l l
_([ Méw'dx = M’éw'é - _‘I; M dwdx (12)
Khi cha y tu (9) dén (12) thi bigu thde (8) cd dang mdi :
l
Ny, — Nou, — [ suNdx + Mow; — Mow'y = M'dw, + M’Sw,
[
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{ l

_j M"dwdx - | qéwdx — Njdu(l) ~ Qaw(h) - Mdw'() =0 (13)
0 Q

Cuéi cing sau khi nhom lai, ta cd :

{
—._(l; {N’5u+ (M”—q)éw] dx + (N_NZ) 5u1+

(~M’—Qg)awl+(M—Mz)awl= 0 (14)
Bai Wi tng (14) phai bing khéng voi bién phan bt ky thi méi s6 hang
phén biét phai bang khong. O trong khoang 0 < x < I, du # 0, do 46 :
N =0 (15)

Tuong ty & trong khoAng nay :

M” -q =0 (16)
Khi x =1{:

N-N,=0 (17

M- =20 (18)

M-M=20 {19)

Quan hé (15) va (16) la nhiing phuong trinh vi phan, con tir (17) dén
19) la nhitng diéu kién bién tinh.

b) Bién dang 16n (bai todn phi tuyén)

Bién dang tdng cong dugc viét nhu sau :

E L} ) 1 > 2
£ =1 - zw +2(w) (20)
Khi ldy bign phan (20) theo chuyén vi, ta co :

g = du’ - zdw’ + wiiw (21
Trén cd s clia (2.41) va (7) cha bal todn trudc, ta cd :

l A B C

an = [ | [fopudyds - [[ 6, zow"dydz + {[ 6, wswdydz | dx —
0 F F ’ F

]
— [ qéwdx — N;su(l) — Qw(l) + M;ow'(}) = 0 (22)
0
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Cac bigu thue trong mdc ngoac vudng duge ky hieu 13 A, B va C. Ké
d&n cic bigu thic (5), (6) ta cd :

l

!
A= | [jj axau’dydz] dx = [ Nowdx (23)
F

0 0

I !
B = [ | [foyzwdydz | dx = [ Mowdx 24)
1] F 0
] !
C = [ |ffomwowdydz | dx = [ Nwswdx 25)
0 F 0
Tich phan A tirng phén ta duge :
z !
A = Nou|, - | Naudx (26)
0
Tuong tu d6i voi B :
0l
B = delo ~ [ Méwdx 27)

0
Khi tich phan sd hang thi hai cta (27) tiung phén, ta cd :

!
[ Mowdx = M’éw\f) — [ M7Swdx (28)
1]
Cudi ciing d6i voi B :

l
B = Maw’lf) - M’éwlé + [ Mswdx (29)
0

Tuong ty déi véi C :

I l !
!
C = [ Nwswdx = [ udv = uvlo — | vdu (30)
1] 0 0
trong d6 : u = Nw', dv = dw'dx (31)

. dw
Boi vi dv = 63; dx = ddw, nén v = 6_[dw= Sw. Vi phan bigu thic
1 = Nw’ theo quy tic tich hai ham, ta duoc :
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du = (N'w’ + Nw”) dx
Cudi cing C cd dang :

!
C = Nw‘éw\é - j (N’w’ + Nw”)a'wdx (32)
4]

Bay git ta viét lai bifu thic (22) khi k€ dén cac két qua A, B va C :

!
SN = Néu() — Nou(0) ~ | N'Sudx — MSw'({) + MSw'(0) +
0

1
+ M'Sw(l) — Mow(0) — [ M”’6wdx + Nw'dw(l) — (33)
) )
U

i : i
- Nw'aw(0) — [ (N’w’ + Nw") Swdx - [ qowdx -
0 4]
— N;Su(l) - Qdw(l) + M;Sw'()) = 0
Chung ta nhém cdc s6.hang tich phan lai va so sianh voi 0 :
l {
- _[ N'dudx + J’ (M” + N°'w’ + Nw”’ + q) dwdx ; = 0
0 0
Vidu # 0 nén : N =0 (34)
Vi 8w # 0, nén tU tich phdn thd hai, ta cé :
M" + N'w + Nw’ + q = 0 {35)
hay M” + (Nw) + q = 0 (36)

Cac quan hé (34) va (35) hoac (36) 1a nhilng phuong trinh vi phén cua

bai toan. Nhém cac sd hang cdn lai trong (33) va cho bang khéng :
(N - Nz)éu (&) = 0
Vi dull) # 0, cho nén :

Néu (0) = 0 vi du (0) = 0. Va vi dw’y # 0, nén tir biéu thuic
(-M + M.-I) dw'{l) = 0, rat ra : M = M, (38)
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Mdw' (03 = 0 vi dw’ (0) = 0. Vi dw; # 0, nén tu biéu thue
(M + Nw' - Q) dw; = 0, suy ta : M’ + Nw' - Q= 0 {39)
(—M’ + Nw’) dwi(0) = 0 vi dw {0} = 0

Vi vay, cdc bi€u thic (37) dén (39) la nhiing diéu kién bién tinh hoc
cha bai toan phi tuyén duge dat ra & trén.

V. PHUONG PHAP RAYLEIGH-RITS

§1. NOI DUNG CUA PHUONG PHAP

Phuong phap bi§n phan duge st dung rit rong rai trong co hege la
phuong phép dua trén nguyén ly cuc ti€u cla th& nang toan phén da duge
nghién cdu § muc 10. Khi khong lam giam tink tdng quat cta phuong phap
chiing ta hay minh hoa nd qua bai todn udn tam. Ta biéu dién mat dan hoi
cla tdm dudi dang chudi :

b o

w(x,y) =c1f1(x,y) +02f2(x,y) + ... +cnfn(x,y) =

i

cifi(x,y)

(2.55)
0O day fi(x,y} 1a nhiing ham lién tuc va duge goi 12 ham toa d hay ham

1

co sd. M&i mét ham riéng biét fi(x,y) phai thoa méan cac diéu kién bién déng

hoc va phan anh t6t nhidt mat vong thue clia tdm : ¢}, €5 .., Cy 12 nhitng
thong s6 chua biét duge xac dinh tit didu kién cuc tiéu cia thé ning toan
phan.
Diéu kién :
ar _ G =120 (2.56)
dac;

1
déin dén hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh d6i véi cac ¢ Giai hé nay
ta duge cac hé s6 ¢ va thay ching vao (2.55) d& duoc mat vong cdn tim.

s2. CONG KHA Di CUA NGOAI LUC VA THE NANG BiEN DANG

Né&u goi u, v, w la céc thanh phan cia chuyén vi thuc;q,, qy, q, la cac
thanh phdn cua cudng d¢ tai trong phan bd, P; la lyc tap trung, A la
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chuyén vi cia difm dat luc nay, M", la mdémen tap trung, 6, 12 gdc xoay

tuong ung (hinh 2.13), thi cong kha di cba cac ngoai luc nay cd biéu thuc :

We = = ”(Px“ tpyvt PZW) dedy + ), PA + 2 Mg | (257
F i i
Néu bién cia tAm cho phép chuy&n vi thi cde lue bién v, m,, m, cling

sé sinh cong kha di :
wlz-j[vn.w+m ——+m T]ds (2.58)

Trong trudng hop téng quit ning luong bién dang gém hai thanh phan

U, do uén va U_ do ldc mang :

U, = —% y (Mxxx + Mygy. + 2My iy ) dxdy (2.59)
U, = % lj' (Nxsx + Nygy + N, ) dxdy (2.60)

Trong hé toa d6 Décac vudng gde dai lugng trong (2.53) nhu sau :

2 2 2 2
w o w dw W
= —-D|— — | ;M = =D|l— + u —|;
M x> ayz] My 3y axz]
62w
M, = —D(l —,u) iy (2.61)
dw P 262
x 2 ay?r | YT axay s

- 2
1 Pw  Fw *w d*w | °w
be—i_l.D +——2(1—‘u) "“—'é'——y—z— 2xdy (2.63)

D&l véi tAm da gide o6 chu vi ngam va tdm chit nhat tya trén chu vi,
biu thic (2.63) ¢ dang don gian :

2
— + —] dxdy (2.64)
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| (?x;‘?y ) ?Z)
a)

yd ﬁ?r
L Y
¢
\
0 Y -
X

l'g

Hinh 213

Thé& nang bign dang d6i v6i tdm tron trong hé toa d& cuc (hinh 2.13c¢).
Biu thic Uy ¢é dang t6ng quat :

2 2
1 a? 15 1 tw | 1o
U, =5 [fD —‘:—+—,—w+——w +2(1—,u),i—(.,—w
2 F or r or r* 9o . ar r ©P
2 2
2 1@ 1 9
—2(1-u) TN+ S 55| trdrap (265)
gré \r o ¥ ap?

Déi voi tdm tron ngam trén chu vi :

52



2
U, = 5 [[D W+l on LW ke e
Un 24 arl r ar re ap? ¥y '

Déi v6i bai toan déi xdng truc, quan hé (2.65) cd dang don gian hon

P*w 1 ow

2
w1 ow
_.T + ] —2(1“#) 3 ;-51'_] rdr (2.67)

T
U,=x=] D
0

ar r or Jr

Tam chit nhat canh a x b chiu tai trong phan b thing ding déu, thi
th& nang bién dang IT la :

ab 2
1 & Pw w
M= [[Dl |~ +—]| -2(1-4«
2 ?l)"{[ [ax2 ay2 ( )
2
v O | otw dxd jajb dxd (2.68)
= — 1z y - p,waxay N
axt oy’ oxdy 00

Néu céac lyc trén bién (k€ ca phan luc) cd thé tich luy hoac mat the
trong qud trinh bién dang thi phuong trinh (2.68) can dugc b3 sung bing
biéu thic (2.58). Vi du déi v6i bién tua dan héi la mét dam chju uén ;

1
Uptx = 5 J wBdS (2.69)

B 1a dé cing cda ddm d (nghia la luc trén mot don vi dai gay ra
chuy&én vi bing don vi).
Trong truong hogp ngam dan héi :

2
Ui = 5 j B'dS (2.70)

B 1a do6 cing chéng xodn cua (dam) ngam (nghia 14 momen trén mot
don vi dai gay ra gdc xodn don vi).

Hiéu déng mdng. Phan nang luong mang 1a :

U. =

m

o | =

y (N + Nygy + Nx},;;) dxdy

jj ]tl\ J a; + NW(Z—; + »Z{)J dxdy (2.71)
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Bi¢u thidc cia U, duge vigt qua chuyén vi cd dang :

1 Eh du v | du v dJu } gv
Um:_J‘J = —tyuy —| —+ |+t — | —+
2 s 1—u* % dy | ox dy ox | 9y
g lopfou v I (2.72)
2 ay ox Y '

Ciung co thé viét U, qua dng sudt hodc ham dng suit :

U, = % If { (ax+ay)2_2(1+#) (axa},—riy) } dxdy  (2.73)
F

_ 1” e o : ol 14, |E® TP (o dxd
- 2E ' ax? ay? ( 'u) ax? ay” oxoy Y
Bdng 1
N° Digu kién bicn Ham 1oa do

1 a ”;f'xr me=zsinmnx (m=1,2,3,...)
i | m m a
Z
EXm:Z%(I_Mm—“H
, ” (m =1,3,5...)
X, X 2
? TL_ a l Exm=—(——1) +E(—l)mx
zy | m
X_2 X ’ 1 max
xa (a ) %mn sin
2
Exm=2(a2—4x2) X7
3 / ! > (m=0,1,2,3...)
4 5y
= .TZ' ? EXm=E|il—(—l)mcm2mTTx}
(m=1,3,5)
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Tiép bang 1

|—N“ Ditu kién bién Ham toa do
X X X
o] - Sxm=g (371 (%Y
z;.__ .- S — ~—E~;—H5m moTX
S Xn =3 o 2 (1) -
{,X‘; = m_zm‘Za(az )( )
E
5 ’% . gLy
z > —sin —
11
d—- B C(2m— D) ax
6 . _.!.llx %Xm—ﬁm‘,sm—-—-—za
L z

D6i véi phuong phap Rayleigh—Rits van dé quan trong la chon cac ham
toa do thich hop f,(x) hoac f,(x,y) théa man cac diéu kién bién dong hoc va
xdp xi t6t nhdt dang dudng hoac mat dan héi cia cfu kién, ma khong cén
théa méan phuong trinh vi phan. D chinh x4dc cha phuong phap nay phu
thude rit nhiéu vao viéc chon cac ham toa d6 cd phan anh ducc gin ding
dudng hodc mat dan hoi hay khong? Dai vai tdm, nghiém cd dang dusi day
thuong duge sit dung nhéat : '

w(x,y) = zz cmnXm(x) Yn(y) (2.74)
m o n
trong dd X (x) va Y, (y) 12 nhung ham toa d6 dang lugng gidc hoac dai
s6. Y nghia cia nhing ham nay trong moét s6 trudng hop duge cho san
trong bang 1.

Uu diém clia phuong phap nay la & tinh don gidn va cho két qui tot.
Nhitng t&m khac nhau cd thé cd hinh dang, chidu day, v.v... khdc nhau,
nhung thi tuc gial luén luén gan lién voi viéc tinh cdc tich phan xdc dinh
va gial he cdc phuong trinh. Cai Khd cua phuong phdp nay va ngay ca cdc
phuong phap ndng lugng khac ]a & viéc chon ham toa do. Khi xdc dinh
chuy&n vi bing phuong phap nay dé& dang dat dugc do chinh xdc cao, nhung
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khi xdc dinh ndi lyc thi dé chinh xac giam, bdi vi néi luc lién quan dén cac

dao ham cdp cao cGa chuyén vi.

2a

J
b
5 ) YIRS ISE, ///////.///l/
17
5 ;
.
2
7
//,
’ X
AR 0 -
o
Z 7
%
Z
7
o4
f//?" e
by

Hinh 2.14

§3. CAC vl DU

Vi du 1. Tam vuéng (a x a) chiéu day khong d6i tua tu do chiu tai dang
mai nha nhu hinh 2.14a.

2pgx ) a
P, = kh10<x<§
2px . a
p, = 2py — a kh1§¢x<a

Theo cong thuc (2.74) va bang 1, ta chon ham toa d¢ nhu sau :

w(x,y) = E E €yn Sin mr sin oy
m=1 n=1
Cong kha di cia ngoai luc :
SA, = —II [p?_(x,y) w (x,y)] dF
’
w o a2 a 2p
=-2Y > _[ o Cppyn S0 m:x sin ~nibr1 dxdy



D .7 m?z®  n%n? . mux nxy 2
Uh:EJ.J.EZlCmﬂ( 2 + 2]sm a sin“—:[

a

n
DJI43‘“ 2

2
» |m° n
DN L
8 mn (az a’
Khi lam cue ti€u niang lugng toan phén, ta cé :

ol 90A. AU

= = 0
o ¢ 9Cn
hay la :
2 2
Dx’a? m’ N n® 8pe2°  mn 0
7 Cmn Z7 3 23 sin &~ =
T day ta it ra :
32p a*sin —
¢ 2
Con = >
m’nz’D ( m? + n? )
Phuong trinh d6 véng cdn tim sé la :
32pg 2 STy
WiXx,y) =
( ) Do’ mzn(mz+n2)2
. mnx nty {m=1,3,5,
sin sin == | 1.3,5,

n =1 -

H ¥

a
Do vong cuc dai tai x =y = 3 vii ba s8 hang dau tién {(m = 1

m=1;,n=3;m=3;n=11a:

Po a’
D

kN
Wiag = 0,002625 vipg= 0,1 =5, E=2. 10° kN/en?, a = 400 cm,

# = 03 h =10 thi
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W = 36 em.

3.4

D

Nghiém chinh xdc hon cd gia tri @ w,, = 0,00263

Vi du 2. Tdm chit nhat 2a x 2b véi b = 1,52 hinh 2.14b, chiu tai trong
phan bé déu g, = q = const. Tim ham db véng va d6 vong lén nhat?

Trén cd s& bang 1, ta chon ham chuyén vi wi(x,y) nhu sau :
w(x) = 3 8 TP () e B [1- () e

m =135 .. .;n= 1,35, . . )

||M8

Chudi nay théa man diéu kién bién :

ow dw
wx:ta=0;[§] =0;[§1 =0
x=*a y=*b .

Tinh v6i mot s6 hang cia chubi :

w(x,y) =%(1+cos i;z) (1+cos%)

Khi d6 thé ning bign dang cd gid tri :

D Da'cd, 3p 3 2
h=5_f _f () anay = 5 (S5 am)

Cong kha di cia ngoai lue :

Ac = _pUJ J. (x,y)dxdy = — Pp¢;ab

—a —b

Khi lam cuc ti€u thé nang, ta cd :

16 pya 1
¢ =
= Dt : a_4 a”
3+3(b4)+2(§)
Néu % — 15;u = 0,3 thi do vong & tam cia tdm 1a :

58



Po a'

- véi Py = 0,40 kN/em® ; B = 2. 10* kN/em? ;

w._ = 0,379

man
u = 03;a=200cm h = 10 cm thi w,, = 3,032 cm.
Nghiém chinh xdc cé gia tri :
Po a’

Wax = 0,386 n3

VI. PHUONG PHAP BUBNOV - GALOORKIN

51. NOI DUNG CUA PHUONG PHAP

Phuong phap Bubnov—Galoorkin la mot phuong phép tdng quat rit
manh duge dung dé giai cac bai toan tuyén tinh ciing nhu phi tuyén, céc bai
todn dac dong va 8n dinh cing nhu cac bai todn khdc nhau cta co hoc két
cdu, caa )y thuyét dan hoi, cha vat ly todn.

Vi du, gia sit diéu kién can bing cia vat thé theo chuyén vi trong
trdong hgp cia bai toan khong gian cd dang :

Litu, v, w) - g = 0
Lz(u, v, W) - q.)f = 0
Ly (u, v, w) - q, = 0

trong d6 : Ly, L,, L3 1& cac todn ti vi phan trén cac ham cua céc chuyén
Vi Qp 9y 9 la cudng do cha tai trong ngoai.

Chung ta cho cdc chuy&n vi nhing bién phan vd cing bé du, v, Iw.
Mac di cdc chuyén vi u, v, W bi rang budc véi nhau, nhung cac bién phan
bdt ky cia ching thi khong bi rang budc vai nhau. Cdc todn t0 Ly, L;, Ly
duge xem nhu nhitng néi luc, vi thé 6 thé truc tidp viét cong kha di cua

cac ngoai lyc vA ndi luc khi khong cdn xdc dinh thé nang cua hé.

I.\U [Ll (uaV,W) ~qx] SudV = 0

I{J[Lz(u,v,w)-—qy]évdv= 0 (2.76)
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| f{f [Ls (u.v,w) "qz]léwdv =0

Mot cach chat ché ma ndi, phuong trinh bién phan (2.76) chi ding khi
va chi khi cde ham u, v, w 1a nghiém chink xdc cia bai todn. Tuy nhién,
cing nhu phucng phap Rayleigh-Rits, & day nghiém chinh xsc duoe thay thé&
bang nghiém gén ding dudi dang :

=

li
Y
I_I'M=

alﬂi(x,y,z) PV o= blrg](x,y,z) ;

r

W=Ecigoi(x,y,z) (2.7

i=1

trong dd : 5, (x,y,z), 7i {x,y,2), ¢; (%,y,2) 12 nhitng ham théa man dong thoi
cd cdc diu kién bién dong hoc va tinh hoc.

a; b, ¢; 1a cdc thong s6 chua biét,

Cac ham (2.77) phai cd cdc dac ham phit ‘hgp véi cac toan td, mac du
khong doi héi phai théa man phuong trinh (2.76).

Khi 18y bién phan cde bidu thic (2.77), ta nhan dugc :
Su=2 fi(xy,z)sa ;00 =3 g (x,y,2) b
dw = > goi(x,y,z)éci (2.78)

Thay (2.78) vao phuong trinh bign phan (2.76) :

m

Zaa _Uf[Ll (u v w) —px]ﬁi(x,y,z)dv = .0

M:‘l

([ [t (wvow) “n]w (xvn)av 0 2o

M-:

f”[Lz(u vow) op e (x.y,z)av = 0

Cac phuong trinh nay dung déi voi moi du;, dv;, dw,. Bdi vi su; = 0,
dv; # 0, Sw, = 0, thi do quan hé (2.78), da; # 0, b, = 0, dc; # 0, con tir

(2.79) rit ra :

i=1
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.[.U [Ll (“:",W) —px} B (X,y,z) dv = 0
.I-U [Lz (U:V,W) —py] N (X,y,z) dv
J.{J. [Ls (“a"»w) “pz] @ (X,y,z) av

Cac bi€u thac (2.80) cho mét hé m+ n+r phuong trinh véi cling s6 cAc

it
=

(2.80)

Il
]

he s6 a, b, ¢. Ching ta hay 4p dung k&t qui trén vao bai todn tdm.
Nghiém cha bai toan - chuyén vi wix,y) duge tim dudi dang :

n
wix,y) =2 ¢f (x,y (2.81)
(x:3) = 2 o (x7)
Méi mét s6 hang cta chudi déu phai théa man céc diéu kién bién,
nhung khong nhit thiét phai théa méan phwong trinh vi phan bai todn :
DVV2w = q, (x,y) (2.82)

Boi vi phuong trinh (2.82) la phuong trinh cin bang cia cdc ngoai va
noi luc theo phuong 2z, céng cia cdc luc nay trén cic chuyén vi kha di dw
cho ta :

[f[DViw=q, (x,y)] owdxdy = 0 (2.83)

Phugng trinh nay la phuong trinh bién phin co ban cia bai todn uén
tdm. Khi lap lai nhitng diéu vita néi ta thu duoc mot hé phuong trinh dai s6
tuyén tinh :

Il
o

_” (DV4w—-qz) f, (x,y) dxdy
{2.84)
If (DV4w—qz) fo (x,y) dxdy = 0
Tit hé n phuong trinh nay cac hé s6 ¢, dugc xdc dinh va bai todn da

gidi xong.

O day, céng kha di cha ndi lye duge tim true tiép tir cac phuong trinh
vi phan ma khéng phai xic dinh ning lugng bién dang, cho nén phuong
phap Bubnov—Galoorkin t8ng quéat hon nhiéu so véi phugng phdp
Rayleigh—Rits. Hon th& nita phuong phdp Bubnov—Galoorkin c¢ thé giai
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khong khé khan nhung bai todn khéng thé dat dugc dusi dang diéu kién
ding cua phiém ham nhu trong phuong phdp Rayleigh—Rits.

D¢ chinh xdc cua phuong phdp Bubnov—Galoorkin ciing nhu cic phuong
phap ning lugng khac phu thude rat ldn vac viée chon ham xdp xi. Tuy
nhién, phuong phap Bubnov—Galoorkin doi héi phai théa méan diéu kién bién
cing hon phuong phap Rayleigh—Rits, nhung cd thé giai bai todn vdi su
thda man chi diéu kién bién déng hoc, khi dd nghiém sé hoi tu cham hon so
v6i thoa man tdt ca cac diéu kién bién dong va tinh hoc.

§2. vl DU

Mot tdm vudng duge ngam trén chu vi, chiu tai trong phan bs déu q, =
qo = const (hinh 2.15). Theo bang 1 ta chon nghiém dusi dang :

w(x,y) =§§n: cmni(l—cos EH:TX} X (1-cos 2n;ry)

m =135, ...;n=135..).

Chuéi lugng gidc

nay théa min cic didu
kién bién déng hoc :

’ o
(w)x=0= (_af‘xi)x 0=0;
X=a

e
E
——
1

=

Il
p——
Q| =
%3
R

y=0=
y=a y=a
Khi git lai chi
mét s6 hang cida
chudi (m = n = 1) :

Ta cd phuong trinh bién phan sau day :

J_aJ_a[DcllVZVZfl (x,y>-p0] f, (x,y) dxdy = 0 {(a)
a0
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Odﬁy:

f (x,y) =%(1-m%) (1-@5?)

Sau khi vi phan, ching ta tim duge :

Thay todn ti nay vao (a), ta ¢S phuong trinh :

a a 4
4n 27 2n 2 20
_[_[ Deyy |~ (l_ws-—y)cos—§+cos——x cos =% +
> 0 a b a a b
2mx 2y 1 27mx 2y
+(1—cos a )cos b }—po 4(1 cos — )(1 cos —
po &*
tr d6 : ¢ = 2
8Dr
D4 vong lén nhit tai tam x = y = —;- 1a
P g oorzs © !
Whax = €11 T 8Dﬂ:4 = ™ D
. poa’
Gia tri chinh xdc w_, = 0,00126 D sai khdc c& 1,6%.

)u@=0
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Chuong 3

PHUONG PHAP LUC

§1. THUC CHAT CUA PHUONG PHAP LUC. PHUCNG TRINH

CHINH TAC

D& tinh toin hé siéu tinh bing phuong phdp luc ngudi ta khong truc

tigp tinh trén hé da cho (hé¢ xudt phat) ma tinh trén hé tuong duong voi su

tr¢ giup cta hé co ban, saoc cho bién dang cta he tuong duong phan anh

ding bién dang cia hé di cho.

Hé tuong duong 1a hé suy ra tit hé di cho sau khi da loai di cac lién

k&t “thita” va thay thé vao doé cac phan luc "thua".

Hé co ban Ja hé nhar duoc tit hé tuong duong sau khi da bo di tat ca

cac phan lyc thita va tai trong ngoai.

64

T4t cd cdc hé sidu tinh déu cd nhiing dic diém chung sau day :

a) Néi luc trong hé siéu tinh phu thude vao quan hé do cing givua
cAc cdu kién cia hé.

b) Chuyén vi trong hé siéu tinh nhé hon chuyén vi trong hé dinh
tinh suy ra tit hé siéu tinh nay voi cing mét ch& do chiu tai, bdi
vi cdc lign ké&t thita lam tang d6 cing cha hé.

¢) Khi ¢6 su thay d8i nhigét d& cia mdi truéng hoac khi nung nong
nhitng cfu kién ctia hé cling nhy khi ché tao va lap ghép khong
chinh xdc thi trong hé siéu tinh sé phdt sinh cac noi luc.

d) Khi nhirng lien ké&t thita bi hu héng thi hé van khéng bi pha
hoai, vi khi dé hé van bdt bigén hinh hoc.

(G thé tinh edc hé sigu tinh bang nhiéu phuong phap khdc nhau, vi du :



1y Phuong phdp luc.
9) Phucgng phdp chuyén vi.
4) Phuong phap H. Cross, phudng phap G. Kani v.v..
Duei day ta giol thiéu cich tinh hé sicu tinh bang phuong phap lue.
D& thdy ro tu tudng va trinh tu tinh toan cua phudang phap ta hay
Kkhao sat mot vi du cu th& ¢hinh 3.1a). D6 1a mot dam lién tuc cd hai bac
siéu tinh. Mot phuong dn cd thé cla hé tuong duong duge cho trén (hinh
3.1b). D6i voi phudng an nay, phuong trinh bién dang duge viét nhu sau :

Ay = Ay B, T AR = 0]

L

4, = Ale + A?-.xz + A.Ip =0 l

i
(3.1

Trong d6, Ay la chuyén vi thea phuong cua luc X, do chinh lyc X, gay
ra trong hé cd ban ; A1x2 ta chuyén vi theo phuong lue X, do lyc X, gay ra

trong hé co ban ; Ap 1a chuyén vi theo phuong lyc X, do tai trong dat lén
he gay ra trong hé co ban. Cac chuyén vi Ay, Ao By, cung cd ¥ nghia
tuong tu.

Ay 1a chuyé&n vi (goc xoay tai ngam A) theo phuong lye X; (trong
trudng hop nay X la momen) do cac lge X,, X, va tal trong gay ra bang
khong. Chuyén vi A, ciing ¢ ¥ nghia tugng ty. T diéu kién bién dang tai
nhitng lién két bi loai bo ta thay ré y nghia cla phuong trinh thd hai cia hé
(3.1) la chuyén vi thing A,, tai g6l tua ¢ theo phuang luc X, do cde lue X,
X, va tai trong gay ra phai bang khong.

Chuyén vi do cac dn s6 Xy, X, gay ra cd thé higu dién nhu sau :

B = 00Xy Ay T 312X |

f (3.1a)
Bog, = 81Xy 5 Doy = 8%z .
Khi thay (3.1a) vao (3.1) ta nhan dugc :
5§ X, + 0% F Ay, = 0 ]l
[ (3.1b)

SyyXy + 3%y + Ay =0 )

trong dod
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8,1, 8y, 12 gdc xoay cla mat cat ngang tai A cuaa hé co ban do cac hue
11 Y12 g ) gang

don vi X, =1 va ‘(1 = 1 gay ra. Cac hé s6 9, va S5, cling ¢0 nghia
t pal g b

tuong ty, nhung dd la cac chuyén vi thang theo phuong luc X,

Cac phuong trinh ctia hé (3.1b) duge goi la nhing phuong trinh chinh
thc cta phuong phap luc. Cde &n sd thua X, X; trong h&a (3.1b) la nhiing
phan lyc vong (modmen} va phan luc thang. Vi thé phuong phdp nay goi la
phuong phap lyc. Cae chuyén vi o) va Agp duge xdc dinh bing cong thuc
Mo. Giai hé phuong trinh chinh tic {(3.1b), ta tim duge cic dn 80 X, X, Sau
buéc nay ta cd mot hé tinh dinh chiu tac dung cia luc da bigt X, X; va tai
trong ngoai. Cdch vé cac biéu db noi luc trong hé nay ta da biét roé trong
"Sic bén vat ligu". Cac bidu do ndi lyc trong hé siéu tinh da cho la loi gidi
ctia bai toan. Mot cach téng quat hé phuong trinh chinh tac cta phudng
phip luc cd dang :

611X1 + (5]2X2 + ... -+ dlan + A”J = 0 ]
621X.1 + 622X2 + ... + 52an + Azp = 0 (32)
6nlxl + 6112X2 + ..t ‘5nan + .AnI’ =0 ‘
Hé nay con cd thé viét dudi dang ma tran sau day :
AX + B =0 (3.3)
trong dd :
81 8z -+ - O
Ao Sy 82+« O
anl 6n2 o 5rm
la ma tran vudng clia cac hé sé trong hé phuong trinh chinh tic (3.3);
_ X, .
X2
]a ma trdn c6t cla cdc &n
X = (cdc phan lue thia noi va ngoai) ;
XI'I
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All)
Axp
B = . 14 ma tran cdt cua cac s6 hang tt do
ctia hé céc phuong trinh chinh tac.
Arl}’

Cac hé 6 cia hé cac phuong trinh chinh téc trén dudng chéo chinh
duge goi 1a cac hé s6 chinh hay cdc chuyén vi chinh ; ching lubn ludn
dugng.

Cac hé s6 con lai cia ma tran A goi 1a cdc hé s phu. Ching cd thé cd
ddu am, hoac duong, hodc bang khéng va d; = d).

Nghiém ctia hé (3.3) viét dudi dang ma trdn nhu sau :

X =A'. B (3.4)
trong d6 : A”' 1a ma tran nghich ddo cia ma tran A. Vigc giai he (3.2)
hodc viéc tinh ma tran nghich dioc s& don gidn déng k€ khi
giai hé (3.4), néu cd nhiéu hé s6 phu dy; biang khéng. Diéu
nay phu thudc vao viéc chon hé co ban.

Can chd ¥ }a t&t ca nhing lap luan trong tiét 1 nay chi ding véi hé

cho phép st dung nguyén ly déc 1ap tic dung cua cdc luc.

§2. CAC vi DU B0 vOI HE CHIU TAl TRONG
Vi du 1 : Hay vé bifu dé nodi luc cia ddm cho trén hinh 3.1a.
Gidi

Ta chon hé tuong duong nhu hinh 3.1b. Bi¢u dé mémen trong hé co
ban do céc lue il = 1, X, = 1 va tai trong gay ra dugc cho trén hinh vé

{hinh 3.1c). Bing cach nhan bi€u dé ta sé xdc dinh duge cac hé s6 va sé

hang tu do trong cdc phuong trinh chinh tic cta hé (3.1b) nhu sau :

_ 1 1 i
su =M M= [05] [ 5] 585 - em
_ 1~ 01 1 Iz
S = 8 = My M= [0 ] | 50] 557 = gmy
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Zq SRR
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Hinh 3.1

M
R 2 S I . T S i
IP= 13 8 [2]2EJ_48EJ

2 olf 1 i r*
re = | 2% 4| (5] 37 - ae
2 3 8 2] 2RJ ~ 48EJ

Thay céc hé s6 &, va cdc s§ hang tu do Agp nay vao hé cdac phuong

trinh chinh tdc (3.1b) va gidi nd ta tim dudc :

5 ql
= —— q X, = —
= a4 9 2 44
Theo nguyén ly doc lap tac dung cia cde lue, tung do cia bigu
46 momen cudi cung Mp ddi voi heé siéu tinh d& cho duoc tinh nhu

sau o
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M, = M)+ MX, + MX,

DDdu Am (-) trong cdéc bifu thie xdc dinh X, X; ndi 1én rang chiéu cta
X,, X; nguoc véi chiéu da chon ban ddu. Trén hinh vé (hinh 3.1d) bi€u dién
cac bi€u dé moémen udn M lil ,Mziz ing vol chifu ding cla X, X,

Bidu d6 moémen va luc cit cudi cung duge cho trén hinh (hinh 3.le.g).

Vi du 2 : Cho mét hé gém ba thanh duge néi véi nhau bang cdc khap d
cac dau cudi. Hé chiu tai trong P nhu trén hinh vé (hinh 3.2a). D6 cing cua
thanh giita 14 EF {2, cia méi thanh bén bang EF.

Gidi

Bac siéu tinh cha hé bang 1. Mot trong nhiung phuong an chon hé

tuong duong duge cho trén hinh (hinh 3.2b). Khi d6 phuong trinh chinh téc

cd dang :

Bi¢u d6 luc doc don vi N; va bigu do luc doc NY do cac luc X; = 1 va
P gay ra trong hé c¢d ban ¢6 dang trén hinh vé (hinh 3.2c,d).

Cac hé s6 caa phuong trinh chinh tdc (a) duoc xéc dinh theo phuong
phdp Mo :

— = Y2 ] 1 1 21
on = Ny LZI:%!] —;}ﬁ+[l.lﬁ][l}ﬁﬁ:ﬁ
Ap = N|.NY = —2PP—‘2"{Z g} [‘[_2} 1 _ _F

2 | BEF ° EF

Thay &;; va A, vira tim duge vao phuong trinh (a) va giai nd ta duge

Nguyén ly doc lap tac dung cha céc lyc cho phép ta viét :

N, = N‘['; + N X,

Biéu d6 1_\1_1){1 nhan dugc ti bidu d6 ﬁl sau khi nhén cdc tung dé cua
né voi X, = P/2 (hinh 3.2¢). Bi€u dé luc doc cudi cung Np duge cho trén
hinh 3.2g.
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Hé tvong

duang

P
H xudtphdl

Hinh 3.2

Vi du 3 : Vé bi€u d6 momen uén trong khung siéu tinh (hinh 3.3a).

Giai
Hé tuong duong va hé co ban dudc
trinh chinh tic cd dang :

chon nhu trén hinh 3.3b,c. Phuong

53X, + 6% t Ap = 0 (a)
Dé xéc dinh céc hé s6 va 6 hang tu do trong hé phuong trinh (a), cdn
phai vé dudc cac biéu do 1\—{1 ,ﬁz va MB trong hé co ban, cac bidu do nay
duge cho trén hinh 3.3d,e,g. Bang céach nhan biéu dé thich hop ta tim duge

cac hé s6 va s6 hang tu do sau day :

11, 2, .23 4 P ~113
5u=§5(§f 'af“l -3 du= o= w2
1/pl 4 2
Sz = EJ[gl]‘ %2 = 3EJ

4 4
_ at.
Aip = GEJ Bp = T BEJ

Thay cac két qua nay vao hé (a) ta dudc :
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iX—lX +-(£=0
3 27 6
iy lyo¥ .
27301872 8
Nghiém cta hé (b) cé dang :
X]=g—£8 Xzzgql

Mémen uén ¢ mot mat cat bat ki cua khung dugc xac dinh nhu sau :
M, = MJ + XM, + X,M,

Bidu dé mémen udn cuéi cung M, ctia khung duge bi€u dién trén hinh
3.3h. Mat cAt ma tai dd trén thanh ngang luc cit Q bang khong duge tim tu
diéu kién :

3
Q=qZ-7a=0

3
Tiu day suy ra : Z = ?l ké tu goi tua phai.

AT b) 1 <)
t b %

Hé xuétphdt HE tuong duony _”;_.. Hé cabén

ﬂdo‘n bécz 3qb

d)g h) 28

P _' 1‘36

Hinh 3.3
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O mat cat 27 = {

-] en

Y ¢, mOmen uén 6 gid tri cdc tri la :
i

M= || g
M= l1ee | I

§3. TINH HE SIEU TINH CHIU NHIET p6 THAY DOI

Viéc tinh hé siéu tinh chiu tdac dung cua nhiét do thay déi cling
tuong tu nhu tinh hé chiu tac dung cta tal trong, chi khae & day la sy
bién thién cta nhiét do 13 nguyén nhan gay ra noi luc trong heé. Va vi
thé, cac s6 hang tu do Ay trong hé (3.2) duge thay thé bang Ay, l1a
chuyén vi theo phuong Xy do su bién thién nhiét d6 gay ra trong hé cd
ban.

Cu thé la :
SuXy + opXp + .+ 8K+ oAy = 0
Xy + 0% + .. F SpXn + Agy = 0

trong dd cdc Ay, duge xac dinh nhu sau :

Ag = O [ atNgdZ + 3 [ @ - MydZ
i 0
hay :
_ —
A = 2 Q(NK) at, + 2 Q(MK) . (tz—tl)
Trong cong thic tinh Ayg, thi Q(ﬁK) va Q (ﬁK) la dién tich cua biéu
46 iuc doc va mémen udn do EK = | gay ra trong hé co ban ;
b+t
t.= g i @ hé s6 dan nd nhiét cda vat liéu cfia hé ; h 1A chiéu cao mat

cht ngang ; t, va t; 1A do bién thién cta nhiét d6 & hai phia cha mat cat
ngang.

Cac hé s6 gy dugdc xac dinh nhu trudng hgp hé chiu tai trong.
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Sau khi thiét lap va giai hé phuong trinh chinh tdc ta s& tim dugc céc
An s6 X,, X, Xj... Viéc vé cac bifu dd ndi lye duge tién hanh thee cdc

phuong phap da biét,

§4. CAC Vi DU AP DUNG

Vi du I : Cho mot dan cén truc ed dang nhu hinh 3.4a.

Hay xdc dinh cdc phan luc thia va nd! luc trong cic thanh dan trong
hai trudng hgp :
a) Chiu tai trong ;
b} Chiu su thay d6i cua nhiét dé.

a/ Dan dudc cho trén hinh 3.4a la hé moét bac siéu tinh ngoai.
Hé tuong dudng duge chon nhu hinh 3.4b.
Phuong trinh chinh tic cd dang :

8, X; +A%, =0 (a)

Phuong trinh nay bi€u thi diéu kién khéng cd chuy&n vi theo phuong
lue X

Céc chuyén vi 8;; vd A}, la cde chuyén vi theo phuong cla lye X, l4n

luot do lue il = 1 va tai trong ngodi gy ra trong hé ca ban.
0 NI n N.. N7
1 il =i il ipi 3
Su=2gF oM =2 —g (b)
i=1 ! i=1 ]
trong dd :
ﬁ” la luc doc trong thanh thd i ctia dan do luc il =1 géy ra

trong hé co ban ;

N;p 1a lye doc trong thanh dan thi i do tai trong ngoai cho trude
gay ra trong hé co ban ;

{; 1a chiéu dai cta thanh thd i ;

F, 1a dién tich mat cit ngang cia thanh i ;

E la médun dan hdi eua vat liéu cac thanh dan ;

n la 6 thanh trong dan.
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Cde ndi luc ﬁu va NE; duge xdc dinh bang cdc phuong phap thong

thuong cia "Ste bén vat liéu" nhu : Phuong phap tach nut, Phudng phap
Pitter, Phuong phap hinh chiéu.

T phuong trinh chinh tic (a) ta rit ra gia tri cia phan lyc thua X, :

1

n
AO (Nyy No )/(EF)
ip i

X1=-5-l—1'_

1
> (N3 4)/(EF))
i=1

Hinh 3.4

Luc doc trong thanh thd i cia hé siéu tinh khao sit duge zac dinh theo
nguyén ly cong tac dung nhu sau :

Niy = Ni(;u + X| N,
Mot phuong 4n thuan lgi nhdt la tinh todn dudi dang bang 1.

Bdng 1

— |
2 N WP :
I N4, N, N2, _
_ i1 Nip H 'lF PN =Ny + N
) .

Z

-1
o3|

1

1

2=6,E | T A0E

£ |
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b/ Truong hop dan siéu tinh trén hinh 3.4a chi chiu tac dung cta nhiét
d6 thay ddi, khi dy phuong trinh chinh tic d& xac dinh dn s6 thia X, a :

SX, + Ay =0 (b)
trong d¢ :
d,, duoc xdac dinh nhu truong hop chiu lyc & trén ;
A}, 1a chuyén vi theo phuong X, do sy nung ndng giy ra.
Néu goi « l1a hé s6 dan nd vi nhiét cha vat liéu dan va
At 1a do bign thién nhiét do6 thi d6 dan dai cia thanh thi i la :
Al = aljAt

Tit céng thic tinh AT;: & trén, dé thdy rang AT[_ duge viét :

N, /; At

b =

n
A?t = E ﬁilmn = a

1=1 i

i

Né&u mdt thanh k nao d6 khong bi nung néng thi Ay, = 0. Sau khi tinh
duge X, ti phuong trinh (b) thi cd thé tinh luc doc trong tit ca cac thanh
cia dan : '

N; = N_11‘X|

Néu dan khao sat chiu tdc dung ddng thdi ca tai trong P va su thay d&i
cla nhist do thi noi luc Ny, trong cic thanh ctia dan sé 1a tdng dai s0 Nj
va Nip'

Vi du 2 : Mot khung thép clia mdt cfu truc trugt (hinh 3.5a) lam viéc
trong diéu kién nhiét doi dudi tac dung cta cac tia nang Mat Troi. Sg do
tinh duge cho trén hinh 3.6b. Hay vé hidu dé nbi lyc trong trudng hogp ciu

truc bi nung ndng khéng déu nhung déi xing déi véi truc doc ciaa nd?

Theo diéu kién néu trén thi khong ¢ mét néi lye nao sinh ra trong cdc
thanh 1, 2, 3, 4 nhung m6i m6t nia khung cla cdu truc (phia trude va phia
sau) bi bién dang nhu nhau va cd thé tinh nhu mét khung phang (hinh 3.5¢}

v&i cac s6 lidu nhu sau :

lZSm,H:Gm,tl=600;t2=40"’;J2:2J1
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Hinh 3.5

Chiéu cao mat cat chan cidu truc h; = 0,4 m. Chiéu cao mat cit cia
dam chinh h, = 1,5, h; = 0,'6 m. T4t cd cdc mat cit déu cd hai truc déi
xting. Céc bi6u dd noi luc don vi M, va N, dugc cho trén hinh 3.5d,e.

Trong trudng hgp nay hé c6 mét béac siéu tinh va phuong trinh chinh
tdc tuong Ung c6 dang :

trong do :
5 = — |1 .800.600-2600 | + — |1 600.600-2 600 | =
1 B2 : 3 EJ, |2 j 3 n
240 . 108 -
= U arrriIc
EJ,
, (t +t) (t — &) 8
Al = a—5— Qg +ta —— Qg = —0,12.1078.50.
3 ¢ (60— 40) 1 g
=600+ 800 | +0,12.107% *——2 —.800.600 + 0,12.10°¢
4 60 2
. (60-40) L 00 600 = 0,0129
40 2 ' =5 e
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Phuagng trinh chinh tac véi hé s6 bang s6 la :

240 . 10°
————— X, + 00129 = 0
2.10%J,
Do do :
X, = —1,08.107° J, (kN)

Biéu dé6 moémen udn trong cdu truc do nung néng khong déu dudge cho
trén hinh 3.5g.

85. TINH HE SIEU TINH CO CAC LIEN KET CHIU CHUYEN Wi
CUONG BUC

D& tinh todn nhitng hé siéu tinh ¢d cdc géi tua chiu chuyén vi cudng
buc ta cing sé sd dung nhitng 1y ludn vita mo6 td & trén. Khac vdi cac
trudng hop trén trong trudng h¢p nay nguyén nhan gy ra ndi lue trong hé
la do cac gbi tya chiu cdc chuyén vi cufing bidc.

Dé ap dung hé phuong trinh chinh tac (3.2) vac trudng hop nay ta phai
chi ¥ khi chon hé co ban khéng nén loai hd ede lién két cd chuyén vi cudng
bitc ma phai cit cac lién két 4dy.

Giad st cho mdt ddm nhu hinh 3.6a, néu chon hé cg ban bing cich loai
bo lién két tai gdi tua B ¢ chuyén vi cudng bie thi diéu kién bién dang
theo phuong clia 8n s6 X do cdc 4n s Xg néu cd (trén hinh 3.6a khéng chi
ra nhing &n s6 nay) va chuyén vi cudng bic gay ra sé khéng bang 0. Cu
thé la :

Biy gig néu ta chon hé co pan bang cdch cit lién két cd chuyén vi
cudng buic B thi diéu kién chuyén vi theo phuang lién két 4y vin bédng 0. Vi
lic nay diéu kién vita ndi nay la didu kién md tA chuyén vi tudgng déi cia
hai mat cidt cta lidn két vita hi cét.

n

Ngoai ra con cd th€ chen hé co ban bing cich loai bd cac lién két thia
khong ¢d chuyén vi cudng bic. Néu chon hé co ban bang cach cét cac lisn
két thira c¢6 chuyén vi cudng bdc thi phuong trinh thd K c¢d dang :
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X + X, + L+ X L+ S Xt Aka = O,
(K = 1,n)
Cac hé s6 dy; tinh nhu d6i véi truong hgp hé chiu tai trong.

Aga 13 chuyén vi theo phuong cua luc Xy do chuyén vi cudng bdc gay
ra trong hé cd ban. N6 dudc xac dinh theo céng thic sau diy :

NIE
NG

RiAiA -
1 i

Agp = ﬁi Bia

1 1

trong dé ﬁi,ﬁj la phan lyc theo phuong lién két thd i do luc EK =1

gay ra trong hé co ban. A, la chuyén vi thang thec phuong lién két thu
i va #, la géc xoay tai lién két thd 1 trong hé siéu tinh da cho.

Hinh 3.6.

Vi du : Tinhk momen uén 16n nhit trong truc duge cho trén hinh 3.6a,
néu khi ch& tao tam cia & dd gilta bi léch mét doan d.

Gidi
Hé co ban chon nhu hinh 3.6b. Phuong trinh chinh tdc c dang :
5 Xy + A =0,
trong do :

Ajp = R §d=-1.8=-§

Bigu da ﬁl cho trén hinh 3.6c v sau khi nhan bi€u dé nay véi chinh

neé ta co
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Thay A, va &) vita tim duge vao phuong trinh (a) va gidi nd ta di -
dén :

6EJ
Bi€u d6 mémen udn va gia tri mémen uén l6n nhit duge cho trén hinh

3.6d.

§6. SU DUNG TiNH DOl XUNG KHI TINH HE BANG PHUONG
PHAP LUC

V@i mdt hé d6i xung hinh hoc chiu tai trong bat ky ta ludn ludn cd thé
phan tich thanh hai hé chiu tai trong déi xding va phan xdng. Bidu d6 néi luc
cta chung duge cho tuong ng trén hinh 3.7a,b,c.

Hé d6i xdng chiu tai trong cling d6i xing thi cdc ham néi lye momen
udn, lyc doc va do d6 1a bi€u d6 cua ching 1a d6i xdng qua truc déi xing A,
Ngugc lai d6i vai hé phan xing, bi€u d6 luc cat 1a dsi xiing qua truc dai
xing A. Nghia la & mat cit trén truc dsi xung dai véi hé d6i xing chiu tai
déi xing thi cdec ndi lyc d6i xitng khac khéng, cdc ngi luc phan xuing bing
khéng. Nguoc lai dsi véi hé dsi xing chiu tai trong phan xtdng thi trén true
déi xdng A cdc ndi luc dsi xdng bang khong, cdc noi luc phan xing khac
khéng.

Cédc nhan xét d6 cho phép giam nhe rit nhisu viée tinh toan hé siéu
tinh déi xding va phan xung. Ta hay xét trudng hop truc dsi xing khong
trung vdi mot thanh nao va truc ddi xding trung véi mét thanh céa hé.
Khung trén hinh 3.8a,b,c chi cd mot &n s6 can tim la X,. Khung trén hinh
3.8d voi hé tuong duong nhu hink 3.8¢ va h, ta chi ¢ ba &n 6. Nguge lai
v6i hé tuong duong nhu hinh 3.8g ta cén giai hé 6 phuong trinh véi tat ca
cac hé s6 déu khae khéng. Xét he dsi xung hinh hoc chiu taj bat ky trén
hinh 3.8k, n&u ta chon hé tuong dudng nhu hinh 3.8 thi cdc hé s6 d)4-va
8,3 déu bang khong. Do dd, he phuong trinh chinh tic trd nén rat don gian :

O X + 8%, + Ap =0
X, + 6%, + Agp =0
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Ban doc tu tim hidu cdac hé tuong duong tif cac hé xudt phat cho trén
hinh 3.8m,n,0,p,a.

Hay xét cac trudng hop truc déi xing }fmh hoc triing v61 mot thanh
nac ddé cna hé (hinh 3.9a).

- Khi hé chiu tai trong d&i xing thi thanh trung voi truc d6i xing
(BEH) khéng th€ ufn duge. Cac mat cat B, T cia nd khong cd chuyén vi
xoay va thing. Do do, hé da cho duge thay bang hé trén hinh 3.9b va viée
tinh todn dugc thyc hién trén hé nay. Cudi cing, theo tinh chat d&i xdng

suy ra két qua cua nia con lai.

— Khi hé chiu tai trong phan xing (hinh 3.9¢) thi thanh trung vl truc
d6i xdng bi ubn, cac bidu 46 luc cét ctia he la doi xing, con cdc bi€u dé
momen udn va lyc doc la phan x@ng. Tu day rit ra so 46 tinh cho hé loai
nay nhu trén hinh 3.9d.

D& tinh hé d6i xung cd mos thanh tring voi truc déi xding, hé chiu téi
trong phan xing ta cd thé chia doi hé dé tinh cho mot nita. Khi ay do cing
cta thanh tring vai truc déi xdng phai chia dai (hinh 3.9d).Theo tinh chéit
phan xing ta suy ra ndi luc cho nua con lai vai chi y 13 mémen uén trong

thanh trimg v8i truc doi xing phai nhan doi.

8 Il
A 8
D £

Hinh 3.9.
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57. Vi DU

Cho mot khung 6 38 lieu chiu lyc nhu hinh 3.10a.
Hay vé biéu dé momen uén M sinh ra trong khung ?
Gidi

Ta nhén thay khung da cho la mét khung d8i xitng qua thanh CG ca vé
tai trong va ca vé hinh hoe. Trong trudng hgp nay khung 1a mat hé siéu
tinh bac 12 va néu khong k€ dén tinh d6i xdng ta cdn phai thiét lap va giai
mot hé gém 12 phuong trinh chinh téc cua phudng phdp lue. Viéc lam dd
tén rdt nhidu cong sic, cho nén trong vi du nay ta triét dé s dung tinh déi
xing cha hé dé gidl quyét bai toan.

) g
IR TN R R R R TR R IR RITIRIRRRARERRIN!

Ada z; 8 25 C 25 0 27 EF
| .
| J J J '
| F G H '
i b TN 77 :
— &7 - 4m -----..|.._.._4m_..;.._4m —
8 | ENE LI ¢) | kN

%A 2r 8 2T Ct’ aA K 8

g = 3kN/m ﬁ/}; g= 3KN/m _
d).ﬁ[{% X ++25’)A A

Hinh 3.10 )

Ta thay rdng mat cit ¢ trén truc ddi xing sé khéng bi xcay, vi néu
xoay thanh CG bi cong va lam cho tinh d6i xding khong con nia. Mat khac
mat cat C cling khéng cd chuyén vi ngang bdi vi néu od thi hé s& mat tinh
déi xing. Do mat cat C khéng thé€ xoay va cang khong ¢d chuyén vi ngang
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nén cd thé thay lién két nsi tai C nhu mét ngam cing ¢hinh 3.10b). Hé trén
hinh 3.10b ciing 1a mot hé déi xing qua thanh BF ca vé tal trong va hinh
hoe. Do dd, thay cho cac tinh todn trén hé hinh 3.10b ta tinh todn trén hé
tugng duong dugc cho trén hinh 3.10c. Mot ldn nita hé trén hinh 3.10¢ cing
la d8i xing cd truc d8i xding thing dL’Iné qua trung diém K cda doan AB.
Tai X luc cdt Q¢ = 0 cdn My # 0, N # 0, vi vy so d5 tinh cho nia dam
AKX ¢6 dang nhu hinh 3.10d.

Phuong trinh chinh tdc ctia hé hinh 3.10e 6 dang :
SpXp + 53X, + A, =0
SuX) + 8%, + Ay, =0

Do &y, = 85 = 05 A3, = 0, cho nén ta cd

trong dd,
1x2 1 o -6x2x1 -2
2EJ EJ p 3x2EJ EdJ
2.KJ
Suyra X, = —(/ = 2 kNm

Bi€u d6 momen uén trong hé xudt phat hinh 3.10a duge cho trén hinh
3.11. Bang cach liy déi xing qua K ta cd bi€u d6 mémen hinh 3.10k cho hé
trén hinh 3.10c. Tt bi€u d6 moémen hinh 3.10k ldy ddi xdng qua truc BF,
sau dd lai lay déi xiing qua truc CG ta c6 bi€u d6 momen udn cudi cung
trong hé dia cho.

_,~L

IR I iDWWfi‘”

F G H L
777 7 b ved
4m { 4m 1{77 Gm # m — t’ﬁ

L ounm| L sxnNm

- 35m
®

NN e s
|
|
I

Hinh 3.11
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Chuong 4

CAC PHUONG PHAP THUC HANH TiNH CAC
CAU KIEN SIEU TiNH

1. PHUONG PHAP VAN NANG

§1. TRUONG HOP TONG QUAT CUA CHUYEN V] VA NOI LUC

Ching ta hay khao siat mot thanh chidu dai ! gdm n doan maéat cat
ngang khac nhau, chiu tdc dung cda hé ngoai luc bit ky, chiu lién ké&t bt
ky (hinh 4 1ab,ed).

D& thing nhat cach trinh bay va tién sit dung cdc dai lugng cdn tinh,
thanh duge thiét lap trong hé truc toa d¢ vudng gdc Oxyz. Géc toa d¢ "O"
duge dat cd dinh & d&du trdl cda thanh, truc z trung véi true thanh va huéng
sang phai, cdc mit cidt phan chia gitta cdc doan thanh duge danh =6 1a "i" @
= 1,2,..., n). Tén goi cia mb6i doan sé fnang tén goi mut cudi phai cta doan
dd. TAt cA cdc ngoal luc ¢d chiéu duong tdc dung 1én thanh dugce cho trén
hinh 4.1a,b,c (diéu nay la cdn thiét trong khi tinh todn thuc hanh va phu
hop vai quy ude ddu cta noi lue trong sidc bén vat lidu). Dau trai clia méi
doan dudgce ky hiéu la "Oi" nhu la gdc toa dd dia phuong cua doan "i" cd
chiéu dai {, = a; - a,_,. Hoanh dé cdc mat cat phan chia gi¥a cidc doan dugc

ky hidu 14 a|, a,, .., a,_), 3,

oo A

n
Ching ta goi Y(z) 1a chuyén vi téng quit nac d6 cla mait cit ngang tai
hoanh dé Z cua thanh. Vi du, d6i vé8i cic cdu kién chiu kéo (nén) thi chuyén
vi doc truc thanh Y(z) 14 U (z).
Dé&i vdi cdu kién chiu bigén dang xodn thu&n tuy thi chuyén vi gdc (gdc

x04n) cia mat cat ngang Y(z) 1a p,(z).
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D6i vai cdu kién chiu bién dang uén thi chuyén vi thdng vuong gdc vdi
truc thanh Yiz) la V{z).

Bay giv ching ta hay tim cach xdc dinh dai lugng cén tinh Y(z) tdng
quat thuéc doan thd i, ¢d chiéu dai [; = & — a;; va& cac dac trung cla mat

cat ngang E, F, Iy, Iy 1E o6 duge didu dd, ching ta khao sat phan thanh
bén phai cua mat cat "i—1"

Phén thanh nay chiu tic dung ctha hé ngeai luc phan bé bat ky, cde luc
tdp trung, moémen ngoai luc tap trung, cdc chuyén vi & ddu trai "Oi" cua
doan i va cac néi lye, chuyén vi cta phan thanh a;, da duge tudng tuong

cét ta va bd di tdc dung vaoc ddu trai "Oi" cla doan i nay.

Dudi tac dung cua cdc y&u t6 ndi trén doan thanh khao sat bi bién
dang va chuyén vi. Ta cd th& béng nhiéu cach, tim dude chuyén vi nay theo
chuyén vi va cdc dao ham cua nd tai dau trai Oi (khai tri€n Taylor la mot

trong nhitng gial phap nhu vay) :
Yi(z) = Yni + Y,oi Z - ai—l) + Y”

ol

oA 2 Z—-a. )3
L;;me._( S

3!

Khi ky hiéu

LZ‘_ -1 ?k
- k!

CDK(z—ai_!) voi ¥ z 2 a; 4.1
0 véi ¥ a, >z =20
(k=Tn)

ta c6 thé viét dai luong Y(z) va cac dao ham cia nd tai hoanh dd =z
nhu sau :

Y@ = Yoby + Yub, + Y@ + Yoy + .o

Y = 0+ Yuby + Y ®p + Y7Wudy + 0

Vi = D+ 0+ Y+ Yl + YEm, (4.2)

ol

V)

o

Y7z = 0+ 0+ 0+ YO0 + Yo 0+
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Dusi dang mé tran hé {4.2) sé 1a :

S(z) = @] 1, (43)
trong dg
Py P by by
0 @ & @, ..
[mi] Tloo0 @, @ ..
00 0 W, ...
gj)(z) = (Y(z) Y'(z) Y'(z) Y”’(z)) Tha vectd cdce dai lugng cdn tinh tai
Eg)énh d¢ Z thude doan thg "i"

. Phu thuse vao tung bai todn cy thé ma
Si(z) ¢6 dang cu thé, vi du :

Dé&i voi bai toan kéo (nén) -
S(z) = (U@ N@)T
Da&i v&i bai todn xodn thudn tuy :
Si(z) = (P2 My(2))"
Déi v6i bai toan uén ngang phang
S = (V) p M) Q)"
D, = (Yo Yo Yo Y7o Yo . )" 1a veets ma cdc thanh phén cla n 1a
ham va cdc dao ham cia cac dai lugng cén tinh & ddu trdi doan "i". Vecto B:”-
nay dugc xdc dinh nhg cdc Nén hé vi phén giita ngoai lyc va noi luc, gita chuyén

vi va néi luc da biét trong mén hoc suc bén vat ligu. Dudi day ta sé nhic lai

cdc lién hé vi phan d6 d6i vai ting loai chat tai cu thé va ﬁ’oi tiuong dng.

§2. CAC TRUONG HOP CHAT TAI CU THE

1. Bai tein kéo (nén)

Sv
S
3

N+dN>0

|
S‘I/—;
|

IRV I a
a)  F@r0 Moo gt an)>

Gy b)

Hinh 4.2
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i ol dz ~ EF,
dN U q(2)
@ =@ a?  EF -
-2
d"N 4" Vz) AU _ g7 ()
dz" dz" E;F,

- Noi Qoi q,oi T
Boi = (Vo EF, EF, EF, ) 5
2. Bai toin xodn
(M, +aM;) 70
'z
M%,[
Vo o~
My +AMz) 20
Hinh 4.3
dp M, (z}
AM., = M~ -— = =
1 o dz GlJpl
aM, &y M2
dz = mz(Z) dzz = Gini . (46)
-2
, = min d% m?(fn )(Z)
n (z) n G.J
dz dz i pi




— ' Mg my - My T
D. = - —_— ... 4.7
oi (5"01 Gdo: Gdpi Gy )

3. Bai todn ubn ngang phdng

gpz) 70 \(Ma' +dM) >0

Hinh 4.4
av _
dZ - SD(Z)
v M(z)
AQi = POI E;E = B
. PV Q)
AM; = Mg :i-z_?’ = TRBJ
(4.8)
dQ _ v _ (@
o~ 1@ it EJ
dM
Fr =Q=z
d'M, v ")
dz? - A=) dz" - EJ



—

D, = (Voi vor MG/Edi Po/Bdi /B du/EBdi jT(4_9)
Khi thay (4.5), (4.7), (4.9) vao (4.3) ta duge :
S(2) = [B]-} S, (4.10)
trong dé :
[B;] 12 ma tran bién d8i cia doan "i" ;

—
S, la vecto céc thong s6 trang thai § dau trai "Oi" cia doan "i" ;

5,(z) 12 vectd cac dai lugng cén tinh tai hoanh 46 z thuéc doan "i"

a} Trudng hgp thanh chiu kéo (nén)

. O by By Dy B
[BJ} = °* EF, EF, EF, EF, EF,

0 ®, © B, By B, ...

- T r? T
Sei = {Uoi Noi doi 9'oi 4 oi"'}

- Ui(z)
Si(@) = Ni(z)
b) Trudng hgp thanh chiu xoan :
P P, by
& .
o Gini Grini Gini
|51 =
o * ] B T
Soi = | Poi I\'Iroi My Mg Mgy }
— pi(z)
Si(z) - Ni(z)

¢) Trudng hop thanh chiu uén ngang phéng

@, &, ®,
CDG Cbl EiJi EiJi EiJi o
{Bi] = 0 &, $/EJ, dEJ GJET . . |;
Py &, &,
0 ®, ®,

g1



- * 1 rr 'I‘
Soi = (Voi Poi Moi Poi Qoi 9ai 9 o )

Vi(z)
— ®,(2)
S(2) = M;(z)
Qi(2)

§3. CONG THUC TONG QUAT XAC DINH CAC DAl LUQONG CAN TINH
Khi thay (z - a,_,) bing chiéu dai I cia doan "i" thi “ST(Z) trd thanh
S*(ay), ‘:Bi(z)] trd thanh [B;‘(zi)] va quan hé (4.10) sé la :
5* = [B;“] 5, (4.11)

Khi ky higéu AS; 14 vécto céc thong s6 trang thai ¢ diu trdi "O," néu cd ciia doan
"" & dugc b6 sung vao cudi phdi cia doan "i-1" va §;_ la vécto cdc thong 5
trang thai cia dai lugng edn tinh tai cudi phai "i—1" thi ta od the viét:

* Péi voi doan i = 1
Sy(z) = Bl:l AS,,
S . =8 =0

* D6l vai doan i = 2
S,(z) = [Bz} [B;]Asol + [B.] a8,
S3(ay) = [B;] [Bq ASoy + [B;] A8y
Bing cach thay th& lién ti€p nhu vay, ta thist lap dude cong thic tdng

quat dé xac dinh cac dai lugng c8n tinh cho thanh c¢6 n doan d6 cing khac
nhau dudi dang :

Déi voi doan thi i :

Si(2) = [Bi] (é?—l + Ag:;,i) = [Bi]gi:—l + [Bi]ﬁg;ei

o f * * P * * P * - (4 ) 12)
S{(a) = [Bi } [Bi—l] Si-2t [Bi ] [Bi—l} AS,i1 t [Bi ]Aso,i
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Doi v6i doan thid n

S (z) = [Bn] ]:B;_l],.[B‘l*] AS,| + [Bn] [B;_l] ...[B;] AS,, +
Lt [Bn] AS. @19
S%(an) = [B;;] [B;_11 [B}] AS,, + [B;] [B;_l] ,..[BE} AS,, +
L+ [Bn} ASq, @1

Khi K; = const va {; =

const v8i moi "i", cac phuong trinh (4.13) thu
vé

S.(z) = [Bn] B*] “las,, + {Bn} [B*] " OASL, +

[
+ [Bn] [B°] Ay + [Bn} .S, (4.15)

(4.16)
K, 1a do cing cia méat cit ngang thudc doan "
Dudi day ching ta s& thuc té hda cac eong thic tong quét néu trén vao

cac bai toan co ban.

§4. CAC BAI TOAN CO BAN
1. Bagi todn kéo (nén)
a) Dang me trgn

Trong bai todn niy cidc dai luong cén tinh 12 chuy&n vi dec truc (do

dan dai hodc co ngin) Ufz) va luc phap tuyén {uc doc) N(z) dugc xdc dinh
theo cac coéng thuc ti (4.12) dén (4.16).

Trong d¢ :

K = E F,

I 17

—

o ¥ M 'I‘
Asoi:{uoi!Poi’qnirqoi!q o } ;
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Si@ = {U@ , Ny}

%o EF, EF, EF, EF -
-

o) day . '

E; 12 modun dan héi khi kéo (nén) cia vat lidu cda doan thanh
tha (i) ;
F; - dién tich mét cit ngang cta doan nay ;

U, — chuyén vi doc truc b8 sung & ddu trai Oi cda doan "i" ;

P, — ngoai luc doc tryc tap trung & dau trai doan "i’
Qoir Qo 97 --- 181 luot 12 tai trong phan bé doc tryc va cde dao

ham cdc cdp cta ham tai trong phan bs qfz) tai ddu trai "Oi"
cua doan "i".

b) Dang biéu dién tong

Trong nhiéu trudng hop cac dai lugng cén tinh duge bidu dién dusi
dang téng lai to ra thuin lgi hon. Vi vy, khi EF = const vdi moi "' va
{; # const thi phuong trinh (4.13) 6 dang t8ng quit nhu sau -

U(zj =

i

P, P, Dy
(AUOCDO * P gF T AL g + AT T )

M =

1 (4.17

n

N(z) = >, (Poimu + Ag,®) + AQ b, + Aq” b, + )

i=1
D&i véi thanh ¢6 cdu tao lién tuc, AU, = 0, vai Vi > 1.
Aug; la budec nhdy cta chuydn vi doc tryec & "Oi" .

1

P, 1a lyc tap trung doc truc z & "Oi" -

Aoy AQ'G;, AQ”,; 1dn lugt 12 bude nhay cia ham tai trong phin bd
doc truc tai "Oi".

2. Bai todn xodn
a) Dang ma tran

-—
Vectd cdc dai lugng cdn tinh 5,(z) trong bai todn nay gém hai thanh
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phén la géc xo0dn ¢,(z) va mémen xoan M,(z) duge

xdc dinh theo cdc cong
thie tu (4.12) dén (4.16}.

Trong dg :
Ki = Gi in B
g o * 3 * T
A5 = {%i » M mgp, ', m”y }’ ;
° GiJPi GEJPi GiJPi G'ini Gini o (418)

[BIJ =l 0 @ o, ®, ®, o,

Y . i(2)
d day

G; - modun dan héi trugt cta vat liéu cta doan thanh i
J

pi ~ mOmen quan tinh déc cuc ctia mat cét ngang déi véi trong
tdm mat cidt ngang ;

Poi — g6¢ x0dn bS8 xung & ddu trai doan i ;

E

M*,, - momen xodn ngoai lue tap trung & dau trai doan i -

mg, m’y, m”,, ... - moémen xodn ngoai lyc phan b& va cdc dao ham
cac cdp cla né 3 ddu trai doan i.
b) Dang biéu dién téng
. , ¥ >, ¢y
ol po() =2 (Agooitbo MGyt Amy o5+ A ar
i=1 P P p (4‘19)
n
b M (z) =D (M;ifbo +Am,d; + Am’ D, + Am” D, . .. )

A + ..

i=1
v@i {; # const va GJ, = const véi Vi Néu thanh e cdu tao lién tue
thi Ap, = 0 voi Vi > 1. '

Trong (4.19) Ap,; 14 budc nhay cta géc x0an & ddu trai doan "i".

M, 1a mémen xodn ngoai luc tap trung & "Oi" ;

3

Amg;, Am’,., Am”; ... ldn lugt 1a bude nhédy ctia mémen xodn ngoai

lue phan bd va cia cic dai ham cac cdp cla nd & "Of".
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3. Bai fodn udn

a) Dang ma trgn
—
Trong trudng hgp nay vectd cdc dai lugng cdn tim 8,(z) cé bon thanh

phéan 1a chuyén vi thidng V(z), chuyén vi gdc (goc xoay) ¢.(z), mémen udn

M,(z} va lye cit Qy(z). Vectd nay duge xdc dinh theo cong thic téng quat tif
(4.12) dén (4.16).

Treng dd
Ki = EJ; ;
o = L3 ] £ ) 'Iﬁ
ASoi = {VOH(POHMOH o> Dois Qi g oi"‘}
IR A e x
O b, Dy By
[Bll =1 % EJ; EJ, Ed, EJ .
0 ) &, D, b, by . [ (4.20;
[ 000 0 @ @ b, ..
Vi(z)
— Pi(z)
Si(z): Mi(z)
Q(z)

b) Dong biéu dién téng
Trong trudng hop {; = const va Ed; = const vai moi "i" ta ¢d dang higu
dién téng ctia udén ngang phéng :
& P, Py b,
Vilz) =2, (AVO i@ + Ap )+ Mp = £5 t Foi B tA% gyt

i=1

Aq(_)| EJ +Aq O EJ )
n . b, b, b,
Pn(2) =Z (Apo,ilbﬂ_'_Mm E-'-PDI EJ +Aqu EJ +
i L (4.21)

Aqo_.i _E-3+Aq O, _Eﬁ)*

m
M, (z) = E (Mmmo + Py @ + Agy @, + AQ, By + AQ7 D, . )

n
n(z = E ( lj30 + Aqo.i(DL + Aq 0, 1(1)2 + Aq”ol T )
96 =1



& day, trong cdc cong thic (4.20) va (4.21)
E;, - momen dan hdi kéo (nén) cla vat litu cua doan thanh i ;

J; - moémen quan tinh cia mat cit ngang ¢6i vOi truc trung hoa

thute doan "i"

¥

V., - chuyén vi thing b8 xung & dau trai doan i ;

(;0, — géc xoay bd xung ¢ diu trai doan i .

Khi thanh c6 cdu tao lién tue thi V; = ¢, = 0 voi Vi > L
M, 12 momen ubn ngoai luc tap trung d ddu trai doan i ;
P & ngoai luc tap trung & dau trai doan 1 ;
UQoir Loip 9o - 12 tai trong ngang phan bd va céc dao ham cac cdp
cua né o dau trai doan 1 ;
Ay, Ad, AQ7Gp - 12 bubc nhay clia tai trong ngang phan bd va
buéc nhay cha cdc dao ham cdc cdp cha nd 8 dau trai doan i.

Phuong phap van nang va cdc cong thic thuat todn cua nd da duge giéi
thidu va thidt 1ap can ké & trén cho phép tinh todn tdt ca cdc loai thanh
chiu bién dang dan héi ¢d méat cht thay d6i, ch& do chdt tai va lién két tuy
y ca vé s6 lugng va thé€ loai. Nhiém vu ctia o hoc vat ran bién dang ndi
chung va co hoc két cdu ndi riéng la xac dinh trudng chuyén vi va néi luc
trong hé do tdc dung ngoai gay ra.

Nhu da gidi thidu & cdc muc trén cta chuong nay, dé xac dinh chuyén
vi va noi lyc bing phuong phdp van ning déd xay dung sin & trén thi vdn dé
con lai doi vm bai toan co ban cta co hoc két cdu 1a 1am ré cac thanh phan
cha vectd AS . Trong 3 d6 cdc thanh phédn lién quan dén bude nhay cda tai

trong phéan bﬁ va cac dao ham cac cdp cla né dude cho trudc theo diéu kién
ch&t tai 1én thanh. Cac thanh phén cén lai cua vecto AS da 13 bai toan kéo

hay nén, uén hay xoén, tinh dinh hay siéu tinh voi bat ky 38 lugng va loai
lisn két thita nhu th& nao, déu ¢ thé xdc dinh duge bang cdc diéu kién hién
nhtt st dung tryc tip cdc phuong trinh van nang da thiét lap sdn dudi dang
ma tran hay dusi dang bifu dién téng ma khong cén thiét phai dung dén
cac phuong trinh can bang tinh hoc. DoI véi cac bai toan tinh dinh bat ké s6
doan thanh co ch& do chit tai nhu th& nao, s cdc thanh phin cén xéc dinh
trudc trong AS . khong qud hai d6i v&i dam chiu udn, khong qua mét déi voi

thanh chiu kéo (nén) va xoin. Trong nhiéu trudng hop khong cin phai xac
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dinh mét thanh phan nao cua AS.; néu chi mudn tinh noi luc. Thuét todn

xdc dinh néi kic va chuyén vi vita gi6i thiéu & trén la di€m tua viding chic
cho viée lap trinh bing ngdén ngt nao ma ban doc ua chudng. & gidl d6i voi
mét 16p rong cde bai toan véi chuong trinh BK45 duce vidt bang ngdén ngi
PASCAL 7.0 cua thuat toan nay sé duge gi6i thigu dudi day. Chuong trinh

duge luu trit 4 Bd mén "Sdc bén vat lié

a8

DUNG CHUONG TRINH

Vao sd lieu bai todn
ASL Ik (=1 oo, 1)

Truéng Dai hoc Bach Khoa Ha Néi.

§6. SO DO THUAT TOAN CHUONG TRINH BK45 VA CACH sU

1. So do khéi thudt todn fim cic én sé tai diu tréi cia doan

Lk? —=pt, dn sé :
pt: C [t,k} == [X,k] k=0,..,1

S; x,:] =1
cot S, [0] = AS,;
e
b
S1‘k=]*3"’i‘r'5()i
!
=i+
!
F
i>n Ansé:t = t+]
> Si [x,[] =1
Lkep? — pt:

c[n,k]:=s;[x,k],k=0,...,t

cot Si [o] ‘= Si’—l[o] + ASg;

Giai h¢ PTTT véi ma tran C:
C[l‘..l] ‘X+C|:0]_ = const




2. Hudng dan st dung chwong trinh

Chuong trinh gém ba cida s8 lam viéc, dung phim sang phai, sang trai
hoac kich chudt dé chuyén déi cia sb.

Cia s3 tht nhat d€ xac dinh bai toan cén tinh (kéo, nén, uén hay
x¥0dn}, s6 doan cia thanh va cdc thong s& tai cudi phdi cda thanh (luc tip
trung, mémen tap trung, lién két).

Clta s8 thi hai ding dé nhap thong s6 cho ting doan nhu sau :

a/ Trén hdp thoai "doan thd” khi chon sé xuét hién cua s8 cho phép
nhip 80 tht ty cda doan dang quan tam.

b/ Trén hop thoai "chiéu dai" khi chon cho phép nhap chiéu dai mdi
doan.

¢/ Trén hop thoai "lién két" khi chon cho phép nhap lién két dau
trai moéi doan.

df Trén hop thoai "E, G* khi chon cho phép nhap modun dan héi E
vai bai todn kéo, nén va udn hodc G d6i v4i bai todn xodn cida
modi doan.

e/ Trén hop thoai "F, J” khi chon cho phép nhap céc dac trung hinh
hoc clia mit cdt ngang déi voi ting loai bai toan.

g/ Trén hop thoai "P, M" khi chon cho phép nhip cdc théng =6 vé

—

Wic tap trung trong vecto AS, ¢ ddu trai mdi doan thui i dang
quan tam.

h/ Trén hop thoai "lyc phan bd" khi chon cho phép nhap bu6e nhay
cia ngoai luc phan b8 va cac dao ham cédc cdp cia nd néu cd
trong vectd Aggi & ddu trai doan i nay.

Clta s8 thi ba dung dé xem k&t qua cua bai toan.

Nhén nit "Tinh" chuong trinh sé lam viéc va xudt két qua : dudi dang
bang cdc gid tri max cia ham chuyén vi, ndi luc va vi tri mat cat ed gia tri
max dd.

- du6i dang d6 thi, bang s6 d6i vdi mdi doan ;

- duéi dang bidu thdc giai tich cta chuyén vi va noi luc.
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§6. BA} TAP AP DUNG

Vi du 1. Cho mot thanh chju luc nhu trén hinh 4.5. Bang phuong phéap
van nang, hay viét bang tay csc bi€u thie, vé bidu dé chuyén vi va ndi luc,
tinh Ung suft va chuyén vi 16n nhat. Bist E = 2. 10 kN/em®.

Gidi

Trong trudng hop bai todn, thanh duge chia lam 3 doan, bi€d thuc cta
Udz) va N(z) ldn lugt la :

Doan 1 :
EFU,(z) = Rz ; N(z) = R,
N /
a) 100 00 /
=0 1/ 2 / 3[7 :
3 -—-—-n—-—-—--—E(KG,m) ,/
! R S S . ﬂ|' {/ 9
; £ -2e" /
- F=ed ‘
59 ~ 1 2 / g o
[7] : N =z
AU | /,/2
0 0 :/
S
by
8
Ly
N 2 2%
C) a 7 J

Hinh 4.5
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Doan 11 :

Doan III :

EFUz(Z) = RUZ - 100 {z—1) ; Nz(z) = R” - 100

EFUs(z) = BFU)2) + 100 =22 3 Ny = Np(» + 100 (z—2)

Phan lic R, dude xdc dinh tit diéu kién Ulz = 4m) = 0. Cu thé la :

.- 3.100 + 200 = 0 = R, = 25 kG

Thay R, vao U(z), Ni(z) va v& bidu dé cia chung nhu trén hinh 4.5b.c.

Ung sudt va chuyén vi 16n nhét lén lugt la

s = 195107 = 125 10° KG/m® ; Ul = 2,75) = 891.10° m

maX

Vi du 2. Vé bidu dé chuyén vi U va lyc doc N d6i véi cdc thanh cd khop
trung gian (hinh 4.6) va thanh khong cé khép trung gian (hinh 4.7) bang

phudng phdp van nang?

Loi gidi cia bai toan bang chuong trinh BK45 dugc cho dudi dang
bang vA d6 thi trén cic hinh 46 va 4.7.

Vi du 3. Cho mot thanh chiu so4n nhu trén hinh 4.8a Hay viét bang
tay bifu thtc giai tich, vé biu d6 chuyén vi va ndi hic cho thanh?

Gidi

Doan 1 :

Doan 1T :

Doan III :

Tit didu kién ¢4(z

Gy = MJZ + 500 Z%2 - 250 Z%6 ;

Mz) = M, + 500Z - 250 Z%2.

Gy, = Glyp + 3000 . (Z ~2) + 250 (Z - 26 ;
My(z) = Mz + 3000 + 250 (Z - 2)°/2

Glgps = Gdypy - 1000 (Z - 5) ;

Ma(z) = Mz - 1000.

75) = 0 = M, = 2322,22 Nm.

Bigu dé chuyén vi ¢,(z) va momen M,(z) duge cho trén hinh 4.8b,c.

Vi du 4. Hay vist bing tay cdc phudng trinh d& vong, géc xoay va

tinh d6 véng lén nhat d6i v8i ddm cho trén hinh 4.9.
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NY

‘ ™ 1178.10%

™y
‘ ®
| 1,778 10°

o N z . 13

Ny

—
S
N

‘n‘:: 2
- o
) !
o) ™
™~ ‘2‘
(\:.'

\

Hinh 4.8




Gidi
Phan luc tai ngam M, = —32Tm ; Q, = 10T.
Phuong trinh d§ vong dean 1 14 :

32 z° 10 2°

= —-= — +
M EJ 2 EJ 6

vai 0 < Z = 12

Céac budc nhay Aqg, Aq'y ... duge xdc dinh nhu thudng 1&, cu thé la :

Ag, = (-qy) - 0 = -q = -2T/m
, 9 — 94 - 2(g;—4q1)
Aq', = 7 —0=-—E—"=‘-3T/m
2

Do dd ta nhan dugc phuong trinh d6 vong doan II la :
.4 I.s
v oy . A (== 3) +Aq’1 (=-3) -
L A 4! EJ 51 B

Bang cach dao ham phuong trinh do vong ta nhan duge cdc phuong

trinh gée xoay cta doan I va doan II nhu sau :

_ i 32 10 27
154, T TEI:TEI 2

_ Vo 32 +Bf 2:-2° 3 (-2
Yu= 4 T T RIZTEIT 2 6EJ EJ 24

2272
["max} = 15RJ

Vi da 5. Mot dam (hinh 4.10a) siéu tinh véi cde g6i tya ciung trung
gian. Hay vé cic bifu d8 gdc xoay, chuyén vi thang ddng, luc cat va
moémen udn bang chuong trinh BK45?
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Fl“oa do  Gia tri

Budc nhay Bign trai Bi¢n phai
20 0.00000 27348023128E-05 ] 2. 734E-05
zl 1.00000 0000{X0000E + 30 -1.9536646116E-05 1.953E-05
72 2.00000 0000000C000E +00 -3.0270550350E-05 -3.026E-05
73 3.00000 0000000000E 400 7.8172363364E-06 7.810E-05
| 74 4.00000 1.1720446835E-10 -1.1719412107E-09 0
200
] ! 2 Ji1s B3 4
~+— 160 100 - 00— 100 —4'-_.
b) o
@ ET=2133em
z0 14 Ky Z2 23 Lo
I.|-.|' e z'
.i" :
T
™y
Toa d6  Gia tn Budc nhay Bién trai Bién phai
z0 0.00000 -25394592905E-03 0 -2.539E-03
zl 1.00000 Q0000000000E+00 -1 9535474394E-07  1.933E-73
72 2.00000 QUOD0DDDOOCE +00  -9.7368767605E-05  -9.797E-05
3 3.00000 QOOO00D0000E+00  -7.8154798189E-08  7.811E-08
74 4.00000 -1.1013412405E-13  -5.8619775700E-12 0
v
¢)
20 Z./DZZ\[KZ/ZL-— Z4
?
)
b4
~
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Toa do Gia tri Budc nhay Bién trai Bi¢n phai
#() 0.00000 (00000N00000E +00 0 -1.000E-02
z1 1.00000 -1.2499999999E + 01 -9.9990000000E + 01 -1123E402
72 2,00000 2.0000000000E +02 -1.1250000000E +02 3125E+M02
z3 3.00000 4.6249999999E +02 -3.1250000000E+02 1.499E +02
74 4.00000 -5.0000999995F-01 5.00N9999994E +01 0
fe:
.
N .
S
70 z1 z2 ~ j,%
z
i)
o
oy
L ¥
~ 9
8 -
r ]
3t
)
0,
Ty
@
g had
£/ R 1 2 ;ﬂ 3 4 Z
' o™
Y
J 3
M
b
W
iy
oy
Py
o
Hinh 4.10
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Gidi
Khi st dung chuong trinh BK45,cac bidu 46 ¢, V, @, M duge cho trén
hinh 4.10bed.e.

Vi du 6. Bang chuong trinh BKAS hay viét bidu thdc cda chuyén vi va
vé cac bigu dé V(z), ¢(z), M(z) va Q(z) d6i voi dam lién tuc mat cit thay déi
tua trén cac g6i twa dan hoi (hinh 4.11a).

Gidi
‘ \ Max Z= l) =500 W 180t g2
LU ~-1.056E+01 6.27TE+02 _’Ei’w__.__{&f_.ﬁ?gi.‘.u}i?}_{i_. Vil
,j'fjf - %} o e, 8556

- - = Rz 7

lf l-7.198E-02 4.000E+0?) A P o ’
7 TN
rM \-1.39?54—05 4.0%E+021 ] |
®
\ Q \-8.556E+[)2 \1.000E+03J
R4

v, = 5931073 -2,05107%

V, = 4,64.1072° +6,26.10722 +
+1,57.107z+3,88.107

V, = -4,231071% +2,92.1077+ , % Y% s
- ‘Q < o
-4 2 2 ~ Y > /l""'i
+1,0210772 - 7,210% - =3 ;

- 1.7 &) {2 ug2 Y
H 8 0 h{h

Hinh 4.11

Vi du 7. Mot ddm lién tuc nhiéu nhip mat cat thay d8i c¢é khdp trugt
trung gian (hinh 4.12a). Bang phuong phidp van nang, biy veé chc bidu do
V(z), ¢(z), M{z) vd Q(z). Don vi tinh toian (daN, cm).

Gidi
Cac bi€u dé V, ¢, M, Q va cdc két qua dudi dang bang s§ dugc cho trén
¢cdc hinh 4.12ab,e.
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.000E+00

1.288E-05

-000E+00

0 .000E+0D

. 324E+03

9.671E+01

| Trd vd DOSE

.033E+02
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IL. TINH DAM LIEN TUC TREN CAC GOI TUA CUNG VA DAN HOI

Phuong phap van nang duge gidi thidgu & muce I clia chuung nay cho
phép tinh todn tdt ca cac loal noi luc va chuyén vi d6i véi cac loal thanh
tinh dinh va sidu tinh chiu bién dang dan héi bdt ky Ngoai phuong phap
nay con cd mot s6 phuong phap khac clng to ra c¢d hiéu qua va cing thudng
duge ding d€ xac dinh cac momen udn va lyc cit trong cic dam siéu tinh
chiu tai trong ngang. Phuong phap phuong trinh ba mémen va ném momen
la mét trong cic phuong phap do.

Ngudi ta goi mot ddm siéu tinh cd ngoai cac lién két cén thiét con cd
cdc gbi tua di dong tang cudng la mdt ddm lién tuc. Do d6 cach xac dinh
bac siéu tinh cGa dam lién tuc duoc tién hanh nhu da biét trong chuang 3.
Cu thé 14 néu dam khéng ¢6 ngam & cdc dau cudi thi béc sidu tinh cna d&m
bing s6 goi tua trung gian. Do d6 khi ddm chiu tai trong vudng gdée véi truc

dam thi bac siéu tinh n = s6 gdi tua trung gian cong véi 56 ngam.

Vi ddm lién tuc la mot trong nhitng trudng hop cha hé siéu tinh ndi
chung nén dé tinh loai ddm nay ta cd thé st dung phuong phap hic. Xét
ddm lién tuc c6 mit cit ngang khong déi trong tling nhip chiu tac dung
déng thdi ctia tai trong, sy bién thién nhiét do va chuyén vi cudng bic cia
cdc gdi tua nhu hinh 4.14a. Gia sit ddm cd n g6i tua trung glan tic 1a cd
{n+1) nhip, thit tu cdc g6i tua va cic nhip duge danh s6 nhu hinh 4.14a.

s1. DAM LIEN TUC DON GIAN TREN CAC GOI TUA CUNG

Dam lién tuc don gian duge hifu la ddm lién tuc cd dang nhu hinh
4.14a khéng ¢S ddu thita, khéng c6 lién két ngam. DéE tinh dam lién tuc ta
sé sit dung phuong phap luc khi khong gidi phong cde lién két "thita” ngoai
ma giai phdng cdc lién két noi. Cu thé xem hinh 4.14b .

Chon hé co ban nhu hinh 4.14b voi cdc 8n s6 X 14 cdc mémen udn M;
tai goi tua thi i. Do d6 hé phuong trinh chinh tdc s& bi€u thi diéu kién cac
gde xoay tuong d6i giita.hai mat cdt & hal bén mdi gdi tua trung gian bang
khéng. Duéi tac dung cda riéng ﬁi = 1, bién dang chi xay ra trong 2 nhip
lan can thd i va thd (i+1) nén chi tén tai cac chuyén vi xoay tuong déi gita
2 mat cit 3 hai bén géi tua trung gian thd (i—1), thd i va thd (i+ 1). Nhu
vay vOi hé co ban da chon dinh ly BettiIll§l chuong 2 ta cd :
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Khi d6, ta cd thé viét phuong trinh th i cda hé phuong trinh chinh tac
nhu sau :

Sii-nMi—1 + &My ¥ GigryMiv1 T Ap* Ap+ AL =0
trong d6 :
-1y Sir Qi) lan Iuot la cac gde xoay tuong doi gita 2 mat cat g
2 bén gfi tya thd i do cac mbmen don vi M, M;, M, gay ra
trong hé co ban ;

A?p,A?A,Aﬁ . gdc xoay tuong doi gitta 2 tict dién & 2 bén gdi tua

thi i ln lugt do tai trong, do chuyén vi cutng buc tai cac g6i
va do su bién thién nhiét do gay ra trong hé cd ban.

D& tinh cdc hé s6 va s6 hang tu do d6i véi phuong trinh nay ta vé cac
bi€u d6 mémen nhu hinh 4.15.

Bang cach nhan bigu dé cta thuat toan Verechtchaguine ta c6 :

) w8, Wity - bi+1y
Ay = (ﬁ) (MO) = — +
AN EJL  Bdaenfaen

Ai-1- Ajery ~ A
——

L.
& {i+1)
* b+ (tz(m) tmﬂ)) 2
5 _ﬁ ﬁ _ _1__ l.g_i._.__fl_
-1~ ( ')( i—l) T EJ 2 3 GEJ

Sen = (M) (M) = 55172 37 AL,

Thay céc gid tri ndy vao phuong trinh chinh tic trén ta di dén :
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| !
. | -
3 7;7 o0 Eh 77;7‘ Elie 4 77;:
y i ~ «Mi-1 L i % ?M; (+1 “ Misq
) / . f’z: EL &
7 Ay

TR ["." lmw“’;&;
S L@’mi e S

1 | Miv 1
I P fm u@
1

? ,5;% W P
{{+1,
| ! Ca”) . ||c+)
\/ dy x./ & xi/ 5:+f“-J/ bi+y \_]_
<
____Tk; .I‘]',. _—_/T__— _Z"f___ﬂ*(;
Hinh 4.15
/ M, i—+i11v1 IIHM £ A0+ A+ A7 =0
6EJ, 3BJ,  3EJ, 6EJ A -

Nhan 2 v& véi 6EJ, voi J, la hang s6 bat ky (thuvng ldy biang moémen

quin tinh cia mét nhip nag dé cdia ddm) ta duge :

J, I, I, J,
1 1
+6EJ(A +A]A+&n) =0 i=Tmn
Khi dat :

J
=Ly
|

va duge goi la chidu dai qui ude cva nhip thi i, ta cé :

118



AM,_, +2 [A., + ,1,“1 M, + 4 My, + GEJ“( Ayt AL AL} =0 (422)
Phuong trinh trén duoc goi 1& phuong trinh ba mémen bi€u thi sy lién
hé gita 3 moémen udn chua bigt & 3 g6i tua trung gian lién tiép My, M;
Hé cd bao nhiéu géi trung gian ta sé& c6 bay nhiéu phuong trinh dang

1+l
(4.22) va mdi phuong trinh sé cd 3 &n sb.

Dang ddy di cta hé (4.22) la :

wg Iy ol o
A;Mi_,+2(,1-,+,1 V) M+ Ay Mo + 6 7-._'3""_'—' N

+ .
fi livy

Ay =8y BT 4
+ 6EJ, LIS

Ly

+6EJ{ ( ) (t:zoﬂ) ey ) T

(i =

] =0 (423

§2. DAM LIEN TUC CO DAU THUA VA cO DAU NGAM

1. Dim lién tuc cé6 ddu thira

D& tinh dam loai nay ta ddn né vé ddm lién tuc don gidn (hinh 4.16b)
bing cach thu gon hé luc tac dung trén céc congxdn vé cdc gbi bién tuong
tng (hinh 4.16b), sau d6 thyc hién moi tinh toan nhu muc §1.

=
gg:
] ::x
]
Q.
%
F
[
%

Hinh 4.16
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2. Diam lién tuc ¢6 didu ngam

Trong trudng hop nay ta thay céc ngam béng cdc nhip o6 chidu dai
bang khong hoac cd do cing EJ = w va cd s6 lién két ttong duong voi
ngam nhu hinh 4.17ab.

ET,, =
, 5T
A A L A A
_ k=0 Y S ..._*mf“"*_
|

Hinh 4.17

§3. MOMEN UGN VA LUC CAT TAl MOT MAT CAT BAT KY
TRONG DAM

Ap dung nguyén ly cong tdc dung ta cd bi€u thic momen ubn tai tiét
dién k bit ky cd hoanh d§ z nhu sau :

ﬂi"Z

M, = M + -

Myt ZE-;\L ; (4.24)

i 1
Bang phép tinh dao ham ta ¢d bi€u thic cia lue cat :

dM,

M, — M,_,
U= =%

—_ 25)
7 ) (4.25)

trong do :

Q‘i va Mﬁ la luc cat vA moémen udn tai tiét dién k do tai trong gay ra

trong ddm don gian dat tu do trén 2 gdi tya § 2 dau nhip.
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§4. Vi DU AP DUNG

Xét bai toan xac dinh
lye cat cho phép khi tién truc
dai.

Ta st dung nhu phuong
trinh 3 mémen d& khao sat 1
truc dai khi gia céng tién cd
sd dd hinh 4.19. Dau trii cia
truc duge ngam bdi mam cap
1. Dau phai 14 u dinh tadm 3.
Khi gia edng truc dai, dé
dam bao do déng tam ngudi
ta phai lap vao nhitng gia d&
tam 1 va 2, hay con goi la
luynet. Gia s rang do lap
ghép khong chinh xdc ma gia
dd tam thd nhat {luynet 1) bi

iéch di so véi dudng tdim mét

VoM

. Mi-1 !E | f? -
:‘9« _l Y F k i \:
A P D)
. | ’
" 5 l@ 1|
| ' | |
5) 7777 T
SN

9 g
AT

J) g.J-Lu_i_iu_J_lL_
|

Hinh 4.18

doan 14 A,. Trén hinh 4.19b 1a su dé tinh cia truc dai nay.

be

nhip cg

chiéu dai {; — 0 noi ¢6 ngam cding.

s dung dude phuong trinh 3 momen, ching ta c4n phai dua vao 1

Trén hinh 4.19c la hé tuung duong cia so dé tinh.

Moémen quan tinh edc mat c¢it ngang ctha truc la

:rd]4
1= =
4
52 B2
27 64

Trén hinh 4.19d 1a bigu d6 mbémen (MO

P

_i = B63.6 4
64 = . cm
L. 54 ~ 307 4
64 = , Cm

] chi do tai trong ngoai gay

ra trong hé co ban. Dién tich ciaa bidu dé (M;) trong cac doan thi 1 va

thi 2 1a bing khong, con trong doan tha 3 1a :

i

1/2 . Plojdl,

1/2 (P .40)/4 . 40

2007
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Hinh 4.19

Khoang cach tif trong tam cia biu d6 nay d&n gdi tya phai cia nhip

nay la :
by = {32 = 20 em

Khi tinh v8i cac nhip /), I, chung ta thdy rang tai trong ngoai trén cdac
nhip nay 1a khéng cd. Do dé phuong trinh 3 mémen cd dang nhu sau :

D&i voi 2 nhip tigp theo cd chidu dai [}, I, cdc mémen gdi My, M), M,
6 di vao trong phuong trinh 3 mémen. Phuong trinh nay khong chida cic s6
hang phu thudc tai trong ngoai va cd dang :

LM, + 2My(, + 1) + LM, = 6EJAy/l; + BEJ AL

Phuong trinh cudi cung d&i v8i cac nhip [, I3 cd dang :

Ay W3byl)

L 6 L3,

M, + 2Myl, + Il = -6EJ
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Vi -
Ay = 4, = 40, 63,6/30,7 = 83 c¢m (khi thita nhén rdng Jy = dy)

Thay cdc gia tri bang s6 vao 3 phuong trinh trén, ta nhén dugc hé
phuong trinh vdi cdc hé s& bing st sau day :

A

6 1
2.150M; + 150M, = ~6.2.10°.636 -

A
150M, + 2M,(150+ 150) + 150M, = +6.2.10° 63,6 == -2

150M, + 2M,(150+ 83) = — 6.2 .10° 63,6 D, 6.200P.20.63,6
1 2 - CE AT TR 150 40 . 30,7

Sau khi gidi he phuong trinh nay chung ta sé nhin duge cdc &n 0 la
cdc mémen & cac tiét dién gdi theo A; va P. Cu thé la :
M, = 82100A, - 0,42P ;
M, = - 302008, + 0,84P ; M, = 20600A, - 2,94P

Trén hinh 4.19e 1 cdc bifu dé mémen udn (My) cubi cing clla truc
khao sat. Cac tung do cla bifu dé nay nhén duge bang cdch céng cac bidu
d6 do moémen uén & cac gdi tua tinh toan duge voi biu do (Mg) Mémen
d tist dién dat dao la

M — Plyd - My2 = 10300A, + 853P

Khi st dung biéu dé momen udn téng cong va xudt phat tit do chinh
xac yéu cdu ciia viéc gia cong ngong truc (doan cd d = 50 mm), ching ta cé
thé gidi quyét bai toan vé viéc xac dinh chuyén vi 16n nhét cla truc g tist
dién dat dao (noi dat luc P). Chuyén vi nay xdc dinh do sai s6 gia cong
ngong truc. Tuong Ung véi quy tc xdc dinh chuyén vi trong hé siéu tinh,
chiing ta xay dyng 1 hé co ban. Vi luc P = 1 thay cho P trén hinh ve
4.19d sau d6 nhan bi€u d6 (M) nay v6i biéu dé téng cong (Mp) ta cd do lon
clia chuyén vi thing khi gia cong la :

— 1 {1 4 2 P, 1 4 G

&= (M) (M) A 5135 4 2t3 3 s (20600A1-2,94P)

1 1ot ~6 -2
= + 206 . = : + J1077A = )
B, (1039P 206 .10 Al) 16,95 .10 P + 3,36. 10 “A| = [O,OOIdA]
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T& quan heé ndy ta rdt ra rang khi lap dat luynet trai chinh xac nghia
la khi A; = 0 thi sai s8 gia cong & = 0,001 d, néu lye an dao < 2,94 kN.
Néu d¢ léch cta luynet trai & phia trén v6i A, = 0,1 cm thi véi 46 chinh xdc
nhu trén luc 4n dao c4n phai < 1 kN. Né&u khi lip rap phat sinh d6 léch cda
luynet theo chiéu nguoc lai thi luc an dao cd thé dat duoe dén P = 4,88 kN.

§5. DAM LIEN TUC TREN GOI TUA DAN HOI

1. Thiét lip phwong trinh 5 mémen

Dam [ién tuc ma cac gbi cd th€ thuc hién nhing chuyén vi dan héi
theo phuong vuéng gde v6i truc cia ddm duge goi la ddm lién tuc dat trén
cdc g6l tya dan héi. Goi &, 1a chuyén vi ctia g6i tua thd i khi goi nay chiu
htc doc bang don vi. Ta cd méi lién hé gita phan luc tai g6i tua thi i 1a R;

va chuyén vi V..
vV, = &R, (4.26)

Dam lién tuc trén .g6i twa dan hdi thudng gap trong thuc t6 o6 thé 1a
dam cdu phao, ddm lién tuc dat trén cac cot chdng, cdc ddm doc dat trén
cdac ddm ngang v.v...

Trén hinh 4.20 cdc cdt chéng do ddm chiu tai trong ngang dudge mo
hinh hda bang nhing 16 %o c¢d d6 cing nhy do cing cta cot.

Két cdu rung nhu trén hinh (4.21a) dugc so d6 hda thanh ddm trén g6i
dan héi tuong duong (hinh 4.21b) 14 mét vi du vé dam lién tuc trén céc goi
tua dan héi.

Két cau nay cd hai bo phan lam viéc (1) duge dat trén cac g6l tua (4).
Trén so d6 nay q la cudng d¢ cla tai trong phan bs do cic thanh phén
thang ding cta lue quén tinh cla cée khéi luong cha cac bo phan lam viée
chuy&n doéng trong hé gay ra. Nhing bo phén lam viéc nay dudc néi véi
nhau bang cac phan ti dan héi 2 (16 x0 2). O ch& da céng hudng cde thanh
phin thang ding cda luc quan tinh dugc can bing béi cde lye phat sinh
trong cac phén tif dan héi 2 (1d xo 2) macac thanh phén cta ching, vi du
trong nhip thd hai duge ky hiéu la P,, H, (hinh 4.21a)}.

Bdi vi & trong két cdu luc quan tinh thdng ding 1a phan bs déu con

nhitng lién k&t dan héi 1a i rac cho nén hién tugng uén cdc cdu kién chiu
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/hl-a
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L L i Zf-ff

Hinh 4.20

tai xay ra, con céc tai trong thuc thi duge truyén lén cac gbi cta ching. Céac
thanh phdn ndm ngang phat sinh déng thdi do edc luc quan tinh cta cic
khéi luong chuyén déng va do céac luc trong cac chi tiét dan héi tdc dung
doc & mat trén va mat dudi cta nhitng chi tit lam viéc theo cdc phuong
ngudc chiéu nhau va vi thé ching sé khong gy ra cic ing luc trong céc gbi
tua.

~ D& xac dinh phan luc g6i tua cd thé biéu dién thiét bi nay dudi dang
ddm nhiéu g6i tua tuong duong nhu trén (hinh 4.21b).

Do su cé mat cia cdc khép dan héi ¢ cdc méi néi gita cdc bd phan lam
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viee 1 véi céc canh tay don 3 va canh tay dén 3 voi g6i 4 ma cln phai k&
dén do mém cta cac g&i tya ddm tuong duong. Khi xdc dinh cdc phan luc
tua thi cAn phai xem ring trong tit c edc nhip cia ddm tuong duong chi
c6 cdc thanh phdn luc thang dung (trong cdc phén ti dan hdi) tac dung, con
& trén cdc congxon thi chi o6 cac thanh phén thang ding khong can bAng
clia cdc tai trong quan tinh. Cac luc quéan tinh con lai tuong hd td can bing
véi nhau va khong truyén lén goi tua 4. Nhing tinh toan da ching to rang
viéc k€ dén tinh dan hdi ciia goi tya lam thay déi thyc chdt dén phan luc

g8i cua thiét bi rung.

B
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Hinh 4.21

Nhitng gdi twa dan hoi thudng dugc mé hinh héa dudi dang nhing 1o
%0 xodn hinh tru. D& tinh toan nhifng ddm lién tuc trén g6i tya dan héi thi
hé cd ban dude chon la ddm <6 lien két khép & trén cac g6i tya hinh 4.20b.
Nhitng momen udn géi tya 14 nhimng &n 6 cdn tim. Nhitng mémen nay dudge
x4c dinh tit hé phuang trinh chinh tic cia phuong phap lyc. Bay gis ching
ta s& khao sat c¢du tric ctia mot trong nhiing phuong trinh do vd xdc dinh
chuy&n vi theo phuong tac dung cla cdc mdémen M;

Véi hé co ban nhu vay mémen M, chi gy ra chuyén vi trong cdc nhip
G-1),1i i+ 1) va i+ 2). Khi dé phuong trinh chinh tic viét cho géi tua
trung gian tht i cd dang nhu sau :
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SiaMiz + SigaMia + M ¥ SigryMin + SigrMiz T Bip = 0
G = 1,23, .. (4.27)

Phuong trinh trén duoc goi 1a phuong trinh nam moémen.

- Xac dinh céc hé s6 va s6 hang tu do ctia phuong trinh nam momen.

Theo cong thic cia Morh ta ¢l

EJ’ E ds+25R]R

MM,
Ap = 2 I £J

(4.28)

trong dd

M.

1

M, — momen udn & cdc mat cAt cla ddm tudng Ung do céc
mémen M; = 1 vd My = 1 gay ra ;
M,, la mémen uén do tai trong ngodi gay ra

R; la phan lyc cua gdi tya thd j do M, = 1 gay ra trong hé
co ban ;

Rp la phan luc cia g6i tya thi j do tai trong ngoai cho trudec
gay ra trong hé cd bamn ;

c‘ij hé 0 do mém cua gbi tua thu j, cm/daN.

Vi du, néu cot cd chiéu dai hy du ngan 1a g6i tya dan héi thd j, co do
cing EF thi 8 | = h;"EF
N&u gdi tua c6 dang 1o xo0 xoén &c hinh tru cg dudng kinh D voi 50
vong lam viée 1a n duoc ch& tao tit 1 soi thép cd dutmg kinh d va vat liéu
¢ modun dan hdi trugt 1a G thi hé s8 d6 mém

8D°n

& = 2 (4.29)
G.d

Trén hinh 4.20 1a cdc bidu d6 momen ndn do M, =1;M =1;
M; = 1 va cac phan lyc tua do cac momen nay gay ra.

Khi k€ dén gia tri cta phan luc ndy va thia nhin rang EJ, = const v&i
Vi va do mém cua tit cA cac g6i tya la nhu nhau thi trén co sé¢ quan hé
(4.28) ching ta cd cdc cong thie tdong ung sau day :
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% = BRI

Lty 1 2 1 1
6i(i+1)=@—6{3+—"“—+—_—" T

i £]+1 £|+2 lEl‘f‘l
1
RUC Ry ey
5 N @it 1Py v s Ri-mp  Ryp \_Ri_p . Ri+1pyp
PRI lity 4 i L fita
trong dd :

w; va wj,, 1a nhilng dién tich cta cic bidu d6 do tai trong
ngoai trong céc nhip thd i va i+ 1 giy ra trong hé co
. ban;
a; la khoang cach ti trong tam cua bi€u d6 M, g trong
nhip thit i+ 1 dén gdi twa i-1;
b;,; la khoang cich tiu trong tam biu dé M & trong nhip
thit i+ 1 dén goi tua i+ 1.
T4t ca nhing gdi tya trung gian cta ddm ky hi¢u la i vai i = 1,2,3...
Trudng hop ddm cd do cing khong d6i, chidu dai cla cac nhip déu
nhau, cac g&i cd hé s dan héi nhu nhau thi phuong trinh 5 mémen cd dang
don gidn nhu sau .

aM;_, + (1—4a)MH+ <4+6a)Mi+ (1—4;;:)1\«1i+1 +

6
My + 3 (wi ai+wi+1bi+1) +al (Ri_l—ZRi+Ri_l) =0

voia = — & vai= 123 . (4.30)

(iai hé (4.30) ta s& nhan duge cac mdmen gi M; i= 123.) Viéc vé
cAc bidu dé moémen va luc cit duge ti€n hanh nhu trong trudng hgp dam
lién tue diat trén cic gdi tua cing.
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111. PHUONG PHAP TIEU CU MOMEN

§1. CAC NHAN XET VA CAC DINH NGHIA

Nhir dd thdy ¢ muc trén, khi tinh edc ddm lién tuc n nhip bang phudng
phap lyc v6i hé co ban la cdc dam don néi v6i nhau bang cde khép § cac
g6i tua trung gian da dén dén viéc phai thiét lap va gidi mot hé n phuong
trinh dai 6 tuyén tinh kha céng kénh. Trong ky thuat, thudng nhing dam
lisn tuc nhiéu nhip chi c6 mét vai nhip trong chung 1a chiu tai. Vi vay dé€
giam bét khdi luong tinh toan khi xdc dinh cac mémen tai cdc gdi tua,
thuan tién nh4t, ngudi ta s dung phuong phdp tiéu cy mémen. Phuong
phap nay khéng cdn phai thiét lap va giai bdt ky hé phuong trinh nao va
rit thuin tién cho viéc lap trinh tin hoc.

D& minh hoa tu tudng cta phuong phip va khong lam méit tinh tong
quat cha qud trinh 1ap luan, ta hay xét mét dAm chi chiu tac dung ngoai 1a
tai trong tac dung lén mot nhip (hinh 4.22). D&i v61 ddm lién tuc nhiéu nhip
chiu tai trong tic dung trén mot s8 nhip 1a c6 thé ap dung nguyén ly cong
tic dung dé€ dua d4m nay vé téng cdc ddm chi chiu tai trong tdc dung lén
1 nhip.

Ta hay quan siat modt ddm lién tue, trén d6 chi cd nhip thd (i-1) va
n la chiu tai. Gid s bang mét phuong phdp ndo dé (phuong phap luc,
phuong phap chuyén vi, phuong phap 3 moémen, phuong phdp van nang..}
ta da vé duge cdc bifu 48 momen udn va dudng dan hdi dudi tde dung
cia tai trong & mét nhip. Cdc bifu d6 nay cd dac di€m sau day (hinh
4.22b,c).

+ Dubdmg dan héi cia dam lugn theo hinh sdng k& ti€p nhau.

+ Momen gdi gidm lién tiép vé 2 phia cda nhip chiu tai. Trong tat
cd cac nhip khong chiu tai bifu d6 moémen cd gid tri bang 0 tai nhing
diém giao gilta bifu d6 va truc ddm. Nhing diém dé ducc goi la tiéu cu
mdmen va ta ky hiéu ching 1a F; (vi tri cha F; ciing lad hoanh d¢ diém
udén cua dudng dan héi) (hinh 4.22). Tiéu cu moémen trai la mat cat ma
& dé mémen udn bang 0, ndu nhip chiu tdi ¢ bén phai cdc nhip duge
khao sat. Tiéu cu phai la mat cit ma & dé moémen udn bang 0, néu nhip

chiu tai & bén trdai cdac unhip nay.
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§2. THIET LAP CONG THUC TINH CAC TY SO TIEU CY

Cac diém F, 1a nhitng di€m c¢6 dinh vi cde momen g&i M;, M;; c6 dinh
pén d€ tién tinh toan vé sau, ta dua ra nhitng ky hiéu k., k', dusi day, bicu
thi nhitng ty s& cia mémen udn tai hai géi tua & hai ddu cta mdéi nhip

khong chiu tai trong va duge goi la ty s6 tiéu cu momen.

+ Né&u nhip i nim bén trai nhip d tai trong thi ty 6 tiéu cu trai dugc
ky hisu 1a k; :

M.

1

ki = —E > 1 (4.31)

+ N&u nhip i ndm bén phai nhip cd tai trong thi ty s6 tiéu cu phai
duge ky hiéu la k’; :

K, = ———— > 1 (4.32)

Vi ky hiéu nhu vay cdc ty s6 tieu cy 1a luén luon duong. Bay gio
ching ta hay xay dung cong thic tinh ti s tiea cu.

Gia st rAng tai trong ngoai duge dat & bén phai cta nhip thd i, trong
trudng hgp nay phuong trinh 3 mémen doi voi gbi thé i—1 cd dang :

Ai—lMi—2 + 2 (Ai—l + A’i)Mi—l + AIMI = 0

1

trong d6 A5 A1, A; 18n lugt la cac chidu dai quy udc cia nhip thd i-2,
i-1,1.

Khi chia tit ca cdc s6 hang cia phuong trinh nay cho M, ta cd :

M;_, M,
S v , + 2 (Ai_1+,1i) Ty 1
1= 1~

=0

Hoac 14, khi st dung cdc ky hiéu da néu & trén 481 vdi cdc ty s¢ tidu cu

Mo 0o o.M
M, TP M,

Phuong trinh trén duce viét dudi dang :
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1
I~ .

T dé rit ra :
Aj- 1

k =2+ - {Z_E] (4.34)

§3. CAC TRUONG HOP LIEN KET THUONG GAP O HAI DAU DAM

Céng thic (4.34) 1a cong thdc truy héi cho phép tinh cée ty s6 tidu cy
trai d6i voi nhip bat ky thd i, néu ty s6 tiéu cy d6i véi nhip trude nd ki da
bist. Néu g6i tua trai cha nhip 1 la khop thi ty 6 tiéu cy trai d6i vOi nhip

nay :
M,
k, = il
Khi thay gia tri nay vao cong thic (4.34) ching ta sé cd k, nhu sau :
2001 + A7)
k, = 4 {4.35)
Khi st dung gia tri bing s ctia k, theo (4.34) ta lai tinh duge ki,
ky. ..

N&u dau cudi trai cia ddm cd lien k&t ngam thi khi thay thé ngam
bing m6t nhip 4o v6i chiéu dai dan xuit A — 0, ching ta cd :

kg M, T "

o3

1
K, = 2 + (,10/,11)(2——) = 2
Cac ty s6 tidu cu ky, k... duge xdc dinh hoan toan tryc ti€p nh& céng
thie 4.24.

Ta c¢d céng thdc cho k; trong cac trudng hop cu thé nhu sau :

a/ Nhip th@ nhét cd ddu bén trai la khép (hinh 4.23a) : k; = @

b/ Nhip thit nhit ¢ diu bén trai 13 ngam (hinh 4.23b) : k; = 2
Tuong tu nhu vay ching ta sé cd mot cong thic dé tinh cac ty 6 tidu

cu phai :
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(4.36)

1

Mf
a) Mo iEﬁTTﬂTTTTT-im’[ﬂi | k=
‘,‘L_

Mo

M,
M, =0 AMHH m 4
zow% ® /7;/7
N 2 "1._
Hinh 4.23

Theo cong thdc (4.36) ching ta cd thé xdc dinh cdc ty g tiéu cu phai
d6i véi t4t ca cdc nhip néu biét ty s6 tidu cy phai cia nhip cudi cing :

a/ Néu nhip cudii cing (+1) of dfu bén phéi 13 khép (hinh 424a): k') =

b/ Néu nhip cudi ciing (n+ 1) o6 déu bén phai 12 ngam (hinh 4.24b) : K'pyy = 2

{
E)r] knl"f:m
77;77 n+1 )7;;7

( R ,
) =
)} Z e Eknrf Z
Hinh 4.24

133



$4. THIET LAP CONG THUC TINH MOMEN UGN TREN CAC GOI
TUA CUA NH|P CHIU TAI

1. Truong hop nhip chiu tai khéng phdi la cdc nhip bién

Bay gi¢ ta sé khao siat viéc xdc dinh cic mémen uén trén cic méat
¢t g0l tua déi vdi nhip chiu tai, vi du nhip thd n ¢hink 422a vai P = 0.
Ching ta sé vist cdc phuong trinh 3 mémen

- Doi vdi g6i thd n—~1 va gdi thd n

wntho
j‘n—an—Z +2 (‘in—l + An) Mn—l + j'n Mn + 6 1J

nn

{4.37)
wnaan
j'n]'V[n—l-l_z(’l”r'|+"1n+l) Mn+An+an+l+ 6 I
nn
Theo cac cong thic (4.31) va (4.32), ta bifu dién cic M,_, M_,, qua ty

s8 tidu cu nhu sau :

M _ |Mn—1 l Y ‘Mn |
' n—Z‘ = kn—l ’ ; n+l k,n+l
Khi d6 phuong trinh (4.37) ¢6 dang :
An-1 wpbd,
- o+ + + :
T~ M, _, 2(/1“_1 An) Moy +AMy + 6 T 0
AM, . +2(A, +A o\ M +2 M”+6w”a”J°-0
an—1 ( n n+l) n n+l k,nﬂ 3an -
hoac la
M 2 + n—1 9 _ 1 M +6wnan0_0
=l Ao ( kn_1> n (J.
M, +M 2+A—;1—“+l 2oLy ve e _ e
i " n ( k’n-l) ann -
Khi n ddéng val trd cha i trong (4.34) va (4.36) ching ta cd thé din hé
4.38) vé d: day :
( } v& dang sau day , wad
M+ M, = -6 L
wnan(.)
M_k,+M = -6 i
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Ti dé ta rat ra mdédmen udn § cac mat c4t trén hai gdi tua cua nhip

thi n chiu tai :

Mn-"'] = - 6 n knkvn _ 1 »
(4.40)
N k. —b
GJU ’Ian (an n n)
Mo = =7, 7 ki, - 1

2. Trwong hop nhip bién la nhip chiu tdi

N&u mét trong cdc g6i tua bién nao dd cua dim lién tuc la khdp thi ty
s6 tiéu oy cna nhip ndi voi nd la bang v0 cung. Khi dy trong v& phai cia
mot phudng trinh nado d¢ trong (4.40) sé ¢6 dang bat dinh oo/, Vi du, d6i
véi nhip cudi cung tht m > n thi : k', = «. Khi dd tinh bat dinh ¢6 mat
trong bi€u thdc xdc dinh mdmen M,,,. Tuy nhién, néu chia trudc tit sd va
mAu s8 cho X', va sau d6 dat k', = » ching ta s8 nhian dugc momen géi

& nhip cudi cing nhu sau :

M__, = ~o “mdm (4.41)
m-t o Am IIEmekm .

Tuong t¢ nhu vay néu géi tua "0 ctia ddm la khép thi khi tién hanh
khit tinh bat dinh trong bi€u thdie cua momen udn ta sé nhan dude gia tri

moémen cua goi tua 1

M, = —A‘l— P (4.42)

N&u dim cd mat cit ngang khong ddi doc theo chiéu dai thi ciac cdng
thdic (4.34) va (4.36) cd dang :

(4.43)
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Kbhi &y, cac cong thic (4.40) ding d€ x4c dinh cdc mémen gi tua & cdce
nhip chiu tai cg dang don gian hen -

M _ Gwn (_bnk,li a]"l) . M _ 6('0[1 (ankn - bﬂ)_ (4 44)
n-l 2ok -1 Y 2ok S 1 ‘

Vi tri cla nhiing tisu ey (F) khéng phu thuse vao quy Iluat cla taij
trong trong nhitng nhip chiu tai va duge xdc dinh chi bdi cdc kich thude va
dé cing cta dam.

Phuong phap tisu cy cho phép thist lap mot cdch r&t don gian gia
tri cla cdc ty s8 ticu cu ddi v8i t4t cA cde nhip ctia dam lien tuc. Nha
do dé dang x4c dinh dude vi tri tidu cy va ve nhanh cdc bifu d6 mémen
uén néu nhu di bist gia tri cla cdc momen ¢ cac g0i tua ctia nhip chiu
tai, ma khong cdn thist lap va gidi he phuong trinh qud céng kénh nhu
phuong phap 3 mémen va cac phuong phap khac.

§5. vi DU

Duéi ddy ching ta hdy thuc hanh tinh toan ecac tung d6 cha bidy
d6 mémen uén duge cho trén hinh 4.25 bing phuong phap tieu cy duoc
trinh bay & trén khi g4 thiét rdng cac goi tua la cac gia d6 tam cia
truc khdng cd chuyén vi cuding bie. Theo cic kich thuée duge cho trén
hinh 4.25 ching ta tinh gis tri coa t&t ca cac ty s6 tidu ey trai cu the
la : (theo céng thuc 4.41) |

kuzoo

ky = 2+ (/i) 2 - 1/o) = 2 ;
ko =24 ) 2 - 1k) = 2+ 150150) @ - 1/2) — 72
Dé xac dinh ks, trude hét ta tinh cac dé daji dan xust A3, 45, Cu thé 1a ;
A = LI = 150 5 23 = B3, = 40.63,6/307 = 83

S dung quan hé (4.34) ta o -

k3 = 24 Uy @ - 1ky) = 2 + (15083 2 - 27 5,1

Béi vi g6i tua phaicua nhip thit 3 la khdp nén k'y = o,
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Hinh 4.25

Chang ta xac dinh momen g6i cha nhip chiu tai. Theo céng thie
(4.41), ta cd

6, wjby 6.63,6 . 200P . 20

My = =7, Igjk,  83.40.307.51 - 2.94P

trong dd, cac dai lugng ws, by, dp, 3 lan lugt cd gia tri la

L 1240 40 -200P
2 4 3372 4 - ' !
by = [2 = 20 em ;

nd‘i
Jl—a—=63,6cm4;
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J2=a=30,7cm4;

M

2 2,94P
Ml—-—"g=—'17‘/2 = 0,84P ;
My = o 9P o
0Tk 2 T

Bidu db (Mp} nhu trén hinh 4.25.

K&t qua cho thdy 2 phuong phap che cing 1 két qua va tinh uu viét
ctia phuong phép tidu cu 1a khong cdn phai giai bat ky mot hé phuang trinh

dai 86 nao, dit do la ddm cd n bac siéu tinh.

Biing phuong phap van nang véi chuong trinh BK45 cho két qua cia
bai toan trén hinh 4.25 khi A; = 0,1 em dng véi lyc an dao P = 100 daN
nhu hinh 4.26.

IV. TINH DAM LIEN TUC BANG PHUONG PHAP MA TRAN

Viée tinh cdc ddm nhiéu bac siéu tinh thuan tién nhét 1a tinh toan dudi
dang ma tran nhd sy hd trg cia computer. D& don gian cach trinh bay ta
khao sit dam lién tuc o6 do cung khong ddi va khong cd cac chuyén vi
cudng bic ctia cdc gbi tua. Trudc tién ta lam quen voi phuong phap nhan
bi€u dé Verechtchaguine bang ma tran.

$1. PHUONG PHAP NHAN BIEU PO VERECHTCHAGUINE BANG
MA TRAN

Khi tinh chuy&n vi trong cac hé dan hdi ngudi ta thudng su dung
phuong phdp nhan bifu dé cia Verechtchaguine, dic biét khi tinh cac hé
siéu tinh bang phuong phap luc. Tuy nhién viéc tinh tedn nay béng cac thao
tdc truyén théng so cdp ton rdt nhiéu cong suc. Trong muc nay ching ta
hay lam quen vOi mét thuat todn ma tran dé nhan bidu d6 Verechtchaguine.
Trén hinh 4.27 1a ba dang biu d6 mémen tuong ing la do tai trong don
vi, do tai trong ngoai phan b6, do lyc tap trung gay ra trong mdHt doan nac

dd cd chiéu dai L
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Cach tinh chuyén vi bing phuong phap nhan bidu 46 Verechtchaguine
litn quan dén viéc tinh tich phan xdc dinh sau day :

b
J- f(2) (;; + ¢) dz

4

3)

Hinh 4.27

trong d6 : f(z) 12 ham bi€u dién quy luat bién thién ndi lyc (mémen udn)
do tai trong ngoai cho trudec giy ra (M, hoac Mj) ;

kz + c 1A ham bi€u dién quy luat bién thién ctia néi lvc (mémen
ufn M;) do tai trong don vi dat vao di€m va theo phudng cén
tinh chuyén vi giy ra (hinh 4.27a) ;

¢ : ndi lyc (mdémen udn) Mg, trén bi€u dé M, ;
k 1a tang géc nghiéng ¢ trén bigu do M,

Biang cach nhan théng thudng cdc bifu dé (M) va (M, ta hay tinh
chuyén wvi

- MM, 1 1 1
A—J; 55 % = &7 5 Mok ¢ M0i+§(Mu—Mm) +
1 2 My+My, 11 2
Il e +E§Mlkl[Moi+§(Mh—Moi)]=
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21 1 2 1 21
= M; + g7 M Mo + gﬁMoi"'gE—JMn £+

6EJ 6E
1 21
+ %ﬁﬁimm-+ggglﬂn] Mix (4.45)

Trong d¢ f la do vong cua bi€u d6 M, dugc xac dinh boi vién phan
parabol, f dugc coi 1a duogng, néu biéu d6 M, 1a 16i, £ < 0 n&u bidu d6 My 1a

l6m.
Bigu thitc (4.45) cd thé duoc din vé dang ma tran nhu sau :

b (L M2y 2y
g s = | 1ggg Moi Y GRT VU ||6RJ O 6EJ

EJ
1M
1 9 ok
Mo * gy M £ (4.46)
Mik
hodc la
, o 2 L |[wm,
MMy 6EJ 6EJ 6EJ °
= = MT
> [MoiM“] 12 2 Mf = M oMy
=TT ARy ew’T 1k
6EJ 6EJ 6Ed (aam
trong dd :

MIl la ma tran cot chuyén céc mdémen cha bifu d8 M, ;

5 la ma tran d6 mém cia doan khao sat ;

M, la ma tran cot cdc modémen cua biu doé M, ;

Néu f = 0 va bidu d6 M, la tuyén tinh thi

2l I
I MM T mRl || M
1k 6EJ 6LJ ok
=7 ds:[MO-IM“] ) [Mm} (4.472)
6EJ 6REJ

Né&u khi My cd dang cua MJ- (hinh 4.27¢) thi phép nhéan cua M, véi MJ-

cd dang :
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2 ! !

| MM —— (1 +v) o — o
A 6EJ SEJ 6EJ
f E'J_J. ds = [Mth} ; ; o 1\;{ (4.4Tb)
0 - —_— S i
6eg 1 TWeEs 6B 1j

Néu trong trudng hgp hé cd nhiéu doan thi chuyén vi cén tinh sé la
tdng cdc k&t qua nhan bidu d6 cha cic doan dd, cu thé 1a :

MM,

£, | = MM,

- - (4.48)

Trong céng thic nay, M,, My la gia tri cdc moémen bién cia doan
k& tigp trén biu d6 M; ; M,,, M, cing nhu vay nhung trén bidu d6
M, ; f;, f, .. ]la do vong cia cdc doan I, IL... trén bi€u dé M ;d la

ma trdn d¢ mém dang dudng chéo cia cdc doan riéng bist cda két ciu.

Néu trén doan thd j nao dd cha M, ma f = 0 thi d&i v6i doan nay

ma trn dé mém cd dang :

24, l;
PO e I I L (4.49)
] L 2L 6EJ, |1 2 '
6EJ; 6EJ;
Néu Mj; = My va M, = My vad néu thay gia tri cia cac d6 mém

3y, 97... vao (4.48) sau mét vai bién d6i trén cdc ma trdn trong (4.48)
ta cd
MM,
g e - [MoiMuM3i.. ] X
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2, 2 { 711 M |
{ 65T, o8, o8, | 0 o111
« 4 21, | 21 . 21, 21, A . | N:,“‘
6EJ, 6EJ, [fSEJl 6EJ2} 6EJ, 6LJ, M;k (4.50)
L oL, (2, 24
0 0 8B o [EE—J;JFGEJ:;}O} , |
|

Trong trudng hgp cén phai tinh chuyén vi theo mét vai phuong thi cdn
phai nhan mot vai bidu dé don vi dang M; vdi bidu dé M, do t&i trong ngoai
cho trude gay ra. Cac thao tac sé don gian hon nhiéu khi st dung cdc ma
tran. Chung ta hay thiét lap mét ma tran chit nhat, trong do mbdi chHt s& xdc
dinh nhiing tung do dic trung caa bi€u dé mémen dudi tdc dung cia tai
trong don vi.

{ Mg Mgz Mgz - - - Moy |
M M Mz - My,
M M P —_— — —3
M, = Mz My, Mas My | _ [M1 M, M, ]
L ]
k - cot

o day k la 6 luong chuyén vi cén tim.

Khi tinh nhimg chuyén vi nay thi ma trén d¢ mém & vA ma tran cht
chia cac mbmen do tai trong ngodi M, gay ra khong déi.

Sau khi thay vao (4.48) My bang Mp, ta duge :

-

&= MM, (451)

Ma tran chuyén M:r la ma tran k dong. Theo quy tic nhan ma tran,

quan hé (4.51) cho phép nhan dugc ma trén cot A ma cdc phén ti cia nd la
nhitng chuyén vi cdn tim.

52. PHUONG PHAP MA TRAN

Ching ta sé dua vao dudi dang ma tran diéu kién khdng co chuy&n vi
géc tudng hé cua cac mat cit trén cdc gbi tua trung gian
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trong do :

7,,: ma tran cdc chuyén vi géc tuong hé cta hai mat ciat & hai bén
g6i tua khao sat do tdc dung cua cdc momen g6i bang don' vi
gay ra |

Z,,; ma trdn cot cdc chuyén vi cla nhiing tiét dién nay do tac dung

p
cua cac tal trong ngoai giy ra.

Ma tran cdc moémen don vi dat d trén cac goi duge ky hiéu la M, va c6
dang :

0 0 0 0..0
1 0 0 0..0
01 0 0..0
M;={0 0 1 0. 0 (4.53)
0 0 0 0..1
0 6 0 0..0

D& xac dinh cdc chuyén vi géc Z;, theo (4.51) cén phéi nhan nhimg ma

trian sau day :
Z,, = M3 M, (4.54)
MT 12 ma trin chuyén cla ma trdn M, ;
& 13 ma trdn d6 mém.

Chiing ta bi€u dién ma trin dé mém J dudi dang :

20, 4 0 0o 0
5_& ho2(hth) b 0o o0
0 I 2(:2+z3) Iy 0

Sau khi thitc hién phép nhan ma tran ching ta cd

2(zl+52) L 0 0 0
1 2(52+13) ly 6 0

S I I 2
5 (z3+z4) I, O
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Cac chuyén vi Z;, dudi dang ma tran ciing nhan duge ti diéu kién

Z,, = M; S M,

& day M, la ma tran cot cta cac mémen udn do tai trong ngoal gay ra trong
hé co ban. Tuy nhién c6 thé nhin dude Z,, mdt cach don gian hon bang
phép nhan thong thusng cac bidu dd (M) voi (Mg) nhu khi xay dung
phuong trinh 3 momen :

w84 w3by 1
'Zl 32
le T RI Iy 2
“m-18m-1 umb_m
Loy l
i m m J

Khi thay thé& Z;;, le vao (4.52) va khi don gian che 1/6EJ ta nhén lai
duge hé phuong trinh (4.23) khi Jy = J; = J;y = J va Af = Ajj = 0 nhu sau

déi vdi dam lién tuc don gian :

@13y waby
2M( + ) + Myl = — 6—- — B
sy u)2b2
2 3
Wm-18m-1 wmbm
Mm—llm—l"' 2Mm—l(gm-1 + Em) = —6—3..._ _ 6__3
m-1 m
Hoac la dudi dang ma tran
LM = w
trong do
’V Q(II + ‘!2) Ly 0 0 0
Iy 2(1, +1 ! 0o 0
L = < (2 3) 3
0 fy 2 (13 +1, ) I, 0
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la ma trdn hé s6 clia cdc &n s8, cdn

M

m—1

la ma trén c6t cia cdc dn s8 1a nhing momen géi ;
I Wiy waby ]
+
I L

®m-1qm-1 @ mbm
Em—l Em

14 ma trén cdt cic s8 hang ty do phu thuéc-té.i trong ngoai dat trén
dam.

Hoan toan tuong ty nhu vy chung ta cd thé tinh nhiung dam lién
tyc o g6i tua chiu chuyén vi cudng bic va d¢ cing khong ddi chi trong
ting nhip. Néu dim cd ddu thita bén phai hodc bén trai thi cdc phan
t ddu tién vA cudi cing trong ma trdn « bi thay d&i. Néu cd congxon
& ddu trai thi cin phai b8 sung dai luong M, .I; vao phan ti dau tién,
néu congxén & ddu phai cdn phai bd sung M, I, viac phidn tu cubi cung
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Chuong 5

PHUONG PHAP CHUYEN V|

§1. THUC CHAT CUA PHUONG PHAP CHUYEN V]

1. Cdc gid thié:, an sé va hé tuwong dwang

Viéc tinh todn cac hé khung siéu tinh trong rdt nhiéu trutng hgp sé
don gidn dang k€, néu ta khong chon lyc trong cdc lién két thira lam 4n s6
nhu trong phuong phdp luc ma chon cdc chuyén vi & cdc nit lam #n co ban
va dudce tim ra ddu tién. Sau khi d&d tim duge cic &n co ban la nhing
chuy&n vi nat ta cd thé dé dang tinh dugc cdc ndi luc va chuy&n vi tai mat
cat bat ky nh& cde lien hé vi phan da bigt trong sic bén vat lidu.

M = EJ V7 (2) ; Q = EJ V”’(z)

Thuc chit ctia phuong phdp chuyén vi, cing nhu phucng phéap luc déu
xuit phat tu ¥ tudng gidi bai toan cva ly thuy&t dan héi theo chuyén vi
(phuong phdp Lame) va theo ing sudt (phuong phdp Saintvenant). Vi chon
cac chuyén vi nit 1am 4n co ban nén phuong phap dugce goi 1a phudng phap
chuyén vi hay phuong phap bién dang. Phuong phdp nay cling nhu phuong
phap luc 14 nhitng phuong phap chinh xde, bdi vi chung chi sit dung nhitng
gid thiét thong thudng cia sic bén vat liéu.

Phuong phap chuyén vi dé tinh cdc hé siéu dong duge xdy dung trén
cdc gia thiét sau day :

1. Cdc nut caa hé dugc xem 13 rédn tuyét déi. Vi vay, khi hé bi bién
dang cdc thanh déng quy tai mét nut s8 ¢6 chuyén vi géc nhu nhau ¢hinh
5.1a). D6i véi méi thanh, dé 1a gde ¢, (¢ day i = 1, 2, 3, 4) gilta tiép tuyén
cua dudng dan héi ¢ viung nut véi phuong ban ddu clia cfu kién. Do dg, s6
An s8 14 gdc xoay bing n; (bdng s6 nit cing khéng c6 dinh ctia khung),
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2. Khi x4c dinh s6 &n la cic chuyén vi thdng ¢ cac ndt, bién dang cia
cac thanh do luc doc va lyc cit gay ra la rdt bé so voi bién dang udn, do
dd duge phép bd qua.

_ Gia thist nay din dén két luan la do dich gén gilta cac niat & hai dau
mét thanh lén phuong ban diu do ngoai luc gay ra la khéng doi.

Do dé céc nat cia khung trén hinh 5.1a chi e mot chuyén vi thang
theo phuong ngang A. Nghia 1a n, = 1 va d6i voi khung ndy n = 4+ 1 = 5.

S6 4n s6 téng quat con goi 1a bac sién dong cha hé siéu dong cia
phuong phap chuyén vi la :

n = m + 1'12 ’
trong dé :
n -s8 8n s6 tinh theo phuong phap chuyén vi ;
n, - s6 chuyén vi gdc cln xdc dinh & cdc nit cing khéng c6 dinh ;

n, - s6 chuyén vi thing dgc lap chua biét cda cac nit.

i
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Trén co sd cia gia thiét hai, ta dua ra cach xac dinh thuc hanh cic an
s0 np nhu sau :

Tudng tuong thay thé tdt ca cdc nit cing va cde lién két voi bén ngoai
bang cdc khap ban 18, ta sé thu duge mot cd cdu. So d6 co cdu nay cho ta
thay r6 chuyén vi thing doc lap n; cla cic nit cua hé. Muén cho cdc nut
cha hé ding yén ta phai thém vao co cfu vita nhén diudc nhiing thanh géi
don hop ly sao cho tit cd cac chuyén vi thang cda cdc nit déu bi chan. S6
thanh it nhdt cdn thist phai thém vio dé via dG lam cho cg cfu trd thanh
két cdu bat bién hinh hinh hoc, nghia la khi dy bac tu do cia hé bang khong
W = 0), chinh 13 s6 chuy&n vi thdng n, cla cac nit trong hé ban diu (hinh
5.1b).

Trén hinh 5.2 va bang 1 da dua ra cdc két qua so sanh mot s6 khung
néu tinh toan ching bing phuong phdp chuyén vi sé gidm rdt nhiéu sdc lao
déng so vdi phuong phap luc. Tuy nhién, cd nhing hé néu ding phuong
phép lyc thi dn s6 sé it hon rdt nhiéu so v6i khi ding phuong phap chuyén
vi. Vi du hé trén hinh 5.2d ¢6 s6 4n s6 theo phuong phap luc 1a 1, trong khi
dé s6 4n s6 theo phuong phdp chuyén vi bang . Vi vdy, trong tinh todn doi
héi phai ¢d tu duy sing tao, ed kién thdc ly thuyét t5t va cd kinh nghiém
tinh todn méi cd thé dua ra mét hé co ban thich hgp, dac bigt 1a khi su
dung phuong phap luc, con d6i véi phuong phap chuyén vi thi chi cd mot hé
co ban duy nhit, di hé xuit phat la nhu thé nao.

q _
VIO 24 2

A 7 5 T
7
L P “
Z g,
7 7
ot L L
porrad s ////.////, by 7/*/L72 v wm W B
a} 5) ¢}
4
- ’_ﬂ_—_h‘_"‘m__\_‘\
9)
Hinh 5.2
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Bing 1

Phuong phap chuyén vi
Phuong phép
Dang khung $6 chuyén 86 chuyén lyc. $6 4n (bac
vi goe vi thing SO 4n siéu tinh)
Hinh 5a 1 0 1 3
Hinh 5b 2 0 2 15
Hinh 5c 12 2 14 30
Hinh 3d o« o o 1

D& tinh toan hé bang phuong phdp chuyén vi, cing nhu trong phudng
phap luc, ngudi ta khong tinh trén hé da cho ma trén hé tuong dudng véi
sy trg gitp ctia hé co ban Ching dugc dinh nghia nhu sau :

) ﬁ,_fT_ ET 2 b %: ﬁg i,.2
| !
% |
i
—Jir—P;- - P’
% | £ ET
o\ Hé xudt phat gl wécoban 3
Ry 7 tng i TS
.7
» d
C) 7 4] L_L‘Z ; o

Hé trong dsng

Hinh 5.3
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He tuong duong la hé suy ra ti hé da cho sau khi da h8 sung vac do
cac lien két chéng xoay Z; va chdng chuyén vi thang Z; cha cac nut (hinh
53 G =T,n, k = 1,n,. Hé co ban 14 hé suy ra tit hé tuong duong trén

d6 khéng cd ngoai luc va cac chuyén vi ndt téc dung (hinh 5.3b).

Cén cht y ring cic lien két ngam b3 sung vao hé di cho chi c¢é tac
dung chéng xoay ma khong cd tac dung chong chuyén déng thang cha cic
nut. Trong nhing lién két ngam nhu th& chi ¢d cdc phan iyc momen.

§2. PHUONG TRINH CHINH TAC CUA PHUONG PHAP CHUYEN VI

Tu tudng chu dao d&€ thiét lap phuong trinh chinh tic cha phuong phap
chuyén vi 1a sy pha dinh sy cd mat cua cdc momen phan lyc & cac ngam bd
sung va cdc phan lyc thng & cdc thanh géi b8 sung. Bdi vi trong hé xuit
phat khong ¢6 nhitng lién két nay cho nén phan luc tai nhitng vi tri cd lién
k&t bd sung phai bang khong.

Chung ta sé minh hoa ndi dung nay thong qua mot vi du cu thé déi véi
khung cho trén hinh 53a vdi s6 &n n= n; + my = 1+ 1 = 2 Hé co ban
(hinh 5.3b) va hé tuong duang (hinh 5.3c). Hé tuong duong nay sé bj bi€n
dang hoan toadn giéng nhu hé xuit phat (hinh 5.3a).

Trong hé tuong duong phan lyc R, trong thanh g6i 1 do tdt ca cdc
nguyén nhan ghy ra phai bang khéng, tuong tu nhu vay d6i véi phan he
R,.

Cu thé 1a

R, = R; + Rp+ Rp =0
R, = Ry + Rp + Ryp = 0 L
trong dd :
R,, 14 phan luyc & thanh gdi 1 do chuyén vi thang z; dat vao nit 1
gay ra ;
R, 12 phan luc cing trong thanh g6i 1 do chuyén vi gdc Z, dat vao
nut 2 gay ra ;

Rip la phan luc trong thanh g6i 1 do tai trong ngoai cho trudc gay
ra. Tuong tu nhu vay d6i voi Ry, Ry va Ry,
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Trong cac ky higu trén chi 6 thi 2 chi nguyén nhan gay ra phan luc
tai cic lien két tuong Ung voi chi s6 thd nhat.

Theo nguyén ly cong tdc dung cac phan lue Ry, Ry va Ri;, Ry ¢6 thé
viét nhu sau

Ry, = ryZy vad Ry = 1pp Zy 5 By = 102 3 Ry = 1l

O day ta da goi ry; 12 phan lyc trong thanh gi 1 do chuyén vi thang
Z, = 1 cm gay ra. ry; la phan luc trong thanh goi 1 do gdc xoay 22 = 1 rad
gay ra, hoan toan tuong tu déi véi ryy, 17

Phuong trinh (5.1} véi ky hiéu ¢ trén cd dang.
I‘UZ[ + 1"1222 + Rlp = 0 (52)
r2121 + rzzzz + Rzp = 0

Trong trudng hgp tdng quat néu s6 dn s cén tim bang n thi phuong
trinh chinh tic cta phuong phip chuy&n vi nhu sau :

(5.3)
T2y + Tl + ot Tdp t Rnp =0
Duéi dang ma tran hé phuong trinh (5.3) duge viét
. RZ+ R =0 (5.4)

O day ta da ky hiéu :

Ty Ty Tin

Ty I on
K=

nl Tn2 Thn

la mot ma tran vudng va dugc goi 1a ma trin dé citng cua hé ma cidc phan
& cha né 1a cac hé s6 (cdc phan lyc don vi) cua phuong trinh chinh tac,
duge tinh trong hé co ban ;
Zl
Z= 22 l]a ma tran cét clia cac chuyén vi cén tim ;
Z

n
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P
Rp - REP la ma trin cot cia cac phan lyc do tai trong
= ngoal gy ra trong hé cd ban
Rop

Cdac 4n s6 Z duge xdc dinh bdi cong thic :
Zz=-K' R,, (5.5)

trong d6 K la ma tran nghich dao cia ma tran K.

§3. CACH XAC DINH CAC PHAN TU TRONG CAC MA TRAN K
VA Re

Trong muc nay ta sé nghién cdu cdch xdc dinh cdc phan tu trong cac
ma tran K va R, nghia a xdc dinh cdc h¢ 88 r; va By, cha hé phuong trinh
(5.4). Mot 1an nita ta can nhic lai ¥ nghia vat ly cla ching. Cu thé 1a : cdc
h¢ s6 1 va Ry, ldn lugt 12 nhing phan Iite lién két trong hé c¢ ban chiu
cdc chuyén vi cudng bic ap dat don vi Z; = 1 va do tai trong ngoai gay ra.
Cd nhidu cdch xdc dinh chung, nhung don gidn va thuan tién nhét 1a si
dung cac phuong trinh can bing tinh hoc (phuong phdp tinh). Ngoai ra, ta
cing cé thé sit dung nguyén ly cong kha di (phuong phdp tdng quat) dé xac
dinh cdc hé s0 nay.

Bdng 2
1
So do tinh Bi¢u do M va phan hic -Cong thic
pé
4 MA=_EXZ(1_:{2);
i 8 %\ /MC p;’ 2
e iLUJ)/J Mc= 5 17203 -7);
o Lé‘fl * "ZX 4 Rg y
' PX
%, Ra= 5 G2
2
p
Ry= 5 (3-n)
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Tiép bdng 2

So dd tinh Bidu dd M va phan lyc Cong thic
2
ql
A g 8 AT L
f A{Eh\\ Ry = > I
( ~T LT AT gds
TR
lr* L | 'RA 8 Rp = Y 9
3E)

| 1 3
I ; A B 2 Pa
" o
3JE]
M,=-— —{2— A=
3EJ
a L 5 " Hm !
7 A A 3E)
7 Fj}l / Ra=— Ry=2o =
1 REI B
Ry =
_ 3EI(AYa
M, Ma = 2h
| ! h—chigu cao clia mat cit
- 3 ( ngang
1 2y @L | L= 1 3 Ela(A)
T Z - 8l | TRa=Rp=3 =y
£ty = At
M= M 2% + 32 — &
; A= 2(2 ( 3d 6dh)
R
/a (s LA.m o [My =0
pa L b 1 [ RST M’ b°
i RIS
= -Ry
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Tiép bdng 2

So do tinh Biée db M va phan lyc Cong thic

Mq

7 M M/\:_"_;MB:__
Oy (e T
I

J W N | RA:qf,RB:O
k,

I,qé’ﬁr)D 8 I\N[L\ N MA_-EE(Z_%)
L__z_ ﬁ (: \‘\JHJ‘H_J_LD Mg = %
TRA R, =P ; Rg =0

Vdi cach chon hé tuong duong v hé co ban nhu & trén thi hé siéu tinh
xudt phat da duge chia ra thanh cac phan td ma méi phédn td 14 mé6t thanh
cd lien két ¢ méi ddu od thé la: ngam, khdp, ngam trugt. Vi vy tai trong tac
dung lén hé co ban cing nhu cic chuyén vi cudng bic & cdc nit chi gay ra
bién dang trong pham vi cta méi thanh ma ching tac dung. Bi€u dé cac dai
luong cdn tinh Sp trong hé co ban do cdc tdc dung ngoai ndi trén gay ra co
thé dugc xay dung bang cic phuong phdp cla sic bén vat lidu. Bidu dé cac
dai lugng cén tinh nay duge thiét lap sin va duge cho & cic bang 2 va 3.

Bi€u d6 néi luc S5, do tai trong gay ra trong hé xu#t phat chinh 13 téng
bigu dé noi luc Sg do tai trong gy ra trong hé co ban va do cac chuyén vi

cuong blc ap dat Z,, Z;,.., Z, (nghiém cla hé (5.5)) gay ra. Néu goi S,, S,,...
gn lan lugt 1a biu d6 noi lue do céc cic chuyén vi cudng bdc don vi giy ra
d nhiing liéen két b8 sung trong hé co ban, theo nguyén ly cong tac dung ta
cd th& vigt

Nhu vay, d€ c¢é duce bigu da Sp bang phuong phdp chuyén vi ta cdn
phai l1Am cac viéc sau day :
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a/ V& bi€u do Sy trong hé co ban do tai trong gay ra.

b/ V& cac bidu d6 noi lue S, (K = 1, 2, 3, ..) do cdc chuyén vi 4p
dat bang don vi gay ra trong hé co ban.

¢/ Giai hé phuong trinh chinh tic (5.3) hodc (5.4} dé cd cac chuyén
vi thuc cén tim tai cac lién két bé xung.

Néi dung nay s& duge giai quyét trong cic muc dudi day :
1. Phuong phdp finh xdic dinh cic phin tir trong K va Rp

Dé xdc dinh cac Iy va Rkp ta cdn phai xay dyung cac biu d6 mémen
udn trong cdc thanh cia hé co ban duéi tdc dung clia ngoai luc va cic
chuyén vi don vi dp dat. Céc bi€u d6 mémen tuong tng ddi voi khung trén
hinh 5.3 nhu sau (hinh 5.4).

Khi v& cédc bi€u d6 nay ta s dung bdng 2 vA 3, trén d6 cho sdn cac

bi€u d6 momen ubn d6i v6i cdc ddm cd hai ddu ngam va dam o mot déu

[

%

<

AL

Ay

748P1
16 x69 16 %69

Hinh 5.4
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ngam, mot ddu con lai 1a khép. Cha y ring khi vé bi6u d6 moémen udn do
chuyén vi thing cda cdc mat cAn phai x4c dinh chuyén vi tuong doi gilta cac

d&u cufi cia mdi thanh theo phuong vuéng gde vdi truc cla nd.

Céac hé s6 trong trong phuong trinh thi nhédt cia hé phuong trinh {5.2)
duge xdc dinh ti didu kién can bang cva ting bo phan khung duge tdch ra.

Bdng 3
So d6 tinh Bidu ¢d M va phin luc Cong thic
My = —qszl
PR B M, Mg = —7%P!
AN oo M 47 Mg | VB 1
7w X! 7 ¥ Mc = 277%°Pl
Y el & 2
DI TRW o} | Ra= AU
A Rg = 7°(1 + 2P
My =Mg = B
A ) g 8 My /Mc Mg A B }2
L <TITT Ry=Rg = "‘qj
e 9
M. o JE
=% | Gup e
’ Rg 6EJ
F——l—‘ RB_ _‘RA-—_I'Z_ A
6EJ
MB = = MA = 'IT ﬁ =
A B _ 5By,
1 WY Mg [
AEM MAHTI\I\:\.\ j R, = - 12EJA_
l ! Ejlj ( N\"LLURS A BT
- "1 } 12EJ
Ry = —= W
2 ’
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Tiép bing 3

F So db tinh Biéu dd M va phan luc Codng thitc
t-i, =100 M El(Al) @
3 72
7 M |&, = &, - 0
A/ EJ
ﬁ 5 My i My = pa=Mg
P 8% | (T |, =

ALt - = 2n
= —Y m
Y A5 ' dae EJ

Vi du : D& x4c dinh Rip rpp 112 ta tudng tugng cat cdc chan cua khung
va thay vao d¢ cdc mdmen udn va lyc cit duge biét ti cdc bifu d6 da ve
trén hinh 5.4ab,c sau dd khao sit cac didu kién céan bang dudi dang hinh
chiu cua céc luc tde dung lén phan khdo sat (phdn khung) (hinh 5.5a,b,c).
Cu th€ la :

R £P+B 2P = EP Hinh 5.5a)
T 16 2 - T 1e (Hinh 5.5a
SE 12E 5B _.
6EJ .
=T (Hinh 5.5¢)

Cdc hé s8 clia phuong trinh thd 2 trong (5.2} 13 cdc mémen phan luc

trong cic ngam b8 sung, dude xdc dinh tif diéu kién can bing clia cic nut.
D& xdc dinh Ry, ta tach nut 2 ctia biu d6 M? (hinh 5.4a)
Xét sy can bang nit 2 (hinh 5.6a, b, ¢) ta ¢ 1an lugt la :

P! Pl
Ry —g =0=Ryp =7
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9 JET RET
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C) 12 o
2 3| 2E7
~Lla
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Ié
Hinh 5.5
6EJ 6LEJ
rzl + ""-2"-' =0 = r21 = 2
{ A
4EJ 3EJ TEJd
m T T =0Tt s
Chua ¥ diu cua cédc Iy va Rkp trong hé phuong trinh chinh tic 13 duogng,
4y = b — C) —
) wg‘?p ) 2t 3ET { =\22
2 = f 2
\Sefl o SETSA
4
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néu chiéu tac dung cla cdc phan luc trung véi chiéu cia cdc chuyén vi niit
cin tim.

Voi cac hé s6 vila xac dinh, hé phuong trinh (5.2) ¢d dang cu thé nhu

sau .
1585 6BJ , 13 _
BV e e 0
6EJ TES P
Tz 2+ Lt g = 0

Giai hé phuong trinh ta dugc céc chuyén vi nit Z; va Z;.
IS i )
171104 EJ 27 23 EJ
Biu d6 mémen trong hé siéu tinh da cho M, hinh 5.4d duge xay dung

trén co sd nguyén ly céng tdc dung :

M, = MjZ, + MpZ, + M) (5.6)

Mot cach tdng quat ta cd th€ vist lai mét lan nia :

S, = 5,2, + 8%, + SiZ3 + .. S.Z, + S5 (5.6a)

Trong (5.6a) :

Sp 1a bi€u d6 ndi luc do tai trong ngoai giy ra trong hé siéu tinh
cén tinh. S‘[; la bi€u d8 no6i luc do tai trong ngoai gay ra trong
hé cd ban cia phuong phap nay. S;, S,,.., S, 1an lugt la biu d6
noi luc do cdc chuyén vi cudng bic don vi Z; = 1 tai tung lién
két ap dat thi j gy ra trong hé co ban.

Z, Zy, .., 2, 12 cac chuy8n vi cdn tim théa mén phuong trinh chinh
tédc (54).

D& kidm tra tinh ding d4dn cha bi€u doé ndi luc Sp ds v&, ta ¢é thé
nhan bigu dé S, v6i mot bidu d6 don vi nao dd trén hé co ban duoc tinh
bang phuong phép luc. Vi dy, bi€u d6 M, trén hinh 5.4d va biéu dé don vi
trén hé co ban theo phudng phap luc (hinh 5.4e).

Mpo’f:O
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Ngoai ra, dé két luan chinh xdc cac biSu d6 ndi luc trong hé siéu tinh
xudt phat cd ding khong, ta cd the :

a) Khao sat diéu kién can bang ctia cic ndat. Néu két qua vé 1a dung
thi cac phuong trinh can bang cia nut dugc tAch ra phai thoa man.

b) Né&u cit hé lam 2 phdn bing mét mat cht vao dd va sau khi dat cac

véeto noi luc vao mat cit via thuc hién thi m&i phdn hé da ducc cit ra
phai théa min mei diéu kién can bang tinh hoc.

2. Phwong phdp tong qudt dé xdc dinh K va Rp

Dé& thdy r6 cach xac dinh cac phén td trong cdc ma tran K va R, bing
phuong phéap téng quat, ta hay thyc hanh d6i voi khung cho trén hmh 5.7a
v6i hé tuong duong (hinh 5.7b).

Goi Mk la bigu ¢6 moémen udn do chuyén vi gdc don vi cudng bic
Zk = 1 gay ra (hinh 5.7¢), con M la bifu 48 mémen udn do Z = 1 gay ra
(hinh 5.7d). Cong kha di cha ngoai ldc g trang thai k trén cac chuyén vi
tuong Ung & trang thai i, theo dinh 1y cong kha di bang :

Te = Th = Tl = %a- 1
trong d6 1y 1a phan luc & trang thai k theo phuong cua chuyén vi
Z, = 1do Z, = 1 géy ra

Goi A, la céng cua noi luc § trang thai k trén nhitng bién dang tuong

(ng & trang thai i ta ¢d @

trong dd, ﬁi va ﬁk 1sn lugt 1a mdémen udn & trong khung do cdc chuyén
viZ = 1vaZ = 1 gay ra Tong dugc thuc hién
trén tit ca n doan thanh.

B&i vi theo nguyén ly cong kha di Ty = Ay cho nén :

MiMk
C = E I o ds 5.7

Tuong ty nhu vy ta xdc dinh duge phan luc ry;
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Hinh 5.7
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M, M,
o =2 | 55 98 (5.8)

n 8

Céc tich phan trong v& phai cta (5.7) va (5.8) duge tinh dé& dang bing
thuat toan Verechtchaguine da biét trong sdc bén vat liéu. S¢ zdanh cdc quan
he (5.7) (5.8) ta thdy

Tki = Tik
Day 1a thuge tinh tuong hé cia cac phan luc don vi va duoe goi 1a dink
ly tuong hd clia cédc phan lyc don vi cia Oto Morh (xem chuong 2).
Khi 4p dung nhiing két qué nhan duge trong trutng hop tdng quat
(5.7) ta hay tinh ry5 trong khung cho trén hinh 5.7.

BiSu d6 M, va M; bifu dién trén hinh 5.7¢, d.
M, M
3¥s 1
s =2 | g 8 =55
n s

3 7 3 1 l

[ 5@1[14&1 22EJ] 2EJZ[12EJ 2@]]_@{
[ 2 -

Khi khio sat sy can bing ciia nit 3 (hinh 5.7c) ban doc sé lai nhan
duge k&t qua trén. D€ nhan duge phan luc 1y ta chi viéc nhan biéu d6
ﬁk v6i chinh nd. Ching ta sé xdc dinh cac phan lue Ry, G=1,2 3.)do

ngoai luc gay ra nhu sau :
Cong ctia ngoai luc & trang thai thuc trong hé cg ban (hinh 5.7g) trén
cdc chuyén vi ¢ trang thai k bang :
Céng cda. ngoai lyc & trang thai k trén nhing chuyén vi & trang thai
“P" bang khong, vi & day khong cd ngoai luc sinh cong cho nén ta o :
R’3p = —P6p3 hodc 1a4 mdt cdch tdng quit

Ry, = ~Popk (5.9)

trong do 6pk la chuyén vi trong hé co ban tuong dng d trang thai "k"
theo phuong cha ngoai lyc P tdc dung & trang thai "P". Khi P = 1 thi quan
hé (5.9) cd dang :
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T = “Opk
Day la thudc tinh quan hé gita ¢ac phan lyc don vi va chuyén vi don vi
va duge goi 1a dinh ly tudng hé cta phan luc don vi va chuyén vi don vi cia

giao su Grozdev,

-

Theo (5.9) va theo thuat todn Verechtchaguine, ta co :

ﬁlﬁn
Ry = Poy = P 2 | —g5 98 (5.10)
n 8
hoac 1a khi dat : PM; = M :
-IV—[ MO
I Eas (511
n L)

Trong (5.10), (5.11), M, v& M3 lén lugt la biéu d& momen udn do lye

p = 1 (hinh 5.7h) va P # 1 dat & diém cén tinh chuyén vi trong hé co ban
tinh dinh, suy ra tit hé da cho sau khi da loai di t&t c& cdc lién két thua.

Thyc hién phép nhan bigu d6 Verechtchaguine, vi du d6i véi Ry, ta cd ¢

_-ifm RS 1P B
RGP_EJ 4 I 2 4 i

PRI > I ¢

EJ 4 2 1 I - 8

Khi khao sat diéu kién can bang nit 3 (hinh 5.7g) bang phuong phap
tinh ban doc sé nhan lai dude két qua nay.

s4. SU DUNG TINH DO! XUNG KHil TiNH HE BANG PHUONG
PHAP CHUYEN VI

Ta s& minh hoa cach s dung tinh déi xiing qua moét vi dy cu thé dudi
day d6i v6i viée tinh khung cla mot mdy can (hinh 5.8a). So d6 tinh va hé
tuong duong duge cho trén hinh 5.8b, c. Vi hg d6i xding chiu tai trong cung
d6i xing cho nén céc goc xoay cla cAc nat d6i xding bang nhau vé do lén
nhung ngugce chiéu (hinh 5.8¢), con cac chuyén vi thdng bang khong. Bdi
vy, d6i v6i hé nay chi cdn thiét lap he hai phuong trinh voi bai dn 12 Z; va Z,.
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(a)
r 2y ¥ty 2yt Ry, =0

Cac bigu d6 M3, M, , M, dugc vé trén hé co ban hinh 58a.c.g Ching

ta sé xdc dinh cac hé =8 cia (a) dudi dang tri 6 kép cda cac phan luc khi
st dung cdc bidu d6 di chi ra.

24EJ, 4EJ, 24EJ, P _py
e A s T T
Z,=-7, 5 2EL SER
z Z A z:=1 Iz 7 i
\__\ ! i __"I'I /ﬂtl\\h 7/_'6 (5 I —:"\4-7
L = ad = | =
e e 427,
Pl 15
—-= 5
1% ;
) & 2£%
Zz(__";? ‘P T‘}ZZ h E £ o
- = < 1
M 7 M
777 77777, i £ nE e
’ .
_ 1
] i
= ) 20
5%; szz
!
%gffz
Zz(’— 7 ~ Zz:f .
1 . — r ’(\
e 7 HI{MH Ry
H M L,ME
2w 7w
&) e)
Hinh 5.8
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Thay céc hé s6 nay vao hé phuong trinh chinh tac (a) ta cd :

94EJ 4EJ, P}

: 7 Z, + T Z, + 'g = 0
4Ed, 24Ed, PI
T bt g =0

Céc chuyén vi géc cén tim la nhu sau :
PE P
160EJ, Z "~ " 160EJ,

Bigu d6 momen trong khung may nay (hinh 5.8e) dugc tim theo nguyén
ly edng tac dung :

Zl-_—

§6. TINH HE CHIU SU THAY DOl CUA NHIET PO

Gid st rang nhiét do thay déi theo quy lujt bac nhédt doc theo chiéu cao
mat cit ngang cia mdi cfu kién.

Viéc tinh toan hé chiu sy thay déi cia nhiét dé duge ti€n hanh theo
trinh tu dudi day qua mot vi du cu thé (hinh 5.10) :

1. Tt hé da cho ngudi ta xdy dung hé co ban cia phuong phap chuyén

7= t
2. D&i v8i mbdi mot clu 8 4 =
kien chiu nhiét d6 bién thien < z
cho truéc din tdi hai trudng P
. . // tc= _f_*.Z_ > 0
hgp sau day (hinh 5.9a, b, c). b)' T 2 T 1
. - = _ttiz
\_ Trutng hgp déi xidng o 7{:3 > ] st =alt,
(hinh 5.9b) :
tl + t.2 tr _tz_ ﬁ
it = > 2 2
Khi t. = 2 Z /
0) e
Trudng hgp phan xung (hinh TA ity b
59c) : 2
At =t -t Hinh 5.9
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3. Tinh chuyén vi thdng tuong déi gita hai ddu cta cdc cdu kién khi
chiu tac dung d6i xing cia nhiét dd bién thién (hinh 5.10a).

4, V& bi6u d6 moémen udn trong hé co ban (hinh 5.10b) do céc chuyén
vi pay gay ra va xdc dinh phan lue § cdc lién két ngam va thanh géi bd

xung R’ (i = ,n).

5. V& bidu d6 momen udn trong hé cd ban do tac dung phan xing cla
nhiét d6 At gy ra va tim phan lyc tuong ung R”; (hinh 5.10c).

6. V& bi€u d6 momen udn do cac chuyén vi don vi Z, (hinh 5.10d) gay

ra va xdc dinh cic hé s6 cda cAc phudng trinh chinh tic.

006495,

? g3

[

5

g

IIhJ
HLUR

aa

Hinh 5.10
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7. Thiét l1ap phuong trinh chinh tic dudi dang :

£I1N

(5.12)

rmfy * rpdyg + o+ 2, + R+ R =0

8. Giai hé phuong trinh chinh tic d& cd cic chuyfn vi nit cia hé va bidu
d6 mémen tdng cong cé duge biang phuong phap théng thudmg (hinh 5.10e).
Cy thé 1a
M, = M{Z, + MyZ, + .. + MZ_ + M, + M (5.13)

Vi du, bang phudng phdp chuyén vi vita gigi thidu hay ve biéu dé
moémen uén trong khung cén truc da dé cap dén trong vi du cta phidn tinh
hé bing phuong phap luc (hinh 3.5a).

Trén hinh 5.10 14 so d6 bién dang cta khung chiu sy bién thién nhiét
dd d6i xing va cdc chuyén vi tuong hé & cac ddu cudi clia cde cdu kién Ay,
vad Ay, do sy dan dai cia ching (hinh 5.10a).
Ay = aldt, = 0,12.10°800.50 = 0,48.107% cm
A, = a Ht. = 0,12.10°600.50 = 0,36.107 cm

Trén co sd cha bang 2 va chuyén vi vifa tinh ta vé bifu d6 cdc mémen
uén nhu hinh 5.10b, c.

Phan hic & ngam do tac dung nhiét t_ la :

, _ BEJ 3EJ _ .
0,48.107%¢ 2,036.1072
— - - = 0,01182J,
600 800

Phan lyc & ngam do tdc dung nhiét At = t, —t, = 20° la

R'y =5 p Gmg g @ g 210012107 20

21, d, J,
Toh h, | = 24y = 006
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Tit bidu d6 M, (hinh 5.10d) ta c6 nhu thudng lé :

3EJ 3EJ 2J, J
sy T 3100 e+ | =25.10%
it = 77 B 800 600 | ~ 47 1

Phuong trinh chinh tc trong trudng hop nay l1a :

ryZ; + Ry + Ry = 0
Hay la :
2,5.10°.J,Z, + 0,01182J, + 0,06J, = 0
Ti day ta co :
0,07182 .
Z, = - —— = -0,0287.10" rad
25.10

Biéu dé moéomen uén téng cong (hinh 5.10e) trong hé siéu tinh chiu
nhiét d6 bign thién nay duge xdc dinh tit diéu kién (5.13).

— BEJA,,
M, = M +M" + Mz, = 2
5 Ed,Ate _, 3EJ;
= +0,0287.107° —— = —0,06494 J,
2 h, z

(cing trong)
Luc x6 ngang R, phat sinh trong khung do sy bién thién nhiét do da

cho la

M, 0,06494 J,
R = —— = - ———— = -108.10° kN (huéng sang trdi).

56. CACH TINH HE SIEU TINH CHIU TAC DUNG CUA CHUYEN VI
CUONG BUC TAl CAC LIEN KET

Khi tinh hé chiu tdc dung cta chuyén vi cudng bic & cdc gbi tua,
do nguyén nhan bén ngoai hodc do ché tao khong chinh xic gay ra v.v,
phuong trinh chinh tic cd dang tuong tu nhu trudng hop hé chiu tai
trong va nhiét dé nhu da mé ta. Cu thé 1a :
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r“ZI + r12Z2 + ..+ rm n + R‘i’ﬂ = 0

rZIZl + rzzzz + ..+ rznzn + R(Z)A =0
(5.14)

o]
rnlzl + rn2Z2 + ..+ rnnZn + RI‘]A =0

trong dé Ry, (k = 1,n) 1a phan luc tai lién két thd k thém vao do céc
chuyén vi cudng bdc cla cdc lién két (g6i tua) giy ra trong hé co ban. Nai
lue (mémen udn) duge xac dinh theo nguyén ly cong tic dung nhu sau :
My = MjZ, + MyZ, + ... + M2, + M3 {5.15)
trong dé :
g la biu d6 momen udn do chuyén vi cudng buc cia gbi tua gay
ra trong hé co ban ;
ﬁl , ﬁz, .. ,ﬁn 14 cac biu d8 mémen do cde chuyén vi don vi dp
dat 21 =1; Ez = 1.. ridng & gay ra trong hé co ban ;

2y, Zy,.., Z, 12 cac chuyén vi nit dugc tim tir viéc giadi hé (5.14).

D& xac dinh R, trong hé (5.14) cdn nam ving y nghia vat Iy cda

ching. RE,; 12 phan luc ¢ lién két b6 sung thd k do tde dung cia chuyén vi
cudng bic tai cdc gbi tua gy ra trong hé co ban cba phuong phap chuyén
vi. Cac chuyén vi nay gém hai thanh phdn : Gdc xoay ¢ va chuyén vi thing

A, vi thé cd thé viét Ry, nhu sau :

Ria = By, + Rya {5.16)
trong dd R;‘P la phan luc & lién k&t k chi do gdc xoay cudng bic ¢ gay
ra trong hé co ban ;
R]'m 1a phan luc & lién két k chi do chuy&n vi thang cudng bic gay
ra trong hé co ban.

Cac phan lye R;w va R;A duge xde dinh ti viée khdo sat cace
didu kién can bang nhu da lam trong muc trén, cu thé la vé bifu dé

mamen M; va M*A trong hé cd ban tudng dng bang cach tra bang
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do riéng cac chuyén vi cudng bic ¢ va A d cdc gbi tua trong hé co ban gy
ra, sau d¢ xét diéu kién can bang dé cd qu, va Rpa

§7. Vi DU MINH HOA

Ching ta minh hoa nhung chi ddn & trén qua vi du sau day : Pe la
mot khung (hinh 5.11a) khi ngam B chiu chuyén vi thing cudng bdc A theo
phuong ngang.

Khung nay cd mét &n s6 n = ny = 1. Hé tuong duong nhu hinh 5.11b.
Phuong trinh chinh tic cd dang :
ryZy + Ry = 0

Vi hé chi chiu chuyén vi cu@ng bic thing tai B nén khong tén tai
M ma chi ¢6 M, A . Can cd vao cac chuyén vi tuong d6i gilta cac ddu thanh

ctia hé co ban ¢hinh 5.11c) chiu A, ta vé bidu dé MA bing cach tra bang nhu

da lam & cac muc trén {hinh 5.11e).

Bidu dé Ml do Z1 gay ra trong hé co ban duoc cho trén hinh 5.11f. Céc

hé s trong (a) duge tim t¥ cie diédu kién cén bang cy thé la : Tit bidu do
Ml ta Cé -

S5 hang tu do trong trudng hgp nay cd dang :
Ria = Ria s (RLP = 0)
Xét can bang nut 1 tit bidu dé M} (hinh 5.11e) ta cd :
R(fa = Rjy =0
Phuong trinh (a) c¢d dang cu thé :

8EJ
Z1

Do d6, Z, = 0. Biu d6 momen téng cong (hinh 5.11e) :

M, = M) + Mz, = My + MZ = M,
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Chuong 6

PHUGNG PHAP PHAN TU HUU HAN

Trong nhing nam gin diy, phiong phap Phién it hitw hon da duge xac
phan nhu mét cong cu rit manh trong viéc tinh toan cic két cdu. Ngiy nay
trén thé gigi né da dugc gidng day trong phdn 16n cdc trudng dai hoc va
duge nhidu ky sd thist k& quan tam va sit dung. Do dd, sé rét 1a thidu sot
néu phuong phdp phén t hitu han khong duge giang day cho sinh vién nudc
ta - nhitng ngudi sé lam vigc trong céc linh vuc khéc nhau cta cd hoc vat
rin bign dang. Chuong nay chi nhdm muc dich trang bi cho ngudi hoc
nhitng ¥ tudng rit co ban cia phuong phép.

s1. NOl DUNG TONG QUAT CUA PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

DE ¢d thé xac dinh dWng suat hodc chuyén vi trong két cfu chiu tic
dung ngoai cho trudc,
ngudi ta cdn phai chia
k&t cdu dd thanh mét
loat cdc phén td cd
kich thuéc hitu han
(hinh 6.1}

Phén tr

Tap hgp cdc phén
td nay dugc ndi vai
nhau bang mot sé hiru
han diém duge goi la
cac didm niut. Cac nut

nay cd thé nam a goc

hoac trén dudng bién \ )
gita cdc phén tu
(hinh 6.2).

Hinh 8.1
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Hinh 6.2

Hinh dang cua cdc phan tit phu thuée vao hinh dang hinh hoc cta két
cdu khao sat. Nhitng dang cu ban cta cac phan t tuong dng véi cic két
cdu mgt, hai hosic ba chiéu duge cho trén edc hink 6.3a,b,c,d va 6.4ab,c

Hinh 6.3

aj

Hinh 6.4
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Vi dy viéc rdi rac hda cac két cdu sau day thanh cdc phdn td
(hinh 6.5}).

- -2 .
PhAR 1t Yar frong P

y
‘ Mt A,

ks
Ml

- Pran W

Hinh 6.5

Vi tri cia cdc dugng nut (dudng bién gilla cac phén ti) cta két cdu phu
thudc vao hai y&u t6 co ban sau day :

1. Duding nit clia cac phan ti phai tring véi vi tri gidn doan cua két
ciu.

9. Céc diém nat phai trung vai cdc di€ém dat cla tdi trong tap trung.
Bién (diém hoac dudng) ctia phédn ti phai tring véi vi tri (di€m hoac dudng)
ma tai dd tai trong phan b8 cd budc nhiy (gian doan vé ham sb).

Nhitng diéu néi trén duge minh hoa trén hinh 6.6.

Mot dac diém cia phuong phdp phdn tit hiu han 1a & ché khéng nhit
thist phai ding chi mét loai phan tit trong khi cén nghién cdu mot két cdu
phife tap gém nhiéu két cdu con (mét hoac hai Loac ba). Mot két cdu con cd thé
duge roi rac hda thanh nhitng dang phén td thich hop. Vi du : k&t ciu trén
(hinh 6.7) goém bén két cdu con 1, 2, 3, 4. Céc cdu kién 1 va 2 la nhing
t4m phing. Ching duge r3i rac hoa bang cac phén td hai chigu. Céac cdu kién
3 va 4 1a nhiing thanh. Ta sé chia ching thanh nhing phan td mot chidu.
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Hinh 6.6

Khi mét két cu da duge md hinh hda dudi dang mot s6 hitu han céc

phén ti thi moi sy c8 ging cua ching ta duge tap trung vao chi mét hoac

mét vai phdn td miu (néu cd
nhidu loai phan tit). Muyc dich
cia ching ta d6i voi mdi loai
phén t la xac lap mét quan
hé toian hoc gilta cde luc {P}
va chuyén vi {8} & cac nut
théng gqua mét dai lugng
trung gian goi la ma tran do
cing |k| :
Cu thé 1a :
{P} = [kl . {8} 6D
Budce thit nhdt cua viée
nghién cuu 1a chon trudse mot

ham chuyén vi, sao cho trang
thai chuyén vi cla t4t ci cdc
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diém trong phian t& duoc xac dinh mét cach duy nhédt. Dang thuan lgi nhat
cia ham chuyén vi 1a mot da thic. Da thic chuyén vi nay phai cd cac tinh
chit sau :

a. Da thdc phai lién tuc trén todn mién cua cac phéan td.

b. Da thic phai déy dd cho dén bac n.

O day n la bac cia dao ham cao nhit cd trong bigu thie dudi dfu tich
phan cia ning lugng bién dang.

c. Cac dao ham bac (n - 1) cia da thic phai lién tuc qua bién cac
phan ti. Diéu nay cit nghia rang, bién dang gitta cdc phan ti khdng cd su
gisn doan. Diéu kién nay chi ¢ thé thyc hién duoc néu chuyén vi doc theo
bién cta phdn ti chi phu thuée vao chuyén vi clia cic nut nam chinh trén
bién nay (hinh 6.8a).

d. S§ cac s6 hang doc lap trong da thde phai bang sé thanh phan
chuyén vi cdn tinh. Sau khi da chon dugc ham chuyén vi, trong trudng hop
t6ng quat ba chidu, ta ¢ thé viét da thic chuyén vi nay dudi dang ma tran
nhu sau

{S(x, y, z}} = [cp (x, ¥, z)] {a} (6.2)
& day ; o —vectd h& s6 hang ; [® (x, y, 2)] —ma trén bién d8i v6i cac phan
td phu thude cac bién x, y, z.

Budc thi hai cie viée nghién ctu 1a si dung phuong trinh (6.2) dé
thiét lap quan hé gita cdc thanh phdn chuyén vi & méi nit theo cac toa do
nit cda nut khao séat.

(ia st khao sat mot phan ti cd dang mét ti dién (hinh 6.8b) véi cac
nat i, j, k va L
Méi nut cd ba chuyén vi u, v, w theo cic phuong tuong ung la x, vy, z.

Méi moét thanh phén chuyén vi duge biu dién theo cdc toa d¢ cua nidt khao
gat d€ cd quan hé :

{6} = |A| .{a }, (6.3)
trong d6 |A| 12 ma tran vuong cla cdc toa d@ nit.

Nhan trai ca hai v& phuong trinh nay voi [ATY, ta c6 :
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Trudo bién aang

Hinh 6.8

=} = (271 64
Thay bi6u thitc niy cta {a} vao (6.2) ta nhan dudc :
{S(x, y, z)} = [Cb X, ¥, z)] = [A—l} ‘{a} (6.5)

Bude thi ba cita viee nghién ciu 12 tim quy luat bién dang trong phéin
t&. Didu nay khong cd gi khd khan, bdi vi rdng céc thanh phdn bién dang 1a
dao ham céc thanh phén chuyén vi. Do dé, néu goi [B(x, ¥y, z)] la ma tran
dao ham cfia ma tran [P(x, ¥, z)], ta phai cd :
{s x, ¥, z)} = [B (x, ¥, z)] , {a} (6.6)
hoiac la : '
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{s(x, y, z)Jl = [B x, y, z)] . [A“] , {a} (8.7
Cac thanh phdn dng suit trong phédn td lién hé vdi cdc thanh phé‘nl
bién dang theo dinh luat Hic :

{a (x, ¥, z)JL = [D] .{z x, v, z)} (6.8)
& day, {5 (x, v, z} 1a vectd cde thanh phan dng sudt va {D} la ma tran céc
hé s6 hang phu thudc vao vat liéu khéo sat.

Chd y dén (6.6). vectd {6 (x, v, z)} 6 dang :

{c(x, ¥, z)} = [D] , [B (x, ¥, z)] , [A‘l].{a} (6.9)

Bude thi tu ctia viéc nghién ciu 1A thiét lap ma tran do cding trong
(6.1). Diéu nay cd thé nhan duge khi cdn bang céong ciia ngoai luc A, dat
vao cdc nat va cdng A; cia ndi lue do chuyén vi kha di {dé }

Cu thé la :

= [as TP
A = {B3}(P]
va A, - _[ {ds x, v, z}T. {6(}(, ¥, z)} dv
v

Trén cd s34 cla (6.7) va (6.8) ta vigt lai cong ndi luc A; nhu sau :
A=- I {dé }T . {B(x 2V, z)} ) {A_ljl'r. {D} . [B(x ¥, x)] ) [A_l] ) {5 } .dv
Nhung :

A = A
Do dd :

fp}= [A‘I]Tl [B(x,y,z)]T. 0] [Bex.y, 2] .dv[A_l] {3} 610

Khi so sdnh {6.10) va (6.1) ta thiy ngay ma tran doé cing [k] ¢d bi€u
thie :

[¥] = [A‘I}Ti [B(x,y,z)]T. D] - [Bex,v. )] ‘dv{A'l} . (6.11)

Khi ma trin d6 cing [k] da dugec xdc dinh d8i v4i mot phan td mau
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trong két ciu thi cac phuong trinh d6i véi tat ca cdc phdn td phai duge
ghép lai d€ cd mot phuong trinh duéi dang

{F} = [k} ,{ah} (6.12)
Hé théng nay cho ta méi litn hé gita ngoai luc tac dung lén cic nmut
cla két cdu va chuyén vi & cdc nut qua cdu néi la ma tran dé cing [k].
Trong phuong trinh (6.12), {F} la vecto céc ngoai lue dat vao cic difm

nut cda két cidu. Méi ngoai luc trong {F} 13 téng cta cac lue dit vao cdc nit
ké nhau. Vecto {0y} bigu thi cac chuyén vi & cac mit. M6i chuyén vi trong

{3y} cd cung gis tri nhyu cac chuy&n vi cua edc nit duge ghép lai. Cdc s6
hang trong ma tran [k] la tdng cdc sf hang thich hgp trong ma tran de

cing cia ciac phdn tit og chuyén vi chung.

§2. PHUONG PHAP PHAN TU H{u HAN TRONG BAI TOAN UGN
MOT CHIEU

Trong muec nay, ching ta sé trién khai cy thé cdc bude tinh todn cta
phuong phdp phén tit hiu han vao bai todn uén (két csu mot chiéu).

T 9% p
'__‘__Pz —]
”ZE”_ ! ’;}’ 4
VsV o
, 9(2)

(4)

1 22 3 3 %

Y (c
i M,
of el 2 z\a‘

—
Q.Y Gy ()
Hinh 6.9
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Gid s, xét mot d&m chju uén ngang phing duéi tdc dung cua tai trong
ngoai q(x) (hinh 6.9). Cing nhu cde chudng trude, ta goi E 1a modun dan
hai khi kéo (nén) clia vat lidu, Viz) la chuyén vi thang ding theo phuong v,
dy 12 mdmen quin tinh ctia mat cit ngang d6i vai truc trung hda x. Ta roi
rac ddm thanh cdc phan ti mot chiéu. Mot phdn ti dai dién duge cho trén
hinh 6.9d.

1. Lwc va chuyén vi nit

Trong bai todn dam chju uén nay, mdi moét nit ¢é hai bac ty do, cu thé
la 6 mét chuyén vi thing ding V vd mot chuyén vi xoay ¢ quanh tryc x.
56 bac ty do t8ng cong (s6 chuyén vi) cia mét phén t& ré rang 1la moét tich
s6 gita s6 luong niat véi s6 bac ty do cia méi nGt. Trong trudng hop nay
tdng 6 bac ty do cia méi phan ti 1a bén. Nhu vay vectd tai trong nit va
vectd chuyén vi sé la :

Q] Vl
M 2]
(P}=1a = {o} =1y
| Mz 6,

Theo (6.1) d6i voi phin td nay, ma tran d¢ cding [k] duoc xdc dinh ti

{P}: [k].{é} (6.13)

Ma tran [k] l& ma tran vudng kich thuéc 4 x 4.

phuong trinh :

2. Ham chuyén vi

Theo nhilng diéu kién v& da thic chuyén vi ¢4 ndi & trén, trong trudng
hgp nay ta phdi ed :

V(z} = o) + ayz + a322 + a4z3

62 =
(Z_dz

Hai phuong trinh nay dud¢i dang ma tran cd dang :

= ay; + 204 .2 + 3(:1.'4,z2

. o

Viz)| _ 1 z 22 2 2
8(z) 0 1 22 322 |
Ay
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hoac la :

{S(z)} = [tb(z):] {a} (6.14)
Diéu kién bién cia phén td trén hinh 6.9d dude viét :
Nut 1 : z = 0
Vi o= o
b = a;
Ndat 2 z = !

6, = oy + 2a3.1 + 3a,. 1

Duéi dang ma tran mdi, ta ed :

{a}: [A].{a} (6.15)
g day :
T 0 0 o
0 1 0 0
[A] I T A SO &
0 2 21 3

Ma tran cot cac hé s6 {«} cd thé nhan duge khi nhan trai hai v& cua
bifu thic (6.15) vai A7 :

fa) = [A_l] {8} (6.16)

g day :
(1 0o 0o o]
0O 1 0 0
L -3 -2 38 ~1
SRR
2 1 -2
P PP

Thay (6.16) vao (6.14) ta di dén :
{S(z)} = [(D(z)] . [A"l} ,{5}, (6.17)
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3. Quan hé gitta chuyén vi va bién dang

Bién dang E(z)} J nhitng di€ém khdc nhaun cia phédn ti duge xdc dinh
tit dao ham bac nhit cua {S(z)}, cu the la :

{E(z)} = {dao ham cva S(z)}

[e@} = [B (z}],[xl].{a} (6.18)
Khi nghién cdu ddm chiu uén, ta di od

_ av dv
Mz) = -BJ, — = -EJ —3
dz“ dz

B M(z) -y 3 M(z).¥

JX Jx
_ e _ 4V
el = E dz?
Mat khac
@)
a’v ap
-— = [0 0 -2 —Gz].
dz 5!
G4
Tua dd ta thu duoc :
a)
(247
£ = +y.[0 0 -2 -6z { °
{ ()} [ ] 2%
a4
Thay (6.16} vao day ta co
1 0 0 "
0o 1 0 0 vy
el
-3 -1 3 1 1
£:+.00—2—-6.______
@} - | d Z 1 g1 V2
z o121 "
L] 12 H 2
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Dsi chigu két qua nay v6i (6.18), ta thay :
- 6 12z 4 6z 6 12z 2 6z
I . = = Z_ = [ il = _ =
o] () =0 (-5 G5) (2 T ()
4. Quan hé gifva wng suiit va bién dang
Trong mién dan héi tuyén tinh, quan hé gitta \ing sudt va bién dang

dugc mé thd bdi dinh luat Hue :

{a(z)} = [D] ,{s (z)}

¢ day, [D] l4 ma trdn cdc dac trung dan hoi cua phén ti. Trong truong
hop khéo sdt nay D biang modun dan héi E.

Chd ¥ dén vects {£(z)} trong (6.18), bi€u thuc clia {6(z)} duogc viét :
lo@} = +y.[DHB(z)]. [A“],{é}, (6.19)
5. Thiét lgp ma trdn d6 cing [k} cia phin ti

Ta co thé thigt 1ap ma tran dé cdng [k] ctia phdn ti tit didu kién cin
bing eéng cta ndi lyc va ngoai lyc trén nhitng chuyén vi va bhién dang kha
di tuong tng. Cu thé la :

Cong kha di cda ngoai luc bing :
i T
Ac= 2 {5 }{P} = (e} {P]
i=1
Cong kha di cilla cde ndi lue trén mot don vi thé tich cho bdi :

an = fde (z)}T.{ﬁ(z)}
Do do :

A = j{j {ae @)} 'o () dv

Khi st dung ciac quan hé (6.18) va (6.19) ta nhin duge :
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A = j{j yz{ (B HA‘l} {dé}r[D].[B(z)].[A_I],{é bav
_ j{j yz{ [B(z)HA*Mda}}T[D],[B(z)].[A‘l],{a}dFdz

[[ yaF =3, =4
F

Vi vay :

1 T
;= . Z . -1 . . . . -1 . B
A= Lo pe) [ o) [0} e} (] { o) e
T didéu kién cin béng cbng ndi trén ta co :

A= A

Va chd y ring :

[x] = QIJ{ [B(z)].[A‘l} }1 [D],[B(z)]‘[A_l] dz €20

Thay [B(z)] [A_l] va [[B(@)] [A‘l]}T vao (6.20), ta nhan duge ma tran
do cing cia phan ti¥ cd mat cit thay dai : '

(6 _ 121
lz_ 3
4 6z
Ll 77 2
I 6 12z 4 6z 6 12z 2 6z} -
k| = El - |- |- -5+ |5 -5 dz
2 P
2 6z (6.21)
! 2

Trong trudng hop EJ = const thi ma tran d6 cing [k] cta phan ti loai

nay cd dang :
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12 6 —-12 6l

EJ |61 42 —-e1 212

[x] = B l-12 —et 12 e
6! 202 -6 4l

(6.22)

6. Nguyén tdc ghép ma trén dé cing cia cdc phin nr

Sau khi da thiét lap duge ma tran do cung cla tiUng phin td riéng
biét, ta cdn phai ghép ching lai d6 c6 duge ma tran d¢ cing [k] echa
toan dam.

Nguyén tic cia viéc ghép nay la : d6i voi méi nut chung nhan dugc
bang cich ghép hai nit thuéc hai phdn ti ké nhau, luc Ia tdng ecdc luc
cia hai nit, cdn chuyén vi la chuyén vi cua tung ndt tao thanh nut

chung.

@

L L

I

L r\;
L I

Hinh 6.10
Ta hay xét hai phan t4 1 va 2 trén hinh 6.10.
Hai phén ti ndy cd nit 2 1a nit chung
Goi [k'] va [k%] 12 ma tran d6 cing cla phdn ti 1 va 2, ta viet :
d&i vdi phan ta 1 .

12 64 -12 6y
CI R e

4 1 1
61, 217 -6l 4I°

d&i vdi phdn ta 2

12 6, -12 6,

2 By | 6L, 43 -61, 28

[ ] B |12 -6, 12 -6
2 2
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Khi ap dung phuung trinh (6.1) hosic (6.13) vao ting phén tuy, ta duge :
phan td 1 :

EJ
Q = = (12v, + 6116; - 12v; + 61,6,)
1

EJ
M| = = (6ire, + 4%, - 6lv, + 23%92)
1

EJ
Q = = (-12v; - 616; + 12v - 61,6,)
1
X
bo ///.‘\--..
/ ~ A
Vs ~—
'éL_f _______ — — ‘__.Z
rd
{
! 1
y 2
b, b
Fa
- [
&)
Hinh 6.11
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g _ Ed 2 2
1

phin ti 2 :

£
~
I

EJ

= (12v2 + 6LP, - 12v; + 65263)
2

EJ

2

EJ
=g (—12\2 - 61,0, + 12vy - 63262)
2

EJ
My = ¢ (612w, + 220, - 6lvs + 4505)
2

Vi nat 2 1a nit chung ciia hai phéin ti 1 va 2 nén ta cd thé viét :

Q, = Q@+ @

M, = My + M

Vi viy, ma tran do cing tong thé ciia hai phan duge ndi s la :

12EJ  6EJ - 12EJ BEJ o 0
i i i A
6EJ 4EJ 6EJ 2FJ
s - - 5 0 0
{ 1 [ 1
19B5  6EJ | 12EJ 12EJ 6EJ | 6EJ 12EJ SEJ
- -3 |3 Y7 ~ T I\ B 7
6EJ  2EJ 6EJ 6EJ 4EJ AEJ 6EJ RS
5 I - Lo 2 2
o 0 12EJ ~6EJ 12EJ 6EJ
o 5 L 2
6Ed 2FJ OF.J 4AEJ
0 0 - == -5 -
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Chi ¥ ma trdn dé cing [k] cia hai phdn tit ]a mot ma trén déi xing
vuong cdp 6 x 6. D& ghép ba bdn phan ti hoac nhiéu hon nita, ta chi viéc
lap lai nguyén tac di chi ra & trén.

7. Vi DU AP DUNG
Hiay xac dinh ma tran d¢ cing cia dam trén hinh 6.11 khi xem ddm 1a

mdt phdn td.
St dung phuong trinh (6.21) va chd y rang trong trudng hgp nay :

zh
biz) = -

J =" = 12
6 12 |
2 P2
4 6z
5 4 bz
. Eb,h J-l I g 6 1204 62 _6 122 26z,
[ ]- 121 0 z ._§.+1_23 32 !'3 I 52 52 !'3 I IZ z
2B
2 6z

P
L 1
Sau khi tich phan ta o0 :

6 2 -6 2

Ebh® |9y 2 -2t 2

[k] = 2 |-6 -2 6 -4
o P -4 3¢

§3. TAl TRONG TAP TRUNG TUONG DUONG

Trong tdt ci cac muc trén day, ta da gia thist tai trong téc dung lén
két cAu la nhitng tai trong tap trung. Thé€ nhung, trong thuc t& tinh toan ta
lai gap nhidu trudng hop tai trong tac dung lén két cdu la tai trong phan bé.
Vi ths, cin phai tim cdch thay thé tdc dung cia tai trong phan b3 bang tai
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trong tap trung tuong duong. D€ dat duge didu dd, ta cd thé si dung didu

kién tuong dudng ctia hai hé luc. Cy thé la cén phai can bang cong kha di
cha hé tai trong phan bé va hé tai trong tap trung

Céc dang tai trong phan bs cd thé gém :
— Tai trong phéan bé th& tich
- Tai trong phan bd trén bé mat hosc phan b theo dudng
1. Tdi trong phin b6 theo thé tich

Xét tai trong phan b q(x, y, z)} trong mién V.

Goi X, Y, Z 14 cdc thanh phin tai trong nay. Cong kha di cia tai trong
phén bd nay sé Ia -

Ay =] (Xdu+de+Zdw) av
A%

du T
= [ |dv] qu.y,zav
V | dw

Thé€ nhung ham chuyé&n vi Ia :

{S (x, y, z)} = {lb x, vy, z)} . {a}
e g

e
!

{ ®(x,y, z) [ ].{dd}}‘r{q(x,y,z)}.d\f
{dé} [A ] I[‘D(x y,z)] Hat,y, 9} .av

Cong kha di cha cac lyc tap trung tuong duong A, la:

b = {20 {r)

Diéu kién cén bang hai cong Aq va Ap cho ta :

{p}=T[a"].J [fb(x,y,z)]T.{q(x,y,z)}‘dv (6.24)

(6.23)
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2. Tdi trong phidn bG theo bé mat

Goi S la bé mat cia vat th€ ma trén 46 6 tai trong plié.n bd qlx, v, 2)
tdc dung thi thay cho (6.23) ta c6 thé viét :

T

=[as1' a1, ¥, T 2 ¥, .
A= {ds} [A ] Js'[cb(x y z)] latx,y,2)} .48
Cong kha di cla cdc lyc tap trung tucng duong A, vén la :

% = {40} {7}

Can bang hai cébng nay ta duge :

{p} = [A‘l]"'.j[cp(x,y,z)]T.{q(x,y,z)},ds (6.25)

S
3. Tii trong phédn bd theo dwing

Gia sit ¢ moét phin tif mdt chidu (ddm chiu ldc phan b8 q(z) nhu trén
hinh 6.12a.

Hay xac dinh tai trong tip trung tuong duong vao cic nGt cta phén ta

2al-a1VE
ety b

(7%+3?é)2'z5 b) (3% f7?2)2%
Hinh 6.12,

191



nay.
Quy luat bign thién clia tai trong phan bé 1i :

q(z) = (qp - qy) ;4’ q

Ap dung phuong trinh (6.25) vao trudng hgp mot chiéu nay nay ta

co
1 T
Pl= (AT ] .| |[o@] q@ldz
(= [a7] ] [o0]" {aw)
Cac quan hé [A7Y] va {®(z)} trong trudng hop nay cd dang :
1 0 0 0
- 0 1 0 0
ATl =
[ ] -3 -2 Yy -1
2113 VY S V2
va

[v@]=[1 = # 2]

Ti d6 rit ra :

_ 5 -
PO e 7
2 1
0 1 I = | 1
{ 12 z z
{P}: 3 2 _l[ 2 {(qz—ql)—z—+ql}.dz
© % 7 P 2
o 0o -+ 1
I 12
[ 3 1. !
1 0 _}'E A (‘h"‘%)a
2 2
0 1 e (2CI2+Q1)E
00 % -3 (Baz +q)) 75
1 1 I
00 ] (4‘512+Q1)%
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Tq, + 3qp

l

20| 3q; + Taz

q,f
B

Phin tir chiu tai trong tap trung tuong duong cho trén hinh 6.12b.

s4. PHUONG PHAP PHAN TU HOU HAN TRONG BAI TOAN KET
CAU DANG KHUNG

Khung 'a mét két cdu duge ché tac ra d& chiu udn va kéo (hodc chiu
nén). Anh hudng cua lye cat dén su lam viée cia khung la rdt bé, nén

thugng duge bd qua trong cic tinh toan.
1. Ma trén d6 cing cia phdn tir chiu kéo (nén)

Xét mot doan thanh lién két khép tai i va j ¢d cdc toa do nut (z; ¥;) va
(z, yj}, chiéu dai Eij}chuyen vi cdc nat i va j ldn lugt 1a = U, V, va U V
(hinh 6.13).

Né&u goi lu, U ; va Al 1an luot 1a chiéu dai cia phdn tu trude bi&n dang
va ¢ trang thai blen dang va bién dang dai tuyét déi cta phdn ti, ta c6
quan hé :

) G- -z + Vi- V-
Ay =Ty = by = -
1]
Mat khac :
AL = “}:’h _ Pzi lu
g EF costEF
Né&u ta dat :
Z] - ZI y} - Y
:)ZCOSG= " m = sing = -
II!ij 1j
i dd ta co
= = = -—— (U -0 + vu(V,. -V
P, : 3 ( )t vu( ) =Py @
Tuong ty :
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yi i
P = sinf sinfl
Vi vay
EF .
Py = — [(Ul- - Uy + w4V - v.,)] = -P, (b

ij
Khai tri€n cac phuang trinh (a) va (b), ta nhan duge quan hé giila cac

thanh phidn luc nat va cdc chuy€n vi nit dusi dang ma tran :

Py R R N Ui
Pyi EF Vi #2 —yu - ,uz Vi
S ; Aot (626
7] i -y —rp e ¥ U g
Py —yu - v “* Yi
hoac la :
P| = k|.{U
(] = [*]{u}
trong dd

Trong trudng hop 8 = 0° thi y = 1 vAa # = 0 vA ma tran (k] cd dang :

1 0 -1 0

EF| o o 0 0
[k]=T -1 9 1 0
0 0 0 0

2. Ma tran dé cing cha cic phin t chiu udn va kéo (nén)
Gid s ta cd mot phén ti khung chiv udn va kéo nhu hinh 6.14.
Quan hé gita cdc lue nit N;, Nj*, Qi*, Q;, M, Mj va cac chuyén vi niit

& * * +
U‘, UJ, VI’ VJ, 8" gj. nhlI sau :

. EF _ ., EF _.
N =—U+0+0-—UTU + 0+ 0
L i ! I ]
12EJ 6EJ 12EJ 6EJ
= - A -—f

Q 0+ 3 ‘VT+£—29i+O 3 gt 2
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6EJ ., 4EJ 6EJ 2EJ
M =0+ —/— Vi + — 6+ 0-— VvV + =2 @
I { 32 ]
» EF E] EF *
Nj = - T U + 0+ 0+ B Uj + 0+ 0
. 12EJ 6EJ 12EJ 6EJ
Q =0 - JI3V’i’~l—291+0+ 5 _JTBj
6EJ 2EJ 6EJ 4EJ
MJ = 0 + —;2—- V:‘ + T Bi + 0 - 7 —_ 6]
Tl 8
=&
T ¥
¥
€ / 2
Hinh 8.14
Dudi dang ma tran ta cd thé viét :
{P*JL = [k}{u} (6.28)

trong do :

» =

-

[ WS

> {U*}:

rg.o

—
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B, o - o |
1 I
12E]  6EJ 12Ef  6EJ
0 - - uteniel
3 P 5 I
6EJ 4EJ 6EJ  2EJ
0 — S—— 0 - e
¢ l 2 l
! I
12EJ  6EJ 12EJ 6EJ
0 - - -
33 32 £3 52
0 BEJ 2EJ 6EJ  4EJ
Iz I 2 l )

3. Bign ddi ma trén cuc b [k']

Ma trédn dd cing cyc bo vita nhan duge & trén duge thiét lap trong hé
toa 46 2°, y*. D€ ¢S thé tinh tosn két cdu, ngudi ta cdn phai xdc dinh ma
tran d6 cing theo cde toa d6 xac dinh vi tri tdng quat (hé toa db xac dinh
vi tri clia toan bo két cdu). Vi vay, phai chuyén ma tran dé cing [k'] tit cdc
toa d¢ cuc b sang cdc toa do tdng quat.

Xét phén t i, j nghiéng mdt géc @ so védi truc z cla hé toa do tdng
quat (cd dinh). Goi U, vV, 6 va Uj, Vj, Bj l1a edc chuyén vi cla cac ddu cudi

i vaj cia phan ti

Nit j -

Tu dd :

Nat i :

so v8i hé toa df téng quat c6 dinh zy (hinh 6.15).

CD = Vitg6 ; AC = AD - CD = Uy - Vi tgp
AB = Uj = ACcosf
U = Uj“ cosf — V;sing
; " sin%g
V. =BE = BC+ CE = —— + U'sing - V'
] cos & ] 1 cos6
. 1 — sin% . .
= Using + VJT* ——— = U'sind + V'cos {b)
cos & J j

tuong tu nhu trén, nit i ¢S cdc quan hé sau day :
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Hinh 6.15

U = Ui* cosf - V: sinf (e)

1

(d)

v, UT sing + V. cosf
Chu ¥ rang gdéc xoay 6 quanh truc x khong phu thudc vao qua trinh
chuyén tif toa dé cuc bo sang toa do tdng quat. Cac phuong trinh (a), (b),
{c), (d) dugc viét gon lai dudi dang ma tran sau :
[u} = [Mﬂ vl (6.29)

trong dd :

[M1] - ma tran bién déi ;
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o)
v, '
8, .\ f;

{U} 1Y {U } - Ul
VJ- VJT
| 9 | &

[ cosd —sing 0 O 0 0 "
ginf cosf 0 0 0 0
[M'l‘] _ 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosf# -sind 0
0 0 0 sind cosf 0
L O 0 0 0 0 1 J

Phuong trinh (6.29) cho ta méi quan hé gitta chuyén vi nut cia phén td
trong hé toa do tdng quat va cic chuyén vi nit cia nhing nit nay trong hé
toa do cuc bd y'z'. '

Quan hé gitta cdc luc nit trong hé toa do tdng quat va trong hé toa do
cuc b cing duoc thiét lap nhu trén hinh 6.16.

Nj = NJ* cosf - Q; sinf

Q = N;‘ sinf + Qj* cos

N, = Ncost - @ sinf

1

Hinh 6.16
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Q = Ni' siné + Qf cosf

Goi {P}, {P'} la cac vectd luc nat trong hé toa do t8ng quit va trong

hé toa do cuc bo, ta cd :

{P} = [M.{P7} (6.30)
O day :

[Ni‘ N
Q; Q

M, . M,

{Ph=qw =
9 Q
e R

Bang cach nhan trdi ca hai v& cia phuong trinh (6.29) va (6.30) véi
[MT] ta Cd .

o} = [

va

() = [wr] 7]

Thay cdc két qua nay vao phudng trinh (6.28) ta nhan dude :

) (e} - [ D))

Vi vay :

(p} = [ [ [0 ] {Y)

Thé nhung :

o] = ]’

Do ds

(7} = Do) [ (] ()
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Chuong 7

TiNH TOAN HE CHIU TAI TRONG DI PONG
TREN CONG TRINH

§1. KHAI NIEM VE DUONG ANH HUONG

Khi tinh toan céc cdu truc, dim dd cdu truc, ddm ciu va rdt nhiéu
cong trinh ky thust khae, chung ta thudng gap phai loai tai trong di dong
trén céng trinh. Noi dung nghién ciu cich tinh todn cdéng trinh chiu tai
trong loai nay bao gém hai bai todn sau day :

1. Xac dinh tri s6 clia cac dai luong cdn tinh 8, tuong Ung vai nhitng
vi tri bdt ky cua tai trong di dong.

2. Xac dinh vi tri bt lgi nhit cta tai trong ma véi vi tri dd cha

tai trong dai lugng cdn tim cd gia tri tuyét déi lén nhit.

Hai noi dung nay thudng duge gidi quyét bing phuong phap dudng
anh hudng déi véi hé thanh phang hodc mat Anh hudng d6i v6i hé t4m
vA v6. Do ham cia céc dai lugng cdn tinh S(z) thudng khoéng phai 1a
nhitng ham lién tuc, nhdt 1a céc dao ham cta ching, vi vay, cach giai
quyét bing todn hoc thong thudng khong duge ap dung. DE tién trinh
bay ta viét tit dudng anh hudng 1a dah.

Vay dah la gi?

Dutng anh hudng la d8 thi bi€u dién quy luat bién thién clia dai
lugng cdn tinh S tai moét vi tri ¢6 dinh chon trudic trén céng trinh theo
vi tri cia mdt lic don vi khong thd nguyén cd phuong chidu khong déi
di dong trén cong trinh.

C4n phai phan biét ban chidt cic dah va ban chat cac bidu do ndi lue,
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chuyén vi. Vi du dah M va bi€u dé M vé hinh thdc thi giéng nhau nhung
tung d¢ cta bi€u dé cho gid tri cia M & nhilng mit cat khdc nhau cia ddm
do tai trong c6 dinh gay ra trong khi d6 tung do dudng anh hudng lai cho
gid tri cia mémen M & mot mat cit ¢6 dinh cia ddm do tai trong don vi di
dong trén ddm gay ra.

Méi mot tung do
cia dah cho mdt gid tri

-4
+0

o ————
)
wn

bang s0 cia dai lugng 3
cdn tinh, néu tai trong ’7577/ 7?;7

don vi duge dat & mat

cidt tuogng dng v6i tung
dé nay. Khi da o6 dah b ‘

cia S5 ta cd thé dé A\I)} % % ¥ G
dang xac dinh gia tri 8

c¢lia ndé dudi tac dung ¢ D

cla lyc tdp trung hoac dahs

phan bd. Vi du, trén

hinh 1b 12 dah cta dai

lugng cédn tinh S nadc dd. Yéu cdu tim gid tri cia S dudi tdc dung cta hé
Iuc tap trung cho trudc trén hinh 7.1a.

Hinh 7.1a,b

Theo nguyén ly cong tic dung va ¥ nghia dah S thi d6 lén cia S do
P, gay ra la PJY,.
Tuong tu, do luc P, 1a T y (2)

- q
P,Y,... Dudi tac dung _ = R
déng thai cia heé lyc P, L ¢ l i‘r EE mmL__

thi gid tri cta S la : 8 —— QJZJJ
SO D .
n e — _!__ _ __‘_a o _J
= > PY; (1.1 3 | I |
i=1 )

Trong trudtng hop

s
AL
‘ [ \ H H\ |
lién tuc trén doan a; - w
a; theo (7.1} ta cd thé

viét (hinh 7.2a, b) : Hinh 7.2a,b

tai trong phan bé déu
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aa ' a3
S = [ a(2lydz ; Khi q = const thi 8§ = qf ydz (72)
ﬂ] a1
a7
Tich phan j ydz la dién tich w cta phdn dah trong doan chét tai. Vi
a1
vay (7.2) duge viét :

S = qu (7.3)

§2. CAC DUONG ANH HUGNG CUA DAM TiNH DINH

Dé€ vé cdc dah ta cd thé st dung giai phap tinh va giai phap déng. Cac
phuong trinh can bing tinh hoc 1a co s cla giai phdp tinh, con nguyén ly
chuyén vi kha di 1a co s6 cha giai phap dong.

1. Phuong phip finh dé vé dah S trong dim don gidn
(hinh 7.3a)
af Dudng dnh hudng clia cde phdn luc géi tue A, B.

z ., iz

Ta dat lve P = 1 &
khoéng cdch z k& tit géi tua
trai (hinh 7.3).

Dé xdc dinh phan luc A
do P = 1 di déng gay ra
ta thigt lap phuong trinh
moémen cuda tit ci cic lvuc d6i ¢ : ;
v6i gbi tua phai B : ; | |

2mg(Fy) = AL~ | b

1( -z al
P(l-z) = 0 = A = (i ) | _b_i:f

|

(7.4) . dohMy
. ¢ - ﬂ*?”’;lli' T T b;
D6 thi cta A = 1 (- 2) “}]‘ ! ! s |
(hinh 7.3b) 1& dah A. Khi - G “*"I
nhdn tung dé cua dah dng ::1”!
Hinh 7.3
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vai vi tri dit tai trong ta sé xdc dinh duge phan luc & g6i tua A. Tuong tu
d6i v&6i phan luc B, ta ¢ :

ZmA(F;) =-Bl+ 1.z =0=8B =

| N

(7.5)

Theo phuong trinh nay, dudng anh hudng B duge cho trén hinh 7.3c
bf Duong dnh hudng cie luc cdt 6 mat cat C

Tit nay vé sau, moi quy udc ddu cing nhu cach vé dah cha dai lugng
¢dn tinh S, néu khong noi gi thém, thi ta vin si dung quy udc ddu cla sic
bén vat ligu [1].

Khi lyc P = 1 di dong & phdn phai clia mat cat ¢ ta cd dudng anh
hudng phai cia lue cit Q
Luc cat Q. tai C la :

1l —
Q. =A-= -z 7 ) (7.6)

Phuong trinh nay cho thiy phdn phai cla dah A cung chinh a4 dah caa
lyc cAt ¢ phan phai cia ddm : dah Qg duoc cho trén hinh 7.3Q.

Khi luc P = 1 di dong & bén trai C thi luc cat Q. c6 bidu thic :

Q = -B = —-?— 1.7

T (7.7) ta cé nhan xét 1a phdn trai cta dutng anh hudng B voi ddu
nguoc lai sé 1a dah Qg va hai dudng ab, va a,b do cung hé s6 gdc nén
ching song song nhau t¢hinh 7.3d)

¢/ Puong dnh hudng cia moémen uén & mgt cat C

Khi P = 1 di déng & bén phai C thi mémen uén tai ¢ s& 1a (hinh 7.3a) :

Moo= AL = BB, L (7.8)
c - 1 = ] 1 '

Phuong trinh (7.8) cho phép vé dé dang dah M khi tang tung do cla
dah A lén I, lan véi ddu ngude lai.

Dudng anh hudng M duoc cho trén hinh 7.3e .

Khi P di dong & bén trai C thi momen uén tai C sé€ la (hinh 7.3a)
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Z

l

MC = Blz = 32 >0 (7.9

Nhu vay, tung dé ctia dudng anh hudng M, nhan ducc bang cdch tang
tung d6 cua dudng anh huéng B lén I, lan. Cu the€ 1a ta dat g gdi tua B
mdt doan I, = bby va ndi b, véi a. Giao cla ab; va bay la diém C. Dudng
anh hudng M_, va dudng anh hudng My duge cho trén hinh 7.3e. Trong
thyc hanh ta cd thé vé nhanh dudng 4nh hudng M, nhu sau :

Vé dutng a,b va &y trén nd di€ém c Ung v6i mat cat C, néi diém tim duge
voi a. Tung do cta dudng anh hudng M cé thd nguyén chiéu dai, khi nhin
tung d6 nay voi tai trong ta nhan dugc M, cd thif nguyén [lue x chiéu dai]

2. Phwong phdp tinh vé dah S trong dim hai g6i twa c6
congxon (hinh 7.4a)

Khao sat ddm hai cong x6n chiu tai trong di dong P = 1 nhu trén hinh
74a. Vi tri cia P = 1 duge xdc djnh bang hoanh dé z vi géc toa do dat &
g0i trai A

a/ Puong dnh huong cia phdn luc A va B

T\ = _ -9
2mg(Fy) = 0= A ="
o Z
Zmy(F,) =0=B =7 ‘
Né&éu P = 1 ding & ddu cdng xon trai thi khi z = —a :
I+a —a
A=, B=p
tuong ty khi z = I + b :
-b I+b
A=—B=—

1’ l

Theo cac phuong trink
pdy céc dah A va dah B duge vé
trén hinh 7.4b,c. Cac phéan
am cta cac dah cho biét
khi P = 1 di déng trén cic
doan ¢6 tung d6 dah am thi
cac phan luc tuong Ung Hinh 7.4

hudng xuéng.

210



b/ Duong dnh hudng cia luc cat

Trén hinh 7.5 la cdc dah cua luc cit @ cdc mit cat C, D va E.

P&i voi mat cat C : khi
P = 1 di déng bén phai nd
thi Q; = 0 ; khi P = 1 di
dong bén trai nd thi Q. = -1
(hinh 7.5b)

Doi v6i mat cit D dat &
trong nhip :

Khi P = 1 & bén phai D
thi Qpy = A, nghia 1a dah
Qps trung vdi dudng anh
huéng A. Khi P = 1 & bén
trai D thi Qp, = -B, nghia la
dah Qp, = —dah B (hinh 7.5¢)

Dah Qp duge xay dung

twong ty nhu dah Q. (hinh
7.5d)

Hinh 7.5

¢/ Pubng dnh hudng cia mdémen ¢ cac mdgl ecat C, D, E.

Xét mat cat C : khi P =

Tai z = a thi M, = ~(a —¢) < 0

<

Tai z = ¢ thi M, = 0
Trén hinh 7.5b 1a dah M.

D&i voi mat cdt D g trong nhip :

Khi P

Khi P = 1 & phia trai D thi M, = Bd, =

1 di dong bén phai D thi Mp; = Ady =

1 di dong & phia phai C thi My = 0, khi P
= 1 di dong & phia trai C thi M, = -1z — ©)

l—z
i

4, » C

d;

L]

Céc biu thic nay cho thiy dah My nhén duge tii dah cia cic phan luc
tuong dng khi tang tung dé cia dah A va dah B lén d; vA 4, 18n (@}, d; 1a
khoang cach ti D dén cdc g6i tya). Dudng anh hudng cia Mp dugc mé ta
trén hinh 7.6c. Dah M dugc xay dung tuong ty nhu dah M, (hinh 7.6d).
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Hinh 7.6

§3. PHUONG PHAP DONG DE VE DAH  TRONG DAM HAI GO
TUA CO CONGXON (HINH 7.8)

Phuong phap déng duogc sit dung d€ vé cic dah cla céc dai lugng cén
tinh 1a dva trén nguyeén Iy chuyén vi kha di. Su dung nguyén ly nay cho
phép ching ta din hé bat bign hinh hinh hoc da cho vé hé bign hinh hinh
hoc. Cu thé la cén loai di nhitng lién két tuong dng véi cdc dai luong cdn
tinh va thay vao dd cac y&u t8 cdn tinh (hinh 7.7)

Vi du, néu cin xay dung »
Y - = " - 1 5‘) —/O_\L -
dah M & mit cit nao d6 thi

ta dat vao mat cdt dé mot

S
khép quay va thay th& cho b)% oy
lién ké&t chéng quay vita bi @
cdt bing hai mémen ngugc o %; _ﬂ:“-;-/
chiéu cung tri s (hinh 7.7a). N
Trén hinh 7.7b, ¢ 1a so d6 d&
xay dung dah cua luc céit Q Hinh 7.7
va lue doec N.

r
P
e

a/ Dudng dnh hudng cia phin luc twa A (hinhk 7.8)

Theo nguyén tic mé ta & trén, dé xay dung dah A theo nguyén ly
chuyén vi kha di ta )Am nhu sau -

Loai lién két gdi A thay vac dd phén luc cdn tinh A do hic P = 1 di
déng gay ra (hinh 7.8a, b). Tao cho hé mét chuyén vi kha di (hinh 7.8¢c).

Viet phuong trinh ctia nguyén ly chuyén vi kha di. Cu thé 1a :
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-Ad+ 1.y =0=A

D6 16n cua y phu thudc vi tri
cia luc di dong P = 1, con 4 1a
mot hing s6. Diéu nay chi ra rang
bigu d8 chuyén vi (hinh 7.8¢c) la
md hinh cta dah A (hinh 7.8d) ¢6
tung d& duge xac dinh theo (7.10).

Khi P = 1 ding & g6i tua A
thi y = 8. Va do dd tung d6 dah A
tai goi A bing :

A=-=12>10

nghia 12 chiéu cta phan luc A
tring véi chiéu chia nd da dude su
dung trong phuong trinh (7.10).

4

y
]

(7.10

TA 8
I 1
A &
5
B SN
j dzhA
\

Hinh 7.8

b/ Puong dnh hudng ctia moémen udén & mdt cit E (hinh 7.9a)

Sa d8 dé thist lap dah M dudc
cho trén hinh 7.9b va bi€u dé cua
chuyén vi kha di twong dng dugc
cho trén hinh 7.9c.

Phuong trinh céng kha di :

hay
a e
M —+ M. ——1y =0
E dl E d2
(7.11)
do do :
M. = Z dle . X dle
LT3 dl + d2 4

Tung d6 cia dah M, ty lé vdi
tung dé clia bi€u dé chuyén vi.

b\

~—

9

Hinh 7.9
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Khi P = 1 & vi tri mat cat E thi y = 6 . Do dd, tung d6 dah My ¢ mat
cit nay bang (hinh 7.9d)

] dyd; dyd;
s 1 T 1

Két qua nay ta da nhan duge khi st dung phuong phdp tinh (hinh
7.6c). Néu mit cat khao sit D ndm & trén doan coéngxén thi so d8 chia hé
bién hinh hinh hoc va bidu
d6 chuyén vi kha di ¢ dang
nhu trén hinh 7.10b,c. a)

T

Theo nguyén 1y chuyén 5
vi kha di, ta ¢¢ :

R

Trong d6, 5 14 chuyén vi
thing & dau cudi cia congxdn Hinh 7.10
theo phudng tac dung cda lye P = 1.

Khi P = 1 dat ¢ dau cudi cua cong xon thi v = & va do dé ;

M= -5 = 0
= -3 =-¢<
Diéu nay ndi lén la chiéu Mp nguoc vdi chiéu clia né da duoc thua
nhéan trong khi thiét l4p phuong trink (7.12). Trén hinh 7.10d la dah Mj,.
¢/ Duong dnh hudng ctia luc cit 6 mat cat E

So d6 dé thiét lap dah Qp: 1a mdét hé bién hinh hinh hoc duge cho trén
hinh 11b. Cho hé nay mdt chuyén vi kha di dp thi chuyén vi thang dding
tuong do6i cia hai ma ngim truct tai E bang .

Sp(d, + dy
Cong kha di caa he (hinh 7.11c) 1a :
Qddp+ Quddp =1.y (7.13)

ti day riut ra la :
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-y
Qe = dp . (d; + dy) d1 a2

Tung do cia dah Qg ty
lé véi y. Khi xép luc P = 1
lan lugt vao phia trai va phai
cia E cua cdc doan ddm da
dugc cit ra ta sé cd tung do
cia dah My nhu sau :

Khi P = 1 ¢ phan trai :

d,.dp
Sp(d; +dy)

Khi P = 1 & phan phai :
dp(d; +dy)

Do d6 buéc nhay cuaa
dah Dg la :

P=1
+ =1 6‘)
dp(d; +dy) dp(d; + dy) Loy b e A7
oD
{ $—
Dah Qi dugc bi€u dién ! ! oo fon ’
theo hinh 7.11d. Dah 8y :
QD 61 L 7;?
ciing dugc xay dung tuong tu oo
(hinh 7.12). Cu thé la : .
9 [o-
Khi P = 1 ddng bén d3h8p
trai D, ta cd : : Hinh 7.12
15+ QY8 = 0w Qp = —§=—1<o

Khi P = 1 di dong trén phdn con lai thi Q; = 0
§4. DUONG ANH HUONG DOI VOI DAM NHIEU KHOP

Viéc vé cac dah d6i v6i dam tinh dinh nhiéu khép, thuan lgi nhat la st
dung phuong phdp dong. Ching ta sé nghién cdu ciach vé dah déi vdi dam
nhiéu khép trén hinh 7.13.
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af Duong dnh hudng cia phdn luc géi tya A

Cac bufe xiy dung dah nay 12 nhu sau

Hinh 7.13
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Buée 1 : Giai phdng lién két gdi A va thay vac dd phdn luc lién két A.
Buéc 2 : Tao cho hé vita nhan dugc mot chuyén vi kha di (hinh 7.13b).
Bude 3 : Thiét lap phuong trinh céng kha di.

AS +1ly=0=A=-%

Dau (~) trong két qua trén ching té rang dng vdi vi tri cia P = 1,
phan luc A nguge chidu vai chiéu cia A di duge thita nhan trong phuong

trinh céng. Khi P = 1 dat vao vi tri g6i tua A thiy =-6 va A =
-3 )

- L—(S—l = 1. Nghia 13, tung d6 dah A & vi tri gfi t¥a nay bing dun vi (hinh

7.13c).

s
a
by
\§
P
—
—Ja
el
i
RS
—=—)
“@*’m

| o || |

— - ———
\g

ej i:l'[ha_i a+\b \‘ \\l _ ; |
|

=
o .
| M

' i ‘J ‘i\ \"g.

3‘:'
E:

. v dab My, < .
T | | il | j
i | v i I
't} | | ! | Sﬂ‘_ .'}l . ‘
| e T

Hinh 7.14
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Tuong ty nhu vay ta cé thé X8y dung dah cta phan lue g&i B. Trén
hinh 7.13d, e tuong dng 1a bidu d6 chuyén vi kha di va dah B. Bigu dg
chuyén vi va dah c d6i véi g6i C duge cho trén cac hinh 7.18gh. Cée hinh
7.13i,k!,m mé ta 18n lugt bidu dé chuyén vi va dah cia phan Iue cde gfi tua
D, E.

b/ Dudng dnh hudng cia momen uén va lge cat d cac mat cit m
va n (hinh 7.14a)

D€ v& dah’clta mémen udén & mat cit m ta thay vao mat cit nay mot
khdp quay va hai mémen nhu hinh 7.14b. Ta tao cho hé mot chuyén vi kha
di va thiét lap phuong trinh céng kha di :

5] ]
Mm;+Mm.B+ l.y=0
Tit day rit ra :
-y | ab

My = 3 la+b

Dé xac dinh tung dé dah caa M, tadat P = 1 vao mat cidt m
khi d6 y = -8 va

el

-4 ab ab
M, = h_d_[a+bJ T a+b

Dah M, dugc cho trén hinh 7.14c.

Hoan toan tuong ty, cdc dah Qn M, Q, duoc v& trén cdc hinh
7.14¢,k.

B IP:; B

) It 21 3 41 51

A I d g%

| :

| i
4 by Ty

dahs
Hinh 7.15 Hinh 7.16
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§5. DUONG ANH HUONG CUA HE CO NUT TRUYEN LYC

Trong nhiéu két cdu dang dam va dan, tai trong khong truyén truc tigp
lén ddm chinh ma truyén 1én cac ddm phu r6i ti ddm phu truyén lén dam
chinh. Trén hinh 7.15a tai trong P dude dat tryc tigp 1én cac ddm phu mot
phip (1-2 ; 2-3 ; 3—4 va 4—5) cdbn dim chinh nhan tdc dung nay qua céc
dim ngang phu 1, 2, 3, 4, 5. Phuong 4n truyén tai nhu viy kén ddm chinh
goi 1a truyén tai nut, con cic mat cAt cia Gdm chinh ndi dam phu ngang
dat vao goi 1a nut. Phin dam chinh nim gitta hai nat goi la panen. D& voi
phuong 4n truyén tai nay cdc dudng anh hudng cua phan luc g6i A va B
khong cd gi thay 48 nhu khi truyén tai truc tiép lén ddm chinh (xem §2 cia
chuong nay). Vi vay ¢ day ching ta chi nghién citu cach thiét 1ap cdc dudng
anh hudng caa cde noi luc S

Gia st dah S khi chdt tai tryc tiép Jén ddm chinh ¢ dang cong nhu
hinh 7.15b.

Néu P = 1 dat 1én nut thi tung d6 dah S khi ch&t tai nit bang tung 4o
dah S khi chdt tai 1én ddm chinh. Khi P =1 di dong trong khoang cta
panen nao d¢ thi tac dung cua P — 1 1én d4m chinh biang phan lyc cia dam
phu 2—3 (hinh 7.15a).

1.(d—2)

P2= d N

1.z
Py =4

trong d6 : d la chiéu dai panen.
Trong trudng hgp nay dai lugng SdoP = 1 gay ra s& 12 :

d—z Zy3
+ — :
w2t g (7.14)

trong d6 : y, y3 la tung do dah 8§ & cdc nut 2 v 3.

Phuong trinh dutmg thang (7.14) cho thiy tai Z = 0 va Z = d thi § =
y, vd y3. Do d6 dah $ cia dam chinh khi P = 1 nam giita mit 2 va 3 12
mot doan thing néi dinh cdc tung 4o mit y, voi y3. Doan thing nay goi 1a
doan chuyén tigp. Cac doan chuyén tiép con lai khi P = 1 di déng trén cac
panen ciling duge lam tuong tu.

Vi vay dé vé dudng anh hudng khi truyén tai nut ta tién hanh nhu

sau !
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Buée 1 : Vé dah S v&i gia thist hé khong cd cdc chi tiét truyén luc
(P = 1 di dong truc tiép trén chi tiét chiu lvc chinh).

Buée 2 : Xéc dinh tung d6 dah $ vita tim duge dudi cdc nit truyén luc
va néi cdc tung d6 nay voi nhau bang cdc doan thang. Da gidc nhan dudc
sau khi néi 1a dah S khi truyén tai nit cin tim. Trén co sd d6 cac dah Q,
dah M. & mat cit C cia dam don gidn chiu truyén tai nit duge cho ¢ céac
hinh 7.16.

§6. CAC PHUONG PHAP VE DUONG ANH HUONG CUA DAN
THUONG GAP TRONG KY THUAT

Tuong ty khi tinh toan din chiu tai trong bit déng ngudi ta chia cdch
vé dudng anh huéng bang phuong phap tinh thanh ba phuong phdp : mit
cAit, mémen va tach mit. C6 thé xay dyng dudng anh hudng bang phuong
phap déng, tuy nhién trong trudng hop két cdu dan thi phulong phép tinh
don gidn va thuan lgi hon.

af Phuong phip mémen

Gia sit cdn vé dah N, g trong thanh 7—9 ctia dan trén hinh 17a, khi tai
trong P = 1 di dong & cénh trén va & phia phai nit 8. Ta thuc hién mat
cdt 1—1 vA xét cAn bing phdn bén trai mat cAt nay (hinh 7.17b)

zmg = A4d - N7_9h = O
Do dé

4 .
N.g = 4AH = — (a)
Trong dd Mg = 4 Ad 12 mémen udn trong dam trén hai g6i tua & mat
cAt ¢6 cing hoanh d6 véi di€m 8 ldy momen.

Khi P = 1 di dong bén trai nat 6 thi luc doc Nog4 duge tim tu didu
kign (hinh 17b) :

ZMy = -Byd + Nyoh = 0

Hay
Nog = — = 3~ (k)
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Hinh 7.17

Cé két qua (a) va (b), ta cd the xdy dung dah N khi st dung ngay
duding 4nh hudng ctia mémen cha didm don gian ma dinh cta dah N, nam
d diém 18y m6men (diém 8). Dah N7 g khi P = 1 di chuyén giita hai nit cua
panen 6-8 trung voi dlfdng dnh hudng trdi clia mémen Mg. Dah N,_, duge va
trén hinh 7.17d.

Ta xét mot vi du khée, cu thé dah N34 duge xay dung nhu th& nao?
Muén vay, hay thuc hién mat cit II-II (hinh 7.17a). Khi P = 1 pdm & bén
phai panen bi cit thi didu kién can bang phédn trai dan 1a :

Zmo =A.a+ Ny, r=0
Hay
a
Khi P = 1 ndm bén trai cda panen bi cat thi diéu kién can bing phén
dan bén phai cho ta :
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Zm, = Bla+ 1)+ Nyy.r =0
Do dd
B(a + 0)

Nygy=—7 (b)

Cic dudng thang (a) va (b) chi khdc dah A va dah B vé tung do va
chiing giao nhau & chinh di€m 14y momen {diém O). Do tai trong chdt 1én
dan thudc loai truyén tai mit (xem muc §5 cta chudng nay) cho nén khi P
= 1 di dong trong gidi han cta panen bi cat thi dah N, , trong doan nay la
doan chuyén tiép néi cdc tung d6 dah Ny 4 ung vi céce hoanh d6 cdc nit 2
va 4 (hinh 7.17).

b/ Phuong phdp hinh chiéu

Trong trudng hgp khong thé tim duge di€ém ldy momen (d6i v&i céc
doan dan cd canh song song) ta phai st dung phuong phap hinh chi&u. Gia
sif cén xdy dung dah Ng déi voi dan (hinh 7.18a).

Ta xét 2 trudng hop tai trong P = 1 di chuyén & cénh trén va & cdnh
dudi. Trong ca hai trudng hop ta thyc hién mat cit 1-1. Khi P = 1 nam &
phia phai clia phan dan bj cét thi diéu kién can bing phén trai la :

Tit day rit ra : Ngg = —A

Tuong tu khi P = 1 nim bén trai phdn bi cit thi didu kién can bang
phin phai sé la :

2Y =B - Ngy=0= Ngs =B (b)

Cha ¥ khi P = 1 di dong & canh trén cta dan thi phén dan bi cit la
doan 4-6. Do d6 doan dudng anh hudng chuyén ti€p & trong khodng
panen nay (hinh 7.18b). Khi P = 1 di chuyén & cdnh dudi thi doan panen
bi cat 1a doan 5—7 va doan dudng anh hudng chuyén ti€p nadm trong giGi
han ctia doan nay (hinh 7.18e).

Né&u cdn phai xay dung dah Ng, ta thuc hién mat cat II-1II va viét
phuong trinh cin bang dudi dang hinh chifu, ta 6 :

Khi P = 1 di dong & phan phai cta dan :

Ngqcosa = A {c)
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Khi P = 1 di dong &
phdn trai cha dan :

T cdc phuong trinh (c)
va (d), dah N4 5 dude cho trén
hinh 7.18d. Doan chuyén ti&p
ctia dah Ng_; dudi panen 6—8
khong phu thude vao P = 1
di dong & canh trén hay cdnh
dudi.

¢/ Phuong phap itéach
nut

Trong mét s6 trudng
hop hai phuong phap ndi

Hinh 7.18

tren khong thé st dung duge bdi vi khong thé thuc hién dugc mot mat cat
chi cit 3 thanh. Vi du céin vé dah N, 5 (hinh 7.19a) thi cic mat cat I-1 va
II-II cit 4 thanh. Do dé6 tit diéu kién can bing cia phin dan da cét ra
khong du d€ x4c dinh N, s Tuy nhién néu tiach nit 5 va thiét lap diéu kién
can bang niat dudi dang cda cée luc dong quy tai 5 ta ¢ :

DY = Ny5 + Nis sing = 0 ;

suy ra

Nys5 = —Njssing

Thuc hién mit cat
II-I1i1 va ldy moémen vdi
diém 4 ta dugc N;s. Do dd
dah N, 5 cd thé nhan dugc tit
dah N5 (hinh 7.19b} bang
c4ch tang tung 49 cua no lén
{(—sin B) lan. Trén hinh 7.19¢
la dah N, 5 -

Tuong tu nhu trén dé
xay dung dah Ng; ta phai
tach nut 6 va xét didu kién
cin bang mit nay :

a)

dahx\é_?
Hinh 7.19
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Khi P = 1 dat vao nut bit ky tri nat 6 :
2Y = Ng; = 0
Khi P = 1 dat vao nat 6 :
2Y = -Ny; - P = 0= Ng;=-P = -1

Dah N, , 12 cdc doan chuyén tiép nim giita cdc nit 4, 6, 8 (hinh 7.19d)

§7. XAC DINH GIA TRI CUC TRI CUA DAl LUONG CAN TINH
BANG DUONG ANH HUONG

Nhd dah § va nguyén ¥ doc lap tdc dung ngudi ta cd thé xdac dinh gia
tri ctia dai lugng cén tinh S do tai trong tinh va di ddng ¢ nhitng vi tri khic
nhau giy ra nhu da md ta trong muc §1 cha chuong nay. Tuy nhién trong
tinh toan thigt k& ciing nhu kidm tra ta cdn biét gid tri cuc tri cha dai
lugng nay. Vi du khi tinh todn dan chiu tdc dung cia tai trong di dong thi
luc doc trong tiing thanh dan ludn bi ddi d4u phu thudc vao vi tri doan tai
trong di dong. Do d¢ d€ tinh toan céc thanh dan vé do bén va on dinh cén
phai. bigt duge & vi tri nio cta tai trong di déng cdc luc doc kéo va nén
trong thanh 1a 1gn nhét. Vi trl nay cla tai trong di dong duge goi 1a vi tri
bét loi nhat.

Khi tinh todn céc ddm (hodc dan} chiu tic dung cua tai trong di dong
dudi dang ctia mot hé luc tap trung song song (vi du dp luc cla cdc banh
xe) ta cd th€ gidi quyét bai toan vé vi tri bdt lgi nhdt cta doan tai trong
nhu sau : Né&u tai trong di dong nidm trong phén didm cd cdc tung dé duong
cuc dai coa dah S thi dai lugng S c&n tim duge xdc dinh theo cong thic
(7.1), (7.2) (7.3) s& cho gi4 tri dudgng cyc dai. Trong trudng hop vi tri cla tai
trong di dong nam trén doan dah S cd tung d6 4m 16n nhat (vé tri tuyét
d6i) thi dai lugng S tinh theo cong thic (7.1}, (7.2), (7.3), sé cho gid tri cuc
tifu theo tri dai s6. Trong trudng hgp khi dah S gém nhidu doan thing thi
gia tri 16n nhidt cia S ¢6 dude néu mot trong cdc tai trong tap trung duge
dat vao vi tri tudng dng vai diém gay (dinh) cia dudng 4nh hudng cla nd.
D& tinh toan nhanh cic dai lugng cdn tinh S ta ¢ thé gidi quyét nhu sau :

Gia sit doan tAi trong di déng da & vi tri bat lgi nhdt khi dah 8 cd
dang modt hoac nhiéu doan thing ta c¢6 th€ tink nhanh S dwa vao dinh ly
Varignon trong co Iy thuyé&t (hinh 7.20ab) cu thé la :
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Goi R 12 hgp lyc clia cac tai trong
tac dung trén doan thang dah S (hinh
7.20a). Theo eédng thic 7.2 ta co :

b b
S = [ q@ydz = tga | q(2)2dz =

d

= Ragtge = Ryg (7.15)

trong dd : ap la khoadng cach tit hogp

lyc R dén gic toa db ;
b /—dabc

yr 12 tung do cda dah S & vi %a{rhm‘\ff. 21{9?“*92)
tri hop lue R 5) AELNL 1Y%

%2+ 59,-4)

Khi tai trong phén bd o6 dang bac
nhédt (hinh 7.20b) ta chia tai trong thanh
2 phén : chit nhat va tam giac vdi céc
tung 4o tuong dng q, vad q,—q, cing
nhu vay d6i v8i dién tich duge giéi han
b&i dah 8 v4i truc hodnh va cac tung dé Hinh 7.20
dah S tai Z; = a va Z, = b. Tich phan
(7.15) cho thdy ¢é thé tinh nhanh dai
lugng S bang cich nhan bidu db Verechtchaguine. Cu thé la :

1 1
S = Qg + g, =y [‘h + 2 {q; - ‘12)] + P (y2 -~ ¥

[qz +3 G- Clz)] (7.16)

trong do €, va Q, lan lugt la dién tich bi€u d6 dah S dang chit nhat
va tam gidce ;
g1 VA g 1a tung d6 cua bi€u do tai trong dng voi hoanh do trong
tam céc dién tich Q; va Q, Trong trudng hop nay cd
thé thdye hién theo trinh tu nguge lai.

Truting hop nhidu .11'Ic tap trung trén doan thing dah S thi (hinh 7.21a)
theo dinh ly Varignon ta cd thé viét :

471

I
M =
g
%

I

%
M=

Pia, = tgaR.ag = R.yg (7.17)

I
—
]
—_
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Hinh 7.21

Trong trudng hop dah S la mét da gide thi dai lugng S duge xéc dinh
tuong tu (7.17) cy thé 1a :

YL

]

trong do R; va y; l4n lugt 14 hop lue cia nhém lye thid i va tung d6 cta dah

S wng voi vi tri cla R;, n 12 s8 doan dah S trén d6 cd luc tdc dung.

§8. VI TRf BAT LOI NHAT CUA TAI TRONG Di PONG DOI VO
CONG TRINH

Trong ché tac may, tai trong di dong thudng la hé gém hai hoac ba tai
trong tap trung. Trong trudng hgp nay viéc tim vi tri tai trong bat lgi nhat
dugc thuc hién bing cach so sanh tdng cac tich ZP]-yi voi nhitng vi tri c6
thé¢ cia P;. Ching ta s& minh hoa nhitng diéu ndi trén qua vi duy sau day:
Hay xdc dinh luc doc cuc _dai, cuc ti€u trong thanh chéo D ecta dan {hink
7.22a). Duong anh hudng Np duge cho trén hinh 7.22h Trong lugng ban
than dugc xem l1a phan bé déu q = 2kN/m. Tai trong di déng la hé hai lue
tap trung song song cich nhau mét doan b = 2m véi tri s6 P, = 30 kN,
P, = 40 kN. Céc lyc nay la 4p luc ctia banh xe tdc dung lén canh trén caa
dan.
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Luc doc NDq do trong lugng bin than gy ra (theo 7.3) 1a :

Npg = €19 - €9 = %Y1[6+§‘2]q—é}’3[2+:11“2]q = 56 kN

Khi cdc luc P; va P, ding & vi tri c6 tung d6 y; va y, cia dah Ny, thi
dé lon cha Nj la :

3 2
Npmax = Npg + Pyyy + Py, = 56 + 30'gﬁ+40'gﬁ = 53,6 kN

Néu P, ding & vi tri ¢é tung 40 y; thi N 1a cuc ti6u theo tri dai s6,
cu thé la :

NDmin = NDq - P2Y3 = 56 - ? 2 = -56 kN

Tit nhitng vdn d8 da gi6éi thiéu & trén rut ra 1a ta cd thé tinh duge gia
tri cuc dai cta dai luong edn tinh S theo mét dang dah S xdc dinh. Tuy
nhién vén dé dat ra 14 dah 8 nac trong s8 tdp hgp vH 6 nhitng dah S ¢4
thé xay dung duge dé véi dah S dg
g€ cho gid tri lon nh&t vé tri tuyét

d6i cda dai lugng cédn tinh trong sé

nhitng gia tri 16n nhdt dng véi
nhitng dah 5 khdc nhau. Ta hay
xét mot vi du don gian thuing gap

trong ché tao mdy. D¢ la doan tai

- . - b\ ~ V2 )
trong goém hai lyc tap trung song - e

song P; vad P, cd khoang céach )3':’/5@' —_—

khong d6i gitta chung di déng trén
dém hai g&i tua (hinh 7.23). Hinh 7.22
Khi lyc P; cach g6i tua mot doan Z bi€u d6 momen udén cd dang trén

hinh 7.23b. Tit bi€u d6 nay ta thdy momen udn 16n nh&at & mat cat dat luc
P, (P, > Py).

Khi goi R 12 hop lue eta hé luc P, P, cach luc P} mét doan a thi phan
Rii—z—a)

lue g6i A = :

Mémen & mat cat dat huc P 1a :
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M, =A.z = R(l—z—a)‘%

Diéu kién dé M, dat duge gia tri cuc dai la :

dM,
dz

R
=T(l—2z—a) = 0

i a
Suyra:z:z":a—-i

Mat cit "K" ¢d hoanh dd 7t =
/2 - a/2 12 mat cit nguy hiém nhét
ctia ddm. DG la mat cit cdn phai
xay dung dah M;. K& qua trén
ciing cho thdy luc P, phai b6 tri
nhu th& nao dé d&€ chiéu dai nia
nhip (//2) ndm giita tai trong lon
nhét P, va hop luc R (hinh 7.23c).

Bai todn vé viéc xéc dinh vi o —
tri nguy hiém nhat cia cong trinh
khi chiu tai trong di dong ma vdi
vi tri fy cn phai xay duyng dah 8
]2 mét bai todn cd ¥ nghia rat lon.

Viée giai quyét muc tiéu nay ctia bai toan da duge thuc hién tuong dbi
théa man trong céc cong trinh (111, [29],122].

§9. CACH TINH DAM LIEN TUC CHIU TAlI TRONG DI DONG

Nguyén tac tinh dim lién tuc chiu tai trong di dong (bang dudng anh
huéng) cing tuong tu nhu nguyén the tinh hé siéu tinh ndi chung chiu tai
trong di dong. Tuy nhién khi tinh toan cu thé thi viéc xay dung duong anh
hudng cha cdc dai lugng nghién ciu trong dam lién tuc cd phan don gian va
dé dang hon so véi cdc hé siéu tinh khéc.

Muén vé dudng anh hudng cia mot dai lugng bat ki trong ddm lién tuc,
truée tién ta cin phai vé cdc dudng anh hudng co ban tuc la cdc duong anh

hudng cia cdc moémen tua.



1. Dudng dnh hwong ciia cdc moémen lia

Lan lugt cho tai trong P = 1 di dong trong ting nhip didm, thiét lap
cac phuong trinh dudng Anh hudng ciia mémen tya tuong Ung vdi cde vi tri
clla tai trong, ti€p dé vé cac dudng anh hudng cla mdémen tya theo céc
phuong trinh via tim duge.

D& thigt lap phuong trinh dudng anh hudng ta cd thé dung mét trong
hai phuong phdp sau : phuong phap ba mémen va phuong phdp tiéu cu
moémen. Sau day ta sé sit dung  phuong phap tiéu cy momen d€ thiét lap
dutng Anh hudng.

Khi tai trong P = 1 di dong trén nhip thd i theo (4.40) ta cd
6 w; (bk'; — a;)

M, =

M - 6Jw; (ak — by

Gid st rang tai trong P = 1 dat tai vi tri z = & k€ tu ddu trai
ctia nhip (€ : hé s6 khong thd nguyén, xac dinh 1 phdn nhip thi i duge
dat bén trdi luc P = 1). Trén hinh 7.24a bi€u dién biu d6 moémen udn
MY, d6i véi nhip nay.

Z= é[t /-g;
._- L’I'
41
Mp!
P !\\\
‘ - ~z{li-z)
| % T -
Hinh 7.24
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2(l;, — z)

Dién tich ctia bidu d6 : w, = 2

Khoéng cdch tlf trong tam cda biu dé dén g6i trai va g6i phai la

ai' = %(Ei-i-z) i by o= é(Zli—z)

Thay cdc gid tri cla w;, a; va b, tim dugc & trén vao hé phuong trinh
(7.19) ta cd :

Jo £1&) k' = £5(8)
= _ 0 g 7L AT
Mioy = Ad; d kk’ -1 (7.20)
M. — _i 2 @) ki - £(0) 721
OV U Y K 21)
Trong d¢
_z

a(e) = 119 - ¢)
a(s) = £(1-8)

Phuong trinh (7.20), (7.21) xac dinh tung d6 dudng inh hudng momen
M; , M; phdt sinh trong cac mat cdt géi cha nhip chiu tai.

Trong trudng hgp ddm lién tuc c6 khép tua & dén, cde bidu thdc (7.20)
va (7.21) 6 dang v6 dinh. Sau khi kht dang v6 dinh ta duoe

— Khi tai trong P = 1 di dong trong nhip ddu tién (nhip 1)

M, = To 22%2 (7.22)
T R :

- Khi tai trong P = 1 di dong trong nhip cudi cing n :

I 1o

| _m n Ty (7.23)

n

Butmg anh hudng cta cdc mdbmen tya khac khi P = 1 di dong trong
nhip thi i dugc xde dinh theo cac mémen tua M,.; va M; nhu sau :

- Dudng anh hudng clia cdc momen tya & bén trai goi i—1 :
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dah. NTI' 1 d.ah . M]'_E

dahM,_, = — — ;dahM, = ——F— ; vv.. (7.24)
] ki) i ki—2
— Dudng &nh hudng cta cdc mamen tua & hén phai g6i 1 :
dah. M dah . M,
dahM;,, = ————— ; dahM., = ———F———; vv.. (7.25)
Ky, - K2

Cong thuc (7.24), (7.258) cho phép tinh tedn tung dé d.ah cua cac
moémen ¢ cdc tiét digén géi khi ma tai trong P = 1 naAm trong pham vi nhip
thty i. D& xiay dung d.a.h cdc momen goi trén tidt cA cdc nhip cia dim ta cho
luc P = 1 khéng thd nguyén di dong tufin ty ti nhip nay sang nhip khac va
khi 4y, cif méi 1dn ta lai su dung cac cong thie ti (7.20) dén (7.25) d€ thiét
lap cac dudng dnh hudng momen goi tya tuong dng.

Cu thé€ cho P = 1 di dong trong cac nhip 1, 2,.., n ta s& xdc dinh duge
c4dc phuong trinh dudng anh hudng mémen tua tudng dng. Can cd vao
nhilng phudng trinh nay ta sé vé& duge cac duong 4nh hudng edn tim.

2. Pwong dnh hudéng ctta mbémen udn va hwc cdt trong nhip

Theo (4.24) va (4.25) (hinh 4.18 va 7.24b) ta ¢6 thé thiét lap phudang
trinh dudng anh hudng ciia mémen udn va luc cat tai tigt dién bat ki k
thudc nhip thd i ndm cach gdi (I - 1) mot khoang la Z

I — z, 7

1 k k
dahM, = dahM + (dahM ) ——~ + (d,a,h,Mi) - (126)
i

1
dahQ = dahQ + (d.a.h.Mi - d.a.h,Mi_l) 5 (7.27)
i

Vay dudng a4nh hudng cia modmen udn tai tiét dién k thudc nhip tha i
vad ndm cach gdi (i—1) mot khoang béng z, 14 té hgp cia bha dudng anh
hudng :

- Dudng anh hudng cia modmen udn tai tigt dién k d¢ trong hé co ban,
tic 1a trong ddm don gian cd nhip L(xem §2 va §3).

- Pudng anh hudng cia moémen tya M;, sau khi da nhéan cde tung do

. . (31 - zk)
v&i thita s6 3 .

1

- Du&ng anh hudng cia moémen tua M, sau khi da nhan cdc tung do voi
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b

2y
thia a6 T

i
Dusng anh hudng cua Juc cit tai tiét dién k thuse nhip thi i la tg hop
cla cde dudng anh huéng -

- Dudng anh hudng lue cit tai tigt dién k do trong dam don gian chi cg
nhip 7.

~ Hiéu cta hai dudng anh huéng mémen tua M; va M, sau khi d3
nhin vdi thia s6 17,

3. Puong dnh hwdng cia cic phdn luwc g6i trq

Theo cong thitc (4.25) va hinh 7.24¢, ta ¢ thé xac dinh phan luc taj g8i
tua i nhu sau :

R = Qf, - QM = d+ l *
i+1 i
Vay :
dahR; = dahR + (dahM ) % -
) 1
S(amhM) (7o h) ¢+ fanatg L o

Dudng anh hudng cta phan Iuc tai g6i i 1a téng cia cac dudng anh
hudng -

- Dudng anh hudng cta phan lue tai goi i trong hé co ban,

~ Dudng anh huéng clia momen tua M;; sau khi da nhan vai thita g6
1/,

- Dudng anh huéng ctia mémen t¥a M; sau khi da nhan vaj thia s6 ;
1 1

(G5

- Dudng anh hudng cia mémen tua M;,, sau khi da nhan vai thita s5
1,y

Ty

4. Vi du. Ve cic dah caa momen, luc cét taj tist dién k va cua phan
e tai goi 1 trong dam lién tyc ve trén hinh 7.25.
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Cho bigt J,

Jy = 400 cm*

J2 J3 = 600 Cm4

a. Dudng dnh hudng cia cde momen, tua (d.a.h co bdn)

Chiéu dai quy uée cac nhip

J J
ll=l4:83=8m;ﬂ.z=13=12ﬁ=8m
Xdc dinh cic ty s6 tieu cd (theo 2.9 va 2.10)
15 56
, , 15 b6
k4=m,k3=4,k2=‘?,kl='i'g
Err
g .Tf] ...7’5.‘72. 157 J T 4
2 3 2 £ & P
8m _ Zm I Zm A 8m |
e [ | -
Hinh 7.25 '
Khi P = 1 & nhip 1, theo (7.22) ta c6 :
J.82 ff) 15
R
15
Theo (7.25) ta g -
M, 4 M, 1
Mzz“gz7fz(§), Msz_iz:?fz(cf)
-Khi P =1g nhip 2, theo (7.20) va (7.21) ta ¢ :
15
;RO - ) 6
My= g7 12 15 = T O
4 z— -1
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J , B4 - £,(5) 24 6
Moo= ~g150 12 15 - 7 RO Ad
4

Theo (7.25) ta c6 :

M5
M3 __I(’_B = 14 I(£)+7 2(6)

-Khi P = 1 ¢ nhip 3 :

M. — J 2f1(§)4_f2(5)_ %-f +§f
e _8‘1,5J 15 - 7 1(5) 7 2(5)
4 - — -1
4
15
M; = - 12° = 1, O+ 5 6©
3 8.15J 15 14 2 71
4-— -1
4
Theo (7.24) ta co :
M= 2o B ey 8y
1 = k2 = - 14 2(&) 7 I(S)
Khi P = 1 & nhip 4, theo (7.23) ta cd :
J 5 hé) 15
My = -358 El -7 £
15
Theo (7.24)
M; 4 M, 1
M,= _k_3 =7 £€) , M, = _i; =77 £(8)

Lan lugt cho & = 0,0 ; 0,2 ; 04 ; 0,6 ; 0,8 va 1,0 ta sé tinh duge
gia tri tuong Ung cua cdc ham f(§) va £2(§). Thay nhitng gid tri nay vao
cdc phudng trinh dahM,;, dahM, va dah.M; ta tinh duge cdc tung do
dudng anh hudng tai cic gia tri & cho trude ¢ trén. Cac tung dé cula
cdc dah M,, dah M, dah M; dugc cho trong bing 1. Trén co sd cdc s0
liéu trong bang 1 cdc dudng anh huoéng g6i twa M;, M,, M; duoe cho
trén hinh 7.26.
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b. Cac duong dnh hucng cia moémen uon, luc cét ¢ mat cét K v
phin luc ¢ géi tua 1

Theo céc céng thic (7.47), (7.48) va (7.49) ta tinh cdc tung d6 caa cac
dudng anh hudng My, Qp va R, Céc két qua tinh todn dugc liét ké trong

bang 2. Cac dudng anh hudng tuong dng duge cho trén cdc hinh (7.27),
(7.28) va (7.29).

DahM;

Hinh 7.26. Cic dudng anh hudng co ban M, M,, M;
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Bing 1

Nhip & = g/l Dah M Dah.M2 Dah.M3
1 0 ] 0 a
0,2 04114 0,1697 -0,0274
0,4 -0,7200 0,1920 -0,0480
0,6 -0,8228 0,2194 -0,0549
038 -0,6171 0,1646 -0,0411
1 0 0 0
2 0 0 1] 0
0,2 -0,7611 -0,4114 0,0128
0,4 -0,9463 -0,8229 0,2057
0,6 -0,7508 -1,0286 0,2571
08 -0,3702 -0,8228 0,2957
1 0 0 0
3 0 0 0 0
0,2 06,2057 -0,8228 -0,3703
04 0,2571 -1,0286 -0.7309
0,6 0,2057 -0,8229 -0,9463
0,8 (,1028 -0,4114 -0,7611
1 0 0 0
4 0 0 a 0
0,2 -0,0411 0,1646 -0,6171
0,4 -0,0549 0,2194 -0,8229
0,6 -0,0480 0,1920 -0,7200
0,8 -0,0274 0,1097 04114
1 0 0 0




7] | | |12 3 |4
i I |
| | |
l | [
| ! | ‘ |
1
! 1 ! | l
| 1 l i ' l
P — 1 e R 1
! Dah M,
S
Hinh 7.27. Dudng anh hudng momen uén My tai mat cat k
Bdng 2
Nhip & = z/i Dah.Mx Pah.Qk Dah Ry
1 0 0 0 0
0,2 -0,1509 0,0434 0,2949
0,4 -0,2640 0,0760 0,5660
0,6 -0,3017 0,0869 0,7897
08 -0,2263 0,0651 0,9423
1 0 0 1
2 0 0 0 1
0,2 0,6137 -0,1709 0,9243
0,4 1,5154 -0,3897 0,7286
0,5 2,0760 +0,4935
-0,5067
0,6 1,5103 +0,3769 0,4707
0,8 0,6034 +0,1623 0,2086
1 0 0 1]
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Tiép bdng 2
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16000

Hinh 7.29. Dudng anh hudng phan lic R,

Nhip & = 4k Dah.My Dah.Qy bah.Ry
3 0 0 0 0
02 -0,3087 0,0857 0,1114
04 -0,3857 -0,10Mm -0,1393
0,6 -0,3086 -0,0857 -0,1114
08 10,1543 -0,0429 0,0557
1 0 0 0
4 0 0 0 0
0,2 0,0617 0,0171 0,0223
0,4 00,0822 0,0229 0,0297
0,6 0,0720 0,0200 0,0260
0.8 0,0411 0,0114 0,0149
1 0 0 0
Zk =6m
- 4 |
1[5 :f E.Z ;3 H.
i | ! i |
| | ! | [
! | 04935 | | |
| | | | (
| J e Nl
Dah &,
8,507
Hinh 7.28. Dubng anh huong luc cii Qp
0 7 2 J[ 7 :4
| o |
| |’* | 1 |
! | | | |
| | | |’ J
o [ — J
PahR,



Chuong 8

PONG LUC HOC - KET CAU

I. HE MOT BAC TU DO

Déng luc hoc két cdu 132 mot phdn guan trong cia cg hoc ing dung,
muc dich cta né 1a nghién cttu sy lam viéc cia két cdu dudi tic dung cda

tai trong dong da loai

Két cdiu ndi chung dude dac trung bdi cdc dai lugng dac trung cho tinh
quan tinh m, J va thudc tinh dan héi d& cd thé thuc hién duge cac chuyén
dong tuong doi dudi tdc dung cla tai trong déng. N&u nhitng chuyén dong
nay la chuy&én dong lap lai thi ta goi nd la nhitng chuyén déng dao dong.

Thong thudng ngudi ta hifu "dng xi dong" la céc chuyén dong sinh ra
bdi cac luc bién déi khd nhanh theo thai gian va chung sinh ra cac luc quan
tinh trong ting chit diém cda k&t cfu.

Gia thiét ting quan hé gitta céc luc va chuyén dong la quan hé tuyén
tinh va do dd, cac dao déng duge nghién citu 1 cdc dao dong tuyén tinh.
Trong muc ndy ta sé nhdc lai mot s6 khai niém co ban vé hé dao dong
tuyén tinh cé moét bac ty do ma ta da biét trong cdc mdn ¢ hoc cg s dé

tien s dung.

D& mod th su ing x{d vat ly cia mot hé nhu vay, ta cAn mo6t mo hinh
toan hoc. Méi phan tir ciia md hink todn hec dwge ddc trung bsi cdc tinh
chdt vat 1y cua hé dao dong.

Trong qua trinh chuyén déng, xdy ra sy bién d6i lién tyc v& mit ning
luong : Thé ning bién dang cta hé chuyén hda thanh ddng ndng cua vat
dao déng va nguge lai. Theo quan diém co hoc, chuyén déng dudc dac trung
boi su bién thién cia chuyén vi x(t) va su bién dfi cta van téc v (t). Ching
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la cdc ham cida thdi gian ma ti d6 ngudi ta cd thé xac dinh dudc thé€ nang
va dong nang cia d6i tugng dao dong.

Cac hé dao dong c¢6 nang lugng téng khong ddi duge goi 14 hé bao toan,
Chuyén dong cla ching 1a nhitng dao dong ty do khong can.

Céac hé bi mat mat nang lugng do ma sat duge goi la cdc hé khong bdo
toan. Chuing thuc hién cdc chuyén dong dao dong tat din.
Khi m6t hé lién tuc nhan duge kich dong (nang lugng) ti bén ngoai, thi

ta ¢d cdc dao d6ng cudng bic hoac cic dao dong duy tri.

§1. DAO DONG TU DO

Xét mot hé dao dong cd mdt bac tu do duge md hinh hda tit mét chiée
xe lan nhu hinh 8.1.

LI
~)
4
2 K
W™ F(t)
v, fic 1 i
] Lf m
7
§WWW%
Z
P z

Hinh 8.1

Khi da xac dinh géc toa dé O, cic yéu t§ dac trung cho hé {(kh&i lugng,
ma sat, 46 cing, ..) va lyc kich déng F(t), phuong trinh tdng quit mo ta
chuyén dong sé cd dang sau :

mx(t) + cxt) + kx(® = F @) (8.1)
trong dd :
m - khéi lugng cia hé dao dong ;

c —hé s8 can nhdt ;
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k - hé s6 cing cia hé dan héi, nghia 13 luc cdn thiét phai dat lén
khgi lugng m theo phuong dao dong dé gy ra mot chuyén vi
bang don vi :

x(t) - toa do (li do)xac dinh chuyén vi eta khéi lugng m theo chiéu
bdc tu do tai moét thoi di€m t

Phuang trinh (8.1) ¢6 thé viét dudi dang sau :

x(t) + 28x(t) + wx ) = 1 “F (1), (8.2)
m

’ k
trong d6 : @ = — , tinh bang radian/giay (rad/s) dai dién cho tin s6

gée cua hé dao dong.

3

- hé s6 can thu gon ;

, k
Ch=2m.w = 2m. m - hé 6 can tdi han.

Phuong trinh vi phan (8.2) ¢d nghiém tdng quat la :

glo

x () = x (&) + xp), (8.3)

trong dd : x;(t) dac trung cho nghiém cla phuong trinh thudn nhit, tuong
dng v&i cdc dao déng riéng va xp(t) 1a nghiém cta phuong
trinh tuong tng v6i ché d6 cudng bic.

Trong cic phan sau, ta sé xét cu thé ting trudng hop dao déng : tu do,
tdt dan va cudng bic.
1. Céc dao déng tw do khéng cdn (khong tdt din)

Ta gia thiét la hé dao dong =& thuc hién cdc dao doéng tu do ngay sau
khi bi mét kich déng ban ddu két thic trong mét khoang théi gian rit ngin,
Ta ciing thita nhan trong trudng hogp nay, hé 1a bao toan (¢ = 0), nghia la
khéng ed sy mét mat nédng lugng ra bén ngoai.

Phuong trinh (8.1) sé ¢d dang don gidn nhit nhu sau :

Ky + ox({t) = 0 (8.4)

va cd nghiém dusi dang ham diéu hoa :
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x{t) = x(t) = A sin(wt + ¢) (8.5)

Trong dé hang sé tich phan A (bién do cta chuyén dong) va ¢ (géc pha
ban ddu, duge tinh théng qua cdc diéu kién ban dau :

t = 0; x(0) = x5 x(O = V,

Dac tinh co ban cia hé dao dong c6 mot bac tu do khong can 13 gia tri
riéng dac trung bdi tin s6 vong, tdn s8 va chu ky. Bifu thuc cia cac dai
lugng dé nhu sau :

= \j X \{ Loy E 222 L s
w = o = = X; ~ < radfs ; X
f=on=am Vx, = N el 8.7

21 1 X
(R ST A (8.8)
f g

trong dé : m = Q/g - didc trung cho khdi higng cta hé dao déng (Q la
trong lugng cta khdi lugng dao déng ;

4 = - hé 56 d6 mém hay la chuyén vi don vi do moét luc

=

bang mét don vi dit vao khéi lugng m theo phucng
cda bic ty do gly ra ;

= Q.0 = Qk -d§ vong tinh, sinh ra do mét luc bang trong
luong ctia m dat vio m theo phuong cua bac tu do giy ra.

D€ giam nhe viéc tinh todn chung ta liét ké trong bang 8.1 cic do vong
tinh, d§ cdng va tAn s8 vong cla mot $8 ddm thudng gap.

2. Cdc dao ding tw do c¢6 cdn nhot
Phuong trinh chuyén dong trong truong hop nay cé dang :

X (1) + 28x(t) + wx(t) = 0 (8.9)

D& giai phuong trinh nay, ching ta cdn x&c dinh cdc nghiém cua
phuong trinh dic trung :

¥+ 28r P w? =0, (8.10)
Cu thé la : 1, =8 = || f*-o° (8.11)
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Tuy thude vao giad tri cia nghigém, ta cd 3 trudng tdt din sau.

Bang 8.1
Chuyén vi ciia
So do m x Dg ciltng k @ (radfs)
4 L8y Qa? 3 3EI
a b e 3 g
A . 3EI 2 Qa®
9 -_‘_—_‘_‘_‘_‘_‘_‘_h'_‘_‘———_
™ =&/ Qa’b? 3@a10) o 3(a + b) EI
. - 3@+ b)El
? d + 2 b =7 3(a + b} EI aZh? 5 Q a2b?
e s
. m=aly Qa’v(3a+db) | 12(a+b)? \j 12(a+b)°EI
A i =3
+ < o7 b5 12(a+b)°El | a’b*(3a+4b) & Qa’h’(3a+4b)
A M
, m: Qg Qa%h? (a + b)> (a + b)° EI
+ a b —f 3 3.3 L & 3,3
1 Vo (a + b)Y EI a’b Qa’b
A
m=Qly | QP+ 3EI 3EI
o7 L = ¢ 'Q 3EI il + ¢ & Q¢+ <)
" m=8y | QPG+ 40) 2 _\{ 12E]
i L & A, 12EI (3 + 4¢) & QC*(3! + 4¢)
Q
} é\
.
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3. Tdt din t6i han
Khi ma cin thic bang khong :
g - wt =0, ta ¢6 By, = w

Cth

nén %

w ti¥ d6 C;, = 2mw = 2y mk = -

Cy, 12 hé 86 can t6i han bi€u dién dac tinh riéng cua hé dao dong.
Quan hé gitta hé s6 can thuc ¢ vA hé sd can tdi han C, bi€u thi mdc
can tdi han vaA ed bifu thuc nhu sau :
YV = — = — = g = (8.12)
Mijc can tdi han dac trung cho kha nang tiat ddn bén trong cla két cdu
khao sat.
Trong trudng hop nady : rjp = —f = —vo = —w (v cd gid tri bang don
vi)
Nghiém ctia phuong trinh (8.10) s& la :
() = A.e' + B.t.e2 = ¢fC, + Cyt) (8.13)
Khi thita nhan rdng tai t = 0 thi x(0) = %, va x (0) = V,, ta cd :
x () = e*“‘[xo + (Vy + aJXO).t] (8.14)

Ta nhan thdy chuyén déng mo td bdi phuong trinh (8.14) 1a chuyén
dong khéng diéu hoa (dudng cong 1, hinh 8.2).

4. Tdt din qua téi han

Trong trudng hgp ma C > C, ta ndi d6 tit ddn da qua t6i han, diéu
nay ddn dén 8 > w va v > 1. Do d6 r; va r; la cdc s6 thuc va déu am.

Nghiém s6 cta phugng trinh (8.10) sé la :

_ \‘[f:—wz.t Vﬁz—wz,t
x(t) = Al + Be? = & & [Ae + Be ] (8.15)

Tu cac didu kién ddu ta cd :
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V0+x0((5+m:;71
2y B2~ w?
Vot % (ﬁ“\/ﬁ—z—?l
2{ g7 - ?

Chuyén dong nay ciing 1a chuyén dong khong chu ky (dudng cong 2,
hinh 8.2).

B:

Hinh 8.2
5. Tdt dan dwdi to6i han

Trong trudng hop nay : Cy, > C, do vy f < w va céc gia tri cua can

thic sé& 1a 4o :
r,= B jvel-F (8.16)
hay la : 1, = 4 = jo’

trong 46 @ o = ¥ w? —ﬁz dac trung cho tdn s& riéng ctia hé khi ta k&
téi anh hudng cua hic can.

Phuong trinh md ta chuyén dong trong trubng hop nay cd dang :

xt) =e ™ (A.ej“’*‘ + Be_jw*l)
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Hay 1a : x(t)y = e P (¢ sinw*t + C,cosw™t (8.17
1 2

T do o6 : x (1) = Ae Psin(w’t + ) = Agt) sin(w't + ) (8.18)

vdi A = V Cf + C% va tgp = C,/C,.

Ti cdc didu kién dau ta nhan duge

Vo + Px

Cl = w M Cz = XU

Cuédi ctng ta ¢ the xac dinh dugc A va .

Trong trugng hop nay céc tin s6 vong, tdn s§ va chu k

y khi dao dong
co can duge vigt -
o = wV1-% = o (8.19)
£ = tV1-42 ~ ¢ (8.20)
T = TV1-42 =T (8.21)

Trong da s§ cac trudng hop ngudi ta cd thé bo qua anh hudng cta su
can bdi vi trong thuc t& ta thudng gip : v < 0,1.

Déi v6i cac hé chi cg moét bac tu do, ta cén tim duge mot dac tinh cg

Tx-(t)

+A4

Hinh 8.3
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ban nita 1a do can t6i han. Dac tinh nay chi cd thé duge xac dinh theo thuc
nghiém, bang cdch sl dung gan dung luong giam logarit cia do tat dan A

Theo hinh 8.3, trén d¢ ta miéu ta cac nghiém dao dong riéng ¢6 can
(bi€u thic 8.18). Su tat dan cta dao dong duge xdc dinh boi 16garit tu nhién

cia ty s6 2 bién do lién tiép nhau va cd cung ddu nghia 14 :

Xn 20 v
A =In = ——— = 2[lv (8.22)
X+l 'J—l —
Lic nay ty s6 tat dan tdi han sé la :
C A
V== o (8.23)

th

Gid tri cha do can tdi han phu thude chu yéu vao loai k&t cAu va vat

Yiéu duge su dung. Dusi day 12 mot vai do cAan tdi han :
Cac k&t cdu bang bétong cot thép dé toan khoi :
v = 0,02 + 0,14
K&t cdu 1a tudng chiu lye (khoi xay hodc panel dic sin trong nha may).
v = 0,06 + 0,18
Két cdu kim loai 1 v = 0,02 = 0,06.

- Céc loai cdu bang : — Bétong c6t thép v = 0,03 + 0,16

— Thép v = 0,02 = 0,08
- K&t cdu cé cdu trac lon dang khdi v = 0,05 =+ 0,10
- Nén dit y = 0,06 + 0,40

2. DAO DONG CUONG BUC KHONG CAN (v = O}

Né&u khéi lugng m bi kich thich bai mot ngoai luc ¢ dang F(t) =
F, . sinft, trong dé F,, la bién dd ctia hic kich dong va € 1a tadn s6 vong cua
e d6, phuong trinh chuyén déng trd thanh :

. F
X)) + o) = HO sin 6t (8.24)

Bai vi nghigém & ché& do binh &n la rdt trdi nén ngddi ta cé thé bd qua
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cdc nghiém tu do, do dd nghiém cua phuong trinh (8.24) 6 dang :
x {t) = xsinft (8.25)
Thay vao phuong trinh (8.24) va nhg ring :
x () = -x 9%t

Ta nhan duge :

3 . 3 . FO .
—x fsinft + x wsinft = o sinét
N 2 2 0
hay 1a : X,lw® -89 = —
F /m F./m F,

Ta day rit ra : x. =

© wz—ﬂz_k/mwl?z_k—mﬁz

Chia c3 t s6 vA mfu sd cho k ta co :

F, F /k X
XO = " 55 = m = G 2 , (826)
— In 2 — =
1-p6  1-(3)

trong dd x; 14 chuy€fn vi tinh do tsc dung tinh cia luc F, theo phuong
dao domg gay ra. Tuy nhién, diéu ma ta quan tam & day la quan he
gita x, va xyp. Ty s6 giita bién do dac déng va do vong tinh Xr goi la
hé sé déng luec. Khi xuit phit ti (8.26) ta cg :

Ry = 2= — 1 8.27)
d_XT_I-(g)Z ’

Gia tri cia hé s§ nay phu thude chd y&u vao quan hé giita tdn s6 vong
ctta lue kich déng véi tan s6 riéng ciua hé (tdn s6 dao dong tu do). Trén
hinh 8.4 chi ra sy thay déi cua hé s6 dong K, theo quan hé §/w. Ta nhan
thiy rdng véi 9/w < 1, bién do cua chuyén dong co gia trj dugng va cung
goc pha v6i lue kich dong, con voi quan hé 8/w > 1, bién d¢ caa chuyén
dong 14 am va nguge pha so véi lyc kich déng mét goe 1a .

Béi véi trutdng hgp chuyén dong dude sinh ra dusi tac dung cua luc
kich dong c6 w = 6, thi cdc bién do ctia dao déng cd thé tang lén vo ciing
(theo Iy thuyét). Hién tugng nay goi la hién tugng cdng hudng va tdn sé
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Hinh 8.4

rieng clia hé () thudng duge goi 1a "tdn s6 cong hudng”. Cing chinh i ly
do trén ma dudng cong trén hinh 8.4 duge goi la "dudng cong cong hudng".

Cén nhdn manh ring hé s6 dong K, con cho kha nang tinh duge luc
tdc dong tinh tuong duong voéi hiéu vdng dong cia F.

Cu thé la : Fy = Flth e = % kg Fy (8.28)
Ciang nhu vay : x(t) = Xg = kg Xr (8.29)
1. Dao déng cwiong biic cd cdn nhét

Trong trudng hop nay, ta xét loai luc kich déng cd dang F (t) = F sinét
dat lén hé dao dong, phuang trinh cha chuyén dong sé trd thanh

X)) + Zwxt) + o’x(t) = ;lg‘sinﬁt (8.30)

Nghiém ctia (8.30) & ché d6 binh 8n c¢d dang :
x{t) = kj. x;sinft (8.31)

Hé s6 dong luc méi k:} ké dé&n tinh tit din cd bifu thic :

249



Hinh 8.5

1

RGO

hé s6 dong luc kj theo ty =6

L]

kd=

Trong hinh 8.5 ta chi ra sy bién thién cla
Bl va db can tél han v.
Cac gia tri cuc dai clia nghiém g ché do binh &n sé 1a :

Xt pa = Xa = kaXT (8.33)

F(t) e = Fa = ¥a Fo (8.34)
2. Dao déng cwdng bic géy ra boi cdc vat quay khéong cian bdng

Trong trudng hop dao dong sinh ra boi vat khong can bang khi quay,

pien d6 ctia lyc kich dong cd biéu thic nhu sau :
F() = m,.e.6%sinbt (8.35)

Trong dé 6 la van téc gdée cua truc quay, mg, la khé&i lugng mét can

bing va e la do léch tam cla khéi lugng m, Phuong trinh (8.30) c¢ dang :

mx () + cx(t) + ks(t) = mge.6% sinft ; (8.36)
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hoac la :

.. ) m, R
L)+ o x®) + olx(t) = —-e 9% sin 6t, (837
trong dé : ¥, = mu.e.&?2 dac trung cho gia tri bien d¢ cua luc kich

dong bién ddi tudn hoan.

Trong che do kich déng duy trl, nghiém clia phuang trinh chuyén doéng

trén cd bi€u thic :
Mg e e 2 (BN g
x(t):;-e(w> ky sin 6t = Q.e(w) kg . sintit (8.38)

trong d6 @ = mg, thé hién cho trong lugng ban than dong co giy kich
thich va Q, = m,g — trong luong cta khéi luong mét can bang cua roto
déng co, e la do léch tam.

+ Cac gia tri cia bién do d6i voi cac chuyén déng cd bidu thiec nhu
sau :

— Khi bd qua su tat dan :

QU 8 )
) = Xg = —Q—-e(a) Ky (8.39)
- Khi khong bd qua su tat dén :
Q 682
e = % = o elw) K (8.40)

* Cac lyc dong cuc dai seé cd gia tri :

(), = Fg = m.Xg. 0" = m,.e 6K = Fo kg (8.41)

- Khi bd qua su can :

F)pax = Fg = Mo-© 82k, = F kg (8.42)

Khi xdy ra hién tugng cong huéng thi 6/w = 1, bién d6 cuc dai cia
chuyén déng theo (8.33) va (8.40) trd thanh :

X’I
Egmax E;

QU e
Xgmx = Q20
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1. HE NHIEU BAC TU DO

Mot két cdu bat ky déu c6 thé duge md hinh hda nhu 12 modt hé dao
déng c6 s6 bac ty do hitu han khi gia thigt cdc yéu t6 quén tinh tdp trung
trén mot s6 doan xdc dinh. Trong chuong nay ta sé nghién ciu cac dao dong
ty do va cudng bic cha céc k&t cdu kidu nay bing hai phuang phép sau
day :

_ Thd nhét, phuong phap luc quan tinh hay la phuong phép ma tran

dd mém.

— Thit hai, phuong phéap chuyén vi hay 1a phuong phép ma tran do cing

§1. DAO DONG TUY DO

1. Phuong phip ma trin db mém

Xét mot hé dao dong ¢ n bac tu do nhu trén hinh 8.6. Duéi tac dung
cha moét xung ban ddu, hé sé thuc hién cdc chuyén doéng dao dong xung
quanh vi tri can bang tinh cua nd. Tai mot thdi di€ém bat ky cta chuyén
dong, cic chuyén vi thang tuong Ung cua CAC khéi lugng my, my, My,., Mp
la x;(t), x(th.., x (£, x,(t). Do vay theo phuong dao dong cac hdc quan
tinh dat vao cAc khéi lugng cd bidu thic :

I = ~mx )

Iz = _‘mz)‘ilz(t)

......... (8.43)
L L, = _mn).(‘n(t)

Néu goi 9y 14 chuyén vi cua my do mot lyc bing don vi dat vao m;,
theo phuong dao dong gay ra thi dugi tac dung cia cdc luc quan tinh, khoi
luong thi k bat ky my (kj = 1,.., n} co chuyén vi x,(t) va duge xdc dinh

theo nguyén ly cong tdc dung nhu sau :
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Xl(t) = 11511 + ]:2(512 + ...+ Ik5lk + ...+ Inéln 7

) =10 + Ldn + .+ LSy + .+ L6y
' 8.4
2 (t) = I8y + Ifyg + -+ LS+ - - + 18 (844)

x () =Ldy + Lo+ b+t P

& my Mhe My

%,(%)

Lty It II( ) Ip(t)

Hinh 8.6

Thay vao hé phucng trinh (8.44) cédc luc quan tinh cd gid tri tuong Ung
trong (8.43), ta nhan dugc :

X, () + My X (85, F MyX ()31 + oo F DX (DS py o M X ()5 = 0]
XZ(t) + mll}.l(t)(SZI + mzl‘ilz(t)azz + ...+ mk.ilk(t)ézk + ...+ mn‘).(-n(t)ézn = 0

%,() + My (B + My % 2+ o+ WX (BT o+ X (85 = O
(8.45)
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Nghiém ctua hé phuong trinh vi phan (845) duge tim dudi dang :

x4(t)
x5(t)

A, sin(wt + )
A,y sin(wt + @)

x{t) = A . sin(wt + @) (8.46)

X, (t) = An sin{wt + ¢)

Thay (8.46) véi x (t) = —Aw’sin (wt+¢), ( = 1, 2, .., n) vao he (8.45)
ta di dén hé phuong trinh :

(M,3yy07 — 1).A; + myd . Ay + .+ my  d 0 Ay + .. +m, .8, 0 A =0

m;S Al + myd 0t Ay + Lt m Syt A+ .+ (m, S’ - 1) A =0

(847

Hé phuong trinh (8.47) dac trung cho chuyén dong ciua hé dao dong
nhidu bac tu do. Trong cac bi€u thudc trén ta da ky hiéu :

Ay, Ay Ay A 1A céc bién do dao ddng tu do cia hé ;

E

e la tdn 58 dao déng ty do cha hé ;

5ij l1a cdc hé s6 anh hudng bidu thi chuyén vi theo phuong i do lue
bang don vi diat vao khéi lugng m; (hinh 8.6¢} theo phuong dao
déng giy ra.
Theo dinh ly cia J Maxwell, ta ludn cd : §; = &
Céc &n s6 cia hé (8.47) 14 céc bién d6 A,. Cac nghiém tdm thudng A, =
A, = ... = A, = 0 khong lam ching ta quan tdm bdi vi chding dac trung
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cho trang thai can bang tinh. D& hé c6 thé thyc hién cic dao dong, ta phai
c6 cdc bién do A, khic 0. Diéu kién cdn va dd la dinh thic chinh cda hé
(8.47) phai bang 0 :
Ae) = 0 (8.48)
Sau khi khai trién dinh thic, ta nhan duge phudng trinh dai s6 bac n
cta w?, duge goi la "phuong trinh dac trung" hay "phuong trinh tdn s&"
(tiai phuong trinh (8.48) ta se nhan duge cdc nghiém thue dudng
ctia @ thé hién cac tdn s dao dong tu do », (i = 1,2,..,n) cua hé dao

dong.

D& don gidn tinh toan, ta dat A = 1iw? : va dinh thic (8.48) cd dang :

m 3y (mgdy ~A) - My - Wb

AQ) = : =0 (849
m Sy mSy; (mdy - A mdyy
mlanl m26n'2. mkénk (mn‘snn -A)

Khai trién dinh thdc ta nhan duge phuong trinh :
B+ ad™ld ap"t L+ oagd+oa, = 0 (830
Gia tri 16n nhét cta A (trong sé cic nghiém) tuong dng voi gid tri nhd
nhit cia @ va duge ky hiéu 13 w, Bat ky mot nghiém w; ndo khac cung s€
¢6 gia tri o, > wy, duge goi la tin s6 dao dong tu do dng véi mét thd i.

Nh& ¢d céc tdn s riéng w; ma ta xac dinh dugc cdc tdn s6 £ = wif21
va cac chu ky rieng T, = l/f, = 2w/w; $6 luong cac gia tri riéng sé tudng
dng voi s6 bac ty do dong lyc. Do vay quan hé cia cac gia tri riéng duge
sap x&p nhu sau :

Al>12>13b..,>;{k>,..>;{n

w < w2< ws < L < Wy <. < W

fj < f, < f3 <. < fo <. < f

T, > T, > Ty > .. » T > .. > Ty
M6i mot gia tri riéng tudng ung vdi mot dang (mét) dao dong riéng.
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Khi thay vao phugng trinh (8.47) 1an lugt cdc gia tri 4; tim duge tit phuong
trinh (8.50} ta cd :

mlézlAh + (mzézz - 21)A21 + .. + mk<62kAk1 + ...+ mnéznAnj =0

mdAy + mpdAy + .+ (S — APAG + L+ mAy = 0

md Ay + mpdpfy + o+ mdp A+ (md, - DA, = 0

mnn

(8.51)
- - » Aki M - -
Néu ta ky higu ¢; = A (k = 1,2,.., n) thi hé (851) cd dang :

1i '

mydypy + o+ Mgy + o+ mdyg, = —(mdy - A)
(mpdyy = A)gy + o+ mbudy + .+ mdyn ¢y = —md;)
_ (8.52)
U}zékz‘f’zi + o+ mdy - gy T+ mSygn = —mydy
IﬁfafanngZi + ot mkank¢ki + ..t (mnarm - Ai)qﬁni = _mlanl

Hé phuong trinh (8.52) 1a hé ¢d n phuong trinh voi (n~1) &n s6 la ¢,,.
.y ¢ Céc toa do tim duoc bing cdch giai hé phuong trinh véi (n—1)
phudng trinh ddu cha hé trén, cdn phuong trinh cudi duang d€ ki€ém tra. Sau
khi giai hé nay ung v6i méi gia tri xdc dinh cua w; hay 4, ta sé duge mét
vectd cot xdc dinh dang cua mot mét dao déng tu do thd i :

Py
¢'2,i
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e ¢f (Pzr — q')';;' i
~ - ¢3’
T T T |
Ls T
fl-;’-z -
Pk3
DU p S cr -
_’72&7; ) ¢:‘|\- ¢‘23 e ;Dnj %x’
Hinh 8.7

{¢};, —duge goi la vecto riéng, né mo tad moét dang riéng cua dao dong,
nghia 12 mé t& cdu hinh cia hé ¥ng vai tdn s8 thd i, thudng goi 12 mét thua
i cua dao dong. Trén hinh 8.7 1a ba mét ddu tién cia dao dong dng vdi cac

tin s6 w,, w,, w3 Dubi dang ma tran cdc phuong trinh (8.47), (8.51) va
(8.52) duge viét tdong dng la :

G- o e
(I = (0] e
Il - (] e

tong do: D)= s s 4 s | L®] = w,
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[ m, 0 0 0 ] (1 0 0 0 |
0 m, .. 0 0 1 0 0
M! = : T| =
] 0 0 .. m .. 0 1] 0 0 1 0
| 0 O 0 my | [0 0 0 1

¢ day : [D] - ma tran dd mém ;
[M] - ma tran khéi lugng hay ma tran quan inh ;
(Il - ma tran don vi ;

[®] - ma tran cot, biu dién mot mét dao déng ty do,

Cédc tri riéng s& duge tim ti cdc phuong trinh dac trung sau day :

Aw) = |«?[D][M] - [1]] = o, (8.56)
hodc
AR = ][D] [M] —1[1][ =0 (8.57)
Céc vecto ribng co thé tim bing cach thay thé méi mot lan gia tri A
vao phuong trinh (8.55), ti dd ta xdc dinh dugc :

[@]. = { by; Jl’k=iTE (8.58)

i

Béi véi he 1 bae ty do phuong trinh (8.55) va (8.56) cho ta :

1
®, = +1 va wzdnml -1 =0 Do dd : «° = 6———hay

]1111]
‘ 1
w = < .
8yymy

2. Phuwong phip ma tran dé ciing

Mot hé dong lue duoc bi€u didn trén hinh 8-8a nhu 1a mét vi du, ¢6 n
bic ty do, c¢d thé thuc hién mét chuyé&n déng dao déng xung quanh vi tri
cdn bang tinh sau moét kich dong tdc thdi bén ngoai. Khi 4y cac chuyén vi
ngang cua cic khéi lugng ia x((t), xx(t),..., x,(t).
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R —

Hinh 8.8

Néu ta tudng tuong ring tit c& cdc bac ty do déu bi chan bdi cdc géi
tua don dp dat thec phuong cde chuyén vi ngang x(t) tri chuyén vi x,(t),

tai d6 hé chi chiuv mot luc R () va gy ra chuyén vi cia my, thi & cdc
g0i tua 4p dat s& xudt hién cde phan luc R. Tuong tu nhu viy c6 thé lap lai
qud trinh ndi trén d6i véi méi mdce dat khéi lugng va s& nhan duge méi lan
nhu thé mét luc quan tinh I, (t} va cdc phan luc lién ket tuong 1ing R; tai
cac goi dd 4p dat. Thuc t&€ hé 1a tu do chy khong cd géi chan cdc chuyén vi
cia cdc khéi lugng, vi thé phan luc cda cic g6i tva do tdt ci cdc nguyén
nhan gay ra phai bing 0. Cu th& 1a ;

n
Ry = -Ikt) + 21y %) = 0 (k = L,ny (8.59)
j

trong dg :

L =—mk);:.k(t) la lyc quén tinh dat vao m. (8.60)

Dudi dang khai trién, hé phuong trinh (8.59) duge vist -

259



mix () +F orx® +orpolt) + L+ Xt + o+ o x(t) = 0

mz.)-(‘ Aty + ry.x(t) + Xt + .. + Xty + .+ IonXit) = 0

myx k() + rgxgt) +oroxsdt) + L+ NoeXe(t) + .+ rx () =0

max ((t) + 1 x(t) + raoXo(t) + o+ rpx (t) + L+ L Xq(t) = 0

(8.61)
Trong hé phuong trinh nay r; goi la hé s6 cing cta hé tai g0i tua k.
NG 1a luc c4n thiét d€ gay ra chuyén vi bing don vi theo phuong dao déng.
Néu thita nhan nghiém riéng cda hé nay dudi
x.(t) = A sin(wt + @) k = 1,2,..n).
thi hé (8.61) trd thanh -

(t; - m@A + 1Ay + o+ AL+ 4 p = 0
11 1 1 12432 1k 1nn  (862)

n
L]

1"21A1 + (r22 - mzwzJAz + ...+ r?.kAk + ...+ rznA.n

)+ orpA, + L+ by + oo+ (1, - mna)z)An =0

trong d¢ ry bi€u dién cic phan luc tim duge tai lién két j, khi ta dp dat mot
chuy&n vj cudng bic bang don vi tai géi k theo phuong k. Theo dinh 1y cua
L.Rayleigh ta ludn cd - Ty = Ty o

Hg¢ (8.62) l1a hé tuyén tinh va thuan nhdt. Do dd, d€ nd o6 nghiém
khdc 0, thi dinh thic chinh cua ng phai bing 0. Dinh thic nay cho ta
phuong trinh dac trung va cac nghiém cia nd la cic tdn s6 dao déng
riéng cta hé (w, < wy < < @y € L < ow).

o]
&
o



2
(r; — Mm@’ Ty e Fpp eeeeees T,
2
r21 {1'22 - mz(ﬂ ) r2k ...... rzn
AAy= 1 .
*) T T (r,, - m wz) r =0

k1 k2 kk K kn -

1 Tr Ing (T~ M)
{8.63)

Néu viét dudi dang ma tran, hé phuong trinh (8.62) sé cd dang :
(7] - P 1 = (o]
Tudng tu ta cd : ({R] —wz[M]) [m] = [0] (8.65)
Trong dd ma tran [R] goi 1a ma tran do cing chia cdc hé s8 cing r,
la ma tran vuéng d6i xing cdp nxn.
Cac tri riéng w; 12 cdc nghiém cta phuong trinh :
Aw) = | [R] - w? [M] =0 (8.66)

Céc vecto riéng duge tim bing cdch thay thé lan lugt mbi mot lan cac
tdn s6 riéng w; vao trong hé (8.62) hoic (8.65) :

([R] - w?[M])[tb]i = [0] (8.67)

Trudng hop hé 1 bac tu do, ti phuong trinh (8.65) ta rit ra :

o i L0
$,, = +1 va wj=_— hay w = —.
m m,

3. Quan hé¢ gita ma trin [D] va [R] :

Tu cac phuong trinh (8.53) va (8.64), ta cd thé tim duge méi lién hé
giita hai ma tran [D] va [R]. That vay tu (8.53) ta cd :

(1] -] p{e] - [

Mat khac ti phuong trinh (8.65) ta cd :

(] )] - [
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Nhan trdi 2 v& clia (8.69) vai [R]"l 1a nhan duge :

70 -l P - e

Vi rang [R}_I[R] = [I], nén ta cd :

[-F e - [ e

So sanh 2 phuong trinh (8.68) va (8.71) ta rit ra @

[D] = [R] 7 hay [D] [R] = [I] (8.72)
Vay ma tran do mém chinh 14 ma tran nghich ddo cia ma tran do

cing. Tit d6 céc hé s6 db mém cing dugc xdc dinh bang céch lay nghich dao

cia cac hé s6 cing :

1
hayk=E,Dod6,tac6k.5=l.

§2. DAC DONG CUONG BUC

1. Phwong phdp lec quéin tinh - ma tran dé mém

Ta hiy xét moét hé dao dong cd n bac tu do chiu cde lue kich déng
c6 cang tdn =6 6 : Fj(t) = Fj,o,sinet (j = 1, 2,.., m) nhu trén hinh 8.9a,
trong d6 cac bién do F; 5 va cic tan s6 O cho trudc. Tai méi thdi di€m
chuyén vi ngang cla cdc khdi lugng theo phuong dao dong la : x,{t),
Kolt)y sy xk(t).

Dudi tac dung déng thdi cla cac lyc quan tinh I, va luc kich dong
Fi(t) (hinh 89b) thi cac chuyén vi nay cd thé dugc xdc dinh qua cac hé
s6 anh huang (d0 mém) theo nguyén ly cong tiac dung :
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Hinh 8.9

m
x () =18y + Ifp + o+ ISy + o+ 1 + 2 Fi(t)dy
i=1

m
1,(t) = Loy + Ldpp + o+ By bt 1don F > F(1)Sy
=1

m : (8.73)
x(t) = I8 + Iy + o + I8+ o + Idin + 2 Ftdy
i=!

m
%, (1) =10y + Lo + - + IS+ L8+ 2 Fi(t)oy
j=1
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Thay cac I (t) trong (8.43) vao (8.73) ta dugc :

x (£} +myx ()0 +m, X ,(t)d 5+ . +m x k(B + Fmpx (18, —

m
j=

x{t)+m;x ()3, +myx () + . Amx  (£)0 +. Fmx (), —

m
—_2 Fi(t)dy = 0
j=1
X (1) Hm 3 (8, M, % (08 M X (O gt M X (D= b (8.74)
I

%, (1) + ) X (05, M, X 20 5+ mx | (D5 + o+ mx (D)5,

m
—21 Fi(t)8y = 0
=

J

trong dé : dkj 12 chuyén vi theo phuong dac dong cia khéi hugng m, do lyc
don vi dat vao khéi lugng m; thec phuong dao déng cia m, gay
ra. Nghiém cua hé phuong trinh (8.74) trong trudng hop t8ng quat

¢ dang :

x(t) = x{t) + xp(t)

trorg do o x;(t) 12 nghiém cua hé phuong trinh thuin nhit (nghiém dao
dong tu do) ;

xp(t) 12 nghiém riéng cda hé phugng trinh ¢d v& phai {(nghiém dao
ddng cudng bue).

Do tdac dung cua luc cdn ma cdac dao déng tu do chi tén tai trong
giai doan chuyén ti€p. Sau mét khodng thoi gian nao dd dao déng nay
mat di va chi con lai ch& do binh én véi nhitng dao déng cudng bic
x(t) = xp(t).
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Gia st ring nghiém cua hé trén (chuysn vi theo phuong dao déng cua
cac khéi lugng) cd dang :

x(t) = By.sinft, (k = 1,2, n) (8.75)
trong d6 : B, la bién do cla chuyén vi cudng bic clia khéi lugng thd k va
f la tdn =6 cua nd.
Bang cach thay vao hé (8.74) cac bi€u thic trén va céc luc kich dong :

X () = -6°B, sinft (k = L,n

e’

Fit) = F;, sindt Gg =1

3o

ta thu duoc mot hé phuong trinh dai s6 :
(081 8° — 1) B, + mdp,6° Byt . +m 8,67 Bt .. +m 5, 82 B +4, =0

m1(5219231+ (m2<§2292 - 1) 'B2+-"+mk(52k92'Bk+-~+mn62n92'Bn+A2,o= 0

m 3, 6% B,+ 07 Byt .. Amdy 6 Bt +(m S, 6 — 1)B+a, =0

(8.76)
trong dé Ay, 12 chuyén vi tinh theo phuong bac tu do ctia khéi lugng thd

k do bién d6 ctia cac lue kich dong dat tinh gay ra :

Ak,O =
i

NNZE:

Fio - d k= 1,n (8.77)

Cac bién dé dao déng cudng bic B, (k = 1,2, .., n) dugc xdc dinh sau
khi giai hé phuong trinh (8.76). Luc quan tinh dat vao khéi lugng my do anh
hudng déng Iyc cda cac luc kich dong s€ la :

() = —mx () = m.6°By sint = Jy.sindt, (8.78)

trong do : J, = mk.ez. By ;

J, la cac bién d§ cua lyc quan tinh (k = 1, 2,..,, n).
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Dé xac dinh cac gia tri bién d6 cta luc qudn tinh, ta thay cédc bi€u thic
(8.78) vao hé (8.76) :

@O - VmBHd, + 850, + o+ Sy + .+ S d, + A, = 0

In"n

5‘2]J1 + (522 - 1/111292) Jz + ...+ 62ka + ...+ Jszn + AZ,O =0

Sedy + Sepdy + o+ By - UmBH I+ .+ S J + Ay = O

Sodfi ¥ Sy ¥ o+ Spdi + o+ (S, - Um AT, + A

ho = 0
(8.79)
Sau khi da xac dinh duge bién dé luc quan tinh dat lén cdc khéi lugng
thi diéu d6 c¢6 nghia 14 ta d4 din bai todn doéng luc vé bai toan hé chiu céc
luc tédc dung tinh & trang thai bat Igi nhit sau day : trong ludng ban than
tuong dng véi cdc khéi lugng (Q, = my.g), bién dé luc kich dong Fio G =
1,.., m) va bién d& luc quan tinh J,. Cdc luc quan tinh va luc kich déng

trong trudng hop khao sit nay 1a nhing lyc co dic trung tusn hoan va cing
pha.

Néu ta ky hiéu

S = B - — k = I, (8.80)
m, 6
Hé (8.79) trd thanh :
Sipdy + Spdp + ¥ Spdi v+ S dy A, = 0
Sydy + Fpdy + L+ Sudy v+ S dy + Ay, =0
| (8.81)
Sedp + Sy + o F Syt L+ S dn A, =0
dadi + Sds + L+ S+ L+ S d + AL, =0

nao

Cac nghiém ctia hé nay duge xdc dinh theo cdng thdc Cramere
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Dy
DII

Jo = - k = 1,n) (8.82)

Trong d¢ |D*| la dinh thdc co sd cia hé (8.81) va |Dy | 1a dinh thiic

duge xac dinh bang cach thay thé cot k cia |D7| béi ot cae s6 hang ty do
[Ak.o] k = 1,2,‘.., n).

D& hé phuong trinh (8.81) cd nghiém thi diéu kién can 1a -
|D'l ® 0

Né&u |D‘ — 0 thi cac bién do Jy dan t6i v0 cing : J —

Ta gia su rang : ‘D' = Alw) = 0, khi dé xay ra trudng hgp céng
hudng 6 = o; {w; 12 cic tdn s6 dao dong riéng cia hé). Truong hop nay duge
mé ta trén hinh (8.10) va cac dudng nay duge goi la cdc dudng cong cong
hudng. O trong ving cbng hudng cdc gid tri ctha chuyén vi B, va caa luc
quén tinh J, 16n vé cing. Trén thyc t€ do ma sat ma nhitng gia tri nay la
r&t 16n nhung hitu han.

8|
Ik
0)1 (02 L "t' O)L,I, U)]‘l
0 i v P .
Hinh 8.10

Hé phuong trinh (8.76) c6 thé bigu dién dudi dang ma trdn nhu sau :

F O - D)y e
D& bidu dién dao dong cudng bdc theo cae ldc quan tinh, ta cd thé viét
phuong trinh (8.83) dudi dang :
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92[ﬁ] [M:HB} ~ [1]{3} +{a} = {o} (8.84)

Ma tran cdt cdc bién d6 lue quin tinh cd bifu thic -

le' r62.m1B11
J 92.m2B2

{71 = 1g [ = ¢°[M]{B} = *92.:.nkBk (8.85)
In | 92.1;1an]

Ta nhan (8.85) véi [M] oL, [M‘l] fa} =67 [M] _I[M} I CET)
Mat khéc ta lai od [M:’_l[M] :[1]
Phuong trinh (8.86) trd thanh [1]{13}, = 9—12 [M]_I{J}

Thay cic két qua (8.85) va (8.87) va phuong trinh (8.84) ta c6 -

P10} B+ - fo
([D:’ —Biz [M] ‘1) {gl+ia)= o} (8.88)
Néu ky hiéu [D*] = [D] —8—12 [M] - (8.89)

Phuong trinh (8.88) trd thanh :

[D"] )+ {a}=1{0} (8.90)
Pay 1a phuong trinh bi€u dién dudi dang ma trdn cia hé (8.81). NG cho
phép ta tim dugc ma tran cot {J).
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D& dang thdy rang ma trén [D" nhan duge bing cich thay dudng chéo
chinh cia ma trin [D] bing dudng chéo chinh véi cac phén ti :

* 1 P

S, =00y — —3 k= 1n
Kk LR~ ( )

D& cho phuong trinh (8.90) c6 nghiém khdc khong thi dinh thdc cia nd
phai khac khong.

Trong trudng hop dé ta cd :
Gz[D] [M] - [1] = 0. (8.91)

1 -
o] - M7

Né&u |D‘{ — 0 thi vecto bién do quan tinh {J} va vects bién d¢ dao
dong cudng bic {B} cd cac gid tri tién tdi vo cing, nghia 1a diéu kién cong

= 0 (8.92)

Hay la : lD‘

hudng xdy ra @ 6 = w;.

2. Phuwong phdp chuyén vi - ma trén do cing

Gia si rang hé khao sat chiu tic dung cua cic lue kich dong diéu hoa
nht muc trén. Khi dy chuyén vi cia cac khéi htong theo phuong dao dong sé
nhan duge tit viée giai phuong trinh ma tran sau day :

®]ie} - = (o
Vai : [R'] = [R] -6° [M] ]2 ma tran d6 cing thu gon.

Sau khi giai hé nay, ma tran bién do chuyén vi duge xdc dinh va do dd
cac lyc tugng duong tinh cuc dai s& Ia :

{Pa} = [R] {8} (8.94)
D& tranh cong hudng thi [R*}cén phai khic khong,cu thé la :
[%) - pil| =0
§3. CAC Vi DU MINH HOA

Vi du 1:

D&i voi khung 3 tdng nhu trén hinh 8.11a bi dao dong ngang do dong
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dat gay ra hay xac dinh cdc gid tri riéng vA vecto riéng khi sit dung phuong

phap ma tran do cing Gia thiét cac ddm cd do cing voé han.

Froe m 3134 1,87 0,408
2L L asr h [ e 7
751 157 " 0723
] 2 i T o
; I om I -*Vh 2‘,25.9
e 21 o 1 »L 2Irr‘b7—*—
251 2517
a ' Wy &z 2%
) I ,51 ) 3
21 iz
* \\ . N © \\ |\\\ . \\]
N N . N A . . N ~
° — K K ’_‘ ‘i’?
// ’k:/ // // ;-;1 . P /’/ /, f;z
i P ’L £ %"_
c)
7 o ;’ - GJ 77L:’7 77L7 ’lﬂ o]
/ . ,’/ ’/| 5 d)
1
13
—=
. 7 r\z vL7
e
Hinh 8.11
Léi gidi :

Khi nghién ciu dao dong ngang cia khung, ching ta c6 th& gid thiét

cac khéi lugng tap trung trén tling ting, vi vay hé cd 3 bac tu do. Viée tinh

toan cac chu ky riéng cla né nhd vao phuong trinh sau :

[ - ] = o

Céac hé s6 cing hay con goi 1a cac phan lyc don vi duge xac dinh nhu

trong chiong 5. Cac hé s6 nay cd céc gid tri nhu sau :

I3}
I

I3y
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K& dén cac gia tri da chi ra d trén va cac khéi lugng trén hinh 8.11.cde
ta ¢d cac ma trin tudng ung :

T rp I3 -

o gy | B 50

[R] = Ty T T3| = __—h3 -5 8 -3
) -3 3

|_1'31 r3; Tag

[M] =10 ™ 0| =ml{0 2 0
0 0 m, 0 0 1
L
3
Khi dua vao ky hiéu : « = J507 «?, phuong trinh dac trung tré thanh :

13 -5 0O 200 (13-2a) -5 0
58 -3|-al0 2 0| = -5 (8—%a) -3 =0
0 -3 3 001 0 -8 (3—a)

Hodc 1a 4 dang khai trién
4a> - Bda® + 187a ~ 120 = 0

Tit d6 cac nghiém cta phuong trinh nay la .

—0827—mh3 2. —4366—in—ki2-
ay = 0827 = ooy @ G = 4908 = oy er o
—8307-—mh3-2'
@3 = = 98] 93

Tit cac «, céc tén sb riéng o duge rat ra nhu sau :

@, = 3,150 \} D wy = 7,238 1‘ = 9,984 - \‘

Cac vecto riéng dugc xac dinh tit phuong trinh téng quat (8.67). Do 1a
hé ba phuong trinh 3 &n :

(18 - 2a¢y; — ¢z = 0
“5py, + (8 - 2oy — pui = Y i=1223
‘3¢2,i + (3 - ai) ¢’3_.i =0
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Ung véi méi gia tri cla i s& c6 mot tan s6, ta gid thidt P, = P2 =
¢l,3 = 1,000

- Dé tim dang riéng thd nhit ctia dao dong, ching ta ldy :
¢l,1 = 1,000

sau dd thay vao hé phuong trinh téng quat, ta duge :

(13 - 2.0,827) .1 - B¢y, =0
5.1+ (8 ~2.08N¢,; - 3¢;, = 0
~3¢p) + (3 - 0,827 ¢4, =0

T d6 chung ta nhan duge : ¢21 = 2,264 va 95, = 3,134,

- D€ tim dang riéng thd hai ctia dac dong, ta ldy :

as = 4,366
¢1,2 = 1,000
Tuong tu nhu trén, ta cd : ¢22 = 0,853 ; ¢;, = —1,873.

- D€ tim dang riéng thd ba cia dao dong, ta ldy :
ay = 8307
$13 = 1,000

Chung ta tim duoge : $23 = —0,723 ; ¢33 = 0,408

Véi cac gia tri vita tim duge, ching ta c6 thé bidu dién cac dang dao
déng riéng nhu trén hinh 811b.

Ta thdy rdng cdc dang dac dong riéng & trén tryc giao v6i nhau. That

vay :

r 3 -
2 M@ po = 2mll+ 2m.2,269. 0,853+ m . 3,134 . (-1,873) = 0
k=1 '
3 —

1 2 Mydops =2mll+ 2m. 0,853, (-0,723)+ m . (~1,873). 0,428 = 0
k=1
3 —
2 My ¢y py3 = 2m11+ 2m . (~0,723). 2,269+ m . 0,408 .3,134 = 0
k=1
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Vi du 2

Hay vé bifu d6 mémen udn dong luc, tinh edc dd vong dong cuc tri va
ki€m tra bén d&i véi truc lién tuc dudng kinh D che trén hinh 8.12a. Truc
nay chiu tsc dung déng thdi cla tai trong tinh Q = m.g = 50 kN va lye
kich dong F(t) = Fsin 6t. Cho trudc cdc gia tri : F, =30 kN ;6 = 35
rad/s B = 2.10° KN/em® ; { = 6,00 m ; D = 19,68 cm, [6] = 23 kNjem?

Ft)

+)
M rax

74,0 kNm_

51,6 KNm

}

¢ g ~3 M nax
| \_23,8knm

Hinh 8.12
Loi gidi
Sau khi tinh toan tinh, ching ta thdy rang dudi tdc dung cta tai trong

Q, do véng tinh cia ddm siéu tinh nay tai vi tri dat khéi lugng m cd gid tri
nhu sau

xT:@-ﬁ=-ﬁgm:0,0054m=0,54cm
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Vi vay tdn s6 riéng cta hé la :

_A £ L \[ 9Bl e
“w = XgT - 0,54 N 0 radss
vi do dd hé s6 dong lyc cd gid tri :
1 1 1
k, = = = — = 3,08
4T —@wy? 1- (364267 170675
Bién do ldn nhat sé 14 :
23 F.2° 23 3.6

xg = kgx1 = k¢ T5gg gr = F0°%71536 3000
= 00099 m = 1 cm

Gi4 tri luc tinh tuong duong do anh hudng dong luc cta luc kich dong
s& 1a :

Luc nay o6 thé tac dung theo chiéu nay hoac chiéu kia, theo chiéu nay
luc téng cong co gid tri 1én nhéat :

P = Q + Fy = 50 + 924 = 1424 kN
con theo chi6u kia cd gid tri nhd nhat :
pl) = Q- Fy = 50 - 924 = -424 kN
Cac bidu dé moémen ubn tuong dng duge cho trén hink 8.12b va c.
D6i voi 40 vong, ta cd 2 gid tri nguge ddu nhau :
XD = Xp + X, = 054 + 099 = +1,53 cm
XC) = X - X, = 0,50 - 0,99 = - 0,45 com

T ddé chiung ta tinh duoc :

+
Moy 174.100
+) _ - : _ 3
&t x = = g8 = 22 83 kN/em® < [6]

_ M e 51,6.100
-y _ _ ™ - _ 2
Orox = W = 625 C 6,77 kN/cm~ < [&]

Truc lam viéc an toan vé bén.
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Vi du 3 :

{Jay nghién cttu dao dong tu do, cudng bic va chi ra mat cat nguy
hi€m nhat cia khung nhu trén hinh 8.13a. Trén dd khung chiu cdc lyc kich
dong F, (t) va F, (t).

Trong lugng ban than dudc tap trung ¢ cic mdc 1 va 2 1a :

Q = Q =mg = 600 kN va Q, = 075Q = 0,75 mg = 450 kN.

Cac lue kich déng cd dic trung diéu hoa :

Fi(t) = F,, sinft va F,(t) = F, sinft
& day : Fio = 20 kN va Fyo = 10 kN ; 8 =10 rads
Cac dac trung dan héi cia két cdu v6i mat cit ngang la 30 x 40, co

mémen quan tinh tuong dng 13 [ = 16.10" m*. Khi lay d6i voi betong
médun dan héi E = 2900 kN/em? (B250), do cing sé 1a : EI = 46400 kNm®

30 x50 30550 1,000 1000

r o 7 T | ] GZ . .
| 30035 30x45  30x35| 35l ;

30 %6 30 %6 '
e x b0 x 60 1 i{?? 0483 1553
F (&
! 30x40 J0x50  30x40 | 35

A7 7 & 7
6,30 | 530 | @ “e
Tt et | b)
a)
Hinh 8.13
Loi gidi

1. Phwong phdp ma trin d6 mém

Nhirng chuyén vi don vi xac dinh ma trdn dd mém duge thye hién bang
cac tinh toan tinh d&i voi hé siéu tinh.

Viée tinh toan &y t4t nhién s& don gian khi k€ d&n tinh d&i xing cua
hé va dic trung riéng cta luc don vi theo phuong ngang. Vi viy tit ca cdc
phép tinh toan tinh da dugc tién hanh trén mét nita két cdu phan déi xing.
Sau khi thuc hién cdc tinh todn tinh ta nhan duge ma trin d6 mém :
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ol - S, S| B [2619 8209
[ ] = 18, 6|  100EJ |3,209 8,068

Can phai nh&n manh rang d6i vai cac tinh toan tinh, ching ta da ldy
chiéu dai 1a 3,60m. Ma tran quan tinh s6 1a :

) =[5 ] = 2o 0%

Phuong trinh ddc trung cha cdc tri riéng 1a :

| [0] [M] -4[1]| = ©
Nehia 1 [13,:332 3:322] (L ] . [é ‘i] ~ o

(2,619 —a) 3,209
3,209 (6,051 — @)

hay :

Khai trién dinb thic ta cd : o - 8,66la + 8121 = 0

: o 100 EJ
O day ta ky hiéu : a = 3 i
mi

Sau khi gidi phuong trinh dac trung ching ta nhan ducc :

100 EJ A 100 EJ
a = 7,69 = 3 ’11 va oy = 1,07 = — ;.2
m! mi

N&u dua vao cac gia tri bing s6 tuong ung chung ta sé rut ra duge céc
tén s6 vong w;, cac tan s6 f; va cac chu ky rigng T; nhu dudi day :

L 100K 15,29 rad/s; f 2430 Hz; T 0,411
W, = —= = —_— = s raqa/s,; = . Z; = )
N 7,59 mi® : '
1 100EJ
Wy = = T — = 40,67 rad/s; f; = 6,473 Hz; Ty = 0,154 s
A 1,07 m{

T d6 cac phuong trinh cua cac mét dao dong la :

{ 3’209¢1,i + {6,051 - ai)¢2_i'= )
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Khi thay cac gia tri bang s6 cda «; va @, r6i gidi hai hé phuong trinh
nay, ching ta nhan duge ¢hinh 8.13b) :

¢1.1

'

0483 ; ¢, = —1,553

Trong trudng hop dao dong cudng buc, cac lye quan tinh cuc bd téac
dung & trén mdi ndt sé tim duge khi gidi hé phuong trinh sau day :

621.!]1 + 6*22J2 + AZ,O - 0

Khi k& dén cac k&t qua nhan duoc va s6 liéu bang s6 cua bai todn, ta

tinh duoc cac hé s6 va cac s6 hang ty do cua hé nhu sau :

s 1 2,169 1° 1
1= %07 g2 100EL  pme?
s s 1 8068 P 1
2= T et 100EL 975 me’
3,200 1
12 = 921 T Tg0REI
: 8,447
Mg = Frg-8n + Fao-92 = “150E]
14,486 I
Ayo = Fro-8u+ F20-92 = 50wy

Khi nhan hé phuong trinh véi 100 EI/°> va khi thay thé cdc gia tri bang
s6 da cho vao day, ta cd

100EI 100EI
mi” 6 0,75mi” 8

Hé phuong trinh xdc dinh bién d¢ cla luc quin tinh cd dang cudi ciung :
_15,076, + 3,209J, + 8447 = 0
3209J, - 15525, + 14,486 = 0

Tit day rit ra : J; = 7,94 kN va J; = 10,97 kN.
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D6 16n cha cac luc dong 16n nhdt cd 46 xem nhu 1a tac dung tugng
duong tinh lén két cdu la :

Fg; = Fig + J, = 27,94 kN
Fyp = Fao + Jp = 20,97 kN
Cdc chuy&n vi ngang cyc dai sé ldn lugt duge tinh nhu sau :
X, = Fy;.0y + Fuy.8, = 0,130 em
X, = Fy .85 + Fy,.8, = 0239 cm

Biu d6 momen uén va su bién thién cta céc chuyén vi cuc dai dudi tdce
dung truc tiép cua céc luc dong F(t) va F,(t) dat vao cac mic 1 va 2 cia
khung nhu trén hinh 8.14a, b.

2. Phuwong phip ma trin dé cing

Ma trdn d6 cing cd thé duge xdc dinh bang cdch hoac la xac dinh céde
hé s6 cing (khi sit dung céc gidi phap tinh tuong dng) hode la mbt cdch
trdc tiép, ta ldy nghich dao ctia ma tran 46 mém.

B&i vi ma tran d6 mém da bist, nén ching ta thuc hién nghich dao ma

tran nay dé cd .

m Tz 1 Sz —Oy
a1 T2 8y .0y =07, | 7921 “1
_ EI[ 74,479 —-29,620
~ 3| 29,620 24,175
Phuong trinh déc trung : |{R] - w? {M]| = 0 v6i cAc ma tran d6 cing
P \
va ma trn qudn tinh d4 cd, khi k€ dén ky hidu : g = né—l‘wz, thi cudi
cung ching ta nhan duge :
(74479 - ) -29620 | _
—29,620 (24,175 - 0,758)
Hoac la : 8% - 106,718 + 1230,92 = 0
o . mi> 2 mi® 2
Vi cdc nghiém : 8, = 13,16 = F[ i ; B2 = 93,56 = E @2
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Khi thay cac du liéu bang s6, hai tdn s6 vong w; va w, duge rut ra
hoan toan trung v6i hai tdn s6 dd rat ra tit phuong phap ma tran dd mém.
Cu thé la :

wy = 1527 radfs vi o, = 40,67 radfs

Né&u trong cac phuong trinh dao dong cta cdc mét :

J (74,479 - B) @y, - 29620¢,;, = 0
| —29,6209,, + (24,175 - 0,758) ¢y, = O
Ching ta thay lan lugt cdc gia tri ) v {4, vio dé va tim dudce cdc toa
d6 mot cta hé dao déng :

i

B = 1,000 ; ¢2_2 = 1,000

Ta thdy két qua giéng nhu phuong phdp ma tran dd mém.

" \rar 4233 cm

/]292
2%
271
188 SRA) 1
1 68
. 271
4 82

2z 41 a)

Mmax (kNm)

Hinh 8.14

Tii bi€u d6 moémen udn cuc dai (M) cho thay mat cat tai chan cot
gita cia kbung l1a nguy hi#m nhét. Cu thé la :

maxM_ = 4820 KNcm.
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Chuong 9

TiNH TOAN KET CAU
NGOAI GIOI HAN DAN HOI

Vai muc dich gidgi thiéu cdch trién khai cic phuong phap tinh todn cdc
cdu kién lam viée ngoai gidi han dan héi, trong chuong nay ta hay khao sat
nhiing bai todn don gian nhat ngoai gidi han dan héi d6i vai nhitng chi tiét
chiu trang thdi dng sust don va phang v&i cde bidu dé bign dang khdac nhau.

L. PHAN TICH PAN - DEO DAM CHIU UGN THUAN TOY

§1. TRUONG HOP TONG QUAT CUA BIEU DG BIEN DANG

Xét mét ddm chiu ubn thudn tdy, mat cit ngang c¢ hai truc déi xdng
(hinh 9.1). Bién dang ty d6i € tal y vOi gid thist mat cit ngang phang ta
ed

g, = % (a)
£ 1a ban kinh cong cta truc dim.
. . h
'I‘my:hﬁZtaco:&Z:Emax:éj; (b}

Trang thai dng sudt & tat ca cac di€m cua dam duge xem la trang thai
Ung suft don ké ci trong va ngoai gidi han dan héi.

- Nhitng két qua nghién cidu thi nghiém vé uén thudn tdy cho thay chiung
phi hgp t&t vdi nhiing két qua ly thuyét khi xem trang thai ing sudt la
don. Voi gia thiét nay 6 1a ham caa £, Ham nay duge xac dinh ti bidu ds
kéo cia vat liéu (tinh phic tap hay don gidn cia viéc tinh toan ngoai gidi
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han dan hdi phu thudc rit 16n vao dang bidu dd kéo a(e)). Bién dang déo
phat sinh & mot diém nao d6 khi max/6/ = Oy,

III J . —r — — — i ——— - .i.-
z __._’_:—-_———7‘ .: —_ == ‘
' ! — — e —
..\..\_. ‘ “_\_F:—
N K —
M
Och
; Hinh 9.1

Diém bi déo dau tién 13 "K' v6i y, = h/2 {hinh 9.1).

Tai thai difm nay : £, = &y, va

MCh = Gch‘wx (91)
Khi M < Mg, thi L —N& (9.2
1 - Ch 3 P - EJ .

X

Goi £y, 12 ban kinh cong lic dam bét ddu hinh thanh bién dang déo thi
theo (b} ta cd :

Pch_EJ_h (C)

Né&u nhu da biét bi€u d8 kéo 6(€) thi khi biét duge 1/ cd th€ xay dung
duge bidu d6 6 trén mat cit ngang va xac dinh dugc momen udn.

Ta hay xét trudng hop téng quat nhédt clia biéu d6 kéo 6(¢) hinh 9.2),
khi st dung gid thidt mat cit ngang phing :

Theo cong thie (b) véi 1/P cho trude thi &, dugc tinh va dat nd lén
true hoanh cia bi€u dé 6(e), doan OL = €., t& O va L vé cic dudng thing
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ding OT va LU giao v6i tryc x. Duang thang ngang vé tir A od giao di€m R
vad § v6i OT va LU. D& thdy 1a tam gisc TRS la bidu dé bien dang cda ¢
doc theo chidu cao mat cat. Vi du tai C (y = yJ) ta vé qua C dung npim
ngang d€ cd giao diém V. Qua V vé dudng thing ding va 6, tai C duge xdce
dinh trén bi€u dé kéo 6 (¢). Dat 6, qua di€m C vudng goc véi truc y va lap
lai nhu vay d6i véi cdc di€m khac doc theo chidu cao h, ta sé& cd bi€u d6 &
doc theo chidu cao mat cat ngang.

oy

) | TE
7T,

Ech

9

Hinh 9.2

h
Néuw g > g, k€t y 2 > * 0. ndo dd thi trén mat cdt xudt hién

ch

vaung dan héi va vang déo. Trén bién giita hai ving ndy £ = &, 6 = 64y, v
chiéu cao viing dan héi chi con la h,,

h
Theo (a) ta cd th§ viét - Eqp = % d)
ch
Chi y dén (b) va (d) ta di dén :
fn _ p_ Pn ©
Emax Pch " h ¢
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Céng thic nay cho ta giéi han ving dan héi hy, Voi dng guit 6 dudc

xac dinh @ trén momen udn cd bigdu thdc :

hs2
M = 1[ oydF = 2[ obydy (9.3)
i 1]

d :

Tt (a) ta c6 @ de = % (tai z xac dinh thi 1jp = const),
y
JO

. . h dy N
Chu ¥ dén : & = ,£m=2—ﬁ,d£=?' ta di dén :
h/2 2 Emax
h
M = 2 boydy = —3 { boe de (9.4)
0 QSM 0

D6l véi hinh chit nhat :

2 T

o | oede (9.5)
0

max

M =

Tich phan trong (9.4) 12 momen tinh cua dién tich bi€u dé kéo OKL déi
véi truc 06
Emax

Tich phan | 0ede = 8, (ONL) ~ momen tinh cta dién tich ONL d6i vai
o

truc 0s.

Theo {9.4) hoic (9.5} khi st dung bigu d6 kéo 6() cd thE tinh duge M
dng véi d6 cong 1/P chon trude. D6 12 noi dung bai todn thuan.

Bai toin nguge : tinh ung sudt va do cong khi bist M > Mg, Ta dung
dé thi M = M(ljp) goi la bifu d6 udn.
Dung bigu dé6 M = M(1/p) (hinh 9.3a).

»
1 1 ,
Khi M < M, thi 5 < 5, biu d6 M(1jp) 1a mot doan théng OA véi
<

1 M
P< EL

phuong trinh

Khi M = M, biu db M{1/p)} dugc vé nhu sau :
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Cho trude {£;} theo (9.4) hoac (9.5), tinh {M;} véi viéc si dung bigu d6
kéo cua vat litu khdo sat. Tinh ¢ trong dam khi da c6 biu do6 M(p). Ta M’
trén mat cdt nghién cdu, xdc dinh 1/ tuong dng. Theo (b) tinh £, va dat
£nax 160 bi€u d8 6 (6) d€ xdc dinh nhy da 1am & trén hinh 9.2.

a) v
M*

17e*

A
2—5.
LG

L L

Hinh 9.3

Néu M > M, ma ta ha tai thi sau khi ha tAi mat cit ngang cd uUng
sut : 64, = 6 — 6y, (hidu gilta dng suit chit va ha tai).

Ung sudt ha tai 6,, (sy gidm 6 do ha tai dién ra theo phdn dudng
thang BB;) c6 dang :

5., = (9.6)
ht Jx
Bi€u d6 o, trén mat cAt ngang la tuyén tinh, cd th€ hinh dung sy
ha tai nhu la qua trinh chit tai trong mién dan h&i voi mémen M cd déu
nguoe lai Ide chdt tai. Bifu dé wng sudt du 64, (hinh 9.2e) Ia tdng dai s&
6 + (-0,
Sau khi ha tai d4m vAn bi cong, d¢ cong du cia ddm 1/P;, rd rang la
hiéu do6 cong chat va ha tai : :
1 L 1
5= = 9.7
FPau — P Pm &7
Sy giam d6 cong do ha tai 1/P,, dude xdc dinh nhu trong sic bén vat
lidu :

Jodu-EJ

X
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: 1 1 M
iy P =P ©8

§2. BIEU DO KEO CO CUNG c6 TUYEN TINH KHONG THEM
CHAY (HINH 9.4)

Eeh

Hirh 9.4

Khi 0 € £ € g, —»> 0 = E¢ (a)

Khie 26, =0 = 06y t E€ - & 0

Thay cac bi€u thdic (a) va (b) vao (9.4) hoac (9.5) khi cha y dén (b),
(9.1) va (¢) cia muc 1 ta thu duge d6i véi ddm cat chu nhit

Khi M > My, = 04 Wy ©

M, E* Fe E
w-mp R e R)e-5)] e

Cén khi M < Mch‘ thi

Edy
M=—)0—.
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Cdc bifu d6 ung suidt trong trudng hop nay duge che trén hinh
9.56b,c,d,e.

d)

Hinh 9.5

§3. UON THUAN TOY DAM LAM BANG VAT LIEU DAN DEO
LY TUONG (HINH 9.4A)

Trong cidc muc trén cta ti6t nay ta gidi quyét bai todn bing con dudng
truc tiép. Tu nhitng két qua di thu duge o6 thé d& dang rit ra cac két qua
cho bai tedn ciia muc nay. Tuy nhién voi muc dich cung cdp thém théng tin
cho ban doc v& mét phuong phap khae ciing thudng duce st dung trong bai
toin déo, dudi day ching ta sé giai bai todn bang phudng phdap nguoge theo
ing suft.

Trong mién dan héi, nghiém bai toin nay la :
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{(a)
Oy = 0y = Ty =T, =Ty =0

Trong mién déo d6i véi vat liéu c6 6,(k) = 6,,(n), thi didu kien déo
6; = |6c-

Cudng d6 ung suit 6; tuong dng véi trang thai dng suft (a) cé dang :

Cac dng sudt trong mién déo bay gi 1a -

16,) = 6 6 =6, =T, =7, =7, =0 (b)

Trén hinh 9.1 1a bi€u d6 dng suét phap 6, doc theo chiéu cao cia mat
cat ngang. Tuong Gng v6i biu dé nay cic qui luat cha tng sufit theo chiéu
cac nhu sau :

hch
6, = —0y, khi y < -
hh hch
67=6Chz_y khi ——;*£y$7 (c)
hch
hh

trong do :

h/2 1a khodng cdch ti bién gitta ving dan héi va déo dén lop
trung hoa.

Khi tang ddn mémen M thi qus trinh ch4t tAi cia méi phan td la gian
don, do dd ta cd thé giai bai todn nhu sau :

Do cdc dng sudt trong (c) khong phu thudce z, cho nén qui luat nay nhu
nhau trén moi mat cdt ngang bdt ky.

Diéu kién can bang giia mémen ngoai luc M vaA mémen ndi luc do cac
o, tao thanh cho ta :
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heh h

_ 2 95 hYZ 2
M = £52de = h‘ byMy + 264, [ ybmdy (@)
h(.h <h hch
Tz 2
Ben
2
Khi dat : I, = [ ybxdy
_fen
2

(9.10)

421
i

b
2

x = 2 f yb(y)dy
Jeh

trong dé J, 14 momen quan tinh cia nhan dan héi cda mat cit d6i voi truce
X va 8, la gid tri tuyét d6i cla mémen tinh cla mét trong hai mién déo
ddi voi truc nay, cong thde (d) cd dang thu gon nhu sau :
26,
hch

M = Jy + 645, (9.11)
Cong thic nay thiét lap méi quan hé gifta chiéu cao vung dan héi hy,
vi mémen uén M. Khi tang M thi gidi han chady h, dén téi gidi han hy, = 0.

Mémen udn khi 8y duge goi 14 momen udn gigi han :

Mg, = 68 (9.12)

Khi dd, ting suat dat duge gid tri gidi han chay & moi diém trén mat
ciat. Cdc bi€u d6 dng suidt trong trudng hop dan déo ly tudng vira nghién
ctu dugc cho trén hinh 9.6 . Hinh 9.6b 14 bi€u dé ing sudt khi bién dang
dan héi déo, hinh 9.6¢, d la bi€u d6 dng sudt khi ha tai va bi€u dé ing suit
du.

Hinh 9.6e 13 biu d6 dng suit dng vdi trang thai hoan toan déo. Ti
bi€u dé nay thdy ring mat phing trung hda ¢ trang thai giogi han tré thanh
mit phing gian doan cia dng suft. Trén thuc t& khong hinh thanh mat
phing gian doan nay, bdi vi ludn cdn mét ving dan héi chuyén tiép rdt nho.
Tuy nhién khdi niém vé mémen udn giséi han vdn con nguyén y nghia, vi vdi
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chiéu cao ving déo khong lén thi mémen ufn cing da gin bang M., D&
khing dinh diéu nay ta hay khio sit mat cit hinh chif nhat cg :

bly) = b

Hinh 9.6

Thay cdc k&t qua (b) vao bi€u thic (9.11) ta tim duogc :

h? 1, by
M= "chbz[l‘ﬁ(?) @
. : bh*
hy 1 Mg, 1,0y
Khi T "3 ta cé ty sd : ™M = 1- E(T) = 0,963 (9.13)
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Diéu nay cho thdy khi chiéu cao ving dan hoi mdi dat duge 1/3 chiéu
cao tigt dién thi moémen uén chi nhé hon moémen gidi han cd 4%.

§4. MOMEN GIOI HAN DO1 VOI MAT CAT BAT KY co MOT TRUC
pOl XUNG (HINH 9.7B)

Diéu kién xdc dinh vi tri truc trung hda & trang thai déo 1a :

S
S

25,=0% | Sk 4 57= 0097764

| -

b — 42—~ |

k H 3.3 N ‘ -
5 [bﬁbz-(bf‘sz)v o |25x-<1“+%f7)“§

a)

j y\ Sch ‘
?‘._}xf '
<

—_) .. — |

N
_]

| A —

b)

Hinh 9.7
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Il
-

N = [odF
F

V4i F = F, + F,, & vang Fy thi 6 = 04 con g ving F, thi 6 = 0y
(chd y dang xét & trang thai déo).

[oaF - [o5dF = 0
Fk Im

Ta rit ra F = F, nghia 1a tryc trung hoa X — X chia mat cit thanh
hai phén bing nhau. D& thiy mat cdt cd hai truc d6i xing thi truc trung
hoa X ~ X va x; - x; déu di qua trong tam milt cat va trung nhau. O trang
thai déo gioi-han nay, diéu kién tuong duong tinh phai l1a :

My, = [ OydF = f 65, (- ) — [ og-y)dF = O | yAF + 0y | yAF =
s 'k Fn Fk n

= ach(s}g + s;;) (9.14)

Si va 8] la gid tri tuyét ddi cha ciac moémen tinh cta ving Fy va

F, d6i v6i truc trung hoa X - X (xem hinh 9.7a, b).

§5. PHAN TICH DAN DEO LY TUONG DAM CHIU UON NGANG

Chiing ta sé khdo sat nhing ddm dai ma mat cat ngang cd hai truc déi
xing va bd qua anh hudng caa dng sudt tiép dén két qua vi (6, >> Ty Su
khéc nhau co ban giita udn thudn tay va uén ngang la 6 chd trong uén
ngang momen udn thay d6i doc truc z cta ddm. Do dd, chiéu cao vung dan
héi h, thay d8i theo z. Theo cong thic (9.13) d6i voi ddm mat cat chit nhat

chiing ta tim dugc quan hé chiéu cao ving dan hsi vA mémen udn.

hch M
B -V VI, @

Phuong trinh {(a) cho quan hé giua chiéu cao ving dan héi va hoanh dd
z. D& ¢6 mét khai niém cu thé, ching ta hday khao st van tdt vai trudng
hop chiu tai cla ddm trén hai gbi tua.

1. Dim chiu tdi trong phédn b6 déu (hinh 9.8) :

Momen udn & mat cdt z bat ky : M = o - 29 (b)

bo 1.2
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vl Tl
‘ i
6‘) e ———— - — _ -
'?zﬂ[> 0‘ _‘H‘LZZ
+-Z—
— _l_,l....__l 4
Ving dép - vy
!
5) D) A
7
05778 4 1{_45«:57%
Ll
¢) . Lol 42744 |
. g 2744 z
T —
WL._/_fﬁﬂ
Hinh 9.8

Momen gi6i han xudt hién & mat cit z = 0 véi gid tri :

‘;lgh22

gh = 2 (C)

M

Thay (b} va {(¢) vao (a) ta ¢d :

b, )
i_\!3¢1—i(1—%) @
h Qg I
Két qud nay cho thdy : hy, = f(q,2)
ha, \] 3
Khi tai trong dat duoc gid tri gi6i han qgy thi - —;— -2 @

Trén hinh 9.8b la bién gidi giia vang dan héi va ving déo. Khac vdi
ubn thuén tay trong trudng hop nay chi xudt hién & mot mat cdt z = 0. Tai
ddy momen u6n khéng thé tang dugc nita va bang M,,. Khi d6 mot khap
quay tai z = O dugc hinh thanh. Khép quay nhu th& duoc goi 14 khép déo.

hch 22
Voiq = 0,9 Ugh thi—h—=\l3 0,1+0,9'E
I

%)
o



Vung déo hinh thanh trong trung hop nay duoe cho trén hinh 9.8c.

2 . . . .
Khi q = 3 9h thi ndi chung ving déo khéng hinh thanh va dam chi

chiu bién dang dan héi.

2. Ddm chiu mét liec tdp trung ddt o gika dim (hinh 9.9)

Trong muc trén chung ta nghién cttu ddm chiu tai trong phan bé déu
ma mat cit ngang c6 hai truc d6i xding va bd qua anh hudng céa ing sudt
ti€p dén két qua (vi rdt bé). Sy khac nhau co ban gifta u6n thuan tiy va
uén ngang la trong udn ngang M thay d6i doc theo true dam.

Bay git ta khdo sit vén tdt trudng hop chiu tai cia ddm mat cit chi
nhat ma bifu dé kéo cia vat lieu khéng c6 su cung cd (hinh 9.4a) chiu luc

tap trung.

Xét dam trén hinh 9.9s :

9 v
A
™ —— Zp - _"i
R S
~ 2
P
.gf’
7 Yory v 4
45 72\ ;B
Hinh 9.9

Gia st P da dat duge Py, v6i gia tri nay thi chi diém K & mat cit giita
dam dat dugc 6,

Tai z = L2, M = M, = P.L/4, khi P = P, thi gia tri mémen udn
tuong ng vOi lic bat ddu bién dang déo trén ddm la :
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L . Mch

| M, = Pchz va P, = 4 T (e}

Khi P tang 16n hon P, thi mot mién bién dang déo dugc hinh thanh
(nghia 1a irong d6 ¢ = Oop)-

a} Bién gidi ciia cée dogn dam dan hdi ve déo

Bién giéi nay duge xac dinh nhu sau :

1 i
M(z) = E chh = Mch = Z PchI‘l ’
zch Pch Pch
do dog : T = %p Zn =L op

trong dd : khi & < z < z, dam & trang thai dan héi
Khizy, <z < L/2 : Dim & trang thai dan héi va déo.

Bién gi6i gita ving dan héi va vung déo trong doan dan - déo duge xac
dinh nht sau : Ty (9.9) véi E* = 0 va

M, PN 1 1
M“2[3_(Pch”’ta°° P = s M
JOLh Mch
Ty - My = =0~ M@ = 22 Pe_p
v T Tg YTy T
_ PZ
Py . L

Khi P tiang thi mién déo (t6 den trén hinh 9.9) lan dan ta toan bd
chifu cao ddm nghia 13 - hy, — 0.

b} Tdi trong gidi han

Ta goi tai trong gigi han la gia tri cta lye dng v6i ldc mét cit z = L/2
chiéu cao vung dan hgi bi can kiét, dam khéng con kha nang chiu tai nita
vA n6 trd thanh mot co cfu (3.9h).

Tai day (z = L/2) mémen udn khong tang duge nita va bang mémen
gi6i han (3 dé hinh thanh moét khép quay, ta goi la khdp déo).
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3 bh?
Mgh = _Z_Mch Gch-4_
] 4.3 4.3 L 3
do 46 Py = ;3 M = g g7
3
Pgh = EPch (1)

Khi P = P, thi zy, = L/3 (bién cta doan dan hoi bang 1/3 chiéu dai
dam) va theo (h} ta mit ra :

’ Z
by = V3.h\ 1-2T (k)

Dudng nét dit trén hinh 9.9a 13 d6 thi cia ham (k).

véi z > Lf3.

§6. PHAN TICH DAN DEO LY TUONG THANH MAT CAT TRON
CHIU XOAN

Ching ta sé tim nghiém cla bai todn vé xodn dan déo cla mot thanh
mat cat tron véi gia thiét rdng mat c4t ngang van ludn ludn phéng ngay ca
ngoai gidi han dan hoéi va vat lidu cia thanh dan déo la ly tuong (hinh 9.4a).

O trang thai dan hoi dng sudt tidp tal mot mat cit ngang da bist tu
sic bén vat liéu .

P (a)

Hai thaph phin cia Ung sufit nay theo cdc truc x va y la :

M, M,

e =_Ty;ryz=TX (b)
P

P

Céc thanh phdn con lai bang khéng. Diéu kién déo trong trudng hop
nay dude viét :
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6{.‘
T:dé+lﬁz:J—;:Tch {c)

Nhu vay quy luat phan b6 dng sudt trong mién dan héi 1a quan hé (a)

con trong mién déo 1a {(c). Bi€u d6 bifu dién sy phan bé ting suit trén mat
cat ngang doc theo ban kinh duge cho trén hinh 9.10a.

?1, o Viing deo o V
g ' /

7
7

s /,
o g x
Ving dan b7 ///
L= ch )
T 5
Hinh 9.10

Trang thai ng sudt trong thanh ¢6 thé duge mé tid nhu sau :

v = :P%rch khi p < Py,
) (d)
T =Ty khip = py
Fen 12 ban kinh cta nhan dan héi.

D6i v6i cac tng sudt trong (d) cac phuong trinh can bang, cac phuong
trinh lién tue da duge bidu dién theo Ung sudt, cic phuong trinh can bing
trén cac mat tru ngodi ban kinh r, ngay ca diéu kién lién tuc trén bién gitua
ving dan héi va déo c6 p = p, déu duge thao man. Cac phuong trinh co
ban nay da duoe cho trong ly thuyét dan héi.

Baly git chi con didu kién & hai ddu cudi ching ta cdn gidi quyst. O day

Ung sudt ti€p 7 phai can bing véi mémen xodn ngodi :

M, = [ 7pdF = ;‘fifpzdechhfde (@
F g, Fy
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DE cho gon ta dat :

h .
de = _[ PzdF = 2C la mdémen qudn tinh déc cuc caa dién tich
Fy
phin nhan dan héi ;
Spd = I pdF = ( f’Sh) ]2 mémen tinh déc cue cia dién tich
Fy

viung déo.
Fg Fg 18n luct la dién tich viing dan héi va déo.

V4i nhitng ky hiéu nay quan hé (d) cé dang :

Ipa
M, = Zen|p_ * Spa (9.14)

Thay cdc cbng thitc de va Spd vao (9.14) va sau khi don gian ta duge :
2 1 P s
M, = Chgmﬁ{l—z(_>] (e)

- Khi ey = 0 thi @ng sust tai moi difm trén mat cit ngang déu dat
dugc giti han chay T,. Trang thai nay dugc goi la trang thai gioi han.
Momen xoin gidi han tuong Ung 14 :

2z,

Myn = 3 " r (g)

Cong thic (e) va (g) cho ta ty sd :

M -1 l{&ﬂf (9.15)
M, g - 4\ F '

Biéu d6 phan b dng suit & trang thai déo duge bidu dién trén hinh
9.10b. Cing nhu trong bai todn uén véi ban kinh nhan dan héi du bé, ngay
cA bing mot nia bdn kinh maét cit (P, = r/2), cong thic (9.15) cho dé 1on
M, = 0,969 M, nghia 1a nhé hon moémen gidi han 3%. Khi ma mémen
xofn M, < 3Myy/4 thi mat cit la dan héi
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II. NGHIEN CUU KHA NANG CHIU TAI CUA CAC CAU KIEN
LAM BANG VAT LIEU CUNG DEO LY TUONG (HINH 9.13d)

Nhitng phuong phap nghién citu dua trén co sd cia dinh luat Hic chi
ding v6i ung sudt khi chua vugt qua gidi han ty 18. Déi v6i nhing chi tiét
hinh dang don gian ¢6 chu vi di tron va khong cd sy thay ddi doét ngot vé
ti trong thi nhitng phuong phdp nay cho phép xdc dinh chinh xac quy lut
phan bS cia dng sudt dan héi. Th& nhung & nhing mién c¢d sy tap trung
Gng sudt thi vin dé xdc dinh trudng dng sult & nhithg mién nay la nhing
bai todn rit khd, Tuy nhién & nhitng vat liéu c6 tinh dan déo cao thi khong
cdn tinh dén hisn tugng tip trumg dng sudt khi chi tiét chiu tai trong tinh,
boi 16 1a sau khi dat duoc gidi han chay, Ung sudt 16n nh&t ¢ nhing mién cd
tap trung dng sudt sé khong tang duge nia. Trong khi dd cling véi qud
trinh tang tai hién tugng chay van ti€p tuc lan dan vao phan con lai cha vat
thé. Diéu nay dén dén sy san bing dng sudt & nhilng mién cd tap trung
tng sust. Do d¢ ching khong ¢d &nh hudng déng k& dén bién dang t8ng thé
cua chi tiét. Su san bing tdng sudt khi chi tiét lam viéc ngoai mién dan héi
xay ra khong nhitng chi do su tap trung Gng suft ma cdn tét c cac trudng
hop trong mién dan héi khi ung sudt phan b6 khong déu trén mat cat. Vi
thé&, trong diéu kién bign dang déo 16n va chdt tai tinh thi kha nang chiu tai
cta chi tiét duge xac dinh khong phai bdi dng sudt 1n nhit trong ching ma
bdi taji trong gidi han.

Khi tinh toan két cdiu, ngoai giéi han dan héi theo truyén thdng, ngudi
ta thuding bat ddu bing viéc nghién ciu trang thii dan héi, sau dd la trang
thai dan déo va cudi ciing l1a xac lap tai trong giéi han. DJ 1a tai trong ma
dudi tac dung cia nd k&t cdu khong thé ti€p tuc lam viée duge nita, nghia 1a
kha nang lam viéc cua két c8u da duge khai thac hét.

V& phuong dién 1y thuyét, diéu ddng ndi & cach giai nay 132 né cho ta
mét buc tranh ddy di vé cach iing x{ cia két ciu trong subt qua trinh chiu
ldc. Tuy nhién, cach giai nhu thé qua céng kénh va phie tap ma thyc t& ky
thuat thudng lai chi yéu cdu xdc dinh kha nang chiu tai thyc cia két cdu. Vi
vay ma phuong phdp can bing gidi han ra doi.

Trong phuong phdp cin bing gi¢i han, trang thai dan héi déo cia két
cdu khong duge nghién cdu trudc nhu cdc phuong phap ndi trén ma duge
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bat ddu ngay vao viéc xéc dinh trang thai ¢ do két cdu hét kha nang lam
viéc, goi la trang thai giéi han.

V6i muc dich d6, bi€u d6 quan hé 6 = (&) va 6, = f(e;) duge xdp xi bai
biéu d6 kéo d6i v6i vat lieu cing déo khéng cing c6. Nghia 11 khi 6 < Ou,
thi k&t cdu khong bj bién dang, con khi 6 > Ocn thi két cdu cd thé bién dang
khong han ché&. Phuong phdp can bang gidi han dugc x4y dyng trén hai dinh
1y tinh va dong dudi day. Hai dinh 1§ nay cho phép danh gid hai phia cia tai
trong giGi han.

§1. DINH LY TINH

1. Trang thai khd di tinh

Mot trang thai chiu dng suit trong vat th€ dugc goi 1a trang thai kha
di tinh, néu d6i véi trang thai dy cdc didu kién bién theo dng sudt va cic
phuong trinh can bing ¢ méi di€m cua vat thé déu duge théa man. Déng
thoi nhitng di€m bi€u dién trang thai dng suit trong khong gian ng suit Gij
d6i v6i nhitng di€ém khdc nhau trong vat thé hoic la nim bén trong cAc mat
bat ddu chdy déo hodc nam trén chinh mat dé. Didu kién kha di tinh co thé
khéng cdn phii hgp véi diéu kién kha di dong cna hé.

Chung ta ky higu nhitng di€m nay la M* tuong tng véi tenxa Ung suét
6; (hinh 9.11). Vi th& nhing trang thai ung sust nay théa man diéu kién :

L

fen (O‘i-) < 0.

Nhiing di€ém bi€u dién trang thai thyc cta vat thé duge ky hiéu bang
chit M ing véi tenxo ung suit Ojj-

2. Pinh I§ tink

"Tdi trong tuong ung vdi trang thai khé di tinh luon ludn bé hon i
trong phd hity thuc"

D€ don gidn cach ching minh, ching ta gia thiét rang luc khéi bang
khéng va sl dung nguyén ly chuyén vi kha di d6i véi cdc trang thai thue va
kha di tinh. Véi muc dich dd, ta ky hiéu V, va £; 1a toc d6 chuyén vi cta
di€m dat cac ngoai luc va téc d6 bién dang cic di€m cua vat thé & trang
thai thye. Do dd d&i v6i trang thadi thuc ta co -
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ixvivids = J: 0 &5 dv
va d8i voi trang thai kha di tinh :

X vids
S

(9.16)

I

J o & av (9.17)
\'

Trong cac phuong trinh trén, X ., X:i
bS8 trén ba mat vat thd len
(9.16) va (9.17) ta duge

& hinh chigu cia taj trong phan

phuong c4c truc toa do. Thue hién try quan hé

i (xui “X:i)vids = i(o’ij “%)&jdv
Theo dinh d& Druke da duge ching minh ¢ chuang 2 cia [5]

(51'; - ai;)dsijd > 0,

do do - (aij —ai})gij > 0 (xem hinh 9.11),

Hinh 9.1

Vi vay

[Xvas < [ X,V ds (9.18)
S 5



Két qua nay cho thiy cong sudt cla tai trong bé mat dng vii trang thai
Wng suit kha di tinh trén cac téc do chuyén vi thyc ludn nhdé hdn cdng suat
clia tai trong bé mat & trang thai thyc trén chinh nhitng tée d6 dd. Néu
ngoai lyc 12 nhing luc tip trung suy rong, theo (9.18) ta cd :

2PV, < 2PV,
Trutng hgp i = 1, két qua nay 1a :

PP <P (9.19)
Dé 1a diéu phai ching minh.

Dinh ly tinh thiét lap gia tri gdn ding dudi cia tai trong gi6i han. Khi
khio sit nhitng trang thai kha di tinh khdc nhau ta sé ¢d nhitng tai trong
khac nhau nhé hon tai trong gidi han thue. Tai trong 16n nhét trong ching
sé gan nh&t voi tai trong thuc cdn tim. Vi lé dd phuong phap xac dinh tai
trong gidi han bing cich khio sat cac trang thai kha di tinh duge goi la
phuong phap tinh.

§2. DINH LY DONG

Trang théi chiu lyc cia vat thé dugc goi la trang thai kha di déng, néu
cac didu kién bé mat theo chuyén vi va cac diéu kién lién tuc cua bién dang
& méi diém cta vat th€ dugc théa man. Cdc phuong trinh can bang cé thé
khong cbn phdi théa mdn. Nhu vay, céc di€ém biu dién trang thai \ing suit
& cac difm cia vat thé d6i véi trang thai kha di dong phai nam trén mat
bat ddu chay déo.

Ching ta ky hiéu nhirng di€m nay 1a M va tenxo dng sudt tuong dng 12

Cing nhu dinh Iy tinh, ¢ day ta gia thigt luc khéi bang khong va st
dung nguyén ly chuyén vi kha di déi véi trang thai thyc, khi thita nhan cdc
chuyén vi ty 1& v6i téc do V; va & cia trang thai kha di dong 13 céic chuyén

vi kha di. Do dd ta nhan dugc :

_[ Xvin\}i ds
S

i

J: 6 & dv

hoac 1a :
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Zch
Hinh 9.12
gxw"\?jds = ‘[ 6, £ dv - £ (&}j - o) £y dv (a)

Bai vi nhu dinh dé Druke da chi ra & chuong 2 cta 5], mat déo la 16i
(hinh 9.12) nén ta cd :

Do dd rit ra :
\'% S
Tich phan bén trai Ja cong suwdt noi luc & trang thai kha di dong cta
vat th€. Ré rang 1a cd thé chon dd 16n cha tai trong bé mat X,; sac cho cdng
sudt cua ching trén cdc téc do kha di dong biang cong suét cha noi luc,
nghia la : '

l X, Vds = l 6, &; dv 9.21)

So sanh quan hé (5.20) va (5.21) ta c6 :
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[ X:Vids > [ X, Vs (9.22)
5 8

nghia 12 cong suét cta tai trong bé mit tuong ting v6i trang thai kha
di dong trén cdc tdc d6 chuyén vi kha di dong ludn ién hon cbng sudt caa
tai trong thuc béd mat trén chinh nhiing téc do nay.

Né&u ngoai lic la nhiing luc tap trung suy rong thi theo (8.22)
2PV, > 2 BV,
D61 voi truong hop mot Ive (1 = 1) thi :

—

P>P - {9.23)
trong dd theo (9.21) .

D6 la didu cdn ching minh.
Dinh ly dong duge phét bifu nhu sau :

“Tdi trong tuong ung vdi trang thai khd di dong ludn lon hon tdi
trong giéi hagn phd huy thuc”

Khac vai dinh ly tinh, dinh ly dong xac dinh gid tri gdn dung trén
{(gia tri gioi han trén) cua tai trong gi¢i han thuc. Khi khao sat nhung
trang thai kha di dong khac nhau, ta cd thé xic dinh duge nhitng tai
trong khac nhau luén 16n hon tai trong giéi han thuc. Tai trong nhoé nhit
trong ching cho ta gia tri giéi han trén cia tdi trong gidi han thuc.
Phuong phap xdc dinh tai trong giéi han nhu thé duge goi la phuong
phdap déng.

Vi thé&, cdc dinh ly tinh va dong cho ta kha nang xac lap su danh
gia vé hai phia cia tai trong pha hay thye. D& mot trang thai kha di
la trang thai thuc thi nd d6ng thdi phai a4 trang thai kha di dong va
nguge lai. Néu tai trong gigi han duge xdc dinh bing cac phuong phap
tinh va dong tring nhau thi didu dé cd nghia 1a tai trong gi¢gi han nhan
duge 1a thyc va nghiém nhan duge cia bai toan la day du.
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§3. UGN DAM CUNG DEO

Trude hét hay xét mot thanh chiu mot lyc kéo da dat dugc gia tri
Py, = F.oy, (F 1a dién tich mat cit ngang). ¥di luc kéo nay thi toan
thanh bi chay déo va khong cd mot di€m nao trong thanh cd dng sudt
16n hon 6y

V4n dé sé khac di d6i véi thanh chiu uén. Qui luat thay d8i dng sudt
trén mat cit ngang ti lic bat diu chédt tai dén lic dat duge trang thai déo
trén toan bd mat cat, tdic l1a trang thai giéi han da dudc nghién cdu & trén
d6i véi bidu d6 bign dang dan héi déo 1y tudng. Néu bd qua bién dang dan
héi va chl k& dén bién dang déo thi trong trudng hop nay ta sé nhin duge
chi momen gi6i han :

5

X
Mgh = Opdx = Wy W Och | = ouhw

X

s
Dai luong 0% = — 6y g0l la gii han chay khi udn
ch W ch

X

S
Ty 6 — bang 1,5 d6i véi mat cat chif nhat, bang 1,7 d6i voi mat cit
W, bang

X

tron, bang 1,15 d6i v6i mat cat chit L

Viéc tinh toan theo tai trong gidi han cho phép x4c dinh chinh xéc do
an toan thuc cta chi tiét 1am bang vat lidu cing déo.

Hay thuc hanh mot vi du vé viéc xac dinh tai trong gi6i han d6i voi
dim lién tuc chiu tai trong phan bd déu (hinh 9.13a), v6i gia thiét bd qua
anh hudng ciia luc cat toi két qua.

Hinh 9.13b la bidu d6 moémen udn trong giéi han dan héi duge vé
theo ly thuyét thong thudng cua sdc bén vAt lisu. Mémen 16n nhit & goi
tya gita B 1a : Mp = qi¥/8.

N&u momen nay dat dude gid tri My, = OcpSk thi & mat cit nay
xuit hién mot khdp déo. Khac véi khdp thong thudng, khép déo cé mdémen
khac khong va bang Mg, Sy chay déo d mit cat nay lam giAm mot bac
sidu tinh trong hé. Trong trudng hop cta ching ta ddm tré thanh tinh
dinh va kha nang lam viéc cua hé chua bi can kitt. Khi tiép tuc tang
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tai trong mdi mét nhip clia hé lam viéc nhu mot dam don giadn trén hai
g6i tua.

Momen udn & mat cit z ké tir goi tua gita 1a .

_ (2 z
M(Z)*T[z"ﬂ]*Mzh(l_z) (@)

Khi M dat duge gia tri Mgh tai mat cdt z = z, ndo dd, thi & mat cit
nay hinh thanh khdp déo thd hai va kha nang chiu tai cua ddm bi can kiét,
vi khi 4y dam da bién thanh mot co cfdu. Tai trong gay ra trang thai nhu

the duge xac dinh bdi dang thae -

2
qghl z z? z
Mo = 5|7~ ;] = Mg {1-7)
Két qua cho ta
o _ 2
T ! (b)
q = rre— —
gh oz 2?
i 2

Tit didu kién cue ti€u cia Qgh ta co :

Mgh E
z, = 1 (2—45)-«:; q = 11,7? = 1,7 —— (o)

Néu goi q la tai trong gay ra (ng sudt lon nhit & moét di€ém trén mat
cat v& vira bing gidi han chay thi q, dugc xac dinh tir diéu kién :

2
q_lz Gent 86, W,

- N X
8 — 8 — W, mnghia 1a qg, = 2

Ty s6 cdc tdi trong nhan duge tit hai quan di€m tinh la :

Qop S
£ 148 — (d)
Deh Wx
e . . dgh
Doi véi mat cat chit nhat EI——— = 22
ch

o
n

[



$4. UGN VA CAT DONG THOI

Trong cdc muc trén ta dd nghién cdu qud trinh dng xd ctia ddm chiu
uor khi bé qua anh hudng cia lyc cat. Khi k& dén sy lam viéc déng thoi
cua (ng sudt phap va ung sust ti€p thi mémen gigi han bi giam. Van dé la
cdn pndi thigt 14p duge quan he gilta cdc gid tri cha mémen udén va lyc cat
0 trang thai gigi han f(Mgh, Qgh) = (. Bigu thic caa Mgh va Qgh nhu sau :

Mg, = JF-yddF P Qg = lrdF, (9.24)

trong d6 : F la dién tich mat cat ngang ;

y — tung db tinh t&¥ true chia mat cat thanh hai rhin bing
nhau.

O trang thai gidi han dng suat phap va Ung sudt tiép tai moi diém trén
mat cit phai tuan theo didu kién chdy. Trong trutng hop riéng nay caa
trang thai dng suit phéng dac bist diéu kién dédo cua Huber—Mises {trong
sic bén vat lieu goi 1a thuyst bén tha tu) cd dang :

&+ 37 = o =372, (a)

trong d0 7, 14 gi6i han chay khi truot thusn tay.
g ch Ly

Dé xac dinh sy phan bé cla dng suit trén mat cat, tit (a) ta tim ing
sudt tiép :

Va doi hoéi véi tng sudt tisp dy luc cit 1a 16n nhdt voi gid tri cho trude

1} Son = 0
Qgh—l[ ~h—— dF (©

Nhu da chi r6 trong phép tinh bién phan d€ cd didu dd thi disu kién
sau day phai duge thue hién

—a-]:lya+ M} =0 )

cia mémen udn -

& 3
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Ti day rat ra la :

6 = 64 _ig_}g_.__, (d)
1;] 1+ 3/12y2

Gch

vi theo (b} : T = (e)
v 3(1 + 312y2)

O day 1 1a thong s6 dac trung cho ti s8 Mg, va Q.

T (d) va (e} ta nhan duge (9.24) dudi dang :

237
Och ﬁ}‘ ,[ et

M — P —
gh V17 3157

(9.25)

dF
U = Tan| =
o = T V1+33%"

Quan hé (9.25) 1a phuong trinh dudng cong gidi han dudi dang thong
s6.

Trudng hop mat cidt ngang la hinh chil nhat (bx h) dudng cong gidi han
nay duge xiy dung nhu sau :

e Khi khong ké dén luc cAt thi momen gioi han la :

Mo = Sxo_ch = Tﬁch
® Ngugde lai, khi khéng ké dén mdémen thi luc cit giéi han la :
Qo =F Tn = bhrch

% Ld R y .. Man Qgn
oNeukyh1éu:§=B—;m:M;q=Q
=] 4]

thi tif quan hé (9.25) ta tim duge :

o I"z PdE shlu- 2
m = = -
10 V1 +,121 &2 2 sh?u 9.26)
q =2 IJQL _ A
0 Y1+ g2 she

‘trong d6 : 1 la thong s8 mdi thay thé cho 4, cu thé la :

[ )
)
¥ 2}



A, = 2hy = V3 4h

Trén hinh (9.14) 1a dudng cong giéi han duge xay dung tit phuong trinh
(9.26).

T TS T T T T

04 i | 4 . i - ! |

—//

94|F ' - |AGm, g0) '\\
| R\
a2 - F B /
L :
- P §
-
= | il // N
az g £ g8 & 19 1,2 m
, 14 06 ] v

Hinh 9.14

V6i mat cat hinh chit I ly tudng (nghia la ¢6 thanh rdt manh con chisu
cao 16n hon canh nhidu lan) duong cong gidi han la mot vong tron hinh
(9.14) :

m?+ ¢ =1 (9.27)

Cac dudng cong gidgi han d6i voi ciac mat cat I v8i cdc quan hé khdc
nhau cda kich thudc mit cit s& nam giiia dutng cong 1 va 2.

Tu dé thi hinh (9.14) cho thdy véi luc cdt cho trudc thi mémen uén cd
thé xdc dinh theo phuong trinh (9.27). Khi d6, d6 an toan dam bao tdi 13%
v6i b/h bé va t6i 40% v6i b/h lon so vdi nghiem chinh xde cia bai todn
phdng véi vat liéu cing déo. Sau khi da xay dung dugc duding cong gi6i han,
ta c6 th& xdc dinh duge hé s6 an toan déi voi trang thai ing suit cia chi
ti€t chiu M va Q. Trude hét tinh ty s6 m, = M/M,, q, = QQ, va dinh vi
di€ém A (m, q) trong hé toa do (m, q) (trén hinh 9.14a) ta da chon m, = 0,6,
q, = 0,4.
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gioi han phu thude vao quy luat tac dung clia M

P i6n cha tai trong
di€m A di chuyén theo duong FD. Do

va Q. Khi Q 1a hang s6 vA M tang thi

d¢, heé s§ an toan (d6i voi mat cAt chit nh
FD 0,95

D72 = 1,58

at) :

const thi hé s6 an toan theo luc cat 1a :

Lo EC 0% 0
2 = EA 0,40

Khi M =

Néu M va Q cung tang theo mot ty 18 thi :

OB +
B 40,872 0,582 ~ 145

= OA T {0,607 + 0,407
h dang bdt k¥ thi véi mot do chinh xac
dudng cong gidi han. Khi 4y hé =0

Trong trudng hop mat cit cd hin
bing giai tich nhd

day do cd thé ldy dudng tron (9.27) lam
an toan vl su tang ty 16 cia M va Q c6 thé xac dinh

sau. Tit hinh (9.14) ta o -

OB q _ m
mO

k= 0A T q
do dd m = km, = kky 4 = klq, = kky (g}
O day k, va kq la hé s6 an toan do tac dung riéng ré cia M va Q ¢
N e LS
m T om0 M q, @

Thay (g) vao (9.27) ta tim dudc hé s6 an toan tac dung ddng thdi cua

M va Q :
1 k k
= T3 {9.28)

K = ————= = 7
_l_+.l. ka+kq

2 2z

ka K2

§5. UON VA KEO PONG THO!
{, & trang thai gidi han biéu do

anh chju uén va kéo déng tha
hai manh chit nhat, phidn chiu

D61 vai th
{ng sudt trén mat cAit ngang cua thanh la
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kéo cia mat cit ing sudt dat gioi han chly kéo &} , con phan kia chiu nén
dat 63, . Hay xét mat cdt c6 mot truc dbi xding — true théng ding ching han
(hinh 9.15).

Ta goi phan dién
tich chiu nén cia mat
cadt 12 F; va khoang
cach tit bién ctua phan
nay dén truc x la y,.
Truc x la dudng phan
chia hai viung kéo va
nén ciia mat cat khao
gat. Gia st dién tich F|
nhé hon dién tich ving

kéo va tach ra trong

vung kéo mét dién tich
dinh lugng F, = F,.
Khi d6 phén dién tich
con lai cia ving kéo F, = F - (F, + F,) = F - 2F, v sé chiu lue kéo :

Hinh 9.15

Py = Fbon = (F - 2F )6y (a)
Con mémen udn néi luc téc dung trong mat phang thang ding bang :
Mgy = Flaom {(b)
trong dé F - la dién tich ciia toan bo mat cat
a - 1a khoang cach giffa trong tAm cdc phan F, va Fy.

D& c6 momen udn 1dn nh&t voi mot gid tri cho trudc cua Py, thi dién
tich F, cdn phai 1dy sao cho a la 1on nhét. Nghia la phai ldy F, & bién cha
mat cat (hinh 9.15).

Céc ding thic {a) va (b} cho phuoung trinh dudng cong gidi han d6i voi
miit cit bit ky chia trong dé dai luong F, nhu mdt théng s6 bdt ky.

Vi du : D&i vai mat cat ngang hinh chit nhat néu ky hiéu chiéu cao
viing nén la y, = h, (hinh 9.15¢) thi

F, = F, = bh, ; a=h-h,;
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h
Py = blh - 2h)0y = F(1-2 TF)Gch

4h o

Mgh = bhy(h - h)) 6y = wchT (1 - _E) Ochn

Ta goi P, = F.o,, va My = W, .04 la luc tdc dung vA moémen ubn
gi6i han clia mat cit khi chiu tic dyng riéng ré. Kha ti s6 h/h trong cac
phuong trinh trén ta di dén phuong trinh duong cong gidi han trong hé tea

do (m, p) :
m+ p* =1 (9.29)
M P
. _gh . Tgh
Trong dé m = M, vip = —-PO

Parabol (9.29) la dudng lién tuc trén hinh 9.16.

Hinh 9.16

P6i vai mat cit tron dudng kinh D trén (hinh 9.15d) véi tu cdch 1a

thong s6 cta ving nén ta ldy gde o, Khi dd F; va hai 14n mémen tinh Fa

d6i v6i duong kinh nidm ngang bang :
D2
F, = ?(Za—sm Za) ; Fia =

Dsin’e

Sy
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1
Mat khéc : Py = Foyq = —— 6 ; M, = Wabs = 5 D,

Theo cic céng thic (a) va (b) phuong trinh dudng cong gidi han trong
truong hgp nay la
m = sin’a
(9.30)
2a — sin2a
p=1-——"F"
Mot s6 di€m den trén hinh (9.16) la cdc gia tri dude tinh theo céng
thic (9.30), nhung d6i v6i mat cit chit nhét vdi gid tri p cho trude, m gidi
han chi khac véi gia tri cia né khong 16n hon 8%.

, M P
Né&u tinh theo tng suit phap cye dai : 6, = W + F thi t& diéu kién
Omax = Ocn ta nhan duge ving tai trong gi6i han bj chin bdai duding :

M P

hoac trong mat phéng (m,p) thi phuong trinh trén cé dang :

e p=1
m W p =

Nhitng dudng thing nay dugc cho trén hinh (9.16). Dudng 1 déi véi
mat cat chit nhat (S/W = 1,5), dudng 2 déi véi mat cat chit T cd S/W
= 1,25

D& xdc dinh hé s6 an toan theo tai trong gidi han ta si dung céng thdc
{9.29) va thu dugc

k = —— \’ k2+4k2 -k ) (9.31)

M

Odéykm—*ﬁ;kp=?o;P—FathaM - Fen

§6. XOAN VA KEO DONG THOI CAC TRUC TRON

Momen xodn gidi han M,, va lyc kéo tdi han Py, duge bi€u dién qua

ing suit tiép T va Ung suit phdp 6 nhu sau :
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b b
Mgy = 2z [ rrdr ; Py, = 2 [ rodr,
a a

trong dé a va b vA ban kinh trong va ngoai cta truc, r la ban kinh tai
mot di€m bat ky trén mat ct. O trang thai gidi han cdc Ung sudt & va
T phai tuin thi diéu kién Huber Mises. Cong thdc (a) §4 va bifu thdc
cta lyc doc Pgh duge viét :

b S
Py = 20 rV o — 8dr (9.32)

Dé Pgp dat cuc dai voi gid tri che trudc cia mémen xodn nhu di lam &
§4 ta phai cd diu kién :

;—r(rzm,w?d,_‘mz) =0

Tu ddy va tit diéu kién déo (a) cla §4 ta tim duge sy phén b8 dng
suft :

_ 1“e'jch N Ftch . 5= & d3ﬂ.
VoZ+arlr Y al+e NV aZs 2

con miémen va luc doc bing :

T

s
dr
Mgh = Qth(.‘hJ.

a VEE ;

b
rd
Py = 21T V8 | == (9.33)

a VAt

Khi 4 = 0 ta cd Pgh = 0 va moémen xodn giéi han :

b> - a’
Mgh = 27trch a = tcthch
D4&i v8i truc dac (a = 0) mémen chéng xodn cla mat cit Wi =
2rb’ b
3 trong khildo’ mémen chéng xodn dan héi cia mat cat W, = R

Wocn
nghia la “F;C = 1,33. Khi 1 = « thi moémen xodn bing khong cdn luc doc
P

truc gigi han la :
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p, = - a0 = Foen (b)

Con dng sudt kéo (khi A = ) thi phan bé déu trén mat cat.
a Mgh Pgh

Néu ky hidu 1 a = ¢ ™ 7 _ —® .3 sau khi tinh cdc tich
[a]

phan (9.33) ta cd phuong trinh gi6i han dudi dang céc thong 86 :

TR AL
p = Zu ) 2 voi po= Ty
-
(9.34)

1—:::3

—— [(1_2,12)\(74:?_(2#2”2)(;:?]

Trong trudng hop (b - a) rit nho thi sau khi khi dang bat dinh trong
(9.34) ta di toi :

# 1 2 2
,uz +1 '\‘ qu +1
nghia 1a dudng cong gioi han déi vGi vo méng la dubng tron. Dai voi
truc dac (o = 0) thi sau khi kha u tu (9.34) phuong trinh cia m la :

m=gj§@idl—\pl (@

Trén hinh (9.17) 1a nhiing dusng cong gidi han déi vei a = 1 (dudng
cong 1) va 4 = 0) ¢6i voi duong cong 2. Nhiing dudng cong nay xac dinh
mot ving hep cia cac dutng cong gioi han déi véi nhing gia tri trung gian
clia . VoI mic do an toan thép ¢ thé thia nhan dudng tron p2 +mt=1
la dudng cong giéi han d6i voi chidu day bat ky cha thanh 6ng, con hé s an
toan dugc tinh theo cdng thic :

Kunkyp
Vid, + K

Khi tac dung riéng 1€ caa lyc doc P vd moémen M cdc hé s8 an todn

k =

(9.36)

rieng k,, va kg la : : -

M, P,

thém vao d6 chc lugng M, va p, dugc tinh theo cong thic (a) va (b}
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flex-11)

81 82 03 04 05 46 47 08 49 10

Hinh 9.17

Dué6i day, ta sé khao sat mot vai vi du Ung dung phuong phdp cén bing
gidi han, déng thai dua ra loi giai day di cda mdt vai bai todn thue t& vé
viéc xde dinh kha niang chiu tai coa mot két ciu.

§7. CAC vi Dy

Vi du 1 : Ddm siéu tinh. Hinh 9.18

D6i vai cac hé tinh dinh, khi bi€u dé kéo cua vat ligu la dan déo ly
tuong thi khd nang chiu tai cla ng bi can kiét ldc c6 mot khép déo duge
hinh thanh.

Diéu nay lai khong xay ra déi voi hé siéu tinh khi méi od mét khép déo
duge hinh thanh. :

Duéi day ching ta xét mot vi du vé dam siéu tinh d&€ minh hoa cho
nhitng nhan xét ¢ trén.

Hay xét ddm siéu tinh chiju tai nhu hinh (9.18a) bidu d6 mémen uén
trong gi6i han dan héi cho trén hinh 9.18b . Tai B : M, = 13PL/64, trén
mat ciAt nay sé xudt hién didm ddu tién dat giéi han chay 6 = Oy Va
moémen tuong dng lic nay la :
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Hinh 9.18
18P, L g4 M

ch

My = —g4  do dd Py = 55 1

Déi v8i ddm madit cit chi nhat :

bh? ) 32 bh?
Mch = O "6— do do Pch = E JchT

Khi P ting (P > P_) thi mién déo hinh thanh & B sau dd ¢ C. Dam
tréd thanh co c&u khi cac khép déo & B va C dia duge hinh thanh (hinh
9.18¢), chidu cac momen tai cac khdp déo cho ta bigt chiéu md cia cdc khép
déo.

TAi trong gidi han duge xdc dinh tir diéu kién can bing moémen giéi han
vA moémen udn tai cdc mat cidt c¢d khdp déo va cdc phuong trinh can bang.
Cu thé€ 13 :

2m(FY = 0 = Ry.L-Py. L2+ Ry L =0
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Mat khac :

B
Mg, = R\Li2 — Ry = 2My/L

My, = Rp. L — Rp = My/L

Phudng trinh (a) trd thanh :
2M, . L M 6M
S p L Ten .p = B
I Pgp 7 + L L=0—-=Py = 1, (b)

Doi voi dAm mat cit chit nhat .

bh? bh?
Mgn = 6 5 = Pon = 150w

Vi du 2 : C6 mdt dam siéu tinh duge cho nhu hinh vé (hinh 9.19)
Véi phan luc Ry ta sé khdo sat tdt ca cac trang thai kha di tinh cda
dam.
Diéu kieén can bang tai Z bit ky cho ta :
Zz

Gia tri cuc dai cia M xudt hién khi :

va bang :

Tit diéu kien M__, khéng thé vuot qud mémen gi6i han cia mat cét
Mgh

2
L Ry
2 q

< gh

Mlmax -
Ta riat ra diéu kién thid nhdt cta tai trong pha hiy :

RZ
B (a)
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Mat khdc diéu kién can bAng cho phép xdc dinh gid tri mémen 1dn nhat
tai ngam A,

2

!
Diéu nay cho ta :
2M 2R
gh B
T
3) A 4 rF ¥ ¥ ¥ ‘ M 1(7

AN

T
i
)
’ Z—F\W%\ i
HE — 128

¢) )
» 8
4 7
L
Mg
7+

Hinh 9.19

D6 thi cdc ham q;(Rg) va q,(Ry) duge cho trén hinh (9.19d). Cac bat
déng thdc (a) va (b) duge thda man trong mién gach soc giita hai d8 thi
ndy. Dinh Iy tinh da khing dinh ring tai trong pha hiy thuc 16n hon t4t ca
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cac tai trong duge xac dinh boi cac difm cla mién gach soc. Diém K la
di€m ctia hai d6 thi thoa man diéu kién ndy. Vi vay Rp duge tim tu didu
kién :
q;(Rg) = ax (Rp)
Cu thé 1a :
Men

M
Ry = 2(/Z + D— = 482 —F

Khi thay Rp vao (b), ta nhan dugc tai trong pha huy (gidgi han) theo
dinh 1y tinh :

q = Ggy = 11,6—2- {c)

Mt trang thai kha di déng duge cho trén hinh 9.19¢ bdi dudng nét
manh AC,B. Dinh ly dong cho ta phuong trinh céng kha di sau day :

o 550 on. 200
q. AAC]_B—(Mgh' g+ Mgh _—I—ZJ = .

trong dd Syacp 12 dién tich tam gidgc ACB ;

Tq

20 —+
|
{5 —+
10 -+ - 2
5 + qd‘__'ng:?(f,gfé‘;ré‘é-
Oi l -
Hinh 9.20
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Do do

2 Mgh I+ Z
1= =7 "zqg~7
Tuong dng v4i dinh ly dong thi cuong do tai trong pha hiy la gid tri

(d}

rhd nhdt trong s cdc gia tri q trong (d). D€ ¢6 q = q4 nhd nhit ta phai

tim nghiém clia phuong trinh sau :

:11—2 =27+ 22-0 =0
Nghiém cua phuong trinh nay 12 Z = 0,4147. Khi khao sat ddu cta dao
ham bhédc hai cho thiy v6i Z = 0,414/, ham {(d) c¢d gia tri cyc ti€u va ding
bang két qua (). Véi Mg, =1val=1 thi q = q = 11,616766 xem d6 thi

(hinh 9.20).

Diéu nay ndi lén rang hai trang thai kha di tinh va dong tring nhau va
trung v0i trang thai pha huy thuc.

Vi du 3 : Hay thuc hanh mot vi du vé viée xac dinh tai trong giéi han
vdi ddm lién tuc chiu tai trong phan bé déu (hinh 9.21a). V6i gia thiét bo
qua Anh hudng cia luc cat tdi két qua.

9 ol lesblyadadiesty

9178 ‘

b)

9gi/izé 518 | |
M DU o 4 i )

N

> T T ¥
Mgfi;\‘ T |
7 |

Hinh 9.21

A
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Hinh 9.21b la bi€u d6 mémen udn trong gidi han dan héi duge vé theo
Iy thuyét thoéng thudng ctia sic bén vat lidu (da gidi thidu & chuang 2 va 3).
Momen 16n nhat & goi tua gita B la : My = q/%/8

Néu moémen nay dat dude gid tri Mgp = 6. S, thi & mat cat nay xuit
hién mot khop déo. Khdc véi khdp théng thuong, khép déo ¢ moémen khdc
khéng va bang M,y,. Su chay déo & mat cit nay lam gidm mot béc siéu tinh
trong hé. Trong trudng hop cta ching ta ddm trd thanh tinh dinh va kha
ning lam viée ctia hé chua bi can kiét. Khi tiép tuc tang tai trong méi mot
nhip cla hé lam viéc nhu mot ddm don gidn trén hai géi tua.

Momen u6n 8 mat cdt z ké ti gbi giita la :

_ oz 2 2
M(z>_-2-[f =) My, (1) @

Khi M dat duge gid tri Mg, tai mat cat z = z. nao 4, thi ¢ mat cdt
nay hinh thanh khop déo thd hai va kha nang chiu tai cia ddm bi can kiét
vi khi 4y ddm da bién thanh modt co cfu. Tai trong gay ra trang thai nhu
th€ duoc x4c dinh bdi dang thuc :

2
qghJE Z 22 Z
Men = =3 {?",;—2] “ My (1-7)
Két qua cho ta :
2 Z
Mo~ 2 (4.20)
Qeh = —7 T3 -2U)
& 1 z oz
{ i

Ti didu kién cuyc ti€u cia Qgn ta cd :

3

Cohx

ch

52 (b)

Mgp
z, = 1(2-V2) vaq = 11,7T§ = 11,7
Néu goi q la tai trong gay ra dng sudt ldn nhdt ¢ mot di€m trén mat
cat va vita bang gioi han chdy thi q., duge xdc dinh tit didu kién :
2
ql2 qgh"I Gen Wy

§ =~ 8 = Wy, nghia la q, = 2
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Ty s6 cdc tai trong nhan duge ti hai quan di€m tinh 14 :
X
— = 1,46 {c)

DSt voi mat cat chd nhat -

dgh

= 2,2
eh
Vi du 4

Xac dinh kha nang chiu tai Pgh cia dam lién tuc dia chiu trude téi
trong phan bs déu q = 3500 N/m. So d6 ddm, tai trong va mdémen udn gidi
han duge cho trén hinh 9.22a, b.

Trong trudng hop nay cd th& xudt hién bdén co ciu phd hiy :
Xét co cdu I : Phuong trinh cong kha di duoe viét :
1 1
q[Efl,zJ +§(1 - z) f) + Py 7, 803 = My, 06, — M3 583 — M5 865 = 0
Nhung M; = M, = M; = 38.10% vi vay :
%(32693 “(d-2 zr593) + P00 = My, (305 + 86, + 565 )

Khit cdc chuyén vi kha di 36, § = 3, 4, 3), nghia la :

il

£ = 26, = (1 - 7) 85 > 85 = T—— 0

86, = 06 + 305 = 36, (1+1iz)

Do d6 : 2qf#+ (1 - Pz, =My {1+ 14—t
o d0qalst + (=02 4Ry =M (14 1T

B = 3V(2* 7o) "5 (FFA-9)2 - G @

Vi tri khép déo 4, nghia 1a toa d6 cha z duge xdc dinh tit diéu kién
cuc ti€u cta Py, (dinh ly dong). Ta sé dung phép tinh lap :

Bude 1 : Xem khép 4 duge hinh thanh 0 noi dat lue tap trung :
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Z = z, = 3 Thay z = 3 (m) vao (a) ta duoe Pghl = 12,78 .10 N.

Véi Py, q d4 o6 va néu ding thi z = 3 (m) phai trung voi z; tai dg
luc cat Q(z;)) = 0, & d6 M cuc tri :

q.l i—3
Qz) = qz; + Py - 5~ = Py =7 = 0 (b}
q.1 8Py
S
R
Z; 5 ~ 7 = 509 (m) > gz,

Buge 2 : Thay z = 5,09 vao (a) dé cg Pgh2 = 8,36.10% N. Thay Pghz
vao (b) tacd 2z = 2z, = 5,4 (m). Tiép tuc nhu thé dén Pgh3 = 8,44 .10* Nhu
vay Pyp3 khdc Py, chi 0,08.10* N.

Déi vdi co cdu 1, luc gigi han la :

4

Ta ¢ thé ching minh ring cac co cdu I, 11, VI khong thé duoge hinh
thanh. Bdi vi néu nhu vay thi M, phai 16n hon Mg, = —3. 10* Nm cdch
goi phai 4 m, (tuong tu 46t vdi M,) va Mg{,-i 0 goi tua, phai it nhéit bing
My = 71.10" Nm, nhung ta lai chi 6 M,; = 38.10° Nm. Ban doc cd
thé tu thu duge k&t qua ndi trén bing cdch xét didu kién can bing clia
cdc doan dam déi vdi mdi co cdu II, 1II va VI

Vi du 5 : Hay xdc dinh kha nang chiu tai eda khung vdi hinh dang,
kich thuée, tai trong tic dung vA mémen gidi han dude cho trén hinh 9.23a.

Biét P = «. H = 3H.

Trong tinh todn nay ta sé b6 qua anh hudng cta luc doc N. Xét co cdu
I (hinh 9.23b). Vigt phuong trinh cong kha di :

P.£=8.100+8.10%6 +8.10%6 + 8.10%6 = P, = 10,67.10' N

1

va Hy = 3 Pgn = 356.10° N

Xét ca ciu H (hinh 9.23¢) :
H.u = (458 + 436 + 836 + 480 10°
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Hinh 9.23
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M=516 T:_—'-——— S
" \ “14 58 /
M,=8

LMEZEE @y MR/
___'___I.; h) ..._‘95_

Hap =323 10%N

0 =771 0% . I
Q, =071 10°N U 6’5ﬁ4_10/v

Hinh 9.23 tiép theo

= Hgpy = 6,67.10° N ; Pyy = 20.10° N
Xét ca cdu III (hinh 9.23d) :

1 1
Ho6 5 + P59§ = (456 + 836 + 856 + 8 + 856 + 486).10°

Vi Py, = 3H,, nén :
Penir = 10.10°N 5 Hyyy = 8,83.10* N

Xét cd cdu IV (hinh 9.23¢) : Con mot kha ning pha hily nita o6 the xay
ra, dé 14 cu cdu cd cdac khép 6, 3, 4, 5.

Co cdu pha hiy nay dugc so d8 hda thanh cd cdu bén khau (hinh
9.23g).

Dé thdy theo dinh Iy Ke-no-dy thi P,, vA Py la nhing tim van téc tdc
thoi cda co cdu nay. Vi vay, néu cho khdp 5 xoay mét gdc 96, theo dinh ly
Willis ta 6 :

) _& wdt 591_2}3 0. — 950
BT ey T a0 p o T =% .



nghia 2 mat cit 6 sé quay modt géc bang 256y ; mat cit 4 quay mot
goe 3603 ; mat cit 3 quay mot goc 400, vA mat cit quay gde 4.

Phuong trinh cong kha di 1a :

3
P.3 x 288 + H.-2—2<58=(4X259+ 8 x 408 + 8 x 356 +

448)

Vi Py, = 3H,, do d6 :

gh
Pyav = 971.10°N 5 Hyn = 3,23.10° N,

Co cfiu IV dién dat kha nang chiu tai kém nhdt cia két ciu. DS 1a co
cdu pha huy thuc caa két ciu.

Hay ki€m tra lai két luan nh& dinh ly tinh. D& lam viéc dd, vé M trong
co cdu IV, Trong trudng hgp nay tai cdc mat cdt I va 2 do cac khap daéo
chua duge hinh thanh nén chua bist gia tri cdc mémen tai ds, nghia 1a cac
M, vd M, cén xac dinh (hinh 9.23h) :

Ponrvl Ms+M;  971.10%x6
M, = 84 = M; + —2.'—'—='"——4'£—=8.104+
8. 10" M, 4
+ 2 +7=’ M, = 5,16.10° Nm.

D8i voi doan 1-2, tai z = 1,5 m, Mg = 4.10° Nm. Vi thé : M, =
2,84 . 10* Nm. Hay ki€m tra, ching han, sy can bang theo phuong ngang cda
khung t(hinh 9.23i) ;

516 — 2,84

Q1: 3

10* = -0,773 . 10* N ;

Qs = 10* (8 + 4/3 = +4.10° N .

¥

2X = Hg + Q -~ Q, = 323.10° + 0,773 10% - 4.10° = 0.

Cac bai toan phuc tap hon c6 dang t4m va vé, ban doc cd thé tim thdy
trong [5].
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