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Loi néi dau

Ly thuyét déo 13 mot bd phan cia co hoe vit rin bién dang nghién oitu céc
tinh chit va cde quy ludt cia vat rin khi ¢6 hidn dang déo. Céc phwong phap
tinh todn chinh xdc cia 1y thuyét nay di tham nhip vao nhiéu linh vire cia
ky thuat hién dai, cho phép giai quyét cdc bai todn vé do ben, kha ning lam
viée ctia mdy moc va két cdu cong trinh chin téc dung cia tai trong vd cdc
ytu 18 khdc. Viéc dp dung nhitng thanh tuu todn hoc va vat ly dé xay dung
cor s&r 1§ thuyét va gidi quyét cde vin dé do 1y thuyét nay dit ra da dat dwge
nhimng két qua quan trong.

Gido trinh nhim gidi thiéu nhimg kién thite co ban vé ly thuydt déo va
cdc img dung, dwoc bién soan dira trén nhitng bai gidng di dugce stra doi va
b6 sung cda téc gid cho sinh vién nganh Co hoe cta triromg Dal hoc Tong hop
Ha Noi trwde diy va anwemg Dai hoe Khoa hoe T nhién, Dai hoe Quéc gia
Ha Néi hién nay. Dic biét dwea vao va trinh bay chi tiét hon cdc bai todn cd
dinh hirdng iing dung nhicu trong ky thuat.

Dc dic didm cla qud trinh bifn dang déo 1a khong thudn nghich, nhicu
tinh chit phive tap cla vét the xudt hién, nén cé nhién mo hinh cla ly thuyét
déo dwge xdy dieng dira trén céc gid thiét khdc nhan phan dnh cic tinh chat
dé, khong ¢é mot mé hinh duy nhét nh trong 1y thuyét dan hoi. Cac van deé
nay dwoce 4@ ¢dp trong chwong 1 véi cac mo hinh ly thuyét déo don gian va
trong chivong 2 véi cac mé hinh 1§ thuyét déo hoan chinh hon,

Chwong 3 trinh bay cach dit bai todn, cde dinh 1y téng quat va cde phirong
phip chung dé gidi bai todn cda 1y thuydt déo. Cédc phiwrong phdp nay hién
dang dirge st dung rong ral trong tinh todn ky thuat.

Céc chuong con lai, tir chivong 4 dén chwong 8, trinh bay cdc tmg dung
cia ly thuyét déo trong cde bal todn dién hinh. bai todn ‘g sudt phing, bai
todn bién dang phing véi cic img dung trong gia ¢ng kim loai bang dp lue,
bai todn v trang thai gidi han véi tng dung tinh todn kha ndng chin hre cia
két cAn comg trinh va dieu kién thich nghi clla két cdu, bai todn on dinh ngoai
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gidl han dan hoi, bai todn truyen song dau déo va két ciu chiu tai trong déng.

L \ - - = . N . - . . n \

Sach nay ¢d thé dung lam tai lieu hoe tap cho sinh vién nganh Co hoc,
sinh vién cdc trwdmg Dai hoe ky thuat, cdc hoe vién cao hoc, nghién eiru sinh
va tai lién tham khdo cho cde cdn b ky thuat lién quan dén co hoc.

Gido trinh dwge hoan thanh nhd sw quan tam vi tao diéu kién cia lanh
dao trudémyg Dai hoc Khoa hioc Tir nhién, Dai hoe Quoc gia Hi N&i, lanh dao
khoa Todn - Co - Tin hoe va sy ghip dd cia cde dong nghiép thude b mon
Cor hoc, tde gia bay té 1 cam on chdn thanh.

Téc gid chin thinh cam on GS TSKH Nguyén Ding Bich, PGS TS Diao
Vin Diing da doc va cho nhtng unhin xét quy bau nhim hoan thién gido trinh.

Nhan dip nay Tdc gid tran trong ¢dm on Nha xudt ban Xay deng da nhiét
tinh pitp do trong viée xuat ban cudn séch.

Mong nhan duoc sy gop y cia ban doc v dong nghiép ve ndi dung va
cdch trinh bay cudn sdch.

Ha Ngi - 2008
Téac gia
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Mé dau

Dé ting cong suit va téc d6 dong co, phat trién ky thuat ép luc cao, gidm nhe
két cdu cdc may mdc bay, két ciu lam viéc trong trirdng nhiét dé... ching ta
cin phai thiét lap chinh xdc cdc quy ludt vat ly gitta Gng sudt va bién dang,
phai nghién civu nhirng hién twong khéng dan hoi ma 1y thuy€t dan hoi khéng
dép dng dwoc nita. Ching ta thay ring vat rin chl bién dang dan hoi véi
bién dang kha nhd; khi tdc dung lrc ngoai dén chimg mite nao diy trong vt
thé xust hién bién dang khong dan hoi, tirc 14 bién dang dw hay bién dang
déo.

Ly thuyét déo diing cong cu todn hoc md td quan hé gitra ng suit va
bién dang trong vat thé bién dang déo. N& mé ra trién vong st dung day
dii kha ning bén vitng cia vat liéu. N6 gin giii véi ly thuyet dan hoi, phin
Iém khai niém cta 1y thuyét dan hdi 4p dung duge trong ly thuyét déo. Déi
twong nghién ctru cda 1y thuyét déo khé rong rii, né bao gom nhiéu vén dé
clia co hoc cdc vat rdn bién dang. Ngoai viée chi yéu nghién ciru bién dang
dan déo nhd {trong dé xem qud trinh 1a d%ng nhiét hoiic doan nhiét va khéng
phu thude yéu t6 thoi gian), con phai nghién céu cdc vén d8 trong 1y thuyét
chdy déo-nhét, 1y thuyét tir bién va 1y thuyét déo véi bién dang 1om.

Twong tu nhw thuy&t din hdi hai vdn d@ lén dit ra cho 1y thuyét déo:
Mét 13 trén co sé nhirng két luan rit ra tir vat ly 1y thuyé va nhimg s6 Egu
thi nghiém ta thiét 14p nhitng quy ludt co ban cda thuyét déo. Nhitng quy
luat nay cing véi cdc hé thic co sé cla co hoc vat rdn bién dang lip thanh
nhiing phwong trinh co ban cia ly thuyét déo. Vin dé quan trong thit hai la
gidi céc phuong trinh dé, ta s& nhan dugc hinh 4nh cla bién dang déo trong
nhirng trwrdng hop khac nhau. .

Nhu ta di biét co s& cda 1y thuyét dan hdi la dinh luat Hooke téng quat,
dinh lust ndy hoan toan xdc dinh edc vin d& xét trong ly thuyét dan hoi.
Nhung d6i véi 1f thuyét déo van &8 trd nén phic tap hon nhidu, cdc gid
thuyét v& d6 ctmg, v tinh chit ding hwéng va thudin nhdt, vé lién hé tuyén
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tinh gifra tng suit va bién dang cnia ly thuyét dan hoi khéng con s dung.,
dwoc nira. Tinh chat da dang cua qué trinh bién dang déo phu thudc vao ciu
trie cia vat lidu vi cdc dieu kién vat 1y khdc. Do dé mot déc diém néi bat 1a
trong thuyét déo chira ¢é mét quy luét vé lién hé ting sudt - bién dang duy
nh&t nhir dinh luat Hooke tong quit. Véi cach dét van dé khdc nhau va vai
cic gid thidt don gidn héa cde quy lugt vat 1y phite tap, nhiéu nhé nghién ctru
di thiét 1ap cdc mé hinh bién dang déo trén hai quan diém théng ké va hién
twong. Vi vy trong 1y thuyét déo dé hén mot phan trinh bay vén de thict
lap nhirng dinh luat bién dang cia cdc vat liéu khdc nhau, lam viéc trong cac
diéu kién khac nhau.

Mot diic diém ding chi ¥ 13 tinh chit phi tuyén clia cac dinh ludt co ban
cia thuyét déo. Do dé khi gidi cdc bai todn ndy thirong gdp khé khin vé mit
toan hoc, nhing phrong phép ¢é dién cla vat 1y, todn sit dung vao day rat
han ché, nén phai dura vao dic diém riéng cta 1y thuyét déo dé gii. Song song
v6i viée phat trién céc phrong phdp ding (thiromg giip cdc hé thire toan hoc
kha phitc tap), phwong phdp gan diing déng vai tro quan trong. Céc phwrong
phap ndy xudt hién do yéu ciu cta thue tién, mét mit phai phit hop voi co
s& khoa hoc ctia 1y thuy&t, mit khic phai don gidn dé dé 4p dyng.

Cudi cling cin chd ¥ dén ¥ nghia to 16n clia cdc nghién ciu bang thue
nghiém dé phat trién ly thuyét déo.

Nhitng cong trinh diu tién cta ly thuyét déo xuit hién vao cudi thé ky
19, Saint-Venant xét bai todn phing, Levy mo rong ra bai todn khong gian,
trong d6 dwa vao két qud thyc nghiém cia Tresca dwa ra didu kién dé vat
litu chuyén tir trang thdi dan hoi sang trang thédi déo va xdy dung hé thie
gitra Gng suit va tdc do bién dang . Dau thé ky 20 ngudi ta dé chinh xdc hoa
didu kién chdy déo (Hubert, Mises), kién nghi quy luat khdc ve lién hé gilra
itng sudt va bién dang (Hencky, Mises, Prager) va tién hanh nghién civu bang
thue nghiém (Lode, Rose, Nadai, Taylor}. Céc cong trich ve thuyét déo hinh
thanh hai hwéng phat trién: 13 thuyét chay déo va ly thuyét bién dang. Thoi
gian nay ciing da thiy nhing két qud dau tién ela viée 4p dung ly thuyét
déo vao ky thuat (gia cong kim loai bing dp suat,...). Phat trién truec tiép ly
thuy&t dan hoi , Iy thuyét bién dang dan déo nhé (Ilyushin) cho phuong phap
gidi cac bai todn co ban vé tinh todn tng sudt, bién dang vi én dinh nhu da
dit ra trong Iy thuyét dan hoi. Phirong phdp nghiém dan hoi {gin ding lién
tiép) 1y nghiém dan hoi lam co s& cho phép gidi mot loat bai toan déo, ngay
nay dang ¢ trién vong dwoc dp dung rdng rai trong tinh todn ky thuat.

Nhér khai nigdm rit co ban 1 dit t4i don gidn va dat tdi phite tap, da phan
16 pham vi ding dén cda cdc 1y thuyét trén day. Ilyushin da chitng minh rang
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véi cich dit tai don gidn, tit cd cdc 1y thuyét déo déu cho cling két qua va
¢6 thé dic trung cho qud trinh nay 13 1y thuyét bién dang dan déo nhd. Ly
thuyét ndy da dwge mg dung trong cidc bai toin vé cin bing, tai t4i han va
on dinh ban, v, v ing sut tap trung tai 16 héng (Ilyushin, Panfiorov, Popov,
Barsian,...), trong viéc thié 14p bai toan dong (Rakhmatulin...) nghién citu
truyén song dan déo mot chidu va séng cat tai.

D& ¢6 nhitu nghién ciu gianh cho 1y thuyét dée lién quan téi cac vt
liéu déo 1y twdmg (khong tdi bén). Trong bii todn phing Hencky, Prandtl,
Nadai,... da chl ra rang trang théi déo cla vt liéu nay twong dng véi ti
gi¢i han. Céc tdc gid dwa vao khdi niém dudmg triret dé tich phan phwong
trinh clla Iy thuyét déo. Khristianavitch di tdng quét héa két qua nay, din ve
bai todn bién cia phwong trinh loai hybecbén. Sokolovsky, Ivlev cho phwong
phép gidi nhiéu bai todn cy thé, nhit 1a cac bai todn phing dira trén 1y thuyét
chdy déo. Céac két qud nidy cé nhidu Gng dung thuc t&€ trong gia céng kim
Ioai bang 4p sudt, xdc dinh tdi giéi han (Prandt], Nadai, Sokolovsky, Phillips,
Hodge, Prager,...)

Ilyushin xdy dung phwong phip gidi bai todn vé su chiy déo cia lép kim
loai gitra hai mét cing, 16p bién mdng trén mét cing hoic dan hoi.

Phdt trién ly thuyét bign dang déo hiru han va ng dung trong ky thuit
cling dwoc nhiéu nha nghién citu quan tim téi (lyushin, Green, Prager,...).

Mot s6 van dé khéc cda 1y thuyét ddo da dwoe nhiéu nha khoa hoc quan
tdm nhw nghién ctu déi xit cda vat lidu dirdi tac dung lau dai cla tredong
nhiét d6, phéng xa,... (Rabotnov, Katchanov, Oghibalov, Boley,...) hoiic eia
vét liéu khéng thuin nhit (Olszak, Urbanowski,...).

Tém lai trong thoi ky ddu phdt trién ly thuyét déo, nguoi ta xudt phdt
tlr nhitng két qua thire nghiém nghién ciru tinh déo cla vat thé dé xay dung
nhirng hé thic don gidn gifra \ing sudt va bién dang cung cic dao ham béc
nhét cta né. Cédc hé thire ndy thong thwomg chira mét ham cin x4c dinh bing
thyc nghiém, nén khéng phan anh dwoc diy dd cde qud trinh bidn dang. Két
thic thoi ky ndy xudt hién céng trinh cla Melan, trong d6 thiét lap dwoc
dwdi dang téng quét lién hé giira téc db bién dang déo va mit chay (mat gisi
han}; d6 1a co s& cho nhidu nghién citu vé sau nay. Cung thdi gian niy céng
trinh cda Ilyushin véi khai niém todn hoc v& dit tai don gidn va phitc tap da
phéan ré dwgce pham vi téc dung ciia cde thuyét déo hién co.

Tir nhitng ndm 50 cia thé ky 20 song song voi viéc thiét lap va gidi cde
bai todn cy thé theo cdc 1y thuyét déo don gidn, Iy thuyét déo dang & thoi
ky phét trién thir haj di sdu vio xay dung Iy thuyét tdng quat dp dung cho
trwong hop dit tai phitc tap v6i cde diéu kién ngodi bat ky. Do dé cin phai



4 MO BAU

xuit phét tir cdc nguyén ly téng quét hon, cé thé 1a chwa din dén dich cac
hé thic xde dinh, nhung cho phirong hwdng dé gidam bat khéi lvong cée thi
nghiém can thi€t, mang tinh chat tng quit va nguyén téc hon, Hién nay
c¢6 hai hwdng phdt trién chinh: ly thuyét chdy déo hién nay va Iy thuyét qus
trinh bién dang dan déo. Ly thuyét chdy déo hién nay dwa trén co s& cda
dinh dé Drucker (Drucker, Prager, Novozhilov, Vaculenko,...}. Dinh d& nay l1a
mét bude tién quan trong trong sw phat trién ly thuyét déo tdng quat, nhung
con doi héi ¢6 nhimg thi nghiém dé xdc minh hé qua co ban ¢ia dinh dé nay,
dong thoi ve mat Iy thuyét ciing nhw thire nghiém phai tim dwoc luat thay dai
cua mit chdy trong qua trinh bién dang. Ly thuyét qua trinh bién dang dan
déo x4y dung trén co sé dinh di ding hudng cla Ilyushin {Ilyushin, Lensky,
Panfiorov, D. H. Bich, Pobedria,...), ¢6 xét dén tinh phic tap cia qué trinh
dit tai, dén bat ding hwéng bién dang. Nhitng co s& cia dinh d& nay dwoc
chitng minh béng thwe nghidm, nhung dén nay méi ¢6 mdt 56 két qua nghién
¢u phiém ham trong hé thire gitta \ng suat va bién dang.

Ngoai ra phai chd y dén nhing cong trinh nhw cda Badorf va Budiansky,
Malmeister phdt trién 1y thuyét trirgt. D6 la mot hwdmg dang & thdi ky phat,
trién ban diu va con nhitu diém chua o rang.

Ly thuyét déo cé nhitu dng dung trong ky thudt va vit ly.

Gidi quyét nhiu van dé vé do bén ca cic mdy moc va cong trinh da dang
dira trén nhitng két lufn cia Iy thuyét déo. Ly thuyét déo md ra trién vong
sit dung day du hon tidm nang bén vimg cila vat thé va duva ra nhing phwong
phap tién tién dé tinh todn kha ndng chiu lye eia chi tiét mdy va cong trinh.
Céc phwong phap nay khéng nhitng don gidn ma nhigu khi con cho phép xic
dinh tryc tiép dang 8 vu cia kit csu (ly thuy&t thiét ké t&i wu).

Moét lanh vye khic rat quan trong va cé ¥ nghia trong nén kinh t& quédc
dan la ng dung céc qué trinh bién dang déo cita kim loai & trang thii nong
va ngudi trong coug nghé cdn, ép, chudt, ciit va tao dang san pham cong
nghiép..., 1y thuyét déo dwoce ding & day dé phén tich cdc digu kién dé thue
hien cde qud trinh 6, phén tich st phan b twong Gng cda bitn dang.

Vén dé nghién céu cdce tinh chit co ly cua vat liéu, chiang han céc tinh
bén ciing dya trén cdc két luan cia Iy thuyét déo vi trwde khi phé hiy trong
vat lien tOn tai bién dang déo. Céac két qua nghién citn vé bai todn déug luc
cita 1y thuyét déo cho phép ta phan tich ¢ng xi clia kit c4u cdng trinh hoic
mdy méc chiu tai trong xung va nd.

Trong cong nghiép mé ngueoi ta siv dung Iy thuyét déo dé nghién ctu quy
luat phan bd cla 4p lue mé va gin day c6 trién vong ng dung cde phrong
phép cia Iy thuyét déo trong cde bai todn cia dia vat 1y va dia chdt hoc.



CHUONG 1

Co so ly thuyét déo

Trong chwrong nay trinh bay mot cdch tém tdt nhitng hé thitc co s& cta co
hoc vat rén bién dang dwoc ding trong ly thuyét déo. Cdc hé thirc nay da
dwoc trinh bay cu thé trong phan I cla gido trinh “Ly thuyét dan hdi® [7].
Tiép d6 néu nhimg tinh chét va quy ludt vat Ij cda vat lidu khi ¢6 bién dang
déo, trén d6 xay dung co s& cla ly thuyét déo todn hoc. Ciing cin nhin manh
la cdc thuyét déo trinh bay trong chwong nay thudc vao thoi ky phét trién
thir nhat, tire 1 cdc Iy thuyét cho qud trinh dit tai don gidn. Céc thuyét nay
tuy chwa tong quét, nhung ¢6 ¥ nghia thue tién 1én lao, da dugc st dung dé
tinh todn trong ky thuat hién nay.

1.1 Trang thai bién dang

Bién dang cila vat thé droc xdc dinh hoan toan, khi ta biét vecto chuyén dich
u tai moi difm cta vat thé. Tenxo bién dang nhd £i; xac dinh bdi cong thirc
sau day

1
Eyj = §(Vih‘.j + Vjui), (1.1)
trong do
du;
Vg"b',j = 6—x':- — l":?um,

Viu; la dao ham hiép bién cia thanh phin u; cla vecto chuyén dich. Chi s8
trong mot s6 hang ldp lai hai lan bidu thi téng tir 1 dén 3. Dai Lrong I la
ky higu Christoffel loai hai:
1 89is  O9js  Ogiy
= msr'g"=—ms(', L j)
u =9 s =59 g Vo0 T B )
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trong do g;; la tenxo métric cda khong gian chira méi trizong,.
Thanh phién vt lff cta vecto chuyén dich ¢6 dang
'L-‘.: = Uy gﬁ '
trong toa dé Descartes vudng géc nd tring voi thanh phan vecto chuyén dich.
Trong mét s6 bai todn chiing ta cn viét cdc thanh phin vit ly cla tenxo
bién dang trong toa do cong truc giao

el = (5 ey,
1. Tenxo bién dang trong toa do tru

Trong toa d¢ tru r, 6, z, cdc thanh phin vat 1y cta chuyén dich va bién
dang cd dang:

x __ * 1 * ___
U] = Ur = U], Uy = U = —UG, Ug = Uy = U3,
T
* - * _ 1 * _
€11 = Err = £11, Eop = Egp — 3522: €3 = £22 = £33,
* _ 1 x  __ _ 1 * _
£12 = Er0 = ;512, Eoa Efg; = ;523, €13 = &z = £13.

Ten xo bién dang (1.1) ddn dén cdc hé thike

duy
Err = ¥
ar
1 s8u
w=(Gp +)
. Ol
22T g0
B 1(181;3 N 81,59)
€: = o\7 o9 dz 7/’
e 1 (Our n 6u:)
T2\ 9s or 7’
e l(}@ur + dug ug)
"To\r 00 " or 1)
Trwomg hop riéng toa do cye w, = 0, ur, up khong phu thudce z ta ¢
e = Ouy
rmr — 3?" ¥
0= T8 T -
e l(iaur N Oug @)
"To\ra0 T or 7 /)
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2. Tenxo bién dang trong toa dj cau
Thanh phin vat 1f cla chuyén dich va tenxo bién dang trong toa do cau
r, @, ¢ dang:

., _ e 1 1
U] = Up = U1, Uy = Ug = - Ug, Uy = Up = —U3,
781N @ r
E* =&y — E£11 E* = £gp — 1 E99 E‘z = £ = 1 £33
=E&pr = 22 = = > . a3 33 = = LI
11 ’ 2 r2sintg 22 33 T 2T
. 1 . 1 . 1
E19 = Erg = " £12 Eqgq = Efp = ; £93 E1a = Epp = —E13-
12759 rsing 2 Y rising 1= Ty

Céc thanh phin nay lién hé véi nhau béng cdc hé thirc suy tir (1.1)

-
™ — ar 1
cop = L Jue | ur y
97 rsing 80 v  rtgp ©
10u,  ur
Cer = L og t
1( 1 Ju, Ouy ug)
Ert = -\ = Q55 -,
2\rsing 08 ar r
171 0ug 1 1 Buy
Cof = §(r dp rtggoue+ rsin(p-(’)—ﬁ’)’
 1/0u, uy,  10ur
cro=3(a = 7 T rop)

3. Tenxo bién dang trong toa do Descartes
Trong toa dd Descartes vudng géc ta nhin dwoc cong thire Cauchy quen
thude

1(6uj +§E),

4 = 3\ ay O0x;
hay 1a
du _I(B_E Bv)
frm = gp ST 9\gy T B/’
Wyt ¥ 2\9z  8y/’
L _%@+@)
2= By =T 9\58r " 8z/)"
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trong d6 u; = u, up = v, ug = w va ky hiéu z,, =5, 72 trong hé toa do
Descartes béng cdc bién quen thuée z,y, 2.

Dai leong ezz, €yy, €20 bi€u thi d§ dan twong déi theo cdc truc z,y, 2,
twong Wng 2e.y, 2ey,, 2e:5 12 dé trugt tuong déi va

Ouy

0 =crp +eyy + €z =
Tr Yy z amj

1a dé thay doi thé tich tuong déi.
Tenxo bién dang £ij la tenxo d6i xitng hang hai ¢6 thé dwa ve dang chinh
&ij = eydi;  (khong tong theo 1),
trong d6 ey, e9,e3 1a dé dan chinh (hay bién dang chinh).
Cédc hiéu sé
N =€—¢e3 MN=€e3—€, Y3=e —e

goi la d¢ truot chinh.
Tenxo bién dang cé ba bt bién

E_]_:Exx+£yy+€zz:€1+82+e3:9,

_ 2 2 _ .2
Eq = Cxxlyy + Eyy€zz + €22Epx — Exy — s — €2z

Il

(e1ea + ege3 + ezeq),

Cxxr Ezy Ezz
Erz Eyz Ezz
Chiing ta cé thé bidu dién tenxo €i; thanh téng hai tenxo
Eij = €45 + E(sij,
trong dd tenxo

1
85,;3.' = —3‘9633

la tenzo cdu bién dang twong tmg véi su thay déi thé tich cia phan t& vat
thé, vi tenxo

€ = &5 — 66,;3‘
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ia tenzo léch bién dang dic trung cho sy thay ddi hinh dang ctia phan tir vat
thé. BAt bién cla tenxo léch ¢é dang

£l =0,
1 .
£ = 8 [(Err - Eyy)Q + (eyy — £2:)° + (€22 = E:|=:l=)2 + G(Ef:y + 53: + 53:)]
1 .
= 6[(81 —~e2)? + (eg — 83)2 + (e3 — 81)2],

£ = (e1 — e)(ex —e){eg —e).

Twong tu nhuw trong Iy thuy8t dan hoi ta dwa vao dai lwong cuong d¢ bién
dang truot

2
F=2x/55=\/;\/7¥+7§+’¥§
]2 2 2 p
= g\/(_fﬁ—ﬁz) + (e2 — e3)® + (e3 — e1)

2 :
= \/;\/(E” —Eyy)? F (Eyy — Ex2)? + (€22 — €22)? + 6(ek, ], + £2.}

va cuong do bién dang

2 1/2
€y = (ge,;jeij) =

V2 -
=5 (zz = Eyy)? + {Eyy — €22)° + (€22 — exz)? + 6(¢2, + e, +ei,.

Hai dai lrgng T', e, chi sai khic bit bién thit hai £ va bién dang trugt tong
hop theo hwdng bat dién mot hing s6 nhin. Trong ly thuydt déo cdc dai
lrong nay ¢6 vai trd quan trong khi thiét lap cdc hé thie co sé.

Cudi ciing, ten 70 chi hudng bién dang xic dinh béi cong thize

_ 2ei;
i = 3ey
U

Bién dang tai lan can diém c6 thé bicu thi qua tenxo bién dang e; , hodc la
qua bién dang dan trung binh e, cwong do bién dang e, va 4 thanh phan doc
lap ctia ten xo chi hwdng €;;.

Néu do két qud cha bii todn nao dy ta biét dwoc vecto chuyén dich u
phir ham ctia toa do va thoi gian, viée xdc dinh thanh phan bién dang theo
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(1.1) khéng g&p khé khan. Néu cho cdc thanh phin bién dang, viéc xdc dinh
chuyén dich dan dén tich phan céc hé thirc Cauchy, cic e thirc nay coi nhw
phwrong trinh vi phan cla cdc thanh phin u;. D€ xéc dinh don tri u; , tic
13 dAm bao tinh lién tuc cia méi tromg, cic thanh phan g phai thda man
phuong trinh twong thich bién dang

e mp Beng B %€ g 3 O*enp _ 0 (1.2)
r,0zy  OzpOzp 0Ta0z, Ozmdzy '
hay la
8%crr N Peyy 2326;@
dy? dz2 T ozdy’

822 + gz 26yaz ’
62Ezz 825:;; _ 28263:2
ox? 822~ " 0zdz’

5‘:1:+3y 0z

Peyy _ E(Beyz Otz n Bexy)
dx0z Oy\ Oz dy 8z J’
0%.. O (8Eyz N Oc 2z 8513)_

32 pn d (_ Oy, Otz N Bc-:ry),

dz dy 0z

Ozdy 0z

1.2 Té&c b bién dang

Tinh chit nhét ¢6 thé xuit hién trong vat thé khi ¢é bién dang lém, vi vay
nguedi ta thudmg dic trung qud trinh bién dang bang cic dai lwong tdc do
bién dang. Nhan xét theo ban chit cia né, bién dang déo 13 mét trang théi
chuyén dong. Hién twong chdy déo xem nhw mdt chuyén dong nio diy cia
moi triromg lién tuc,

Gid st phin tir vat thé chuyén déng véi van téc

v = v(z!, 2%, 2%, %)

vh goi v; 14 cdc thanh phin cla v. Twong ty nhr tenxo bién dang ching ta
¢6 thé xéc dinh cdc thanh phiin cia tenxo toc 46 bién dang trong toa dé cong

) |
£ij = §(Vg'vj + Vjvi).
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Trong toa do Descartes vuong goc €;; ¢6 dang

= L(2 , 2y

2 6”..6,? 6Ij
hay &

) Jus ) 1yov, Ovy
A 5zv—5(a—y+a)=

Ovy . 1/0v, Ov;
W= Gy 5”"‘5(5?*'6‘;)’
) v, . 1/6v, Ovg
22 = 5y Ezz_§(“(§;+6z)'

Céc dai lwong €.z, £yy, €22 bi€u thi téc dd dan twong d6i cia phan tir theo
hirémg truc z, y, z twong ing, con 264y, 26y, 2624 1a toc dé lech goc gitra céc
phan tir hudng theo céc truc, Tée dé thay ddi thé tich bing

9:ém+éyy+én:§—2-
Tenxo tdc d6 bién dang ciing ¢6 thé phan tich thanh hai thanh phan
€ij = €di; + &35 = &4y + gv.u'é;;-,
trong do

1.
é:r—g
3

la tée dd dan trung binh, &;; 1a tenxo léch tée do bi€én dang, con

1 cudng dé tée do bién dang, vi € 13 tenxo chi hudmg téc do bién dang

—  2éy
€i5 = -

Tém lai, dic treng cho tdc do bién dang tai lan can diém cé thé dung toc dd
dan trung binh ¢é, cedng dd téc dd bién dang v, va 4 thanh phan doc lip cua
tenxo chi hwémg téc d6 bién dang é&;;.
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Tée db 1a dao ham toan phin clia chuyén dich

dui

e

nén

_ L Ou | Ouw
=30 5m) "o+ 55)

Ou, . o -2 .
J khéng nhd, nén ta chua cé thé thay biéu thire
Ty

Noéi chung cac dai hrgng
trong ddu ngoiic 1a 2¢;;. Trong trwdmg hop bién dang nhd ta sé cd:
. deij
T g
nhirng phai chi y ring ngay trong trudmg hop nay
de,
W g

% chi trong trudmg hop bién dang don gidn.

Dé dic trung cho bién dang trwgt téng hop theo hwéng bét dién trong
khodng thoi gian ¢, ta dua vao dai lugng

Sau nay ta s€ thdy v, =

A O Oh L Oh O
it ot Tt B

t
Ay = /Uudt
0
goi 1a mirc dé bién dang trugt.

Néu qua trinh bién dang déo xdy ra tir tir va nhiét do khéng cao 1am, tinh
chit co hoc cta vat thé phu thude rit it vao tdc do bién dang, thuc t& xem
nhu khéng phu thuée vao tdc do bién dang; thi diéu quan trong khong phai
12 téc do bién dang, ma la gia s§ v6 cling nhd cda cdc thanh phén bién dang
deij. Céc dai hrgng

Uy = U,

khi d6

ddu;)  O(dui)
6:1:1- + 3:.Ej ]
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1ap thanh tenzo gia 6 bién dang.

Chi ¥. Ta khéng thé xem dey; 13 vi phan cia cic thanh phin bién dang
&g - Chi trong trwdmg hop bién dang nhé [ de;; méi cho thanh phin bién
dang €, vi khi d6 ton tai quy luédt t8 hop don gidn cée bién dang. Trong
trieomg hop tong quat ngedi ta khéng 4y tich phan f dey;; tich phan nay chi
biét khi biét qua trinh bién daug titc 14 biét dey; nhir ham cla tham sé nio
ddy. Tirong ty nhir trén ta cling c6 thé tinh cac gia s6 de, dey,...

1.3 Trang thai ng suit

Vecto tmg sudt T, tai tiét dién ¢6 hwedng v di qua mét did ndo diy cla vat
thé bién dang 6 thé bidu thi qua ba vecto tng sudt T trén ba tidt di¢én
dutre chon lam maéat toa do.

3
T,=> uV/GiT®, (1.3)
i=1
trong dé G* 13 tenxo métric cia khéng gian chita méi trrong da bien dang,
v; la thanh phan cia vecte v. Thanh phin cda ba vecto vVG# TH lip thanh
tenxo ing sudt dic trieng cho trang théi tng suit tai mot diém:

VGETY = oG,

o dwoe goi la tenco phdn bién dng sudt hang hai, Ky hidu T¢ 14 thanh phin
ena Ty, tir (1.2) suy ra

T = o™y (1.4)

Twong tir nhor thanh phin vat 1y eda chuyén dich va bién dang ta xic dinh
thanh phin vit 1y cia tenxo ttng sudt bing cong thive

ot = (GaCy) e,

Trong toa dd Descartes thanh phan vat ly tring voi thanh phin tenxo
ung suat, ta dang ky hién chung

Tz Toy Tr:
Tif = | Tye Tyy Ty
Teie Tay O
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Crzy Tyys Ozz 13 UNY sudt phdp; Toy, Tyzs Tzc 1 0g sudt tiép tai cdc tiét dién
trirc giao voi dudng toa do. Cong thite (1.4) trong trrimg hop nay ¢6 dang

1

T) = Xy = Ozal + ToyMm + Tz=Ts
2 _ —

T2 =Y, = Toyl + Tyym + TyzTt,

TS =Z, =Tzl + Ty=M + Fzzn,

trong dé vy = £, vg =M, V3 =T 13 cosin chl hardmg clia phép tuyén v. Chifu
vecte T, 1én phap tuyén v ta nhan dugc ing sudt phap o,

g, =T, v= arl? + arl‘,._,’,m2 +oynt + 2Taydm + 21ymn + 210k,
Ung sudt tiép 7, xdc dinh tir hé thuc
2 =X+ Y2+ 2ol

Tai mdi diém cia vat thé bidn dang ton tai ba tiét dién trye glao v&i nhau,
tai d6 tng sudt tiép bing khong, hwdng phap tuyén cla céc tiét dién d6 gol
14 cdc huémg chinh cla tenxo (ng suit. Céc hwdng chinh khong phu thuoe
vao cich chon toa do x,¥, z. Ung suét phap tuong itng theo cac hudng chinh
goi 1a ting sudt phdp chinh, ta ky hi¢u o1, 62, 03.

Tenxo tng suit ddi v&i cée truc chinh c6 dang

gij = O’(,')(L;j (khong t(";ng theo 1).

- - - . m . - x - ’ w & ) - . o -
Trén cdc tiét dién chia ddi goc gilta cdc médt phang chinh cé tng sudt tiép
chinh

gz — 03 g3 —q gL — o2

2 , T2 = 9 y T3 = 2

Tl =

Tenxo t¢ng suit o; ddi xung c6 ba bét bién

-}1:Uxm+0yy+ozz:0'1+02+03:3gu

_ 2 _ .2 _ .2
Jo = Ozz0yy + OyyCzz + GoaCaw — Tyy — Tyz ™ Tzx

= (010'2 + o903 + 0'301),

Orz Tey Tzz
Jy = |Tay Oy Tyx| = 010203,

Tz Tyz T2z

trong dé ¢ goi 1a (mg sudt phép trung binh hay ap sudt thuy tinh.
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Twong tu nhw tenxo bién dang chiing ta cé thé phan tenxo ting suét thanh
hai tenxo
Gij = Sij + 0‘51;3‘,

trong d6 08;; 1a tenzo cdu #ng sudt, twong tng v6i (ng sudt phép trung binh,
coOn

S,;j = Gy — 0'(51'3.'
14 tenzo léch wng sudt. BAt bidn cua tenxo léch tng sudt c6 dang

Ji=0

1
6
= %[(01 —09)? + (02 — 33)* + (03 — 01)7],
Jy = (o1 — o}(g2 — a){o3 — 7).

Chung ta dwa vao dai luong cudng dé #ng sudt tiép

1 172 2
T = Jé = (581-3'&_,;) = \/% T12 +‘T22 +T32

1 , ;
= %V (Czz = Oyy)? + (Oyy = 022)2 + (022 = 022)? + 6(73y + 75 + T2)
1 .
—6\/(01 —02)2 + (02 — 03)2 + (03 — 01)?

NG

vi dai lwong cuong dé 1ing sudt

1/2

= (3505 -

= —?\/(01 — 02)2 + (0’2 — 6"3)'2 + (0‘3 — 0'1)2

V2 .
= T\/(Um — oyy)? + (oyy — 022)2 4 (02: — Ozz)? + G(T:Ey + Tg?z + 72)-

Cudi cung, tenzo chi hudng #ng sudt xéc dinh bdi cong thirc

Sy
T = — -
ij Oy
Trang théi {ng suit tai mot diém dic trung bdi tenxo dng sudt oy;. N6
ciing ¢é thé dic trung béi tng suit phdp trung binh o, cwong do img Sudt oy
va 4 thanh phin doc 1ap cla tenxo chi hwedng ting sudt.
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1.4 Phwong trinh cin bang hoic chuyén dong.
Diéu kién bién

N&u tdc dung vao vit thd hre khéi K7, luc mit £, vat thé s& & trang thai
chuyén déng (hogc can bing), Cauchy la ngwéri dau tién thiét lap phwong trinh
vi phan chuyén déng clta méi truwdmg lién tuc

VeV + pK7 = pui. (1.5)
'I‘hr(‘rng hop vat thé & trang théi can bing, phiong trinh nay c6 dang
VoY + pK7 = 0. (1.6)

Trong toa dd cau r, 8, ¢ cic thanh phin vat 1y cda lec khéi va tenxo
Fng suit

pK' = pK,, pK?=

1
Ky, pK° = ZpK
?‘Sinnpp 6. P P Poes

2_33

2sin? pa??, o}, = Opp = TG,

* 11 *
11 =Cpp =7 7, Oogg = Tgg =T

01y = Trg = Tsingpo’?, o}y = Top = risingo®, gl = Trp = ro'?
théa man phuwong trinh cin bing:

801"1‘ 1 67'!';‘9 1 87}-9 1

ar + T Jp  rsing 86 * ;(20” 090 = Tpp ~ TrpCtgg) + pKr =0,
O7re . -1 Jogg N 16’@,@
dr  rsing 80 r Gy
O7ro n 1 91 N 1 9o
ar rsing J6 r Gy

1
+ - [20Wctggo + 37,.9] + pKy =0,

1
+ m [STW + (O — Jgg)ctggo] + pK, = 0.

‘Trong toa dd tru r,6, z cdc thanh phin vt 1y cla tenxo tng suit

* 11 _ 2 22 * 33
Ol =0rr =0, 09 =0gg =70, Oaq = 0z = 077,
* 12 ® 23 * _ 13
0'12_—_7}-9:?'0' s UQSZTQzZTU f 0'1327-,-; =&

thda man phwong trinh cin bing sau:

Oy + l O71rp OTrz Trr
or r 98 dz

OTrg N laogg Otg.  27ve
ar r 66 dz

Ov; 1079, 00 L Tee
ar r O Oz r

— Tgg + pK, =9,
r

+PK0 =0,

+,o}'('z =0.
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Trudmg hop riéng trong toa dd curc ta ¢6 phirong trinh can bang

o 13 -
Opr , 10Trg  Orr — T09 + oK, = 0,

ar r of r
OTrg 1 doge 27
- Kg =10
or trag T TPReED

Trong toa dé Descartes vudng géc phirong trinh (1.5) va (1.6) c6 dang
kha dom gidn:

30 7 3211. i
k K; = p—= (= )
Ox; tpRi=p at2 (=0), (1.7)
hay 1a
[ o0 N Orzy  OTeg u

oz 8y + 0z TR = Paz (=0,
2

OTpy  O0yy Oy 0%
5 T oy T 8. PR PE 50

0Tz 4 07y + da,.,
dx Oy 0z

8w
+pK:=ppg (= 0),

& day ky hiéu K., Ky, K, 13 thanh phan cia lwc khdi trong toa do Descartes
vubng goc.

Gidi phrong trinh chuyén dong hodc can bing (1.7) can biét didu kién trén
miit bién cta vit thd, Piéu kién bién dudi dang téng quét nhdt trong toa do
Descartes phdt biéu nhr sau

a) trén phan mét bién S, cho trude chuyén dich, tikc la

uj(z,y,2,t) = u?(m,y, z,f) trén Sy,
b) trén phin mit bién S, cho trwdc hye mit Tj, tic la
oijv; = L; trén Sg, | (1.8}
hay la

Xy = Ozzl + Toym + Tean = Ly,
Y, = Tyl + oy + Ty = PR
Z, = Tgol + Tyat + 05yn = Xz,
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Ngoai ra, khi gidi phuwong trinh chuyén déng (1.7) cin biét diéu kién ban dau
tait =0

Ouy
. _ 0. 3 _,0
Uj(.x:,y,z,t} —0 uj{'r:ya Z), Ot L__O“Uj(xayaz)' (lg)
Biéu thitc céng phdin td cida hec trong c6 dang
W = U{jfsgfj‘ (1.10)

Dung céc tenxo léch va tenxo cau ¢é thé phan tich phan t6 cong thanh hai
thanh phan: mét phin cong giy ra thay doi thé tich cila phin tir vat thé va
mét phin céng gy ra thay d6i hinh ddng cda phin tie vat thé

W =Wy + Wy = 0db + Sij(ieij.

Néu biét dirge ham W, tir cong thire (1.10) ¢é thé xde dinh dwrgc tng suit:

661' g e 1

oy = _l_(dW 8W)_

2

1.5 Lién hé gitra *ng suit va bién dang trong
vat liéu dan hodi dong chat ding hudng
(dinh luat Hooke)

Pic trung cho ning hrong trong cia vat thé dan hodi 1a thé dan hdi W. Ham
W & day 13 ddng cdp béac hai cia cdc thanh phin bién dang hoidc ng suit:

1 ..
W = EC””E,;}'ETS,

tir day suy ra lién hé tuyén tinh gittra ng suat va bién dang. Trong trirong
hop dan hdi dang hwéng dinh ludt Hooke téng qudt c6 dang

0" = O,y = Cle™ = [Ag"grs + p(8:5] + 810}) | €rs.
Trong toa do Descartes hé thirc nay dan dén!

Gij = [/\51'&.'5,-5 -+ ,u(5i,-5js + 5_.'.',-51'_.;]6,-5 = /\95,‘3‘ + Q,UE;‘;.‘, (1.11)

'Trong, hé toa dd cong trire giao, dinh luit Hooke ciing ¢é dang nhuir (1.11); nhing céc
thanh phan Gng sudt, bién dang & cac thanh phin vat 1y cla cdc lenxo ndy
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hay 1a
Tyy = A0 + ey, Tyr = 2pi€y;,
Tzz = A0 + 2pE -, Toe = 20€;g,

troug d6 A va y la hing s6 Lamé. N&u ta diing hai hing s8 dan hdi khic £
va v

E_,u(S/\+2,u) _ A
YD Wy

va biéu thi ngwoc lai dinh luat Hooke, tirc 13 bidn dang qua ting sudt, ta dwec

1+vw v
Eij = —E—(U;'j = 1_:;0'01'3'); (1.12)
hay la

1 14w
Exx = E,“[U:c:.c — oy + 02.‘:)]5 Eay = g e

1 1+v
Eyy: E{O—W_U(Ozz‘{‘axx)]; E?:: = ‘—E_TyZ:

1 1+w
€2 = @ 02 — v(02a + ay)]; Ca = T Ty

Dink ludt Hooke con ¢6 thé bidu thi dudi dang cdc hé thic gilta tenxa
léch 1ing sudt va bién dang, ttng suét phip trung binh v& d6 dan trung binh,
crong do ing sudt va cudng do bidn dang

S;'j = Q;Lefj,
o =3Ke= K@,
Oy = 3jtey,

Biy gitr dé c6 thé thiét lap dwge nhimg hé thire co s& cla 1y thuyét déo,
trede hét chiing ta xét mét s6 tinh chat co hoc cla vat ran khi c6 bién dang
déo.

1.6 Mot s6 tinh chdt co hoc ctia vat rin
khi ¢6 bién dang déo

Dé nhan dwoc lién hé gilra g sudt va bidn dang ngoai gidi han dan hdi trong
tradmg hop tong quét, ching ta cin bit mot sd tinh chit lién quan dén tinh
dan hdi va tinh déo cia vat lidu.
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Db thi kéo—nén don gidn vét thé cho ta lién hé thue t& gitra Gng sudt oy
va bién dang e, trong trwdmg hop itng suit mot chieu. N6 cho phép phat hién
nhiéu tinh chat co hge cia vat liéu.

1.6.1 Bién dang dan hdi v bién dang déo

Dudi tic dung ciia lirc ngodi véat thé bién dang. Lwc ngoal dat dén gid tri nao
diy, qud trinh bién dang khdng con 13 thuan nghich nira, trong vat thé bat
diu xndt hién bién dang déo. Moi thie thé deéu cé it hay nhiu bién dang déo
khi c6 tai ngoai téc dung. Trong Iy thuyét dan hdi chiing ta hoan toan bd qua
bién dang dé.

O trang thai bién dang déo v4i nhiét dd cho trirde lign hé tng sudt bién
dang khéng duy nhit, ngedi ta biét dwgc lién hé nay tai mot thoi diém nao
ddy, khi biét dwoc cdc trang thai trwde nd. Tinh ch&t phirc tap thé hién &
¢hd qua trinh bidn dang déo 1a phi tuyén va khéng thuan nghich, mit khac
khi vat liéu chuyén sang bién dang déo xudt hién nhiéu hién twong khdc, ma
ta khong thdy trong trwémg hop bién dang dan hoi.

Béy gir xét dd thi kéo nén thuin tdy mét thanh véi tée do bién dang
khong déi. Néu tang lye ngoal nhirng dng sudt trong thanh chwa dat tdi gia
tri 0. nao diy (gidi han ddin hoi) thi vit liéu vAn ¢con & trang thdi dan hol.
Lién hé giira tng sudt o) va bién dang e & day biéu thi bing doan thing OF.

V&i o1 < g. ta ngimg A4t Lye va dan dan khik lye ngoai, a6 thi cdt tdi sé
trling véi doan thing OF,

Trang thdi dan hdi nay xdc dinh theo dinh luat Hooke oy == Ee, trong do
E 1a médun Young.

Hinh 1.1
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Néu tang tiép lire ngodi, vat liéu sé chuyén sang trang thai déo, twong tmg
véi doan cong trén do thi bat dau tir diém S. Gid tri ¥ng suis o, tuong tng
goi 1 gidi hgn chdy. Théng thwdng ngudi ta xem nhv ¢, = o,.

Khi chuyén trang thai cé thé xdy ra tir ti, ciing ¢6 khi tbn tai mdm nhon
tly theo tirng loai vat ligu.

Trong giai doan déo néu ngirng dit tdi & trang thai A ching han, thi do
qua trinh khéng thuin nghich duwong cat tai ABC sé khong tring véi dudng
dat tdi md gin gidng dwong thing ¢6 46 dée nhir d6 déc cda doan dan hoi.
Dai lrong bién dang du tinh bing doan OC va ky hiéu 14 ef.

: A
c]“ _ M 9 '
E
N
L .
0 € 0 e
Hinh 1.2

Bién dang duw €} bing hiéu s6 cia bién dang toan phin e; va bién dang
dan hoi e§ = % viy:
e1 = ef +el.
Pai lurgng ef con goi 14 bién dang déo. _
Thi nghiém v& nén hodc xoin thanh ciing cho dwimg cong twong ti.

1.6.2 T&ai bén

Déi véi kim loai duedng cit tdi ABC gin nhue dwéng thang. Néu cat téi hoa.n
toan, ng suit sé dan téi 0 (diém C).

Sau khi cit tAi hoadn toan ta cé thé coi diy 1A trang thai xudt phat mai.
Néu dit tai trd lai, dudng cong dit tai tiép CDA khong khic miy duomg
ABC, tiép d6 né triing véi dwdmg cong cii coi nhw khéng cé hién twong cét
tal trung gian xay ra. Vat liéu do bi cing trwdce diy hinh nhw tich Gy thém
tinh dan hoéi, 1am ting gidi han din hdi va gidm di chirng mitc nao day kha
ning bién dang déo. Hién twong 46 goi la tdi bén.

Ta thdy rdng t4i bén gidm dan dan. Khi ting nhiét d6 hién twong nay
cang thé hién rd rét va dudi tic dung cia nhiét dé cao tdi ben tich lay diroc
sé bién mit (sw U vat li¢u).
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Dic trung cho tinh tai bén 13 hé s géc cua tiép tuyén véi dudng cong
o1 ~ e, O trang thai déo, hé s8 gée clia tiep tuyén nay gidm dan. Ta goi dai
hrong f 14 modun tdi bén. Tai ben 1a tuyén tinh khi j—:l- = E' = const.
Thwrimg t%hu'tmg & giai doan diu cla déo twong vng voi Cioan de thi niam
ngang, tai dé tng suat cé gid tri khong ddi o {gid1 han chdy) va %—1 =0
(khong t4i bén), ta goi doan d6 1a tiét dién chdy. 1

Néu lai tiép tuc tang hrc ngoai tng sudt dat gid tri gidi han bén o3, sau
dé xdy ra sw pha hay.

Trong 1y thuyét déo ngwdi ta 1y trdng hoa duwomg cong o) ~ e dwdi dang
kha don gian nhwr sau

a) Vit liéu déo Iy tudng (khong tai bén): gom doan thing dan hoi OF,
tiép dén doan thing song song vai truc Oe;.

b) Vit liéu ciing déo: khi ng sudt nho hom oy, bién dang xem nhw bing
khong.

¢) Vit liéu tdi bén: ti€p theo doan OF la dwomg cong lién tuc cé heé s6 goc
gidm dan, holic 13 dogn thing ¢ hé s6 gée £ néu vat lidu tdi bén tuyén tinh.

d) Vat liéu c6 tiét dién chdy: ghm ba doan - doan dan hoi OFE, doan EN
tng véi tidt dién chdy va doan tng voi trang thai tal bern.

1.6.3 Bét ding hudng bién dang - Hiéu itng Bauschinger

Tir trang thai sau khi cat tai hoan toan (diém C) ching ta dit tai tiép nhwng
¢ diu ngiroc lai, tie 1a thay thé viée dan thanh bing nén thanh. Gidi han
chay xuat hién lai khi nén O’EH) thay d6i phy thnde vao bién dang trude, do
dé O’%A) # J&H). Ngoai ra modun téi bén ciing c6 thé thay 4.

Nhir vay la khi ¢é bién dang déo. trong vat thé xuit hién bdt dang hudng
bién dang, né lam thay déi tinh c¢hat dan hoi cia vat lifu. Mot trong nhirng
biéu hién d6 1a hi¢u #ng Bauschinger.

Néi chung hiéu tvng Bauschinger thé hién & cho bitn dang déo ¢ trwde
khi dan (hosic nén) lam gidm sitc déi khang voi bién dang déo khu nén (hodc
dan) tiép sau. Ditu dé cé nghia 13 ting gioi han chay khi dan kéo theo su
giam gi¢i han chay khi nén

joi] > 101}

1.6.4 Anh hudng ctia tdc dd bién dang

Néu nhitng thi nghiém tién hanh trong khoang thoi gian binh thwimg vdi
nhiét do binh thwdng, thi tinh ¢hit co hoc cia kim loai néi chung khong phu
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thude vao tde d6 bién dang. Téc db bién dang anh mrémg trong cdc thi nghiém
véi vat lieu nhw chi, thiéc... vi trong céc thi nghiém véi thd glan dai hodc
tirc thod va tdng nhiét do. Anh hudng cia téc 4o bién dang phu thuoc rat
nhitn vao nhiét do.

1.6.5 Hién tuong chung img sudt, tir bién va moi

a) Hién tugng chung ung sudt: Xét trdng hop dan mét thanh véi toe do
bién dang khéng dai

Hinh 1.5

Dén didm A trén dwong cong o1 ~ € ta ngirng dit tadi mot cach nhanh
chéng va giit cho bién dang khong déi. Ung suat O’EA) bit diu giam nhanh
sau do thay ddi tir tir va ti€m can tai gld tn ogm < agA). Hién tweng (ng
sudt giam lién tuc véi bién dang khong d6i goi 13 hién tuong ching t#ng sudt.
Vi nhiét d6 thap hién twong nay khong déng k&, tic la sau khi ngimg dat
{4] véi bién dang khéng ddi, néu ta dat 1ai tiép, vng suit nhanh chéng dat gid
tri ogA), dwong cong o1 ~ €1 ¢6 dang binh thuwdmg, hiu nhu khéng co didu gi
xdy ra tai diém A.

b) Hién tuong i bién: Gia sit tai diém A ta nglng dit tai va gitr cho tng
suit khong ddi. Bién dang khéng ngirng lai, ma ti€p tuc tang nhanh sau dé
cham dan va tiém cén toi gid tri c(lc)‘ Hién twong nay goi la hién tuong chdy
chém hay con goi 1a hi¢n tugng tu bicn. Néu dit tai tidp véi téc do bién dang
khong déi 16n hon téc do chay cham, (ng suat lai dat gid tri trén duomg cong
g1 ™~ €1.

Véi nhiét d6 binh thuong hién tuong chdy cham khong déng ké. Nhung
v&i nhigt d6 khodng 500° hai hién twong trén a6 voi thép trd thanh quan
trong. Maxwell, Prandtl d& mo t4 hai hién tuong trén bing biéu thitc todn
hoc
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trong do ¢ 1a thoi gian, e; bién dang tinh tir diém C; UEO), e(lm, F 1 hang s6
phu thuée vao nhiét dé.

N

Hink 1.4
Theo Nadai:
deq 1 doq _ (0)
it Ea " sh-75 (OJ

c) Hién tuwgng mdi: Thi nghiém cho thdy mét thanh kim loai dwéi tac
dung cia tai thay déi chu k¥, cé thé bi phd huy sau mot s khd lém nhung
hiru han chu ky dit tdi, ngay cd khi tng suit cue dai chwa virgt gidi han dan
héi.

Sw 13p lai nhigu lan chu ky dat tii - cét tdi thwong dan dén gidm gidi han
bén cia két cdu, tirc 1a k&t cdu ¢b thé bi phd hiy v&i tng sudt nhé hon gia
tri ng suat phd hiy khi lam viée tinh. Nguvi ta g0l d6 1a hién tuong mdi
cua vat lidu.

Vén d8 nay rdt quan trong trong thyc t&, vi ring nhigu chi tiét may , vo
mdy bay va tau thuy, gidn khoan thwdng chiu cic luc cé chu trinh.
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Sw phd hiy do mdi thudng thé hign & chd xudt hién va phét trién cac vét
ran vi moé bén trong va bén ngoai mat vat lidu.

1.6.6 K&t luan v& dan thanh

Nhitng hién twong néu trén trong trirdmg hop dan thanh biéu thi nhidu tinh
chit cla bién dang déo. Trong pham vi gido trinh khéng thé trinh bay moi
nghién ciru vé cdc van d& d6. Nhu trén ching ta da ndi, & day chi dé cap dén
khao sdt 1y thuyét déo cia kim loai trong nhiét dé binh thwdmg. Vi vay:
a) Lién hé phi tuyén gia tng suat va bién dang khi dit tai c6 thé viét
dwéi dang:
g1 = ®(e1) = Eey(1 —wiey)),
trong dé ham ®(e;) phai théda man didu kién
1 dd
E>—de)> 2 >0,
2] d€1
Cdc vit lieu cé ham dic trung nhir viy goi 1 vat liéu tdi bén. D& véi vat
liéu tdi bén tuyén tinh, ngudi ta biéu thi haim ®(e;) thanh hai doan thing
V . oge . Ty . g
gip nhau tai diém o, va e, = L khi dé:

erLes w=40,
E-F
E 1

e > e, w:A(1-Z—5) véi A =
1

trong dé E' 14 médun tai beén.
b) Bién dang dan hdi trong qui trinh cit tdi; néu cdt tal bit diu tir
o1 = o] vi e = €] thi theo dinh luit Hooke ta c6
o1 —a] = E(e; —ej),
hay I3
o1=Ef{e;1 —€]) = Eegc),
vi
o1
E
O day, trong qud trinh cit tai hiéu dng Bauschinger bang khong. Chiing

ta bd qua moi hién twong chilng ¥ng sudt, tir bién va phu thude téc do bién
dang.
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1.6.7 Tinh chit thay 43i thé tich dan hbi

Pa s6 cdc vat thé thulin nhit dang
hwéng cé tinh chit thay dé thé tich din
hoi, tikc 13 do thay déi thé tich twong d6i
) trong qud trinh bién dang ding nhidt
12 ham s6 xdc dinh cia Gmg sudt trung
binh 0. Qué trinh bién dang nay L3 thuin
nghich. C¢ thé thiét lap lién hé giva o
va § tir thi nghiém nén thiy tinh vit thé,
Céc két qua thi nghiém cta Bridgman [25] Hinh 1.5

Vi nhieu vat liéu khac nhau da khing dinh két luan trén: thé tich gidm khi
ting dp sudt va tré lai trang théi cii khi cit tii. Do d6, theo cong thite v
thay doi thé tich trong ly thuyét dan hdi, ta c6:

c=3Ke= K8

Qny ludt nay khéng nhimng ding trong trudng hop nén dbu moi phia, mi
con ding trong trdmg hop ¢d bién dang tiy y. Thi nghiém cda Davidenkov
chi ra ring dnh huéng ctia bidn dang truot téi quy ludt thay d6i thé tich I
khong ddng ké va c6 thé hé qua.

Bién dang truot cia vat thé gy ra su thay doi hinh ding. G nhiét do
khong cao 1am déi véi vat liéu ding huwéng, hién dang trugt it phu thude vao
dp sudt trung binh, nhirug déi véi vat li¢u bit dang hiréng, bién dang trirot
phu thude vao 4p sudt trung binh.

D tinh todn bién dang déo doi khi ngwoi ta con thay thé bing didu kién
khéng nén duoc

Lol —

£ =

Diéu do 6 nghia 1a s thay déi mat do khi bién dang déo co thé hé gua,
Viée xay dung ly thuyét déo lien quan dén gidi 3 bai tosdn co ban:
a} mé rong khidi niém gi¢i han chay trong trromg hop 1'ny sudt bit ky:
b) dwa vao khéi nidm dit tai va cit tai;
c) thiét 1ap quy ludt bifn dang déo.
Do do ching ta cin dwa vao nhimg khdi niém d6i véi qud trinh bidn dang
phirc tap mét cach téng quat Lhon nhivng két qua uhan dwoc trong khao sdt
do thi dan - nén thanh.
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1.7 Diéu kién chay déo

Trang thai dmg sudt xét trong trieomg hop kéo - nén thanh 1a trang thai g
sudt mét chidu, vi chi ¢6 mét thanh phén tng sudt chinh khdc khong. Trwong
hop téng quit ca ba. hodc hai dmg suit chinh khéc khéng, nhimg két qua trén
chwa di cho ta khdo st trang théi ng sudt tong quat. Vi viy cin phai thiét
lap diéu kién chuyén tir trang thai dan hbi sang trang thai déo. Ta goi didu
kién d6 la ditu kién chdy déo. Xudt phat tir cho diéu kién chdy ban din cé
thé biéu thi qua tng sudt va khéng phy thude vao céch dit tai trong mién
dan hoi, né phai doc lap v6i cdch chon hé toa dé =, Y,z vi vay dang tdng qudt
cla didu kién chdy chi 1a ham s8 ctia cde bit bicn tenxo ng sudt

Haig) = f(J1, Je, J3) = k2.

Nhir trén da chi ra ring trong nhitu bai todn Anh hwdng cia dp suit trung
binh d6i véi sw thay déi hinh déng c6 thé b qna, khi dé ¢6 thé viét didu kién
chdy nhe thanh phin tenxe lech ing sudt. Vi viy

F(Sy) = f(Jy, J5) = k2.

Déi vai vat ligu déo Ly tudng (khong téi ben) trong ca qué trinh bién dang
déo k? = const, con vi vat liéu tdi ben k sé thay dai khi bién dang déo ting.

Ta thdy rang ham f phdi ddi xtng déi v&i diém khéng vi phirong trinh
trén bicu thi didu kién chay déo ban dan, trong d6 hisu ung Bauschinger bing
khong. Hon nira, ham f phdi dé xtng ddi véi hudng chinh vi ching ta xét
vat liéu ddng hwdng.

Néu bi¢u dién trong khong gian \¥ng suit chinh oy, 02, o3 phrong trinh
trén biéu thi mét hinh try ¢o truc 13 duong o) = gy = oy thing géc véi miit
phing o1 + 0o + oz = (.

Nghién ciu dieu kién chdy trong qud trinh bién dang déo la mdt van de
rat quan trong duge nhieu nguoi quan tam. Ching ta s¢ da cap dén trong
chirong sau. 9] diay néu moét s6 gid thidt ve dicu kién chdy ban diu, tie 13
diéu kién dé trong vat thé xuit hién bién dang déo.

1.7.1 Diéu kién Tresca - Saint Venant
(hay dieu kién ttug sudt tiép cuc dai khéng doi)

Dura trén nhitng k&t qua thi nghiém cia Tresca vo sw chay déo cla kim loai
qua khe hong, Saint Venant da kién nghi diéu kién chay nhw sau: Vit lién
vieot khdi gidi han dan héi khi 1tng sudt tiép cuc dai dot gid iri T,

Timax = Ts (113)
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trong do 7, 1& 1ing sudt giéi han khi xodn.

Saint Venant cho dieu kién chiy trong trwong hop bién dang phang, con
Lévy cho trong trwdmg hop khong gian,

Néu goi o; (i = 1,2,3) 13 itng sudt chinh, diéu kién (1.13) c6 thé viét dudi
dang

oi — ok =275 (03 205> 0%), (4,5,k=1,238).

Ap dung vio truomg hop dan thanh oy = o3 = 0, 01 = o5 ditu kién chiy Saint
Venant cho ta
1

Ts = 50’3.
V& mit bidu dién hinh hoc, didu kién niy cho ta hinh ling tru cd tiét dién
12 hinh séu canh, truc cia lang tru la dwimg thing o1 = o2 = a3.
3’
TR

Tiét dién cta né trong mat phing
o1 + o9 + 03 = 0 14 hinh luc lang déu.
Mién dan héi 13 mién trong cia ling
try. Véi nén hodc din déu moi phia
, ¢ , trang thai ¥ng suit cé dang 6 = 0 =
S o3, thi vat liéu vin lam viec dan hdi ké
Hinh 1.6 cd khi a; ¢6 gid tri cye 1on.

Diéu kién Saint Venant diic trung cho trang thdi chdy déo cia vat liéu Nhong
két qua thuc nghiém v sw chdy déo ciia vat lidu khi bi cdn phil hop véi digu
kién nay.

Nhwng diung ditu kién Saint Venant trong bai todn khong gian gip kho
kh#n lén vé milt todn hoc. Mises kién nghi diéu kién chay khdc.

1.7.2 Diéu kién chay Mises
(hay didu kién cudmg do Gng sust ti€p khong doi)

Hubert, Mises v Hencky dwa ra digu kién chdy déo trén co s& nédng lugng
bién dang khong ddi

1
f(Sij) = Jp = 55155 = 72, (1.14)

V& trai cia (1.14) t¥ 1é véi ning lwong lam thay d6i hinh ding, né cling chinh
14 bidu thirc ciia binh phirong cuedng d6 ng sudt tiép T

Phuong trinh (1.14) biéu thi bang hinh hoc cé dang hinh tru tron, ngoai
tiép lang tru Saint Venant. Tiét dién cla né trong mét phing o1 + a2 +03 =0
14 hinh tron ngoai tiép ling tru déu.
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Néu biét cac wng sudt chinh o; (i = 1,2,3) phwong trinh trén ¢6 dang
(o1 — 02)2 + {02 — 03)2 + (03 — 0’1)2 = 67.3-

!’\p dung vao truwdmg hop dan thudn tiy o9 = 03 = 0, 01 = o, tir diy suy ra
Tz = \/g Ts.

Ta ciing ¢6 thé bidu thi dieu kién Mises dwdi dang thuin tién hon qua
cudng dd tng sudt o,

3
0w = 0 hay la 55’155,;3- = orf.

Mises coi didu kién Saint Venant 13 diing, con di¢u kién (1.14) 13 gin dang,
nhwng nhidu thi nghiém che ta thiy véi cdc kim loai da tinh thé ditu kién
Mises théa man tét hon.

Chu ¥ rang didu kién Saint Venant va &idu kién Miscs khong khéc biét
nhau lm, sy khdc biét d6 ¢6 thé lam gidm di dwoc.

Dé thé nghiém cdc ditu kién chdy ngudi ta da tién hanh nhidu thi nghiém,
cong trinh cda Hill [77] trinh bay kha diy du ve vAn dé nay.

1.8 Diéu kién dit tai va cit tai.
Gia thiét duérng cong bién dang duy nhit

Trong 1y thuyét dan hoi do tinh chat téng hop tuyén tinh dnh hirdng cia lyc
tac dung, nén ching ta khéng cin quan tim dén cach diai tai. V&i cach dit
tai thy y tenxo chi hirdng ¢ng suit va tenxo chi hudng bidn dang luén ludn
tring nhau.

Trong ly thuy& déo céch dit luc anh hudng quyét dinh dén lién hé gitra
tenxo Ung suat va bién dang. Do dnh hudng cla sy thay déi lre ngodi (qud
trinh dit tai) trang thdi bién dang tai lan cin diém thay d6i theo, ta goi hién
tirong do 14 qud irinh bién dang.

QQué trinh bién dang 13 don gidn khi tenxo chi hwéng bién dang khong
thay déi. Qua trinh nay thire hién dwgc néu cée tdi ngoai thay déi ty 1é vai
mot tham s§ nao diy. Trong qua trinh don gidn cde thanh phin bién dang
cé thé thay déi, cdc dai lirong e, ey cling ¢6 thé thay ddi nhung hréng chinh
bién dang va ty s8 bién dang chinh khéng déi.

Twong 1ing vdi qud trinh diit tal don gidn tenxo chl hwéng ng suat cling
khéng thay déi.
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Qua4 trinh bién dang 13 phitc tap, khi c6 it nhat mot thanh phiin cila tenxo
chi hwémg bién dang thay dai.

Trong nhidu nghién ciru thye nghiém ching ta thdy, trong mién bién dang
déo v&i dit tai don gidn hé thire giita cromg do tng sudt tiép T va cuong do
bién dang trwot T khéng phy thudc vao trang thai tng sndt

T = g(I'T, (1.15)

trong dé ¢(I')} 1a ham s6 déc trung cho ting vat liéu. Vi dang cia phwong
trinh nay khéng phu thudc vao trang thii ting sudt, nén cé thé xdc dinh tir
thi nghiém din don gidn.

Trong trwong hop qud trinh bién dang phirc tap hé thirc (1.15) cho két
qud gin ding véi thue nghiém.

Phwrong trinh nay cé thé dic trung cho moi giai doan bién dang. Qua vay
néu dit g(T) = p ta cé dinh luat Hooke cho giai doan dan hoi T = pl, néu
dat g(I") = 7,/T ta sé c6 diu kién chdy Mises T = 7, (vat lién déo 1y twdng).
Ham s6 g(T") doi khi con goi 1a médun déo. O trang thai t4i bén cia cdc vat

e - " # rE - dT ~ &
licu thwong gip dwong bién dang lom vé phia dudi, ta cd 7 > 0 dau bang
Y
xdy ra khi vat ligu déo 1y twdmg, Khi d6

ar T,
o T _ opre<o
o1 - 9inr<o

Vi vay ¢'(T") < 0, g(T") 1a ham s gidm cta I’
0<g<u=0G.
Giai (1.15) nguoc lai ta dwoc:
I = g(T)T.

Gid thiét v& dwong cong bién dang duy nhat nhw vira trinh bay ¢6 thé md
rong nhu sau;

O trang thai t4i bén cong cla bién dang déo W, khong phu thude vao cich
dit taf va chi 13 him cia cudong d6 dng sudt tiép

W, = / ouyde?; = (T, (1.16)
trong dé ¥(T) ham dic trung cho timg vat liéu, khong phy thudc vao dang

ctia trang théi Gmg sudt. Cong bién dang déo 12 mét ham s dwong, vi vay
¥(T) > 0. Ngoai ra khi bién dang déo téng, W, cing téng, cho nén ¥'(T") > 0.
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Ilyushin [51] ciing gid thiét lién hé gitra cwrong d¢ 1ing suit vi cudmg do
bién dang la duy nhit

0w = Bley). (1.17)

Ham ®(e,) dic trung cho timg vt Héu va khéng phu thuéce trang théi ¢ng
sudt. Tl thi nghiém dan dom gidn ta cé:

o1 = ®(e1) = Eey (1 — w).
Trong truong hop nay:
2
Ou = 01, €= 3(1 + v)ep

hé thire trén con c6 thé viét duwdi dang

3
Ty = mE{,ﬂ(l - L;J) = BGBu(l - LEJ),
E
t ddG=p==———.
rong dd G =4 it
Vi viy ta ¢ thé mé rong dé viét hé thie (1.17)
Tu = 3Gey {1 — wley)]. (1.18)

Ham 3G(1 —w)} & day déng vai trd twong tw nhir g(T') trong (1.15). Ham
w{e,) xdc dinh bdi céng thire

3Gey, — gy,
Ww=——"
3Ge,
Gid thiét ve dudmg cong oy, ~ e, twong tiw nhir déi voi T ~ T ta cé
dur
36> 24> ",

€y  dey

o, AM

S5 |-y M

0 & M M

Hinh 1.7
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Ham s6 w(e,) biéu thi ty s6 doan MM’ trén doan M'M". Né bang khong
véri bién dang dan hoi va thda méan cdc bat ddng thie

dw
12w+end— >w >
LT}

Ky hidu e, 13 bién dang gidi han twomg Gng véi oy, ta cé

w=~0 voi €y S €4,
w=wle,) >0 vii e, > e,
Néu duong cong g, = $(ey) 6 thé biéu dién gan ding bang hai doan

thing, thi “Z% 13 hing s8. Khi do
dey,

w=10 vl euSGs,
u=,\(1—"—“’) véi eg > e,
€u
trong do
1 E'
Aelo L o E
3G dey 3G

tirong 1ing véi vat lidu tdi bén tuyén tinh.

Diéu kién @it tai va cdt tai. Vi tng suft mét chiéu ta phén biét mot
cach dé dang dit tai vd cit tdi. Nhung trong tru-orng hop ttng sudt phitc tap
van dé khé khdn hon nhiéu.

Gid stt v4t thé & trang thai déo diic trung béi ng sudt oy; va bién dang
&ij - Néu cho gia s8 dayj, deyj, cée dai luomg T, T ciing nhan duge gia s6 47,
dl', nhung ta chua thé két luin dwoc 6 ting thém bién dang déo hay khong.

Truwdng hop dit tdi don gidn cic thanh phin clla tenxo léch iing suit thay
déi ty 1& véi tham s5 t. Khi d6 ¢ tdng Gmg véi dit tai, ¢ gidm ing voi cdt tai.

Chiing ta c6 thé di dén tiéu chudn diit tai mét cach tong qudit hon. Dé do
co ban cla bién dang déo la cong bién dang déo W,. Khi dit tai bién dang
déo ting, thi gia s6 cong bién dang déo dwomg. Cén phéan biét hai loai vat
liéu:

a) Vat liéu déo ly tudng. Véi vat lidu nay chi ¢é thé dT <0

dT = 0 phdt sinh bién dang déo

dT < 0 cat tai trong vat theé theo quy luit dan hoi.

b) Vit liéu tdi bén. Diéu kién dW, > 0 twong dwong voi ¥/{T)dT > 0.
Vi ¥(T) > 0, cho nén -
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dT > 0 iing voi dit tai

dT < 0 teng voi cit tai theo quy ludt dan hdi. Trang thii dng véi dT =0
déi khi goi 1a trang thdi trung gian.

Khi ¢4t tdi, phin bién dang cia phan tir x4y ra do viéc tich liy nang lwong
dan hoi sé mat di, con lai bién dang du. Vi vay bién dang toan phan &;; co
thé xem 12 tdng bién dang dan hoi €f; va bién dang déo et

o= E P
Eij = €35 T &

Thanh phin bién dang dan hdi lién hé véi ¢ng sudt theo dinh ludt Hooke, cac
hiing s6 dan héi xem nhuw khong déi. Khi cdt tdi thanh phin bitn dang déo
khong ddi, thanh phan bién dang dan hdi thay dGi va thdéa man hé thie (1.12)

1 3v
EE:}; = ﬁ (Uij — mﬂglj)

1.9 Nhirng 1y thuyét déo don gian

Khéc véi ly thuydt dan hoi, trong dé quy ludt lién hé giira dng sudt va bién
dang 13 duy nhét, ngudi ta thiy cé nhiéu ly thuyét déo. Cdc 1y thuyft nay
déu 6 cor sé xay dung trén nhitng gid thuyét khéc nhau va déu mang ¥ nghia
thye tidn. Néu di siu vao phan tich ta sé thdy ching cho cung két qua dai
véi 16p qud trinh ndy, nhung lai khdc biét nhau Adi v&i 1op quéd trinh khac.
Vin de & chd cdc giad thiét cna ly thuyét mdi chi phan dnh dwoc mot 56 khia
canh nao ddy cia tinh chat vat liéu khi cé bién dang déo.

Bé xdc dinh quy luat bién dang déo can phai thiét lap dwoc quan he giira
Gng sudt va bién dang, twong tw nhw dinh luit Hooke trong 1y thuyét dan hoi.
O day ching ta khéng xét quy luat déo, lién quan dén tinh tir bién, tinh nhdt
ctia vat liéu, tic 1a nhitng hién twrong trong d6 thoi gian anh hwéng nhiéu
dén tinh chat co hoc cua vat liéu.

Trén quan diém co hoc thi trong 1y thuyét déo cling ¢6 hai bai toan co
ban.

Bai toin thit nhit cling twong ty nhir bai todn dan hdi: cho trude Iye
ngoai tinh hoac djng phai tim bién dang; néu lyc ngodi triét ticu hoan toan
ho#ic mot phin, ¢in xdc dinh bién dang dw ton tai trong vat the; biét sy thay
4 tinh chit co hoc lién quan dén bién dang déo va dat tai ldp lai can xdc
dinh tai twong ing véi sy phd hay vov..

B todn thit hai vé khia canh ndo ddy twong tw nhu bl todn thiy dong
hoc: theo chuyén déng cho trude ciia ¢6 thé (hodc vét thé bién dang) xd&y ra
bén trong hofc trén mit méi trudmg déo. Chn xdc dinh stc ddi khiang, sy
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phan bd dp sudt trén mat vét thé va trang thai co hoc ctia méi treong. Cing
6 thé b sung vao day nhimg didu kién cia bai todn thir nhat. Trong nhitng
trwong hop don gidn, ly thuyét déo c6 thé khong tinh dén dnh hirdng cia cac
bien dang trwde déi voi st de khang cla vat lién, nhung phai tinh dén hién
qua clia &p sudt (trong truomg hop ap sudt cao). Mot 1y thuyét nhir vay phai
sit dung dwoc voi bién dang hiru han va véi ¥ nghia nao day né twong duong
véi thiy dong hoc.

Prager |69, 73} chi ra ring mei ly thuyét déo co ban deu xdy dung trén
co s& bé thire tuyén tinh gira chc tenxo. Cac hé thite nay chia vi phan, tich
phéan cta céc tenxo léch tng suét va bién dang

L(Sy;) = L'(eij)- (1.19)

trong d6 L, L' 1 todn tir tuyén tinh cla cac tenxo léch phu thudc vao mot
tham s6 A nao diy

A

dSi;
L{S;;) = ASij + B—;—/\‘l + fcsijdx +...
0

(1.20)

A
de :
LJ(Gij) = A'eij + B’% =+ fC’eijd/\ + ...
0

A,B,C... 1a cic ham cia bat bién J,, J5, con A', B, C” la ham ctia cac bat
bién &, &3.

Nhir cac gia thiét riéng vé cdc heé s A, B,C va A',B' (' ching ta nhan
dwoc cic hé thie cda ly thuyét déo don gidn. Sau day ching ta di vao khao
sat mot vai 1y thuyét chinh, hién dwoe sit dung réng rai trong tinh todn ky
thuat. Theo Ilyushin c6 the tam chia ra hai nhém 1y thuyét:

a) ly thuyét bién dang, trong dé lién hé hiru han gitra tenxo léch ing sudt
va tenxo léch bién dang.

b) Iy thuyét chay, trong d6 lién hé vi phan giita tenxo lech tng suat va
tenxo léch bién dang.

1.10 Ly thuyét bién dang déo

Ly thuyét bién dang Hencky - Nadai 25, 73] xéiy dung trén co so
a) Vit liéu dang hudng ban ddu.
b) Su thay déi thé tich tuong déi ty) 1é voi dp sudt trung binh

o = 3Ke.
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¢} Tenzo léch ung sudt va bién dang twong tu véi nhau vé cd cing truc,
tiec la €d cung hudng chinh.

Ly thuyét nay la sy mé& réng cia dinh luit Hooke.

Khi dé trong hé thirc (1.19) va (1.20) chl con cdce s6 hang ¢d hé s6 A va A’

ASy; = Aleyy. {1.21)
Theo cdch ky hiéu cia Hencky cé thé viét (1.21) dudi dang
ey = PS5y,
hay 1a
5 — ebij = Yoy — 0dyy), (1.22}

trong dé 1 - hé so ty 1& 13 ham ciad cdc bat bién tenxo ¥ng suit va tenxo bién
dang. Phuong trinh (1.22) chi ra rang cac thanh phin cia tenxo iéch bién
dang bing thanh phin twong kng cia tenxo léch vimg suit nhan véi vo hwdmg
*p. RO rang ring tenxo éch bién dang va tenxo léch ng suit ¢é cling hudng
chinh ¢on cdc gia tri chinh cla ching t¥ & v4i nhau

e; — e =yY{ao; — o),
tir day suy ra

€1 — €9 ey — €3 €3 — €]

g1—0gy Ogz—03 a3-—01

ung sudt tiép chinh ty 1& v&i bién dang trirgt chinh.
Viét cong thire (1.22) theo cic thanh phin ta duwoc

Exz — € — w(on - 0)1 Eay = 'l,ll'?'zy,
Eyy — € = Yoy — a), Eyz = YTyz,
Ezz — €= d)(ﬂ'z: - 0)1 €2z = YTez.

Thay thé e boi o, dwa {1.22) vé dang

1
#J(ﬁ,‘j).

Nhér cac hé thiec Hencky tinh gia s6 cong cla luc trong theo cong thie (1.10)

€ij = 1!1(01:1‘ -

W =68 + Sij(se;j.
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trong d6 o = K8, con S;; lign hé véi e theo (1.22). Viy
r
(SW:K969+%6F. {1.23)

Tiép dén tinh cdc gid tri cla cwdny d6 tng suat tiép T va cirong d6 bién
dang trwot I', ching lién hé véi nhau béi hé thie:
T = 2yT. (1.24)
Thé biéu thirc nay vao bidu thite cia cong din dén
W = g6 + T6I.
Trong cdc hé thire trén ham 4 chwa xdc dinh, né }a ham cia cc bét bién
d) = w(TaFch)-
Truwdng hop riéng:
a) Dan hot tuyén tinh.
Gid st
! t
= — = con
V=13 5
hé thire (1.22) dwa v& dang dinh luit Hooke d6i véi tenxo léch

1
81;:_.':'2—@

S@j.
Cudmg do tng suét tiép va cudmg 46 bién dang treot (1.24) t ¢ véi nhau
T=GT
va the dan hdi W ¢6 dang
1 5 1 _ .
W = -K6° + -GI.
2 2

b) Vat liéu déo bj tudng
T diéu kién chdy Mises

T =7,
va biéu thire (1.24) suy ra

@ =T/2T = /27,
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Hé thire Hencky ¢é dang
2714

Sij = ‘-f*Egj.

TAat nhién ching ta khong thé xdc dinh mét cach don tri thanh phan bidn
dang qua \tng suit trong trrdmg hop ndy, vi ring tiét dién chiy khong ¢6 lién
hé don tri gitra ng suit va bién dang.

Cong lirc trong c6 dang:

2

W = —I—{-Q—G—+TSF.

c) Vat liéu tdi bén. V6i gia thiét dwomg cong bién dang duy nhat (1.15)
T=g(I)I' hayla I =g{T)T,

hé thire (1.24) dan dén

1 g(T
P = m hay ¢ = %
Khi dé hé thire Hencky cé dang:
Sij = 2¢(Dey ,
hay la
1_
€y = §Q(T)Sz’j- (1.25)

Thé ning bién dang sé bing

2
W = % + /g{F)FdT‘.

S6 hang thi¥ nhit biéu thi ning lwong lam thay déi thé tich, s6 hang thit hai
biéu thi ning lwong 1am thay déi hinh ddng vat thé.

Phuong trinh cia ly thuyét bién dang do Hencky thiét 1ap diu tién cho
vat liéu dédo ly twdng, sau d6 dwoc mé rong cho truimg hop tdi bén. Tuy
phwrong trinh ndy van phi tuyén, nhung don gidn, nén dirgc dp dung rong rai.

Ly thuyét bién dang phan 4nh day dd ddi xit déo trong trwdmg hop dit
tai dom gian (khi cdc thanh phan Gng suit ting ty 18 vdi mot tham sd) va ¢
thé sit dung duoc cho qud trinh gan véi don gidn.
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Viri qud trinh phitc tap, ly thuyét khéng cho két qua phit hop véi thuc té.
Ching han véi qué trinh trong dé cdc thanh phiin ¥ng suat thay déi, nhung
gid tri T khong ddi. Khi d6 theo gid thiét dwong cong hidn dang duy nhdt va
dT = 0, tir cong thie Hencky suy ra

1_
deij == Eg(Tﬂ)dS‘j‘
Mit khac khi dTp = 0 cé thé xem nhw trirong hop gidi han cha cat 14

1
deij = 2—60351‘_?'.
K& qud nhin dwoc mau thudn véi thye t& vi chuyén tir bién dang déo sang

VR i . L o
cat tai phai x4y ra lién tuc nhung & day g(Ty) # rel Vi viy, can phai gidi han
nhimg qué trinh trong dé tng dung dwoc 1y thuyét.

Katchanov [59] da chi ra rdng phwong trinh cia ly thuyét bién dang 1a

phrong trinh cta vat thé dan hoi phi tuyén.

1.11 Ly thuyé&t chay déo

ang suat tai mot trang thai nao diy phuy thudc vio ci qud trinh bién dang,
nen lién hé gitta tng sust va bién dang néi chung khong & dang hiru han, ma
& dang vi phan. Ly thuyét chdy déo thigt lap lién hé gitra gia s6 bién dang va
ttng sudt, dwa trén céc gid thiét co ban sau day

a) Vat liéu dang hudng ban diu

b) Su thay déi theé tich tuwong déi ty I¢ véi dp sudt trung binh

o =3Ke,
hay la
do = 3K de.

¢) Gia s6 bién dang toan phin béng téng cia gia & bién dang dén hoi va
gia $6 bién dang déo

dgij = dE:J + dEE—,

trong dé gia sé bién dang dan hoi théa man dinh luat Hooke

1 3v
deg; = e (doij - Ii_yd"a"f)’
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hay la

1
de% = z—édS“

d) Tenza léch wing sudt trimg voi tenzo léch gia 30 bién dang déo, tire la
trang thai wng sudt xdc dinh gia s6 tirc thoi cta bién dang déo

de?j = dASiy, (1.26)

vi theo gid thiét b), ta ¢6 de? = 0, nén d.sp dep
Do dé hé thire (1.19), (1.20) chi ton tal 50 hang c6 hé s6 A, B, B":

B'deij = AS;; + BdS;;,
trong dé

1
B =1, B=5= va A =dX,

d) 13 ham cla cic bt bién wng sudt va bién dang, ty thude vao timg vét
liéu vi tirng qud trinh bién dang. Dwa vao céc diém co s& trén, hé thic gira
%mg sudt va bién dang ciia Iy thuyét déo c6 dang sau day

! —d5ij, (1.27)

dei; = dASy + 556

hay la

3v
degj = dA(01; = 06) + o= (da;_,, =

Udo—aij) .
Ta viét lai hé thirc clia Iy thuyét chay dudéi dang thanh phan
1 3
deze = dMogz — 0) + —(dau — —V—dcr),
I
3
deyy = dA(oyy — 0} + gé(dayy - mdﬂ)}

deve = AN(0as — 0) + —on (da _ o),

20z 1+v
1
degy = dATry + 50 — Ty,
1
dey, = dA1y; + ZGdTyz’

desz = dAT2z + -26(17;,:.
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Hé phuong trinh nay chwa diy di, cin phéi ¢é phwong trinh nira d6i véi dai
lrong dA. Ta chi ra rdng né lién quan dén dai lwong cong bién dang déo.
Qua vay, biéu thitc cong cua lye trong

oW = K846 + S,;jfseij = (5We + 5Wp,
trong do

§W, = 04;0¢; - cong bién dang dan hoi,
§Wp = 0358¢k; - cong bién dang déo,

v céc gia s6 bién dang thda man hé thic ly thuyét chay ¢ dang

SW = K050 + %T&T + 2dNT2.

Khi dé
1
SWe = K066 + 5 =T0T,
§W, = 2T%dX = %gﬁd,\. (1.28)

Bay gir xét mét 88 dang cla 1y thuyét chdy deo.
1. Ly thuyét Prandt] - Reuss d6i v&i vat ligu déo 1y twéng [73].
Tir didu kién chay déo Mises

Oy = Ty
va tir (1.28) suy ra
3dW, 3 3
dA = —L = L aydel, = — Sijdel..
202 202 59635 2027

Thay biéu thitc cda dX vio (1.27) ta nhdn droc hé thire xéc dinh cialy thuyét
Prandtl] - Reuss

1 3 Skgde
2G dSt_‘,l k¢

dey; = Sij- (1.29}

2
Ta théy ring lién hé don tri gifra gia s6 bifn dang véi ing sudt khong ton tai
trong trudng hop vit liéu déo Iy tudng,

Prandtl da thiét lap hé thirc ndy trong trwomg hop phing véi dieu kién

c¢hdy khéc mot chit. Reuss m& rong cho trwdng hop khong gian véi dieu kién
chdy Mises.
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2. Ly thuyét chdy déo Saint Venant - Lévy - Mises [73]

Trong qué trinh chdy déo, bién dang déo l6n hon nhicu so vdi bién dang
dan hoi, nén bién dang dan hbi cé the bé qua. Trong hé thie cia ly thuyét
Prandt! - Reuss bé thanh phén bién dang dan hoi, ching ta nhin duge ly
thuyét chdy Saint Venat - Lévy - Mises

d‘:‘t‘j = defj = dASij‘

Saint Venant cho hé thitc nay trong trudmg hop phing véi dieu kién chay
Qaint Venant, Lévy mé rong trong trwomg hop khong gian. Mises thay thé
ditu kién chdy Saint Venant bang ditu kién chay Mises.

Ly thuyét ndy dwge sir dung réng rai trong bai todn gia cong kim loai
bing &p sudt, lien quan dén hién twong chuyén dong chay déo cta kim loal;
Vi vy & diy nguoi ta ding khai niem tdc dd bién dang. Chia hai vé& hé thire
trén cho dt:

£i; = N Sij, (1.30)
trong d6 theo (1.28)

1 dW, 1 1
XF = - A = -5 Et o __'Sz .1'.'.
TR R e T R

Dimg hé thire (1.30) c6 thé tinh dwoc bidu thirc cta A

V= Juy,

- 1
2a,

trong d6 oy = V3 Ts VA Uy - cromg 40 tdc d6 bién dang. Khi dé (1.30) dwa ve
hé thire xdc dinh ena ly thuy€t Saint Venant - Lévy - Mises

3ty

= ——Sij. 1.31
Cif T g T ( )
Ro rang rang cho trude ung suit khong thé xdc dinh mét cach don tri téc do
bién dang, ngwoc lai cho tée do bién dang cé thé xéc dinh don tri Gng sudt.

3. Ly thuyét Prager - Reuss [70, 73]

Ly thuyét st dung cho vat liéu tai ben ddng hwéng, thoa man dieu kién
(1.16)

dW, = ¥(T)dT.
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Nhe¢r he thire (1.28) xdc dinh dai lwvong d:

¥(T)
dh = T2 drT.
Ky hién
v'(T)

hé thic clia ly thuyét chdy déo (1.27) ¢é dang

1 Juv
2G (d”‘f 1+o

Cac hé thic nay théa man véi dicu kién d7" > 0. Néu 4T = 0, ta c6 s thay
ddi trung gian cta trang thai trng sudt, khi dé gia s6 bién dang lién hé véi gia
s6 1ing sudt theo dinh luat Hooke, Néu dT < 0 sé xdy ra cat tai theo dinh
ludt Hooke. Khi chuyén tir dit tai sang trang thdi trung gian hay cit tai, gia
s0 bién dang thay déi lién tuc, diéu nay khéng 6 dwoc trong ly thuyét bién
dang.

Chii y rdng trong trudmg hop vat liéu tdi bén, hé thie (1.32) cho lién hé
don tri gitta gia s bién dang va \ing sudt.

dei; = doaﬁ) + F(T)dT (01 — o). (1.32)

1.12 Nhan xét chung vé cdc Iy thuyét déo.
Truong hop dit tai don gidn

T\Thu-n,g ly thuyct déo don gidn trinh bay & trén da duge dp dung vio giai mot
s0 bai todn cda Iy thuyét déo va bude diu st dung trong tinh todn ky thudt.

Bai todn xdc dinh Gng sudt ¢é nhidu ¥ nghia va vé nguyén tic chirng mic
nao diy c6 thé gidi dwoc.

Nhung céc ly thuyét trén cﬁng con ¢6 nhitng nhiroc diém. Ly thuyét Saint
Venant-Lévy-Mises gid thiét ring tenxo chi huéng tng sudt chi 13 ham cia
tenxo chi hrédmg tde d6 bién dang tire tho, tae 12 gid thist vat lidu “quén &i”
bién dang trude, didu dé khéng hoan toan ding. Ly thuyét Prandtl-Reuss chi
ap dung cho vat li¢u déo 1y twdng, xem tdc do bién dang chi phu thuéc vao
hai gid tri gan nhau clla tenxo léch ¢mg sudt, Dieu dé da phén nao tinh dén
lich stt qud trinh bién dang, nhwng chwa diy dt vi anh hu'dmg cta bién dang
trwde khd nhiéu. Ly thuyét Hencky-Nadai khing dinh ring bién da.ng tai than
diém da cho chi phu thude ¥ng sudt tike thod, nhing ta biét ring néu thay déi
dot ngdt 1ing sudt, ma ly thuyét cho bién dang khong bi gidn doan, két qud
d6 khong phit hop véi thye té. Ly thuyét tdi bén ciia Prager ¢6 cuing nhwrge
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didm nhuw 1y thuyét Prandtl-Reuss, mit khdc dya trén thiwe nghiém don gidn
d8 xdc dinh tdi bén, né khong phdn dnh dwoc hiéu ng Bauschinger. Nhin
chung céc tdc gia khong gi¢i han pham vi tng dung cia Iy thuyét, Ilyushin
da xac dinh ranh gidi sit dung cée Iy thuyét déo trén.

Dura vao khai niém dat tdi don gidn va dét tdi phitc tap, liyushin da giai
thich dwoc mau thuin tai sao cdc Iy thuyét trén phl hop véi qud trinh bién
dang nay lai khong pht hep véi qud trinh bién dang khéc vi da ching minh
dwoe véi dit tdi don gidn £t cd cde thuyét déo néu trén déu tring nhau va
¢6 thé dic trung bing 1y thuyét bién dang dan déo nhé [51].

Theo dinh nghia dit tai don gidn, tenxo chi hiréng ing sut khong déi va
céc true chinh tng sudt 12 6 dinh tai mdi diém.

Néu chiing ta khéng tinh dén céc hién twong tir bién thi moi ly thuyét suy
tir hé thire (1.19), (1.20) trung nhau. Két qua nay cé thé suy tir dinh ly ve
toén tir tuyén tinh ddi véi tenxo. Gid st ¢6 tenxo P va todn t& tuyén tinh L
phu thuéc tham s6 A. Néu lién hé gitta tenxo va tham s6 A 1a dom gian, thi
Q@ = L{P) c6 cung tenxo chi hwéng nhwe P.

Prager da biéu dién bang do thi sy tring nhau cta cac ly thuyét khi truc
chinh bién dang c& dinh. O day trinh bay phén chimg minh cia Ilyushin.

Gi4 stt tenxo tng suat oy tail di€m nao ddy cia vét thé phu thudc vao A,
trong d6 A cé thé 13 thoi gian hofic tham s& dit tai ty 1&. Theo dinh nghia dit
tai don gidn:

Sij

Ti; =
7 Ou

= const,

nhw viy, tuy céc thanh phan Sy va cuong dé o, phy thude vao A; ching phat
trién theo gia s6 lye ngoal tinh tir thoi diém dat lire dén théd diém dang xét,
nhimg moi thanh phin cta tenxo chi hwdng déu thoa méan hé thirc trén.

Gol A1, Az, ..., An 12 cdc gid tri trung gian cta A, ta c6
Si(a) L Sylde) o Siilda) Sii(A) _ st
ogu(A1) oul{A2) Tu(An) au(A)

Theo tinh chat cia ty 1 thic thi

§_‘i _ alsl'j()\l) + -+ ﬂnSij(/\n) + aSij
Oy alou()q) + -4 an01,_(/\) + agy,

= const,

trong d6 ai,az,. .., a, 14 nhimg hing s6 nho ddy. Ta ¢6 thé chon A tiy ¥ va
dit

ar=ay=-+=@an_| =0, a=—an, A= Idp =dA,
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khi dé
Sij _ 48y ydoy

ou  dr [/ dr (1.33)

Vi cach lam twong tw, néu ldy ba gia tri rit gin nhau cia A khic khéng,
chiing ta tinh dwoc cong thire cho dao ham bac hai v.v... Néu dit

an = a(X, An)(Ant1 — An),
y f a(A An) S5 (An)d

o / a{X; An)ow(An)dAn

(1.34)

Dura vao két qud (1.33), (1.34) mai todn tir tuyén tinh c6 dang (1.20) cé thé
dua vé
Sij _ L(Sy)

Ou L{oy,) .

(1.35)

Goi gij = L(8y) 1a cac thanh phin cia tenxo léch va gu 12 cudng db cla
né

Ju = (g%%’)l/?,

tir (1.35) suy ra

L
Gij = _;(:r_u)‘sij‘

U
Dem biéu thitc vira nhan dirge thay thé vao bidu thirc cla Gu

. Lo
Qu = ( u) Oy = L(Uu):
Ty

hé thic (1.35) dén dén 22 — % hay 13

Ty Ju
Ei_f = qijv (136)

tenxe chi hwéng cla 56 hang the nhét (1.20) tring véi tenxo chi hwéng cia
¢4 t0 hop nhirng tenxo (1.20).
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Trong truedng hop dit tai don gidn
& = gij = const,
O—u QI'U.
Jién hé giita ving suit va bién dang (1.19)
L(S;;) = L'(ei)
c6 thé viét dudi dang
L(Sy) _ g5 _ L'(es)
Liow)  qu Py

= const, (1.37)

trong dé

3., ; 1/2
P, = §L {eij} L' (eiz) : (1.38)

Goi L' 1a todn ti tuyén tinh nghich ddo cia L', tike 14
-
L L'(e,;j) = €44,
dem tdc dung vao hé thirc (1.37) va nho tinh chdt cua ty 1& thive ta duge
-
ﬁ . L’(Gij) - L L’(e,-j) €if

— = — = const. 1.39)
u Py L'ry TR (

Tl day suy ra

P,
L'(ei;) = f—;"ﬁij;

dem gia tri nay dit vao (1.38)

Pu:

di dén két qua
- 3
'(P) = 5
"Thé gid tri vira nhan dwoc vao (1.39) va két hop véi (1.36) ta di dén két
ludn
ql S@j L’(eij) 28;'3.'

= —= = = = ¢const.
Gu Ty Py dey

Vay, trong trudng hop ddt tdi don gidn ot ly thuyét déo suy tu hé thic
(1.19) déu ddn vé hé thic cio Iy thuyét bién dang dan déo nhd

Tij = Eij. (1,40)
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1.13 Ly thuyét bién dang dan déo nhéd

1.13.1 Hé thirc co s&

Néu tai thoi diém dang xét curong d6 Gng sust oy 6 gid tri 1ém hon tdt ci cdc
gid tri trude nd, thi ta goi qud trinh bién dang tai théi diém dé 1 “chi déng”,
tirong Gng véi qua trinh dit tdi. Trong trudong hop ngwoc lai ta ¢é qua trinh
bién dang 14 “bi déng”, twong \¥ng v&i qué trinh cat tai.

Lyj thuyét bién dang dan déo nhd Ilyushin [51] xay dung trén nhimg co sé&
sau diy:

a) Vit thé dang hudng hode tua ding hudng ban diu

b) Bién dang khdi la dan hoi:

o= K8 = 3Ke. (1.41)

Trudmg hop vat liéu khéng nén dwoc hodc trwdmg hop bién dang dan hoi nhd
so vi bién dang toan phin, didu kién ndy cé thé thay thé bing

8 =0.

c) Tenzo chi hudng ¥ng sudt va tenzo chi hudng bién dang tring nhau

Tij = €ij.
e ves oy Sy o, 2€ij . .o
Dit cdc bieu thie cla @;; = — vi §; = — vlo diy sé dan dén
O e,
20,
Sij = —ey4,
1] 3eu ‘l._‘,l
hay la
20
Fig — 0’5,'3,‘ = 3 u{E,J eéij). (1.42)

Ta viét phwong trinh (1.42) dirdi dang thanh phiin:

20, Zou ¢) 20.‘5
ag - o= £ - f T. = —_— ,
zz 3e, e Ty ey Ty
20, 20,
Oyy — 0 = I, —(€yy — €}, Tyz = _3€u Eyz, (1.43)
o= 204 —e e) T 20y £
CGzz — —€) X — o Czxs
3e, Tz z 3ey
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Quy ludt nay cling ¢ thé phdt bidu cdch khac: truc chinh cia rng suit va
bién dang tring nhau, ty sé cia ng sudt tiép chinh va do trirgt twong Gng
la mét hang s6

71 T2 T3 Ty

M oY Y Sey

Téng theo vé ba phwong trinh diu cta (1.43) cho ta dong nhat thire. Hé
cac phuong trinh (1.41), (1.43) gbm 5 phuong trinh déc 1ap chita 6 thanh
phan 1iug sudt va 6 thanh phin bién dang. Phuong trinh thit 6 xdc dinh béi
quy luat sau.

d) Cuong d6 dng suit oy, la ham cda cudng dé bién dang e,. Ham nay
xac dinh cho tirng vat liéu ma khéng phu thude vao trang thai irng suat (gid
thiét dwomg cong bién dang duy nhat). He thike oy ~ ey, viét diréi dang (1.17),
{1.18}:

on = Pley),
hay 12
o = 3Gey[1 — wle,)], (1.44)
trong d6
w = (3Gey — 04,)/3Cey,.
Khi da biéu thi ¢, 13 ham cta ¢, thi hé phwong trinh (1.41), (1.43), (1.44)
la hé diy du biéu dién lién hé gita cdc thanh phin rng sudt va bién dang.
Bay gior ching ta viét (1.42) diwrdi dang twong tw nhy dinh luit Hooke:

20, r
)9525 + Jorci (1.45)

204

e,

Oij = (K-

Véi ey < e, thi 0y = 3Gey, phrong trinh niy tring véi dinh luat Hooke viét
dud dang Lamé.
Nguge lai, ciing cd the biéu thi thanh phéin bién dang qua timg suét

de, 3ey, 1 .
gﬂ'ij - ( : —'—-)Jéij. (146)

i = 20, 3K
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1.13.2 Bién dang din hbi va bién dang déo
Bién dang toan phin gom hién dang dan hdi va bién dang déo
€ij = €55 + €k,

trong do

1+ Jv
Efj == ———E (U;‘j - -—-—voéij)‘

Dung hé thire ndy va (1.46) xdc dinh thanh phin bién dang déo

Je 1+ v 3e 3 1
p_ [2fu _ I T LA 3
E"J’_(zau E )"” [2% (E +3KH05”'
Ta ¢d
F E 3v 1 1
~1I:-—-— Kzi e _— = —
2(1+v)’ {l-2v)" E T3k T ag

thay cdc gid tri vira nhan dwwge vao hé thite ca Efj

3Ge, — Ty
E{;— — W(O’ij b 0(5«5')‘
Dit
3Ge, — ay, w
)
dan dén:
p _ plou) B R (ou) y

Tir ddy nhan thiy rang tenxo bién dang déo la tenxo léch, quad vy
el =6 =0.

Bay gior tinh cudng d6 bién dang dan héi va ciromg db bién dang déo

2 1/2 2 1/2
5= ()" - (34e)

Nhér dinh luat Hooke
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va nhor (1.47)

e = = Tu =

3G(1—w) ¥

Cong hai ding thie vira nhan dwoc vi so sdnh véi (i.44), suy ra két qui quan
trong

ey = ey, + €h.

Cuwdmng dé bién dang toan phin bing tdng cirdng d6 bién dang dan hdi vi
cwrdmg do bién dang déo.

Do két qué vira nhin dwoc nén cé thé coi do thi clia o, ~ e, tuong tu
nhwr d6 thi dan don gidn khéng nhirg cho bién dang chd déng, ma ca cho bién
dang bi dong.

Néu tir diém M trén dd thi o, ~ ey, ciromg d6 ¥ng suat bit diu gidm dén
gid tri o) nao day, trong dé

*
G, < Og,

thi qud trinh cat tai thuc hién theo dwomg M A (song song vdi doan dan hoi
ban diau OF) cho ta:

on = 3G(e;, — e} = 3Ge}’.

G, M
E :
o, MY
r—/
A ¢, e,
Hinh 1.8

Can phai thém vao diy nhimg quy lujt cin thiét cia cat tai: diéu kién ty
1& clia tenxo léch \rng suit va tenxo léch bién dang

20y e
e;{e) ij

* JE—
Sij —
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va ditu kién bién dang khdi dan hoi

o =3Ke".
Déu sao (*) chi tng sudt va bién dang trong qua trinh cit tai. Ching ta thay
ring cdc hé thirc Gng sndt bién dang trong trwomg hop bién dang bi dong
hoan toan twong tw nhr dinh luat Hooke c¢ho bién dang dan hoi ban dau, diéun
Khac & chd bién dang bit dau tinh tir gée A va gidi han ty 18 lén hon, Dé tién

diing ching ta viét quy luat bién dang trong qud trinh bién dang dwdi dang
khic

Tij — J;j = /\(9 — 9*)5;'3.' + Z,u(f.'ij — Egj), (1.48)
trong dé: A, u la heé 6 Lamé, oij, &4 1a tmg suit vA bién dang tai thoi diém
bt dau cdt tdi, ofj, € 1a tng sudt va bién dang tai thii diém ndo day khi
cat tai.

1.13.3 Thé& ning bién dang
Theo dinh nghia phén to cong cia lie trong

6%’ = O’-;j(SEij
c6 thé viét duwdi dang khdc

SW = dWs + dWy = adf + S{jécij,
trong d6 §Wpy 1a cong lam thay déi thé tich, 8W, 1a cong thay déi hinh dang
phiin i vat thé.
Pit (1.42) vao hé thie nay cho ta

204

v

y!3

oW =

eijéeij + odf.

Bidu thitc e;;€;; 14 vi phan toan phan cta ham

1 3,
56@8@ = Zcu.

Vi vay

SW = o,0e, + cdb. (1.49)
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Mit khic o, = ®(ey), 0 = K8, nén W 14 vi phan toan phan, do dd

Cy

K 2
W = Wiey,0) = Wiey) = [aruafeu + _ZE_’
0
oW ow oW
W = —de, 2§08 = — by
d dey eut a8 Oeij =i

Ham W bidu thi céng cta lyc trong va bang thé cia ttng suit trén mot don
vi thé tich

_ow oW

= 5e 7T 08
1 ,0W  OW

T3 = 5(5&; @Eji)‘

Thé ning dan hbi 1 phan cong W dwoc giai phéng khi cat ti hoan toan.
N6 c6 gia tri bing cong ca ing sudt oi; trén bién dang dan hoi £f;. Ta 6

W, = -;-(ge  ouel),

trong do
o =K@, o,=3Ge.
Vi vay
1 1
We = -BEO’%; + ﬁﬂ"z.

Phiin cong cta luc trong khéng hoan lai bang
€y

o
Wp:W—Wez audeu—ﬁ—é‘
Q

Cong cta lyc trong trén toan bo thd tich vat thé sé la

U= ff[ Wdv = fff [70udeu+ %ﬂ—z]dv, (1.50)
Vv v .0

con thé dan hoi cia vat thé

_ _ 2 BN 2
Ue—[f WedVaF)G/f/audV%-szffch.
v v %



CHUONG 2

Ly thuyét déo hién nay

Muc dich cta 1y thuyét déo hién nay 13 thiét 1ap hé thitc gitra Gmg suit va
bién dang trong mién bién dang déo vai cach dit tai phirc tap cho cdc vat liéu
ding hwdng hoiic trra ding huéng ban dau.

Hién nay c6 hai hwéng phét trién chinh: &j thuyét chdy dira trén dinh dé
cia Drucker [12, 13, 14] va I thuyét bién dang dén déo téng qudt dwa trén
dinh d& ddng hiréng cia llyushin {52, 53, 54, 55]. Ngoai ra cing cin hru ¥ céde
phirong hudéng méi nhur 1y thuyét trwgt xuit phdt tir mé hinh vat 1y cia ddi
xit déo [2, 22, 66] va cdc ly thuyét suy tir cic két qud cla nhiét dong hoc (37].

Trong pham vi gido irinh ndy trinh bay mot cdch ngin gon cdc vin dé
trén. Vi day la van d& dang phdt trién dwgce nhiéu nguwdi quan tim, cho nén
& day cing chi trén mét quan diém nhat dinh d& cap dén cdc van de thii sy
ctia ly thuyét déo hién nay ma théi.

2.1 Vecto bién dang va vecto &ng suit

Khi dit tai trang thai (ng sudt va trang théi bién dang néi chung khong thuin
nhét, tirc 1a ching ¢6 gid tri khac nhau tai cdc diém khac nhau cta vét the va
thay déi theo thiri gian (khéng dirng). Nhung trong lén can nhé cia di¢m nao
ddy cia vat thé thi do tinh chit lién tuc, trang thdi ing sudt va trang thdi
bién dang cé thé xem nhw thuin nhat. Céch khao sét trén qucm diém vi mo
nhw vay cho phép dat twong ttng 1an cin diém dang xét vdéi mdu. Mau la vat
thé ¢6 kich thuwde xdc dinh va hiru han luon luén & trang thai tng sufit bién
dang thudn nhit. Qua trinh thay déi trang théi clia mau tring hoan toan vai
trang thai ¢lia lan cin diém.

Ta goi s thay ddi trang thii ¢ng sudt va bién dang thudn nhdt cda lan
cin didm cla vat thé theo thoi gian trong dieu kién thay d6i nhiét do va cdc
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tham s8 vét 1y khac 1a gud trinh ddt tds tai difm do.

Véi bién dang déo quy lnat giira 1ing suat oij va bién dang ¢;; khéng
nhirng chita ban than cdc tenxo nay ma con phu thude vao qud trinh dat, tai.
Vi vay viéc biéu thi hinh hoc qué trinh dat tdi va xdc dinh cdc d6i twrong todn
hoc ddc trung qué trinh dat tai déng vai trdo quan trong.

Quaé trinh didt tai tai difm nao diy cla vat thé duoc xéc dinh hoic bing
cich cho séu thanh phan tenxo bién dang dwéi dang ssu ham s8 cta thii gian

€ij = E,‘j(t),

khi d6 ta néi ring cho qud trinh trong khéng gian bién dang, hoic bing cAch
cho sdu thanh phin ttng sudt

oy = ai(1),

tire la cho qud trinh trong khéng gian tng sudt. C6 thé thay thé ssu thanh
phan ¢;;(f) biing cach cho cic thanh phin cla tenxo léch ei;(£) va bat bién
e(t). Twong tw nhir vdy cho trong khéng gian tng suét c4c thanh phin Si;(t)
va o(t). Qud trinh dit tii ciing c6 thé cho mét cdch hdn hop giva cée gid tri
035, €i5. Ta thudng xét qua trinh cho bdi tenxo léch bign dang ei;(t) va dp
sudt trung binh ¢ = p(z).

Cach cho qud trinh trong khéng gian bién dang theo tenxo léch bién dang
rét tién loi. Ta bift sdu ham e;; ¢6 mdt lién hé

€ —e11 +eap + ez =0.

Ngoai ra cha p(t) - 4p suit la ham tiy ¥ cta thoi gian, ¢6 thé xemn né nhw
mot yéu td lwe ngodd, twomg ty nhw nhigt do T(2).

Xuét phét tir tenxo léch bao gbm 5 thanh phan déc lap, dwa vio 5 ham
3; (¢) doc 1ap lién hé tuyén tinh don tri véi cde thanh phin e;5{#) va binh
phrong cwémg do bién dang €2 tring hoan todn véi tong binh phurong cia
cac ham 3;. Tir diy c6 thé coi 3; nhw thanh phiin cila mot vecto nim chibu
3 trong khong gian ndm chieu trwe giao véi céc vecto co sé i e,

3:9?1 e‘n. (n:1:2)31435)7
€nem = 5mn:
trong dd

2
| = |2 =3nIp= geijeij = Ei (n - 112: 314!5)! (313 = 112!3)

Vi vdy ¢6 thé dat
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1 2
31 =ey1, 2= ﬁ(en —e33), 33= ﬁem
5 2 5 2
= —=ey3, = —es)-
4 \/g 23 5 \/5 31

Ta di dén két luan, qué trinh dit tai tai mot didm cta vat thé xac dinh béi
vecto bién dang > (t) (tdt nhién, cin bd sung thém 4p suat p(t) va nhiét do
T(t)). Dau mit vecto 3 (£) trong khong gian bién dang 35 vach mot dwong
cong 5 chidu. Chiing ta goi dudmg d6 13 quy daoe bién dang, phwong trinh cia
né ¢6 dang

3 =2 ().

D3t tai tai mot diém goi 14 don gian, néu tenxo chi hudng khéng thay doi
theo thoi gian. Digu dé twong iing véi vecto bién dang don vi
3t
020

EX

khéng ddi. Quy dao bién dang trong khong gian bién dang la mot tia thang
di qua géc toa do.
Trong khodng th&i gian dt vecto 3 (t) co gia s6

dazendan

hwémg theo tiép tuyén cla quy dao.
Theo cac cong thirc ta xdc dinh d¢ dai cung cia quy dao

9 1/2
ds=|d3| = (d3nd3,)" = (gdeijde,;j) ,

§= jﬁi—?ldt
0

Twong tu nhw viy, ta xiy dung vecto bién dang dan hoi 3¢, vecto bién
dang déo P v vecto ting sudt o,... twong tng voi céc tenxo léch bién dang
dan hdi, bién dang déo va tng sudt. Chang han, vecto ing suit o xic dinh
nhwr sau

O =50, OnOp= dnm, (n;m =1234, 5)1
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trong dé

3
lo|? = S.8, = 55555 = o}

va cdc thanh phan

3 V3
851 = *2-»5'11, So = 7(522 — S33), S3 =35,

S4 =428, 8;=+354.

Vecto g suit o ¢ thé xay dung trong khong gian riéng (khéng gian ing
sudt 5 chiéu véi cdc vecto co sé o,,), nhung do $ir twong ¢ng gitra trang thai
itng sudt va bién dang, nén cling c6 thé xdy dung vecto nay trong ciing khéng
gian 35 vdi hé vecto co s e,

Vi viy tai méi diém cila quy dao bién dang trong khéng gian bién dang cé
thé x&y dwng mot cach duy nhét cdc vecto o, 3¢, 37,... Céc vecto nay la hé
qué cta qué trinh bién dang,

Ta goi tip hop gbm quy dao bién dang 3 () va cdce vecto xay deng tai
moi diém cla quf dao 13 hink drh cla qué trinh dat tai trong khéng gian bidn
dang.

Di nhién ching ta cing c6 thé x4y dung hinh anh qua trinh dit tai trong
khéng gian dmg suit.

Phén té cong cla lyc trong lam thay déi hinh dang ¢6 thé biéu thi dirdi
dang

dWy = ngdeij =ad3>.

Cdc tinh chét hinh hoc cla quy dao bién dang > (t) x4c dinh biing cach
cho répe tir nhién tryc giao chuyén dong theo quy dac. Répe nay xdc dinh
theo cong thire Frenet suy rong

_d3 1 .d%s
pl_dsa PJ—XI ds2
trong dé
bip; = 5{_:;
va
dpn
ds = MnPn+l — #n-1Pn-1, (n=1+15)

Cac hé thite nay chira 4 tham s6 dé cong va d¢ rodn clia dirdug cong nim

L I + » rd [ 1 . . ~

chieu sy, 300, 363, 304 (309 = 305 = 0). Céc dai lwomg nay xéc dinh baéi cac bat
bién cta tenxo léch bién dang.
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2.2 Khai niém vé mit tai (mat gidi han)

2.2.1 Mit gidi han (hay mit tai)

Mait giéi han la mit duoc xdy dung trong khong gian bién dang hodc khéng
gian ng sudt; mit nay chia khong gian ra hai phan: qué trinh xay ra bén
trong mit twong tng véi bidn dang dan hoi, con bén ngoai va trén mat trong
tng véi bién dang déo.

C6 thé xem mit Mises hoiic Tresca 1a mit gi6i han ban ddu. Vin d¢ dat
ra 14 trong qué trinh bién dang déo, mit gidi han thay déi nhu thé nao.

Chung ta xét qué trinh dit tai dic trung bdi quy dao tng sudt trong khong
gian Gmg suat. Khi @6 tai thoi diém nao diy trang thai img sudt dic trung
bang mot diém trén quy dao dng suit. Ta gol didm d¢ 1a diém tdi. Piém tai
sé ndm trén miit gidi han tirc thot (tic 14 mat gidl han tai diém dang xét).

P& xdc dinh m#t tdi ta xét trang thai ¥ng suit thudn nhdt cla lan can
diém cta vat thé ding huéng ban diu déi voi tinh chat dan hoi va déo, tic
la vat thé tuAn theo dién kién chdy cia Mises

ox = o] = o5,

Miit tai ban diu la siéu mit ciu ban kinh o, Ky hiéu mét nay la Ro. Quy
dao ng suit ndm trong Ry twong ving voi trang thai bién dang dan hoi, Khi
dé qua trinh dat tai theo quy dao khép kin bat k¥ trong khong gian ¥ng suit
%5 (bén trong Rp) twong tng véi dwdng khép kin trong khong gian bién dang
35. Bay gior xét quy dao L vuot ra ngoai mat R, tai diém B giao diém cia

L vh mit Rp trang thai dan héi cua
vat thé thay thé bing trang thai dan
déo, dudng khép kin trong X5 bay gitr
khéng twomg tng véi drong khép kin
trong s nira. Ching han khi cdt tai
hoan toan, tie 13 trér lai diém gbc toa
do khong gian s, thi diém cubi cla
qu¥ dao bién dang twrong ting sé khong
triung voi ghe toa dé cta 35. Ban kinh
vecto cla diém dy sé biéu thi bién dang
Hink 2.1 due (bién dang déo).

Néu vét lign tdi bén, khi bién dang déo ting difm tai tai thoi diém nao
ddy sé ndm ngoai mit Ry, chdng han diém A. Bit diu tir A ta thirc hién qua
trinh cit tai bo phan theo quy dao AC, dai hrong bién dang déo sé khong
thay ddi. Lai tir didm C dit tai tiép vao vit thé theo quy dao L’ va ghi tai
diém A’ tai d6 xuat hién lai bién dang déo.
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Bay gi¢r Iy mau khac cing vat lidu va cing lap lai cdc qua trinh cho tdi
diém C. Sau dé dit tai theo quy dac LY {# L), ghi lai diém xuat hién bién
dang déo A”. Tap hop nhitng diém A’ A” ... ké cd diém A, xdc dinh mdt
gidi han tizc thoi R (# Rg). R6 rang ring d6i véi méi vit liéu hinh déng va
vi tri ctia R phu thudce vao diém tdi A vd quy dao L, nhung khong phu thudc
vao quy dao L', L7, ...

Sw thay d6i hinh ddng va kich thirdc cda mit gi¢i han trong qua trinh dit
tai chi dong lien quan dén thay déi bién dang déo di phan anh sy thay ddi
tinh chit co hoc cia vat thé khi cé bién dang déo. Trong qua trinh dé da xuit
hién bdt ddng hudng dan hdi va déo.

Ciing c¢6 thé néi qud trinh thay dai hinh dang va kich thwée clia mit gioi
han khi bién dang déo 13 qué trinh tdi bén clla vat thé.

Nhirng diéu néu trén diy vira cho dinh nghia vira cho phirong phéip xdc
dinh mit gi6i han. Ta goi phwong phap vira trinh bay 14 phuong phdp cdt tds
b6 phin va ddt tdi tiép.

Phwong phdp thit hai xdc dinh mit giéi han nhwy mit “dat tai trung gian”
phan chia mien dit tAi va cat tdi. D6 14 mit clia nhitng diém ké ci diém A, ma
khi chuyén déng trén mit dé dai lirong bién dang déo khong thay déi. Didu
niy ciing ton tai khip noi bén trong mit. Hién nay chua cé co s& nao dé
khang dinh mit xac dinh bing phwong phap thir hai tring véi mit xéc dinh
bang phwong phap trudc.

Mot van dé l1én dit ra: trong qua trinh bién dang déo mdt gidi han thay
ddi hinh ddng va kich thudc nhu thé ndo?

Cho dén nay ci vé mit 1y thuyét va thuc nghiém chira phat biéu dwoe quy
luat téng quit. Ching ta méi chi c6 thé xdy dung trén mét s8 gid thuyét don
gian (gid thuyét veé tai ben).

2.2.2 Gia thuyét tii bén ddng hudéng

Trong qué trinh bién dang déo, mit gidi han nd rong ding hwéng, Mit bién
dang tai mbi thoi diém bién dang chil dong sé di qua diém ti va nhan dirgce
bing phép vi tir mit tai ban dau véi tdm vi tw la goc tea d6 Ts.

Phuwong trinh miit tai cé thé viét dwéi dang

floy) =K. (2.1)

Ham f(oy;) va dai hrong v6 hwémg k? cd thé phu thudc vao bién dang, cling
nhw qud trinh dit tdi va bién dang. Trong cd qua trinh ham f gitr nguyén
hinh ddng cda né, con k2 thay déi sao cho mit tdi ¢6 hinh déng twong ti di
qua diém tadi. Déi s6 ctia ham f va k phdi biéu thi dwdi dang v6 hwéng. C6
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hai cdch biéu thi (2.1)

floy) = F(A), (2.2)
trong dé

A= /aijdefj
va.

flois) = H(ey), (2.3)
trong 46

P = \/g/ (defjde%)lﬂ.

Trong (2.2) déi s6 A bidu thi cong bién dang déo, con e trong (2.3) 1a cudng
d6 bifn dang déo. Cdc ddi s& nay 13 cic hing s, khi gia s6 bién dang déo
bing khéng

dh=def =0 voi d.eszo. G,

Néu F' va H 1a ham khéng gidm thi
miit gidi han 8¢ nd réng trong qua trinh
bién dang déo.

Truwémg hop don gidn nhat: vat lidu

dang hudng ban ddu tudn theo dieu
kién chdy Mises, ham f chi phu thude / G

=

vao bat bién thit hai cia tenxo léch ing
sudt. Mit giéi han tire thoi 1a hinh cin
tam tai goc va ban kinh béng o,,.

Hinh 2.2

Vit litu ¢6 tinh chit nhw vay goi la vdt lidu tdi bén ddng hudng. Néu
trong qué trinh bién dang dat gid tri cwdomg dd tmg suit oy, tiép d6 thyc hién
cat tai, khi dit tai tiép theo quy dao nao ddy, thi bién dang déo s& xudt hién
lai khi cirng d6 \ing sudt bing o,,. Trwdmg hop riéng, sir dan vat thé sé dan
dén lam ting gidi han chay khi nén. Nhung hé qud nay khéng phl hop véi
thwe nghiém, né mau thuin véi hiéu dng Bauschinger, bdi vi qud trinh bién
dang déo 13 qué trinh phu thudée hwdng, trong dé cdu tric vi md cia vat thé
thay ddi, phu thudc vio huwdng bién dang va xuit hién bat dang hiréng din
déo. Ta thay thuyét nay trong cdc cong trinh ctia Mises, Hencky, Haldenman
va Prager, Hill, Tlyushin ... [16, 73, 77].
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2.2.3 Gia thuyét tai ben dich chuyén

Mt gi¢i han trong qué trinh bién dang gitt nguyén hinh thé va chuyén dich
tinh tién theo phwrong cia phdp tuyén cta mit gidi han tai diem tdi. Gid
thuyét nay phl hop véi hiéu ttng Bauschinger.

Néu phirong trinh ctia mét tai ban diu 13 f(o3;) = k? thi véi chuyén dich
tinh tién mit tai tc thoi cé dang

floy = ayy) = k7, (2.4)
trong dé o4y 14 tenxo, cdc thanh phan
cla né trong khong gian ¢ng suit la

toa do cia tdm mét tai, tenxo a;; phu
1 thudc vao trang thai @ng suit va bién

dang déo. Gia thiét don gidn nhit cla
u o, a; theo Ishlinsky [57] ¢6 dang

&y = CB?j,

v ham f c¢é dang bt bién thit hai cda
Hinh 2.3 tenxo 1éch tng suit.

G,

Trudng hop tng suit mot chitn tir (2.4) suy ra ngay lién hé tuyén tinh
giita 1tng sudt va bién dang déo. D6 1a bidu thikc cda Iy thuyét déo voi tai
bén tuyén tinh. Phat trién doc lap v&i Ishlinsky trong cong trinh cda Prager
[69] dwa ra gid thuyét twong tw va goi 1a tdi bén déng hoc vi né dupce biéu
dién qua mé hinh déng hoc don gidn. Nghién aifu ty mi vé dang cta téi bén
déng hoc trong cac khéng gian con ciia khong gian iing sudt trinh bay trong
bai bdo ctia Shicld va Ziegler [28, 32]. Ziegler gid thift tenxo @y; xdc dinh nhw
sau

('I.,;j = T?(O',‘,j - Cliij)‘
Véi a5 = 0 thi oy; ciing biing khéng, vi viy mé hinh déng hoc ton tai trong
khong gian con bat ky cia khong gian tng suit. Kadashevitch va Novozhilov
[58] phét trién mdt cdch tong quat hon, cdc tdc gid xem tenxo ay; va efj lien
hé véi nhau dudi dang 1y thuyét bién dang
e?j = %a,-j, (2.5)
trong d6 g 14 ham cda bat bién tenxo ay;.

Pon gidn hon ¢é thé gid thidt g chi phu thude bat bién thir hai cia tenxe
léch af;. Do tinh chdt phi tuyén clia {2.5) ¢6 thé biéu thi twong déi st hon
tinh chat déo cia vat thé.
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Nhung déi véi vat ligu ¢6 db tai bén cao, voi gia tri ndo dé cla tai sé din
dén mit giéi han chuyén dich va khéng chi¥a diém géc toa do. Khi d6 ta sé
khong con khai niém vé dinh nghia bién dang déo.

2.2.4 Gid thuyé&t mit tai tuyén tinh tirng doan

Ta c6 thé xem mit tai ban diu la mit gisi han bdi nhitng mau mit trom, tai
nhimg canh giao tuyén vecto phdp tuyén thay ddi khéng lién tuc; cdc mit
tron nay cd thé 1a mit phing. Ding thuyét ndy don gidn héa dwoe lien hé
phuc tap giita trng suét va bién dang. Trong qud trinh bidn dang déo ¢6 xuit
hién tdi bén, mit tai tron tirng doan hodc nd rong ding hwdmg, hodc dich
chuyén tinh tién. Mot thi du don gidn vé mit tai khéng déu 1A mé réng mit
chdy Tresca - Saint Venant cho trudng hop tai bén.

Mat tai déu, nhan ¢6 thé biéu thi gin diing mét cch tly ¥ bing mit nhiéu
canh. Hodge [39] da phét trién 1y thuyét chay duwa trén thuy&t nay.

Trong qua trinh bién dang déo, mit tai tirc thed cé thé khong déu, tai céc
diém taj xuét hién cdc diém géc trén mit gi¢i han. Gia thuyét vé tén tai diém
géc trén mat giti han do Badorf va Budiansky kién nghi du tién. Sau ndy ta
thay trong cdc cong trinh cda Koiter, Sanders, Prager va Hill,... [20, 27, 60,
70].

Mot trong nhirng gid thuyét mit
gidi han tirc thoi loai nay nhan dwoc
bang phwong phap nén tiép tuy In. Mt

a,
gidi han tuong ng voi diém nao diy
cla qud trinh 1 mién trong khong gian
ng sudt gom mit gidi han ban diu va 0
mién ndm trong nén ti€p tuyén ¢6 dinh
tai diém dang xét va tiép xic v&i mit
tai ban diu. A
Hinh 2.4
Nhung gia thuyét nay khong nhirng khéng phl hop véi hiéu tng Bauschinger
ma con khéng phit hop véi dinh dé ding hirdng s@ trink bay trong phin sau.

7

2.2.5 Gia thuyét déo 1y tudng

Trong qua trinh bién dang déo ddi v&i 16p vat liéu khong téi bon, gid thuyét
mét gidi han 13 mét cau Ry khong thay doi

Oy = 0g = const. (2.6)
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Céc qué trinh chi c6 thé xay ra bén trong mét cau (bién dang dan hoi) va bén
trén mit ciu (bidn dang dan déo). Hé thirc (2.6) hodn toan phi hop voi dit
tai dom gidn va c6 thé m& rong cho truomg hop dit tai phirc tap.

Dira trén mot s8 gid thuyét vé mdt gi6i han két hop voi cde quy ludt co
ban, ching ta nhan dwge cic ly thuyét déo twong ung.

Sau day ching ta dé cip dén cdc dinh dé co s& cha céc phwong huéng hién
dai ctia 1y thuyét déo.

2.3 Dinh d& Drucker va ly thuyét chay hién nay
2.3.1 Dinh d& Drucker

Gid stk vit thé & trang théi tmg suft ndo ddy, dic trung béi diém M* - diu
miit cda vecto &ng suit o* trong khong gian tmg suit. Qua diém M* cd mit
tai kin R*, ttrc 13 m3t phan chia midn trang thii dan hoi va mién trang théi
déo. Ditu d6 c6 nghia 14 chuyén déng cla diu muat vecto o* ra ngoai thé tich
giéi han bdi mit R*, twong img voi viée xuét hién thém bién dang déo. Cung
v6i trang thai (mg sudt trén, xét trang théi ing suat twrong tng véi diém M
c6 ban kinh vecto . Ung suat thém khi chuyén tir M* dén M la o — o™ Bay
gity chiing ta xudt phét tir diém M* va lai di tro lai M* theo mdt quy dao
khép kin gom mét phan ra khéi mit giéi han R*. Gia s tng sudt do ludn
luén twong tmg véi gia sd bién dang d 3.

Dinh d& {12, 13, 14]. Céng cia ting sudt thém theo quij dao ung sudt khép
kin s€ khong am

AW = j((a —~o")d3>0. (2.7)

Bay git ching ta hay xét quy dao kin
nhir trong hinh 2.5. Piém M* twong vng
v6i trang thai ng sudt o* ndm trong mat
R* ho#ic ¢6 thé trén mit R*. Tir M*
chuyén déng dén diém N trén mit R* theo
dudmg cong nim hodn toan trong R*. Sau
dé cho tng suét gia s6 do vuot ra ngoai
giéi han mit R*, tirc 14 cd lién quan dén
thay ddi bién dang déo. Nhu vay trén quy
dao vmg sudt ching ta roi vao diém lan
can M. Qua M cé mét gidi han mdi R,
Hinh 2.5 vi vay khi trd lai diém M theo bat ky
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duomg nao déu tiwrong Ung véi cdt tdi. T'ém lai ta chuyén déng theo durdmg
kin M*NMM?* trén doan M*N via M M* bién dang 1a dan héi, con trén doan
NM bién dang gom dan hdi va déo

d3=d>°4+d>°?
Trén M*N va MM* tacé d> P = 0. Hé thite (2.7) c6 thé viét

AW = j{ (6 ~o")d2°+ ?g (0 —0%)d>7 =

M=NMM~ M NMM-
= jg (a—a‘)dac—i-/(a—a*)dap.
M= NMM* NM

Véi gi thiét tinh chit dan hoi (céc hdng 56 din héi) khong thay déi trong qué
trinh bién dang déo thi

(e—a*)d2® = odd>¢—0"- d3°=0.
M*NAM M M NMAM* M=NA A
Tich phan th nhét bidu thi cong toan phin cla bién dang dan hoi theo dwrérmg
cong kin bing khéng; tich phan thi¥ hai cling bang khéng do tinh don tri cda
bién dang dan hoi. Vi vdy céng khong thuan nghich chi sinh ra do bién dang
déo, tir (2.7) suy ra

AW = /(a—a‘)dapz{).
NM

Tir day ta nhan direc
(0 —a*)3" >0, (2.8)

trong dé ddu chdm biéu thi dao ham theo thoi gian hodc theo d6 dai cung dic
trung qud trinh.

Diém M* nim trong mién dan hdi twong ing véi trang théi dmg suit o*(@),
ta goi la “trang thdi an toan”. Gia s0 bién dang déo chi xuit hién khi dlém
tdi ndm trén mit tai (mit giéi han). Trang thii ing suit o*¢ twong tng
véi diem trong hodic trén mit tdi goi 1A “trang thdi cho phép”. Do dé néuo 12
trang thai ¢ng suat trén mit ti, twong tng véi né tdn tai tc do bién dang
déo 37, thi moi tng sudt “an toan” o*(4) va {ing suit cho phép o> déu théa
man bat dang thirc (2.8)

(0 —0*@)3” >0 hay (oy; -

o) (2.9)

e >0
(6 -c"3" >0 hay (0y - ”(‘"))ef >0 (2.10)
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Néu ching ta xudt phdt ngay tir M* dén diém M vo cung gan, sé ludn
ludn xuit hién bién dang déo, ta goi qué trinh nhir vy la qué trinh dat tai
chi ddng. Sau dé tir didm M tré lai M* theo dudng bat ky nam trong R;
cong khong thudn nghich cling chi sinh ra do bién dang déo, do d6

dod3? > 0. (2.11)

Drucker nhigu [3n nhan manbk ring dinh dé Drucker khong phai suy tir
quy lnat nhiét dong hoc va khong phai 14 dinh de nhiét dong hoc, tic gla dung
danh tir “twa nhiét dong hoc”; béi vi dinh de Drucker khang dinh réng cong
clia moi kich dong thém trén phan chuyén dich do né sinh ra thi khong am déi
véi qué trinh kin, trong khi tir dinh luat ctia nhiét dong hoc sinh ra, cong cia
toan hé lwc tdc dung lén vat thé thi khéng dm. Do dé kich dong thém khong
thé suy tir dinh luit v& ning hro'ng

Tinh chat ndy bidu thi tinh on dinh cda vat liéu. D& minh hoa ta xét do
thi dan don gidn. Néu doide; > 0 tirc la gia 6 €1 ciing dau véi gia s6 oy , vat
liéu tai bén. Néu dojde; < 0 tirc 13 ng suat gidm, thi A6 din tang, vat liéu
khéng 6n dinh. Véi y nghia d6 dinh dd Drucker xac dinh 16p vat liéu én dinb.

2.3.2 Hé qua cia dinh d& Drucker [12, 13]

Xuét phat tir (2.8) ta suy ra hai hé qud sau:

1. Nguyén ly phdp tuyén: Vecto gia s6 bién da.ng déo tai moi trang thai
bién ddng chi dong ludn udn hudng theo phap tuyén clia mit gidi han tirc
thiri, néu mat nay déu.

2. Mdt gidi han 10i khdp nei. Goi f = const la phuong trinh biéu dien
mit giéi han di qua diém N. Diéu kién (2.8) cho ta vecto o — o™, trong do
o* 12 bén kinh vecto ciia diém bét k¥ nim trong R*, luén ludn tac voi hlrcmg
cha vecto 3P mot géc nhon. Hé thnke (2.8) ding voi moi diém M* bat ky ndm
trong R*, ¢4 nghia 13 véi moi hudng clia diém M* d6i véi N. Vi vay c6 thé
chon M* sit mit gidi han mét cdch tuy y. Néu mdt gidi han déu, qua diém
N ¢6 thé vé siéu mit phdng duy nhat tlep xiic véi mit R*. Khi M* tién gin
dén N, vecto o —o* ndm trong mit phing d6. Vecto 37 khéng phu thudc vao
M?* va o —¢* ma chi phu thudc vio N va hwéng NM, no phai hudng theo
phép tuyén cla mét gidi han f = const tai diém N, tirc la

P = Agradf. {2.12)

Gia thidt vé mit f = const déu tai N khong bit budc, trong mot sé dang
ciia 1y thuyét déo ngudi ta cé thé xem didm N 13 diém géc. Tiép tuyén cda
mit gidi han tai diém d6 tao thanh m#t nén ¢6 dinh 14 diém d6. Ti dinh d8
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Drucker suy ra vecto 3 phai ndm trong hinh nén tao thanh béi cdc phap
tuyén cla mit gidi han tai diém N.
Mt gi¢i han ndm vé mot phia cia mat phing tifp tuyén, nén né o khap

noi. Qui vay, vé mét phang chira o — a* "

va P trire glao véi f = const, ta sé nhan N f
dwoc dwong giao ‘?uyén c6 dd cong » gitta z TG j/
mit f va mit phdng nay, trong do > >0

néu dwdmg cong 16m (tam chinh khic nam N

{rén phdp tuyén ngoai). Hinh 2.6

301 z 15 khodng cdch (trong mit phing vira nhdn dwgc) tir diém M téi
mit phing tiép tuyén cia f = const xdc dinh ghn dung béi cong thirc

2= %x‘Aa]Q,
trong dé

]Aa‘ =log—0o°

Chi ¥ ring vecto 3P haréng theo phap tuyén ngoai cta mit f. Vi dicu
kién (o —¢*)3P > 0 ding voi moi hwdng cia @ — o* tit trong mat f tién t&i
didm N, ¢6 nghia 13 hé sd A trong (2.12) duong

A>0 (néugrad f > 0).
Véi gan ding thi hai theo hinh vé

(0 — )3 = |3P||o — 0*| cos(c — 07, 1)

- 0] = AT

T dicu ki¢n (2.8):
1 .
—Exlﬁolzlaﬂz 0,

five 13 3 < 0, mat gioi han 161 khip noi.
Ta con goi f 1& ham tdi hodic ham chdy; ndi chung ham f phu thuodc vao
trang thai tng sudt vi lich siv qua tiinh. Twong tw nhw vay doi voi hé 50 A.
Hé thire (2.12) viét dwdi dang tenxo
of | |
e = A . 2.13
5= A (2.13)
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Digu kién bién dang chi dong thé hign & chd, néu gia s6 tng sudt thda
man bit ding thie

df:aaf

dJij >0
Fiz
thi xudt hién bién dang déo de};.

Hé thirc (2.13) con goi la quy hudt déo k€t hop, Vi nd vira biéu thi lién hé
gitra. kng sudt va bién dang, vira bidu thi ditu kién chdy déo.

Ham tai f déng vai trd thé nang déi v bién dang déo, vi vay nguoi ta
thwomng goi la thé déo.

Bay gitr ta phén ra 2 trwdmg hop: vat ligu déo ly twdng va vit liéu tai
bén.

1. DG&i véi vat liéu déo 1y tudng. Ta thay thé bat ddng thie (2.11)
bing dng thitc

dcrt-jde?j =0

diing v&i moi gia s3 tng sudt va gia s8 bién dang déo.
Lién hé giiva ing sudt va bién dang sé c6 dang (2.13) ciing nhirng dién
kién sau:

. af
P A
etj OJU »
trong dé
¢ 2 v e 2 i Bf .
A=0 néuf—k%*<0hoicnéu f—-k*=0, f:—a?-g_ij<0’
i

A>0 néuf—k®=0vaf=0

Hé thire nay co thd phdt biéu nhw sau: A ludn luén khong am va chi khac
khéng khi trang théi vng sudt nam & gioi han chiy vi khong x4y ra cit tai.
A 13 dai lwong chura xdc dinh ¢6 thit nguyén thoi gian, né khong phai 13 héng
80 clia vat lidu.

Trwimg hop mdt tdi khéng déu c6 canh hodc diém géc, khi d6 cd thé coi mét
gi6i han bidu thi b&i hitn han hodc vo 58 céc ham chdy foloiy) (@ =1,2,..).
Mitn dan hbi twong Gmg voi gid tri 4m cta tit cd cac ham chay. Trang thai
tng sudt & gidi han chdy dic trung b&i mot hotic nhitu ham chay bing khong,
cic ham con lai am. Ta c6 thé gid thiét ung voi méi ham chiy tén tai quy

R s

ludt (2.13). Téc d6 bién dang déo toan phan xac dinh theo cong thixe

. o
&y = Za: Aa daiy’
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trong &6

Aa =0 néu f, - R:;‘i < 0 ho#ic néu fo — ko =0, fa < 0,
Ae >0 néu fo—ki=0va f,=0.

Ta cd thé xem mit déu 13 tip hop v han nhirng ham chdy fo.

2. D&i véi vat lidu tai bén, Ta thdy ring muén xuit hién gia so bicn
dang déo cin tdng wng sudt ngodi gidi han chdy (khdc véi vat liu déo ly
twdng gia 56 bién dang déo xuit hién véi ing sudt khong ddi bing gidi han
chay).

Trong truomg hop nay dé chinh xac hdéa hé sd nhan A can gia thiét thém
vé lién hé tuyén tinh giira def; va doi;. Ditu dé c6 nghia la ching ta gid thiét
v6i gia 36 nhd clia (g sudt va bién dang déo ton tai nguyén 1y to hop tuyén
tinh. Drucker chi ra ring gid thiét dé khong can thiét, nhirng ching ta khong
ching minh & day. Do gid thiét trén ta phéin tich gia s8 vecto éng sudt ra hai
thanh phin: do’ hwéng theo tiép tuyén voi mit tai va do”’ hwdng theo phap
tuyén. Thanh phin thir nhét twong ing voi dit tai trung gian, khéng sinh
ra bin dang déo. Do d6 gia 58 bién dang déo chi phy thuge vao thanh phin

phép tuyén clia vecto do thanh phan ndy ty 1¢ véi 6—fdorkg; vi viy hé s 4
ke

ciing ty 1é vdi dai hirgng do

af .
A= H—fakg.
Doge
Ham tde bén H 13 ham cla ing sudt, bién dang va lich sir qud trinh. B qua
anh hwémg cla thoi gian (tinh chdy chiam, tée do bién dang...) ham H phdi
khéng phu thude hofic 1a ham s6 bac khong ela toc do Gug sudt dy;.
Khi d§, hé thie (2.13) c6 dang
o g 0f 01

- _— 2.14
i Joij Ooge Tkt ( )

- N . 3 . .
néi f—-k2:0vaf5‘—fak320
Dowe
va ¢l =0 néu f - k2 < 0 hoic néu f— k2 =0, f <0.

Koiter [20, 61) in& rong cho trudmg hop mijt tdi khong dén biéu dién béi
mét s3 ham tai f, ndo diy. Hé thic xdc dinh gia sd bién dang déo c6 dang
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trong do

0 néu f, — ki < 0 hoiic néu f, — k?x =), fa =< 0,
of

1 néu fo—k2=0, fo= 6—l¢ke > 0.
T4

Cn: =

Céng thite (2.14) bidu thi quy ludt co ban cia 1y thuyét chay hién nay.
Van dé co ban 14 xdc dinh ham s8 f trong qud trinh bién dang déo. Hién gity
ta chwa ¢4 quy luat chung bidu thi ham f, méi chi ¢é mot sd gid thuydt nhwe
trinh bay trong 2.2.

Diing quy ludt (2.14) va cde gid thuyét vé mat gidi han, ching ta nhan
dwoc nhirng hé thite cla 1y thuyét déo don gidn twong tng.

2.3.3 Ly thuyét chay véi tai ben ddng hudng

Chii ¥ rdng c6 thé thay thé ham tdi f bng ham bat ky cia £, vi ching ta cé
thé chon H tuy ¥.
Mt tai trong triedmg hop tai bén ding hwéng cé dang
f(O',jj) — k‘z = 0.
Gia thiét dom gidn nhit 1a ham f va H bl phu thuée vao bat bién thik
hai cda ten xeo léch 1bng suit '
1

f= §Sz'j8ij, (2.15)

khi d6
af

dois

= Jij — (75.,;}' = S-,;j.

Bién thire %du = fla dao ham theo thei gian clia f; néu biéu thi qua
cirng d6 \ing suat tiép, thi né cé dang
f=2TT.
Dat cac gid tri vira nhan dege vao (2.14) ta duoce
el = S F(T)T, (2.16)
trong do

F(T) = 2H(T)T.
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Dd 1a phirong trinh cia ly thuyét chay Prager - Reuss trinh bay trong 1.11.
Trudmg hop dit tai don gidn ching ta c6 thé ldy dai lwong 7' laum tham
s6 cla qud trinh dit tai.

o ‘a . . , 3 . N Sy a 2. \ .
biéu kién dit tai don gian khang dinh rang % khong thay doi theo thoi
gian, vi vily ¢ theé tich phan phwong trinh (2.16):

_!j'

"ilr—‘

T
/TF (2.17)
Q

So sanh pheong trinh nay véi phwong trinh (1.25) cta ly thuyét bién dang
nhén thay tring nhau, trong 6

T
%fF( TdT—%[(T)—é.
0

T phwrong trinh (2.17)} suy ra ton tai duy nhat dwong cong bién dang T ~ T
img vai dit tai don gidn.
Nhan hai vé hé thite cudi cing véi T va ldy dao ham, ta dugc
1 1] 1 dg

2T [E(T) cltsar

Do ddé ham F(T') dwoc xdc dinh néu ta biét do thi don gidn giiva g suat
va bién dang trong trirdong hop bién dang mot chieu.

F(T) =

2.3.4 Ly thuyét chdy vd&i tai bén dich chuyén

Ta gi¢i han xét vat lidu tai bén dich chuyén véi hiéu ng Bauschinger ly
twong. Mat gidi han khi d6 ¢d dang

flo; —aij) — k2 =0,

trong d6 ay; = 296% va g 12 médun tdi bén.
Kadashevitch va Novozhilov [58] dua vao khsi niém tng suit chi dong
g, ung suit du vi moé 29623, trong do
J?j =gy — 2gefj.

Ham f ¢6 dang tuong tw nhw (2.15), nhung déi véi dmg suidt chi déng

1
f= 58984 =T
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Do dé tim dwoe lién hée bidu dang - Gng suat twomg tw nhwe (2.16), trong dé
moi wng sudt thee thay bing bitu thire cla tng suat chu dong

el = SLF(TOIY. (2.18)

Ung suat di vi mé trong vat thé ¢ thé coi 1a ndi lye dan hoi xuat hién
dé chong khang vai bidn dang déo tira nhir ma sdt kho chéng lai chuyén dong
Lrwrgt.

Ly thuyét chay v4i tai bén dich chuyén tuyén tinh dwdi dang dom gidn do
Ishliusky tun ra dan tién.

2.3.5 Ly thuyét chiy vé&i mit tal khéng déu

Rabotnov [71] mé rong Iy thuyét déo Tresca - Saint Venant cho (nwvimg hop
vat liéu tdi bén., Tiéu chuan xuat hién traug thai déo trong 1y thuyét uay 1a
dani Iwomg itng sudt 18p I ubidt, nd che ta xde dinh gidi han chay tive thoi,
Khi dé mit tai tive thoi ¢d dang

T = K (2.19)

Hing 53 k droe chon. sao cho tai mdi thod didin miit gicd han di qua difm tai.
Trong trivimg hop téng quat bidu thite ciia dmg sudt tidp are dai la ham it
phtte tap clia cdc thanh phin tenxo wwng sudt. Ly thuyét Saint - Venant ¢d wu
thé chi trong trwdmng hop bidt cdc hwdng chinh, khi d6 ¢4 the xét khong gian

o~ v, 1s - : o] — 03
ba chicu mg sudt chinli. Néuw oy > o9 > og thl Tjpax = ———
(2.19) ¢6 dang

va hé thuc

7, — a3 = £2k. (2.20)

Nhuwng trong khong gian tmg sudt chinh ta khong thé lién hé cde truc twong
‘g ot cdch off dinh vdi cde dai beong o, 09,03, Vi vdy cning ta ky hicn
e, 0y, 0¢ 12 bmg suat chinh; hé thive gitva cde dai hrong nay khic nhau tai
nhirng didm khdc nhau cla khéng gian tmg sudt chinh. Do d6 thay (hé mot
diéu kién (2.20) bing cde diéu kién

Og — Oy = +24,
oy — a¢ = £2k, {2.21)
O¢ — 0g = +2k.

ks w 4 1 - - s . . - . e v . -
Sdu it phing théa man dicu kién nay tao thanh ldng tru 6 mét bién thi mit
tal. Gid siv trang thdi déo cha ta trén bidn ling tra tirong dmg vol phrong,
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v . d J
trinh thir nhat ciha (2.21) tic la f = o — ay. Khi do —f =1, - / = —1,
()JE C)O'”
af
—— = (} theo cong thire {2.14) ta dirgc:
dog
¢k = H(o¢ — dy),
¢h = —H(d¢ — oy), (2.22)

ccz[].

Bay gitr gid thiét ring ham H phy thude wng sudt tiép cye dai, tire 1a ham
clia og — 0. Khi d6 ¢6 thé 18y tich phan hé thite trén
P _
&y = h.(ﬂ'g - 0?])1

ol = —h{og — ay), (2.23)

cg =0
Két qua cho lién hé hiru han gitta ¥ng sudt va bién dang déo, tu'cmg twr nhr
1y thuyét bién dang. Hé thirc nay ton tai khi o¢ > o¢ > oy, néu bt dang
thite nay khong thoa man, ta phai chon twong umg trong og,a,},ac u'ng suit
cire dai va ing sudt cye tiéu, khi do hé thite (2.22) thoa man vai chi 86 khac,
ta lai c6 thé 1dy tich phan dwge. Chang han, & tréu bién og — o¢ = £2k tich
phan hé thire twong ti (2.22) cho két qud

!
ef = hlog — a¢) +eg

el = Li},
e’é = —h{o¢ — a¢).

Dau phay biéu thi bién dang déo tich lay tai cung thoi diém 4y khi diém
tdi trén bién o¢ — 0 = £2k va tinh theo cong thite (2.23).

C#n phéi xét khi diém tAl ndm trén canh cta lang tru. Chéng han o¢ =
oy > ¢, khi do thoa man dong thoi hai diéu kién o — oy = 2k va gy —o¢ =
+2k.

Trong hinh 2.7 biéu thi tiét dién cia mét tai trong
mit phing ¢é hudéng bit dién, phdp tuyén voi mat
bién tai diém canh tao thinh mat gée, trong d6 chira
hwémg cla gia sé bién dang déo. Vecto ndy nim trong
géc d6 cé the xem 13 t6 hop bac nhat cla cdc vecto
phép tuyén canh. Vecto tdc d bién dang déo hwdng

theo phdp tuyén mit ox — o¢ = 2k la Hink 2.7
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éngl(dE_é‘C)? 6?1:0, éE:—Hl(dﬁrdc).
Twong ty ddi voi mit oy —9¢ = 2k:

el =0, &= Ha(dy—0c) &) = —Ha(on — 6¢)-

Cong lai ta dwoc

é;E) = Hi(o¢ — a¢)s
b = Hy(o¢ — 3¢), (2.24)
¢f = —(Hy + Ha)(o¢ — a¢)s

trong d6 og = oq. Ham Hi + H, 13 hdm cta og —o¢. Ta thiy ring bién
dang déo khéng phu thuge vho tng sudt trung binh, cho nén néu diit vaoe vat
thé tng sudt nén thiy tinh —og, thi trng sudt theo chitu &, bing khong,
theo hudng ¢ ¢6 vng sudt nén —(og — o). Bién dang theo hwémng € s 1a
e’c} = —h{oe — o¢); hé thitc nay nhan dwoc bing céch tich phin phuong trinh
ihtt ba cla (2.24). Cuéi cing nhan dwoc két qué

trong nay con tham <& A chira xdc dinh. Trén day ching ta gia thift mat tai
khong déu nd d&ng hwéng trong qué trinh bién dang déo va suy ra litn hé
pifva Gmg sudt va bifn dang; twong tu nhw vay ciing ¢6 thé dung gia thuyét
t4i ben dich chuyén voi mét tdi khong deu.

2.4 Dinh dé ddng hudng va ly thuyét bién dang dan
déo tong quat

Trong cic cong trinh diu tién vé thuyét dan déo, llyushin phén tich sw khac
biét co ban cia céch ddt tdi dom gidn vd dgt tai phuc tap trong mién bién
dang déo. Dé xay dung ly thuyét tong quat cin dwa vdo nhitng khdi niém
n&i vi cdc nguyén 1y co ban.

Khai niém dit tai don gidn va Qit tai phitc tap cua phan ti vO cung nhd
ctia vat thé, khai niém & tenxo chi nréng ing sudt, bién dang va toc do hién
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dang, 1a co s& dé xay dwng “dé phic tap” ciia qud trinh bién dang, twong tw
nht vecto don vi trong 1y thuyét trudmg vecto. Ly thuyét bién dang dan déo
téng quat bién thi quy lut clia cdc qud trinh dat tai phire tap. Nghién ciu
tinh chit co hoc cla vat rin bién dang trong cic qud trinh dé dan dén vigc
phan chia tinh chdt co hoc ra hai loai: tinh chit vo hudng va tinh chat vecto.

Nher todn tit tuyén tinh dudi dang tong quat nhit ngudi ta biéu thi lién
hé gitta tng sudt va bién dang

L(S3;) = L'(ei;),

trong d6 L, L' Ia todn tir tuyén tinh theo thoi gian hay tham s6 nao day vdi
céc hé s6 1a ham ol cdc bat bién cla Sy, e, Sis, €5, Cdc ¢d ging lam dom
gian héa hé thirc nay dan téi viee dua vdo cdc vecto trong khong gian nam
chidu nhr da trinh bay trén, va da thiét 1ap dwoc tenzo dd cong cia quy dao.
D6 14 do do todn hoc cia ddt tai phie tap.

Co s& cla 1y thuyét bién dang dan déo téng quat 14 nhitng dinh dé Tlyushin
52, 53, 54).

2.4.1 Dinh d& ding huéng tong quat

Dinh d&. Trong qud irinh bién dang tenzo léch ung sudt Sy = Si;{(t) va mot
26 hudng la ham s6 xde dinh don iri cie qud trink tire la phiém ham phu
thude vao ei;(1), p(t), T(t)

S;‘j = (I’ij{enm(t!),p(t’),T(t’)},
6 = 0 cmn(t'), p(t), T()} (2.25)

Cdc hé thite nay phdi bét bién dGi vdi phép quay hé toa dé x; trong vat thé.

Néu qué trinh bién dang 13 gidi tich thi cdc ham ey, p, T ¢6 thé bidu dién
dirdi dang chu6i Taylor

el SR kei.- ; 8O ok

eij(t’) _ Z (t k‘t) d d;k(r) _ Z (t klt) ({E?)(t)!
k=0 ' k=0 '
e Ik

ey = 30 o,
k=0 '

W)=Y (_t%t—)ffr(’f) (t), (2.26)
k=0 '

trong dé (k) ky hitu dao ham cdp k theo t cia dai hrong twong ung.
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Dit (2.26) vao (2.25) ta bién d6i phiém ham &;;, § thanh ham cia vo s6
hoi#ic s8 16n hire han bién s0 cgfr);(t), PN, T (1)

StJ(t) = @fj(e$723?3 eg'}l" - 165'::7)1’ e !p(O)l e 'lp(ﬂ)'l - FT(U}! s !T‘(m)} e ))
0= 0l el O @ g0 e )
(a=0,1,....k,... 00). (2.27)

Néu qué trinh khong gidi tich, ta chon tip hop dém dwge cac gid tri to, £, .. .,
Layovosbp, ... sa0 cho

1) moi diém khéng gidi tich cia qud trinh déu rei vao trong dé

2) 1dp day toan khoadng thii gian khao sit

3) hiéu $6 tay1 — ta nhd dé cho phin quy dao bién dang gitra hai diém lan
cdn ¢ va cf}“ c6 thé xem nhur thing, vi vay cd thé gidi han khdo sit nhitng
gid tri rii rac ciia S, 8 vdi t = £ Khi d6 6 thé xem @45, # 13 ham cia nhicu
bién

; : k
S;;j(tk) = @ij(e?,ln,...,Eim,pﬂ,...,pk,A..,TU,...,T ,.,.),
0 k {) [ { k ‘
B(tr) = B(Cpmr- - s Eranr o v s D neea Doy Ty T, (2.28)

trong do e, p*. * (@ =0,1,2,...,k) 1a gid tri cta e, p, T tait = L.

Dé hé thite (2.27), (2.28) bt bién déi vdi phép bién dai hé truc toa dd
trong vat thé, S;;, ¢ phdi phy thudc moét céch diic biét vao cac tenxo e,(,;;}z,
Con-

Trong trudng hop chung tenxo léch 1ing suat phai la hdun cua cde tenxo
dai ximg (tenxe léch hang hai)

S =(S;)=d(EE&,... . 8;U.,T)),

trong dé tenxo léch &, la dao ham bic m cla tenxo l¢ch £, hodc la gid tri
¢ta nd tai thoi diém £,

dmlfjl'j hoic

m , N10&ac

€ =(eij), Em=1(e]”), voi eV ={ dm :
eij(tm),

E-tenxco don vi, I-tap hop cde bit bién cla cdc tenxo 1éch, déu hiéu (I,p,T)
bidu thi @ 14 phiém ham cta céic dai lwong I,p, 7.

Hé quid 2.1. Tenzo léch S tai thoi diém t cia qud trinh bdt ki cd thé biéu
thi dudi dang cdp 6 liy thua cua igp hop tenzo léch &,

S=LYEY+ L¥EY + ..., (2.29)
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trong do
L{(E) - tenzo léch A6t ming la ham tuyén tinh cia cde Eny;
L&) - tenzo léch d6i ziing ld ham bdc hai cia En;
L3(E) - tenzo lich d6i ming ld ham bdc ba cta &, ...

Ta ¢d
LYE) = Anéu,
LYE) = ApmEmEn — AT E, (2.30)
LHE) = AmneEmbn — AYE, ..
trong 46 Au, Aman, Aemn, - - - he 56 bat bién phy thude vao p, T va 1. Géc hé

s§ AT A dwoc chon sao cho L2(E), L3(E),... 1a tenxo lech, con Apy,
Apin, Agmn, - .- ¢hon sao cho moi 56 hang {2.30) la tenxo ddi xitng hang hai.
Theo phép tinh tenxo trén co s& hing déing thic Hamilton - Cayley va
hing ding thitr nguyén ¢6 thé bién ddi (2.29) va (‘2 30) vé dang don gian. 8;
day khéng trinh bay ti mi ma chi dura két qua cudi cung cia llynshin {54]

Si = Amel” £ Apumyel™, (2.31)
trong, dé

c(mn) _ l(

(m,n=0,1,2,3,4 4,j,a = 1,2,3),

(m} (n) (n) (rre) 1 -
Ei € + € €ion )— EI(?nn)éija

Tmn) 18 bAt bicn:

] () = ();::n) E;l)
V& phai cia (2.31) gdm téng nam sé hang doc lap tuyén tinh, néu cic tenxo
Em (m=10,1,2,3, 4) doc lap tuyén tinh.

Hé thide (2.31) biéu thi quan hé gitta dny sudt va bién dang cua lj thuyét
bié'n dang dan déo ting qudt.

Hé qua 2.2. Cdc dai lugng v6 hudng nhu bién dang khéi 6, cudng dé ung
el 3 o~ . F - .o 1 1 -
sudt 02 = 58.;‘.,-5'.@;,-, bt bién thit ba Det|Sy;|, bdt bicn cua dao ham tenzo léch
dTRSfJ'
dtm
tenzo £, = (c

ndng heong trong U, céng hao tdn W*,... déu la him eta cde bdt bién

)

' }, tuong tu nhu Am

(Ai‘n.)ougu! U! LV*) L ‘) = (ATI'I-) 9: Gr‘ur U‘} l{/*: L )[I!p:T
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Diing cdc cong thic vé xdy dung vecto trong 2.1 ta viét hé thire (2.31)
dudi dang vecto trong khéng gian bién dang

o-:A'mam_l'A(an B(mnjr (myn:071:21314)1
trong d6 3 m 13 vecto ndm chiéu xay dung trén co sé tenxo léch e

d™ >
Dm = dtm
3 (t?fi):

hodc

con

{mn)

3(71171):3 e (1‘:1:2)--'15)}

Bgmn} biéu thi qua egm]

2.4.2 Dinh & ding hudéng

Gan diing tira tuyén tinh ctia hé thite gitta tng suit va bién dang (2.31) 14 hé

thite vecto suy tir dinh dé ddng hirémg sau day.

Dinh dé. Hinh dnh gud trinh dgt tdi trong khéng gian bién dang ndm chidu

hodan toan zdc dinh do ddc trung hink hoc cia quy dao bién dang va cde ham
. ' - Ed - d‘ . - w P

v0 hudng nhu dp sudt p(s), nhiét d6 T(s), téc dé d—:, vi vay hinh dnh ndy bat

bién voi phép quay va phép chi€u trong khing gian bién dang.

Trén co s& dinh d& nay ta ¢é cong thic

0=5.93m (m=0,1,23,4), (2.32)

1}

trong dé 3 ,, =

o va cdc vé huémg nhw bién dang khéi 8, ning leong
trong U, cdc hé s6 S, phuy thude phi€m ham vao p(s), T{s), s(t) v& bdn ham

s,(8) bi€u thi d6 cong ciia quy dao bién dang.
(Sms 0,0, ) = (S 0, U, - ) [0, T 7, ], (2.33)

- Diéu d6 c6 nghia 13 cdc dai lwong nay bat bién déi véi phép quay va phép
chi€u trong khéng gian 5.

Ta thay dé dang rang diy 13 hé qua tua tuyén tinh cla dinh dé ding huéng
téng quat (2.31) vA gid thiét thém 13 cac vo hwdmg chi xdc dinh béi bét bién
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thit hai cia moi tenxo &,. Khic vdi dinh d¢ téng qudt trong lién hé giva
tenxw léch wng suit va bién dang khong chita bat bidn thit ba cia &£,.

Dinh d& ding huwéng xic dinh vecto tng suit o dwdi dang todn tir tuyén
tinh cila vecto 3, tikc 1 xdc dinh tenxo léch dng suit S,; dwdi dang todn tik
tuyén tinh cla tenxo léch bién dang e;; cho nén cdc hé sG cia todn tir khong
nhirng phy thude vae p, I ma con phu thude vao tich v hwing cla cde vecto
nhin dwgc tir 3 dwdi dang todn ti tuyén tinh nao day.

Néu quy dao bién dang xdy ra trong khong gian con bién dang n chidy,
trong dé n < 5, thi trong hé thire (2.32) ton tai n $6 hang va hé thite (2.33)
chi chiva n — 1 tham 56 dd cong quy dao.

Chéang han trong bai toan phing néi chung ton tai gquy dao bitn dang trong
khong gian bién dang 3 chiéu n = 3, ta ¢6

g = Snan (ﬂ_ 11213)?
Sﬂ, = S?;{T:p:xlrx%s}p

trong do

: 2 2 1
ds=|d3|, s =]|22|, xixs=]|33°— s — sl
Ta biét ring 6, s, s, (n = 1,2,3,4) biéu thi qua tenxo léch bifn dang, theo
cong thire Cauchy cédc dai lrong trén cudi cling cing bidu thi qua vecto chuyén
dich u. Do d6 tenxo léch ing suit cling bidu thi qua vecte chuyén dich va
dao ham cia nd

M p(mj _ 67”6-;'_:;
o> BT T
e(m) = div u{mJ (m = 1,‘2}3,4)-

u(m.) —

Cong thire (2.32), (2.33) ¢d thé viét duwdi dang
m) {m} 1
S;{j = S,,;cgj | - S’n(gi_}' — gg{m)(sgj),
S‘Jﬂ. B Sﬂ'l{:‘{‘! 9: My, S}t’
p:P{TaG;KmS}t (TL: 1:273:1)

Khong gian bién dang khong cé gi ru thé dic bigt hon khong gian dng
sudt, vi vay Ilyushin thiét lip dinh Iy ddng ciu, theo d6 dinh dé ding trong
khong gian bién dang cing ding trong khong gian tmg sudt. Tir d6 suy ra
lién hé ngiroc lai gita bién dang va cdc thanh phan tng sudt.

Lién hé gifra ¥ng sudt va bién dang suy tir dinh dé ding hwéng chira céc
hé sd v6 hwdng, cic hé s6 nay phai xdc dinh trén co s& cdc tinh chit cu thé
clla moi trivdong dan déo.
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2.4.3 Gia thuyét vé cat tai

Bién dang toan phin thuomg biéu thi dudi dang tng bién dang dan hoi va
bién dang déo. Céch biéu thj d6 cd thé hiéu 1 t&t ca nhimg quy dao bién dang
kha di ti€p tuc tir diém K cla quy dac trirdic c6 thé chia ra hai tap hop gidi
han bédi mit gidi han di qua didm K. V& mét phia ciia mit nay (bén trong)
moi quf dao déu twong (g véi bién dang bi dong (cdt tai), tai d6 bién dang
déo khong ddi ma chi ¢ bién dang dan hoi thay ddi; vé phia kia (bén ngoai)
clia mit moi qui dao ddu biéu thi bién dang chi dong, tirc 13 khong nhing
3 €, md ci 3 P thay doi. Thanh phin bién dang dan hdi 3 © dan tdi khong
khi o din t&i khong. Vi vy 3 1a bién dang trong qua trinh cat tAi tai thoi
diém khi o = 0

3P =3 _,

P3ng thirc nay cho phép do bién dang déo trong thwe nghigm va xét xem 37
cé phu thude vao cach cat tai hay khong. Déi véi bién dang dan héi 3 € ching
ta gid thiét ring né la ham tuyén tinh thuin nhat clia tng suat o, trong d6
mé dun dan hbi dwoc xdc dinh bing dai lrgng trung binh trong qué trinh cét
t&i toan phin; néu khéng 3 P sé phu thude vao céch cat tai

3¢= (D)o, o=(E)3°% (2.34)

hay 1a

e __ . — EL. €
€ij — Dijmnsmn: SU = LijmnCmns

trong d6 ma tran hé s6 dan hoi (D) va (E) chi phu thudce vao phiin quy dao
chit dong (trwde K) va 1a ma tran doi ximg va nghich dao dwoc
(D)(E) = (E)(D) = (1),
Dijmﬂ = Djimn = Dijnm = Dmm'j:
Eijnm = Ej‘imn - Eijnm = Limntj-

Hé thie (2.34) cling ding ngoai mat gioi han, trong dé (D) va (E) con
phu thude thém vao doan quy dao chit dong ngoai mét gidi han.

2.4.4 Tinh chit cham tré

Trong qud trinh nghién ctu tinh chat clia vat lidu, ngwrdi ta phat hién ra tinh
chdt chdm tré, thé hién dudi dang sau day: do léch ctia vecto tmg sudt o
véi tiép tuyén quy dao bién dang khong phu thuoe vao toan bo quy dao bién
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dang, ma chi phy thude vao phin quy dao tiép cin didm dang xét, do dai cia
phan nay goi 13 vét chdam tré h.

Gid sir trong khéng gian bién dang cho quy dao 3 (s), trén co sé cia dinh
dé ding hudng ta c6 thé vidt lién hé & dang téng quét nhat

5
o= /Ks(s, s w3, . dd, (2.35)
0
trong do
d !
ds’ = Ei,—ds" = pids

Ham s dnh hwdng K, bat bién, phu thugc dic trung hinh hoc quy dao tai
moi diém cia né.

Déi véi quy dao giai tich thi (2.35) triung véi (2.32); qua vay theo cong
thire Frenet

dpl d2p1
LA N § t N 9
pl-PI(S)—pl(f’)*‘(S—S)}?%-E?(S S) _—d82

= Pimpm, (m=1,2,...,5). (2.36)

Duwa biéu thitc ndy vaio (2.35) ching ta sé nhan duoce hé thive (2.32), trong
dé )

5
Sm. = /Kspl7rad3f
0
Nhér cong thire (2.35) phét bidu tinh cham chd bing bidu thire todn hoc:

3
a:/K(s,s’,x,x’,...)dB, (2.37}
s—h
trong d6 ham K phu thudce vao do dai quy dao s va ddc trung hinh hoc quy
dao chi & phiin quy dao tir 8’ = s — h dén s’ = 5, ham K giam dan khij s — s’
tang vi hiu nhwr bing khong voi s’ < s — A

K(s,8)=0 véi s <s—h.

Néu dé cong quy dao tai moi didm cua khodng 4 13 nhd, thi trong (2.36)

ta chi cin gi¢i han & sG hang nhé béc nhét
EN
ds’

= pi(s) + (s' — s)ipa + ...
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Do do tr (2.37) ta duwoc
g =c— (2.38)

o A
V¥l 541 50

| 51] / K(s,8) (s —s"ds

s—h
50 voi gid tri
E]
¢ = f K(s,8)ds' = |o] = oy,
s—h
. N P -~ [ ot 4. . . - 3 3 s - . B H e
tire 14 goe lech cua vecto o ddi voi tiep tuyen py = I ¢ gia tri bang ty s6
s

nhitng dai lromg dy. Tinh dén tinh chit ke trén cia ham s8 K (bing khong
tai & = s — h), thi ngay ca gid tri gin ding thi nhét cia K theo s, dd lom
~ , . ]- - - & y. . E]

cna goe da cd bic 5:{1?1. Thue té chi ra ring voi Js|h < s ¢d the xem doan A
la quy dac co do cong nho.

Thi nghi¢m c¢ia Lensky [21, 62] chiimg minh réng véi quy dao 6 do cong
nhé hé thive (2.38) thda méan va ¢ = |o| = 7,.(s) la ham pho dung cia do dai
cung s

Khi do ta ¢ hé thike

3, (2.39)

L. dd o v .
trong d6 3 = s 14 vecto toc d6 bién dang va

{
8= ]Uudt.
0

Trong trudmg hop dit tai don gidn chi ¢ mot vecto duy nhit
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cho nén tir dinh dé ding huwéng ta nhén ngay dwoc hé thire co ban cda ly
thuyét bién dang dan déo nhé

Tu ‘I’(cu)

3.
Ey Cu

Ly thuyét bién dang déo hiru han da dwoc ding vio viée nghién ctru céc
qué trinh gia céng kim loai bing dp sudt va cac qud trinh chdy déo khic (nhuw
khi nd, khoan lém...) trong vit thé bién dang xdy ra theo quy dao cé dd cong
nhd, vi vét chdm tré kh4 nhd. Disu dé cé nghia 1 hé thire (2.39) phat bidu
twong déi chinh x4c 1y thuyét bign dang hitu han, trir trrdmg hop quy dao
quay dot ngdt trong khodng gidi han e,.

"Trong Iy thuyét bién dang nhd, cin chi y qué trinh c6 diém goéc. Quy dao
cia né gbm hai doan 6 dd cong nhd, khi chuyén ti doan nay sang doan kia
phdi qua diém géc, tire 12 vecto tidp tuyén quay di mét cdch dot ngdt mot goc
nao diy. Trong thuc t&€ qud trinh nay xdy ra khi dit tdi vao két ciu méng
t&i giai doan mét 6n dinh va qué trinh tiép theo. Trong toan b quy dao bién
dang loai ndy chiing ta chi con chwa biét lién hé ¥ng suit bién dang trong lan
can diém gay (theo tinh cham tré). Ta 6 thé thay thé€ tai lan can diém giy
hai doan ¢6é dé cong nhd bing hai doan thing v goc gdy bang géc giva hai
tifp tuyén véi hai doan quy dao tai diém dé.

Tinh chat chim tré ¢6 thé mé rong cho ca tinh chat vé hwéng cla vat lieu
(62].

2.5 Lién hé gitra hai 1y thuyé&t

Hai ly thuy&t ph4t trién song song, doc lap, nhung qua qud trinh phat tridn
ta thdy ¢ phwong hwéng két hop giira hai ly thuyét [53, 54].

Sw két hop dé din dén méy két luan sau day:

1. Néu tinh dén sy thay ddi tinh chit dan hdi cia vat thé va bat ding
hwdmg bién dang (theo s6 liéu thue nghiém cia Zhukoy [50]), thi grad f trong
cong thire (2.12) khong phdi bidu thi huedng cia vecto gia s8 bidn dang déo
d > P, ma la cla vecto vit 1y khdc. Nguyén ly phép tuyén phai viét duwdi dang

d2? +d(D)o = Alds| grad f,

trong d6 d(D) gia s6 tenxo médun dan hdi bt déng huéng. Vé tinh chat 15i
khip noi cla mit gii han cin phét xét thém.
2. Hé thire trén va hé thie ding céu cda né trong khong gian bién dang

(E)d3 —do = Bjd > |grad F (2.40)
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suy ra ducc tir dinh d& déo tong quit hon hé thic (2.12). Trén co s d6
chitng minh dwoc dinh dé Drucker khong phai la ditu kién céan.

3. Gid thuyét tuyén tinh cia hé thirc gitta Gmg sudt va bién dang (2.14)
vd H khéng phu thudce vao vi phan doy; (B - vio dej;) khéng phit hop vai
thwe t6. Céc hé s6 H, B ciing nhu Sn phu thudc vao nhitng tham s8 loai
doij, deij.

Nhiing két ludn nay khong nhirng chirng minh tinh chit khong day di ctla
nhitng diém co s& clia thuyét chiy hién nay, ma con ¢6 mét néi dung méi két
hop duoc v6i nhitmg nguyén ly ciia thuyét bién dang dan déo téng quit. Cha
v & day ta khong xét dén 1y thuyét citng déo 1y tuwdmg,

Biy gitr ching ta di siu vao cdc van dé da droe néu o trén.

2.5.1 Dinh d& déo

Dinh d&. Cong ctia #ng sudt o theo moi quy dao kin bdt ky trong khong gian
bién dang s, bét diu tir trang thdi K ndo ddy va tré lai K, thi bing khing
néu bién dang déo khéng thay dii trén toin quj deo va dwong néu tai phin
néo déy cia quy dao bién deng déo thay dé.
Trong truong hop dan don .
. I o e })
gidn hoic xodn Ong méng, hay loi
trong truwomg hop dit tai don gidn K M
va cat tai theo cing hréng nhw ' ;
khi dgt tai thi dinh d& trén 13 P
diing ¢4 cho vat lidu téi bén va A
khéng tdi bén.
Trong hinh 2.8 trinh bay do i
thi gitva |o| va | 3 | khi dét tai
don gian, Cong od 3 khi d6 bang
lold] 3 1. Hinh 2.8
Do dé coéng sinh ra theo dwong bién dang kin sé la

I ——_

fﬂd 3= Wgkpk,

& day dat tdi theo K P va cit tdi theo PK’. Cong nay bang dién tich tam
gisdc KPK' va dirong, khéng phu thudc vao d6 léch cla doan K P khi bidn
dang déo tang. Trong truomg hop bién dang bi dong (dwdmg bién dang kin
theo K P'K) thi cong bing khong.

Dinh dé Drucker cho cong dwong theo duwdng kin trong khéng gian ing
sudt, dan tdi hé thike
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(o] —lox|)d3= Wkpa > 0.
KEPM

Vi ring
Wipr = Wipa + Wruke va Wrur > 0,

do dé6 ta thay dodi hdi cia dinh dé Drucker manh hon.

Bay gitr ta. chitng minh cho trwong hop téng quat: dinh dé Drucker chi la
didu kién di chit khéng phdi la diéu kién cén dé thda man dinh d& déo. Dinh
de déo tong quat hon, né ding cho 1ép tinh chit vit liéu va qud trinh rdng
rai hon dinh dé Drucker.

P ‘p=const
F p=const N
M K(M)
@ N @ Sy=const
Fy=const 0
Hinh 2.9 Hinh 2.10

Trong hinh 2.9 thuéc khéng gian 35: OK 13 quy dao bign dang trirde didm
K. T K tiép tuc qud trinh bién dang dén P va sau d6 theo PM va MK(N)
(quy dao kin), trong dé chon diém M sao cho tai d6 ¥ng suit bang ng suit
tai didém K, tirc la og.

Trong hinh vé thudc khéng gian s, ciing qué trinh d6 biéu dién trong
khéng gian ing sudt. Dwdmg kin theo bién dang 1a KPMK(N), dudng kin
theo tUmg suit la KPK(M).

Dinh d& déo dugc biéu thi dirdi dang todn hoc

szadazo,
3K

trong dé dudmg kin theo bién dang k.
Twong ti, ta viét dinh d& Drucker

W1=f(0‘—a';{)d320,



84 CHUONG 2. LY THUYET DEQ HIEN NAY

trong do dwromg kin theo trng suit o k.
Ta phéi chirug mich

W > W (2.41)

Khi dé véi W > 0 khéng thé suy dwoc Wi > 0, nhung ngwoc lai tir Wy > 0
suy ra W > 0.

Qua diém K va P vé mit gi6i han twong Ying Fx, fx va Fp, fp. Ching
ta xét doan quy dao KP khong lém ldm, trong dé ditm K(N) va K(M)
nam trong mit gidi han mdi F, va f,. Difm K{(M) nim trong f, suy ra
diem M{oa = ok) nim trong F,, diém K(N) ndm trong F, thi diém N
(3 ¥ =3 k) ndm trong f,.

Do dé dwong PMK({N) va PK(N)M trong hinh 2.9 c¢iing nhw PK(M)N
va PNK{M) trong hinh 2.10 13 qué trinh bi déng (cét tai), tai dé bién dang
déo khéng déi va bang 3 %. Bay gio chitng minh bit ding thic (2.41). Xét
qué trinh trong khong gian bién dang, ta cé

W= j{adaz %agd3+f(o—a;{)d3,
2K K 2K
vi vecto o g khong d6i, nén § oxd 3 = 0, tich phén thi hai 14y theo dwdmg

3K
KPMK(N)=KPM + MK(N) nhung

f (o —og)da= yg(a—a;()da.
KPM oK
Do dé

W-W = / o —og}d>. (2.42)
MK(N)

Trén doan quy dao MK (N) chi ¢6 thinh phin bién dang dan hoi thay doi. Ta
biét rdng ox = o, dd3=d 3 =d(3 °— 3 %) va quy ludt cit tai tir diém
P

o—op=(E)p( -3 )
Hé thire (2.42) dwa ve dang
W-wi= [ (B)e-35de 25 -

MK(N)
=W.(3 ?{(N)‘ > -
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Thé dan héi W, 13 ham xdc dinh dwong

1 [
We = §(E)p( 3 %~ 2w (2 km~2%) >0
nén bat ding thire (2.41) duge chimg minh,

2.5.2 Gia s6 bién dang déo va miit gidi han

Gia st v&i quy dao bién dang OK ta biét mit gidi han Fx = const (xem hinh
2.11). Tir K tién hanh qud trinh bién dang bi dong toi diém M, vecto 3 %
sé khong thay déi. Sau dé tién hanh qud trinh theo quy dao bién dang kin
MTPTM, khong 1am mit tinh chédt t6ng quét c6 thé ldy MTPTM la doan
thing.

Hinh 2.11

Chung ta bidu thi doan MT (bi dong) béng vecto don vi t, TM =z, toa

d6 chay «'; doan TP (chi dong) béng vecto don vi e, TP = ¢, toa db chay £
— -5
tir diém T t6i P vecto bién dang déo thay déi tir 00" =3 % dén 00" =3 %,
Khi d6 hitu s63 %— 3 § = (p = A 37 la mot dai lwong nhd bac ¢ (p - vecto
—

don vi ctia O’O"). Gid tri tirc thoi cla vecto bién dang déo trong doan nhd
TP ky hiéu 1a ('p.

Dinh dé& déo ddi vdi dwong kin MTPTM c6 dang

W = f od2 >0,
MTFPTM

khi tinh tich phan nay ta chi gi¢i han téi 56 hang nhd bac nhat dsi voi £, Gid
thidt ring ma tran dan hdi (E) tai diém nio ddy trong doan TP c6 thé viét
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(BYe = (B + €[ B,

‘f (2.43)
(E)p = (B)r+ [ B,
trong do
(E)r = (E)x

Chu y tich phén
[O‘da —i—fﬂdB‘—'f(O’TP——O'pT)edE
TP PT

13 dai lvong nho bac £2 ¢6 thé bd qua, vi rfing su thay doi cia ma tran dan
hBi va dai hrong bién dang dan i trong doan TP ¢6 béc §, do ddarp —OPT
ciing s€ ¢d bac §.

Néu chi gidi han & s6 hang nhé bac nhét ddi voi € thi bidu thirc cong W

¢b dang:
W= fdd3+fcrd3+[0d3+]ad3:

MT TF PT TM
z
= [O’d9+ /O’dBZ/‘(UMT—UTM)tdw", (2.44)
MT TM V]

trong d6 d 2= tdz', oy DG suat tai diém tz', khi chuyén‘ déng tir M dén
T, oppr (tng sudt cling tai didm Ay khi chuyén dong nguoc lai.
Theo hinh 2.11 véi MT ta co

our = (B)r(a+tz') (2.45)
vavéi TM
oy = (E)pla+tz’ —(p),

nhitng bidu thire trong ddu ngodc 13 vecto bién dang dan hoi twong ng voi
— —

qué trinh MT va nguoc lal TM, tirc 1a vecto O'M' va oM.
Ding (2.43), (2.45) va gidi han & s& hang nhé bac nhét ta tinh
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d ’
EE(E)lT[b _(z-2)t] =

= ((E)p - £(BY[o — (z — #)t],

oyt —oTMm = C(E)rp *6[

trong dé

d

boa+ts (B)=(B) (B =g

[E)-
Dit biéu thire vira nhin diroc vao (2.44) ta duoc
1
W = 2[¢(E)p — £(E)blt + §$2§t(E)’t.

, P . A>3P d37 . .
Tinh dén ¢(p = A 2 P va thay & =& (vi doan TP nhé tiy ¥}, ngoal

ra
b=3>-3P=3%

bidu thite W c6 thé viét dudi dang

1
W = ztPt + §x2£t(E)’t, (2.46)
trong dé
d3?¥
P=(E)— — (£ =R
)12 - (E)
Ding hé thire o = (E) 3 ° bién Adl hé thirc cudi cling vt dang
d> do

trong 6 df =1d3 |

Vi dai luong € dwong nhd tuy ¥, didm M c6 thé 14y gan mit Fg thy ¥ roi
cho 16 dan ve diém 7' sao cho ty 86 /2 nho tiy ¥. Khi dé tir dinh de déo va
cong thite (2.46) voi £z > 0 suy ra

P-t>0

véi t bat ky, tive 1a voi hiréng bit ky cia M d6i véi T Vecto P khong phu
thudc vio M va t, ma chi phu thuge vao diém T vd hwéng e, Trong trueong
hop nhu vy t 1a vecta dom vi n&m trén mit phing tidp tuyén voi Fi. Do dé
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P-t=0

suy ra vecto P hudng theo phap tuyén cla mit Fi tai didm 7. Hé qua cta
dinh dé déo 13 hé thitc sau day

P = B grad F,
hay 1a
(F)d > ~do = Bld 3 |grad F. (2.47)

Day chinh 13 hé thic (2.40) da néu & trén.
Vé chitng minh tinh chat 16i cia mat
giéi han ta lam twong tw nhu trong 2.3.
Giao tuyén ctia mit gidi han va mat phing

Vi
M F P
N T ' (P, t) c6 the viét
F4 r 1
2
T

z = —nx®.
2

Chi ¥ rang P hrdng theo phép tuyén
Hinh 2.12 ngoai clia mit giéi han, nén B > 0 (néu

rad I > ().
Pua 8 )

1
Pt = |P|cos(P,t) = —§|P1 = -5 z|P|
vao biéu thire (2.46}, ta drge
1
W = 5.’;25[-— #|P| + t(E)'t).
Viéz? > 0,tr W > Osuyra
t{Et — #/P| > 0.
Ditu kién ndy théa mén khi »# < 0, tirc 1a mdt F). 16i. Nhung véi moi tiép
tuyén t cta Fy chwa 6 thé khang dinh » <0, vé mit 1y thuyét chura loai bo
kha n#ng mit 1om hodic hinh yén ngua.

Theo dinh 1y ding cau dinh dé déo 6 thé 4p dung cho qud trinh MTPTM
trong khong gian ¥ng suat. Ky hiéu

dx = |do)



2.5. LIEN HE GITA HAI LY THUYET 89

14 modun gia s6 ung sudt o khi virgt qua mat t3i f = const va (D) la ma tran
nghich dao cta (E). Bing cich ly luan tuong tw nhur trén ta nhan dwoe Wty
16 vai Q - 1, trong do

da3? d

T - vecto dom vi ndm trén mit phéng tiép tuyén véi mét f = const. Hé qua
cta dinh d& déo cho ta vecto Q huéng theo phip tuyén cua f:

Q :Agradf:
hay la
d>3? +d{(D)o = Aldo|grad f.

So sanh véi hé thic (2.12) suy tir dinh dé Drucker ta thiy trong hé thirc nay
c6 tinh dén tinh chdt dan hoi thay dé% vi trong qué trinh bién dang déo xuit
hién bat ding huéng bién dang.
Diing hé thirc 3 ¢ = (D)o ¢4 thé biéu thi phuong trinh vira nhan dwoc
dwéi dang
d > —{(D)do = Aldo|grad f. (2.48}

Véi cde gid thuydt ve mit gioi han nhw da trinh bay trong 2.2 dp dung
vao day ching ta sé nhan dwoc cic bicu thite cta 1y thuyét déo cé tinh dén
bit ddng hudng bién dang.

a) Vit liéu déo lff tudng [40} m&t gi¢i han gid thiét 13 mit ciu

2 2
f:Uu—G'S:O,

khi d6 grad f = g— Thay thé grad f vao lién hé (2.48)
L]

d> —(D)do = A]dalg :

hay 1a
Ajdo|

k|

(E)d> —do = (E)a. (2.49)

Nhén hai v& ctia (2.49) v6i o; va chd ¥ réng véi vat licu déo ly twdng odo = 0
khi bign dang chi déng, ching ta nhén dwge

(EYd3 - 0= A—Idﬁ—l(E)a 'a.

O
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Khir A tir (2.49) va hé thu-c nay, cling tinh dén sy déi xtng cda ma tran (E),
ta di dén

(E)od >

(E)A5 ~do = o=

(E)o. (2.50)

- D€ hoan chinh ly uhuyct ddi véi vét lieu déo ly twdng ta chi cin xac dinh
quy luat thay déi cia ma tran (E). Hé thitc (2.50) mo rong thuyét Prandtl -
Reuss khi tinh dén bit ding hwéng bién dang. Qui vy néu khong tinh dén
bat dang hwdmg bign dang thi (E) = 3G(I) hé thie (2.50) cho két qua cua
thuyét Prandtl-Reuss

ocd>3

-0
a3

1
43 ——do =
3G
b) Vat licu tdi bén ding hudng
Gia thiét mit gi¢gi han f 13 mit gidi han Mises nd ding hwéng tirc 1a f
chi & ham cta cwomg do tmg sudt o,,. Khi d6 vecto ¢ng suit o huwdémg theo
grad f, tir hé thirc (2.48) suy ra:

d> —(D)do = Lidola,

trong dé L cling chi 14 ham cia o,.

Ching ta nhan thay rang trong hai trwdmg hop nay veto tng suit o huéng
theo phdp tuyén cda mit gldi han trong khéng gian 1tng suat, voi cdc treomg
hgp khéc ta chwa cd két ludn gi.

2.6 Gia thiét xac dinh dia phwrong. Hé thirc xic
dinh cua ly thuyét qud trinh dan déo

Cho dén nay chira cé nhiu céng trinh nghién ctru vé ciu tric va phwong phip
xdc dinh cde dai lwgng tham gia trong cde hé thitc co ban cia 1y thuyét bién
dang dan déo tdng quat, ching han ma tran bit ding hirédng bién dang, ham
ché,y [, cdc phiém ham Sy, trong hé thic (2 32),... Vi vay umg vl sy phat
trién cla ly thuyét téng quat xudt hién vén dé thiét 1ap mét s& dang cia 1y
thuy&t déo phi hop véi thuce nghiém va cé kha nang ¢ng dung thye té,

D& hoan chinh vige xay dirng hé thirc 1rng sudt - bién dang can phai xic
dinh cdc tinh chit va cau tnic gidi tich cia cdc phiém ham va cdc gis tri cua
cdc dai leong dic trieng trong cic hé thire (2.32), (2.33) twong Gng voi Elrng
vat lidy; tire 14 cy thé héa hé thitc ving sudt - bidn dang. Cé nhw vay mdi
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¢6 thé tng dung ly thuyét bién dang dan déo vio gidi quyét cdc bai todn ky
thuit.

Trur6e hét ta biéu dién quan hé (2.32), (2.33) dwéi dang khdc. Trong hé
thite (2.32) vecto ng suit ¢ bidu dién qua nim vecto déc 1ap tuyén tinh
D m(s) tai tirng diém clia quy dao bién dang. Nh& cong thite Frenet ta xay
dung ndm vecto djc 14p tuyén tinh pg (k = 1 + 5) thudc répe ty nhién cla
quy dao bién dang thong qua nidm vecto 3 , (m = 0,1,2,3,4). Khi d6 hé
thirc gitta ng suét - bién dang suy tir hé qua cla dinh d@ ding hwéng (2.32)
¢6 thé viét dudi dang

o = gy cos 8 pg,
cosfy costp =1, (k=1+5)

; . N A ,« o s e . ;
trong doé oy, 1a cwong dd éng suit, 8, = arc cos—py 1a cdc géc chi hwdng cla
3

vecto ng sudt trong répe tir nhién cla quy dao ll‘:'ié’n dang. Céc dai lwong oy,
8y chi phu thudc vao hinh hoc néi tai cda quy dao bién dang, hon nira theo
tinh chat chdm tré chiing chi phu thudc vao lich st bién dang ciia doan hiru
han quy dao bién dang ngay trwéc dé (vét cham tré k). Do viy o, va 6 la
phiém ham cla db cong s, cla quy dao bién dang vi cdc ham v6 huémg dic
trung cho sy thay déi cdac dibu kién vat 1y cdia qua trinh
(0w Ok, €5 ... ) = (0w, Bk, €) [p(s)), T(s"), xn(s’)]:_h.

Céc dai lwong ndy dwoc goi 1a cic phiém ham déo.

Mbt trong nhitng cich tiép cin c¢é hiéu qua dwa trén kha ning biéu dién
céc phiém ham déo dudi dang vi phan.

2.6.1 Gia thié€t xac dinh dia phwong [40, 41, 47, 62, 63]

Néi dung clia gid thiét 1a cdc phiém ham déo cé thé biu dién nhir nghiém tdng
quat cia hé phwong trinh vi phan thwong bic nhit phi tuyén, tinh kha thi
¢ia né dege chitng minh bang thuwe nghiém. Gid thiét xdc dinh dia phrong
dwoc phat bidu dudi dang ménh dé sau.

Ménh d& 2.1. Téc dé thay déi cde goc chi phuong cia vecto 1ing sudt trong

répe tu nhién cda qui dao bién dang — vé téc do thay déi cuong dé ung

p ds
U L3 Ll ra - 4 L4 LA -~ b3 fad L
sudt d—u la ham cia cde gid tri ke thoi Ok, oy, dé cong 3p v dé ddi cung

s
quy dao bién dang s:
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dé;
ds
ddis“ = {6k, Ou, 4, 8), (i k=1+5 p=1+4)

= Fi(Ox, Ou, #p, 5}, (2.51)

vt didu kién diu
ou =04, 0; =10y Fkhis=sg,

trong do

8, = arccos(—i -pk), cos B, cosf, = 1.
Ty

Chi y rdng cdc phuwong trinh nay chira cic ham F; va ¢. Do vay, phiém
ham cwomg dd o, va cic phiém ham géc chi hrdng €5 1a nghiém hé phwrong
trink vi phdn phi tuyén (2.51).

Céc ham F;, ¥ hoan toan dic trung cho cho tinh chit cila vat liéu trong
qud trinh dit tdi phic tap. Dé xdy dung cu thé cdc him niy, cin phai tién
hanh thirc nghiém trén cic quy dao bién dang phitc tap khdc nhau. S8 lugng
thi nghiém cé thé gidm di, suy tir hé qud cla gid thiét xdc dinh dia phwong:
Qué trinh bién dang theo moi quy dao k& tiép nhan diroc bang cdch quay
quanh vecto itng sudt déu dan veé ciing s thay doi curdng dé Gng suat va géc
dinh huémg clia vecto wng suit véi qui dao bién dang ké tiép.

Truedng hop riéng, néu quy dao ké tiép 13 doan thang bit diu tir diém
dang xét triing véi vecto tng suit tai didm nay thi tai cic diém tiép theo trén
quy dao k€ ti€p vecto \tng suit sé tring vé quy dao bién dang.

Tinh chit xac dinh dia phrong dirgc thé hién trong cong thirc (2.51), trong
dé F; va 1 1A cdc ham, cho ta tiép can xay dung hé thitc hoan chinh cia ly
thuy&t qua trinh dan déo.

Bay gid can khdo sat céu tric gidi tich cta cac ham F;, ¥ va dua vho thuc
nghiém dé xic dinh cdc dai lrgng diic trung cho vat liéu xuat hién trong cic
ham dé. Céc dai lwong nay goi la cdc hdm vdt liéu.

Theo dinh nghia ta cé

o
cosf = — - p,
a

vi phan hai v€ theo s ta dugc

: (2.52)
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trong do

fi=-p1- %({%)/sinﬂl.

Dai lvong fi 1a t8c do tiép can tirc thoi cla vecto ing sudt  theo hudng py,
né khéng phu thude vio do cong s, ma 14 ham cla 0, oy va s

h= fl(gklg‘lhs)

va

cos @
F1 = fi(fk, 0u,8) — M 2

sin 91 .
Twong tir ta cod-

6y

f ey €08 Bas1 — Ho—1008 8,1
ds ¢

sin fq
(a——-‘2+5, X{]:K5EO).

Dua trén cdc s6 lidu thwe nghiém [43] ta thdy ham ¢ khong phu thuée hién
vao do cong quy dao i, tic 14

14[) = "l)(ek: Ty 3)'

Do viy cdc ham fi(8¢, 0w, 5), ¥(Bk,0u,s) khong phu thude vao dang cida qud
trinh bién dang, ching 13 nhitng ham vt lhiéu ddc trung cho ting vit liéu,
duoc xéc dinh bing thyce nghiém.

Trong [47) cho dang x&p xi gidi tich cdc ham f va ¢, chung phu thudc
yéu vao Oy (@ =2+ 5)

F1(00, 00, 8) = _sinsf?l [1 N (3GS B 1)(1 —cosé?l)or]1

Tu 2
L:Eﬁgﬂ
2 t

(0w, 01,5) = ¢/(s) cos B — (3G = #(s))(

OSQIS'H) &21,5)1,

(2.54)

d " . ap 1in .
trong 46 ¢'(s) = E('E v6i ¢(s) 1d ham phé dung cho tirng vat liéu dwoc xac
s

wnh tir dd thi a1 ~ ¢ trong trwomg hop mot chieu , a, 3 1a nhing héng s6
vat liéu,
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2.6.2 Heé thirc xic dinh cha 1y thuyét qud trinh dan déo

Tir quan hé déng phiang cla vecto Gng sudt, gia 56 vecto ng suat va vecta
téc do bién dang v6i qué trinh dit tai phitc tap bat k¥ hé thirc cia ly thuyét
bién dang dan déo tong quat dwa vé

¢=A>5+ Bo. (2.55)

K&t hop (2.55) véi cac hé thire (2.54) cla gid thiét x4c dinh dia phwong din
dén cdc quan hé gitra dmg suit va bién dang. Day 13 hé thirc xac dinh hoan
chinh cia Iy thuyét qud trinh dan déo [47]

. _qul : (' qul Ué_
_ b oufiyo3 2.56
g sin 6y >+ cos 6 + sinﬁl) al a ( )

hay la

do= -2 g5 +( v, owh )Efga.

2.57
sin &, cosf, sinf/ o2 ( )

Cac ham fq {(a = 2 + 5) trong hé thite (2.53) dwoc xdc dinh qua ham f; nhw
sau
cos #1 cos By

fa= _fl

sin 8, sin B,
Biéu dién ngwoc lai ta ¢

siné
d3= ———do +
qul (

sinf; cosé)\ odo
et s (2.58)

o'u
Viét dwdi dang tenxo, hé thire (2.56) cé dang

Sij _ 2 qul ( 2 + U‘nf )SkEEkfsij, (259)

= ==& N
3sing; 7 cosfy sinf/ o2

trong d6 fi, ¥ 13y theo (2.54), con & = 3Keé.

pa A= p_ ¥
' sin 81 cos 0
ta dira hé thie xac dinh cia 1y thuyét qua trinh dan déo vé dang

.2 Siet
$i = S A&y + (P~ A)—’;‘lj-‘“—"s,fj, (2.60)

i

trong dé
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oo (2 )ty -
P =¢/(s) - (3G - cﬁ(s))cosg (1“;0391)’6, a>1, f>1

Didu quan trong 1 f1 va 1 c6 thé sit dung cho ca qué trinh bién dang chi
déng va bi dong. Do vay lién hé tng sudt - bién dang (2.60), (2.61) ¢6 thé md
t4 moi qua trinh bién dang phitc tap, khong chi dit tdi ma ca cat tai. Cac
lién hé ¢ng suat - bién dang cho trwong hop dan hoi, cho qua trinh dit tai
don gidn, cho qué trinh ¢6 do cong nhd va trung binh, cho qua trinh cét tai
va cac hé thire Prandtl - Reuss ¢6 thé xem nhu nhirng trwromg hop riéng cia
ly thuyét nay.

1. Trromg hop dan h

Ta co

o, = 3Gs, ¢'(s) = 3G,
hé thirc (2.61) dua vé A = P = 3G. He thic (2.60) dan dén dinh luat Hooke
.5.'1;:_.' = 2Gé,ﬁj.

2. Qua trinh cat tai

Quad trinh cét tai chic chdn xay ra khi §; = m, tic la hudmg clia tidp tuyén
véi quy dao bidn dang k& tiép nguec véi huwdng cila vecto ing sudt tai diém
dang xét. Tir (2.61) vdi ¢4 = w suy ra

A=P=13G,
hé thirc (2.60) dan dén _
Sij = 2Gé;;.

3. Dat ti dom gian
D&i véi qua trinh nay 8, = 0, tir (2.61) din dén
Tu

A:?, -P:¢,(S),

hé thitc (2.60) trd thanh

20ug 4 (Qy _ Eﬂ) S, (2.62)

1:':
13 s s/ oy
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Mit khdc, theo 1y thuyét bién dang din déo nhé cho qud trinh dit tai don
gidn (1.42)

204

ta nhin diroc

$ = 4oy _

20, . 2 rdoy  Ou éy
Eg;&ij + 5( )e—ueij.

Thay e;; tir (2.63) vo diy dan dén

de, e

. 0, . do ou Sii .
S‘lj =1 3_6,::61‘:" (d_e: - e—:)g—jeu. (2‘64)
Vi qud trinh dit tdi dom gian ta luén cé
5 = e?.l'.l S == é‘n == U‘u) dgu = do—u = QSJ(S)!

de,  ds
do vay hé thive (2.64) dwa vé (2.62).
4. Qua trinh bién dang 86 cong trung binh

Khi phan tich cdc qua trinh gia cdng kim loai bing dp suit hodc ddt ndng
khéng déu két hop vdi tic dung cia hwre ngodi, ta thay qud trinh bién dang
dan déo xdy ra trong vat thé hodc 1a qud trinh dd cong nhd, hosic 1a qua trinh
phitc tap hon, nhung twong déi déu dén (qud trinh bién dang dé cong trung
binh}.

Trong qud trinh nay gid tri cia géc 87 1a nhd. Gidi han & dai lwong nho
béc hai d6i véi 61 ta cd thé ldy gin ding

: ik
sin #y == 81, 0059121—5}
nén
1—cosd\@ 62\
() -G) =
62\ 8
1 (l—cosﬁh)ﬁ (Z
e 2%0_
cos iy 2 1_6‘_1
2
Tir (2.61) suy ra
A=%, P=¢(s)
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Thay gia tri cia A, P vira nhin dugc vao hé thie (2.60), ta cé hé thitc dng
sudt - bién dang cho qua trinh dé cong trung binh

20y,

S@j = -:;S—é,;j -+ (Qﬁf(s)

_ E) Skeeue Si;. (2.65)

. 2
§ Tu

Heé thitc (2.65) la dang tong quét hda cda hé thitc Prandtl-Reuss (1.29) cho
vat lidu déo Iy twwdng va hé thirc Prager-Reuss (1.32) cho vat Héu déo t4i bén.

2.7 Ly thuyét truot

Céc ly thuyét déo trinh bay trong cdc muc trén déu xay dung trén nhimg gia
thuy&t dya vao cdc quy ludt hién twong. D6 13 nhitng quy luét chung cda tinh
déo dugc thiét 14p khong lién quan dén ciu tao bén trong clia vat lidu, ching
cho phép thiu tém trong mét Iy thuyét duy nhit nado ddy phin 4nh hodc tinh
déo cia kim loai, hodc ¢an bing gidi han cla dat, hay pha iy gion cia két
cau béténg v.v... Khi cu thé hda nhitng quy luat chung dé mé tad trang théi
mdi trwong thwe cdn phdi diing két qud thwe nghiém vi mé.

Badorf va Budiansky [2] xdy dung 1y thuyét méi leu y dén ciu tao cla
vat ligu, dya trén khai niém vit 1y don gian: co cdu truet, vi vy ta con goi
la Iy thuyét truot.

Gid thiét vat liéu bao gdm céc tinh thé sip dit hdn dén, do dé cé thé coi
vat liéu 14 dang hwdng thuin nhdt, bién dang chung ¢é thé coi nhu tdng céc
bién dang trirot cla cdc tinh thé. Bién dang trwot theo huéng nio dé xic
dinh béi 1ing suat tiép cia hudng d6. Bién dang déo & tinh thé xuit hién
khi 1tng sudt tiép tai mit treot vieot gidi han chay déo. Céc tdc gid gid thiét
rang tai moi tinh thé chi tdn tai mdt hé théng trweot. C6 nghia la s truot
xdy ra trong mot mit phing nhit dinh va theo mét hréng nhit dinh. Goi n
13 phdp tuyén cia mdt phdng trugt va B 1a hudng treet trén mit phing do.
T&p hop hai vecto don vi n, 8 xéc dinh h¢ thing truot. Goi 7,5 Wng suit
trén mit phang n va theo hudéng 8, Yhs - bién dang trugt twong ing. Dai
lugng 7} 5 14 ham xdc dinh cda 7,5 d6i véi timg vt liéu: Ty = F(tap). Tai
1n can nhd moi diém cla vit thé, moi hwdng ctia mit phing treot va hudng
trwgt nhue nhau, do dé tich phin theo hinh cau don vi cho phép ta tinh céc
thanh phan cia tenxo bién dang déo. Bay gi¢r chiing ta xét didu vira néu ra.
Cad dinh hai huwéng truc giao n va 8. Néu sd hat tinh thé trong thé tich dang
x6t khd 16mn, thi luén luén cé thé tim dugce mét s6 hat nao diy cé phap tuyén
véi mit phing trirgt ndm trong hinh nén ¢6 truc a n véi gde dic d2. Ta goi
cdc hat d6 12 mit c6 mat phing trivot n. Vi vat thé ding hwéng, phan b
hat rdt ngau nhién, nén khong ¢6 hwémg nao dinh trirée, thé tich twong ddi
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ciia nhing hat ¢6 m3t phing trirot n & trang thai tmg sudt thulin nhat ty 18
voi d(l. Néu s8 hat 6 mit phing trirgt n kha I6m, thi trong s§ d6 tim droc
nhimg hat ¢6 hwémg trugt 8 ndm trong géc d3, thé tich twong déi cla ching
ty 1& v6i dB. Do d6 thé tich twong d6i ctta nhitng hat c6 hé thdng truot n, 8
ty 16 v6i dQdpB. Ta gia thiét réng nhitng bién dang clia céc hat cé hé théng
trirot n, @ géy ra bién dang chung clia vit thé ¢6 ching gid tri va ty 1é véi thé
tich cia céc hat dé

dyhy = F(7y5)ddB.

Bién dang ctia todn phan t& vat thé 13 tdng hop vo s nhitng bién dang
truot d8i véi moi hé théng truet n, 8. Chiing ta tinh bign dang dé bing céch
tinh cdc thanh phan trén cdc truc cda hé toa dé ¢d dinh z; nher céng thire bién
d6i thanh phin tenxo. Liy huéng n, 8 lam hiréng 1 va 2 thi trong hé nay
chi cé €12 = yng # 0 cdc thanh phan khéc bing khéng, vi vay trong hé z; ta
nhan dwroc

def; = (Briba; + Baifhj)derz
Vi B =ny, foi =3, do dé

1
def; = §(ﬂiﬁj + ni B ) F(Tnp)dQd

Céng thitc cho bién dang

/2
¢ = % / / (nifj + niBi) F(Tnp)dQdp3 (2.66)
Q —m/2

két qud nhan dwge nhir didu khing dinh trén, con ng sudt ti€p tinh theo
cong thitc

Tng = OijNif;. (2.67)

Ditu kho khin co ban & day 1a ham F(r) khéc khéng khi 7 > 74, vi vay tich
phén (2.66) khong lay theo toan mit ciu dom vi, ma chi trén midn nao ddy
cia mit cdu. Badorf va Budiansky xdc dinh ham F(r) theo dwong cong bién
dang dén don gidn va gid thi€t F' duy nhat cho timg vat licu. Gid thiét nay
khéng hoan toan ding, két qué tinh todn cla Yoshimura [31] cho ta thdy ham
F(7) c6 gia tri khac nhau khi dén va khi xodn.
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Gia sir dan theo hréng 1, theo (2.67) ta dwoc

Tng = a11M1 /1.

Vi bién dang déo xay ra khi Tng > Ts, cho nén

Ts
nifh > —
11

ditu kién ndy xdc dinh mién tich phan. Céc tic gid ldy ham F(r) ¢6 dang

N ., .
F(r)= Zam(};-l) )

m=1

Khi dé hé (2.66) cho két qua

N
8}111 = n;] amgm(;__g)

Véi N =5 ta di phai tinh ham g, rét céng phu.

Theo ly thuyét trwot bién dang ban diu xu4t hién khi tai hé théng truot
nao ddy dat gidi han chdy, vi viy mit giéi han ban diu twong ing véi didu
kién tng sudt tiép cyuc dai Tresca. Tai cdc mit gidi han tic thoi didm tai sé
1a @iém gée. Xudt phat tir hign twong khi dt tai trec giao sau dan don gian,
moédun trirgt tic thei nhd hon médun dan hdi va xuit hién thém bién dang
déo, nén diém tai trén mit giéi han nhét dinh phai 13 didm goc. :

-

Ly thuyét trieot Badorf - Budiansky néi chung khéng phu hop viGi thy
nghiém, méc diu né cho phép ta suy dosn két qua mét cdch dinh tinh, nhung
két qué dinh lrgng khong hoan toin thda ding,

Trong cong trinh cda Lin [22] gid thiét tinh thé ¢ ba huéng truot va tmg
suét tiép phu thuge vao ba bién dang truot. Phat trién ¥ cta Lin véi gid thiét
tap hop v6 han huwdng truet chiing ta di dén co sé cda Iy thuyét bidn dang
dia phwong cla Malmeister [66). Koiter [60] tdng quat héa hé thirc Umng sudt -
bién dang cia Iy thuyét truot biing cach thay thé mét ham chdy, dwa vao tap
hop hiru han ham chdy. T4c gid chi ra ring thuyét Budiansky 13 triromg hop
riéng cla thuyét nay khi s6 ham chiy ting vé han. Day cing 13 mét hwdng
mdi, bude dau cho ta thiy si lién quan giira thuyét trirgt va thuyét chdy déo
khi mit giéi han khéng phai 14 mit dau.

Uu diém cia thuyét triret 1a né di vao tinh chit vit ly cia bién dang déo
voi nhimg gid thuyét thuwe t& nhung nhwoc didm 16n 1a tinh todn rit khé
khan va phirc tap, ngay trong trudmg hop don gidn nhat.
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Céc dinh ly tong quat.
Cac phuong phap giai
bai toan ly thuyét déo

Trong cac chwrong trén thiét 1ap cdc quy luit diic trung cho tinh chat déo clia
vat thé khi ¢6 luc ngodi tdc dung. Qud trinh xay dung 1y thuyét kha phirc
tap, hién dang tiép tuc hoan chinh. Nhung trong ky thuit hién dai da xuit
hién nhiéu vAn dé doi hdi 4p dung ly thuyét déo dé tinh todn. Vi vay nhirng
bai todn cila 1y thuyét dan hdi cin dwrge thiét 1dp mot cdch twong ty cho ly
thuyét déo. Cho dén nay, nhirng bai todn loai nay con rit it, vi gip phai khé
khin vé cdch dit bai todn va phwong phép gidi cdc phwong trinh nhin duoc.
Diéu nay mét mit do ddc tinh cia 1y thuyét déo, mit khic do céc hé thire co
ban ¢6 dang kha phire tap.

Tir chiwrong nay chiing ta chi gidi han cdch dit bai todn va phwong phap
gidi v6i cde quy lugt déo don gidn trinh bay ¢ chuong 1.

Trong chwong nay khio sit cac dinh 1y tong quéat dwa trén ly thuyét bién
dang ddn déo nhé va mot 6 dinh ly dwa trén 1y thuy8t chdy.

3.1 Phuong trinh bién phan Lagrange. Phuong
'phap Ritz va phwong phap Bubnov-Galerkin

Ta dit vat thé trong hé toa dé z;, tai thoi diém nao ddy vit chiu tdc dung cla
lye mit ngoai va e khéi, vat thé bién dang. Nhirng tinh chét co hoc cla vét
thé dwoc biéu thi bé&i cde quy ludt da trinh bay & cdc chwong trén. Bay gidy
can x4c dinh dmg suit va bién dang tai mdi diém cda vat thé, khi trong vat
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da xuét hién bién dang déo. Didu nay dan dén thi€t 14p bai todn bién cia ly
thuyét déo.

3.1.1 Cach dit bai toan cia ly thuyét déo

Gia thidt cho lyc khdi K téc dung tai mdi didm trong thé tich V clia vat theé,
hrc mit ngoai T tdc déng trén phan bién S, va cho chuyén dich u® trén phin
bién Sy, cin xac dinh céc thanh phin chuyéen dich u;, tenxo bién dang e;; va
tenxo (ng sudt o;; théa man cic phwong trinh sau

* Phwong trinh can bing (hodc chuyén dong) {1.7)

60,‘_3' _ _ 321&3' .
g pK; =0 ( = -552—) (3.1)
* Hé thire Cauchy .
N 1 6u,- (?uj v
S = 2(8:{}}' + 61:,) (52)

* Hé thirc xéc dinh cta ly thuyét déo ndo ddy. Ching han hé thic cla ly
thuyét bién dang dan déo nho (1.42)

s 20‘-ue
9 = S g
e
) (3.3)
o=3Ke, o,=%(ey),
hodc hé thirc cla 1y thuyét chay déo (1.27)
1
dE’,ij = Q—G-dsij —+ d/\St'j,
(3.3")
de = ! do
e= oo,
K&t hop vdi diéu kién bién {1.8):
uj =ub trén Sy, (3.4)
Oyl = 2 trén S,. (3.5)
Néu gidi phwong trinh chuyén déng cin thém diéu kién ban dau tai t = 0 (1.9):
0
Wil = u,
o= -
8“3 _ N1
i

Chi y. Néu trong bai todn st dung hé thire xdc dinh cia ly thuyét chdy déo
ta thay quan hé (3.2) bang quan hé giita ¢;; va v;.
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3.1.2 Phwong trinh bién phan Lagrange

Dudi téc dung cia lyc khéi K va hye mit B trong vat thé xuat hién chuyén
dich u. Gid str u + du 1a chuyén dich kha di, né phit hop véi lién két hinh
~ hoc dit 1én vat thé trong truwdng hop can bing, phit hop véi lién két dong hoc
trong trwomg hop chuyén dong va khong lam mét tmh chit lién tuc ciia vat
liéu, tic 1 théa man ditu kién (3.4): u; + duy; = u trén Sy, hay la du; = 0
trén Sy.

Nguyén 1y bién phan Lagrange (nguyén ly cong a0). Trén chuyén dich
khd di buc ngodi (ké cd hee qudn tink) sdn thém mét cong 6L, cbng nay bang
cong cda hee trong U trén chuyén dich thém ay

6*L = 8U,

hay la

/f/P(Kj - i;i)aujdv+ffzj5ujd3= ///5de‘ 3.7)
v S, v

Tich phan khéi ldy theo todn bo thé tich vat thé, tich phin mit 18y theo
phin mit bién S, cla né. Phwong trinh (3.7) goi 1a phuong trinh bién phén
Lagrange.
Sau day s& chi ra ring phuong trinh (3.7) chia trong d6 ba phuong trinh
chuyén dong (hodic can bing) va ba didu kién bién tinh hoc (dieu kién (3.5)).
Nh¢ dinh nghia (1.10) cia §W ta bién déi biéu thic §U

d = /// SWdV — //-/ a,;jzisij-dV,
v v

trong do

5(61;.1 Buj) _ (B(Jui) N 6(51&_1)]’

%4 = 395z + om, oz; | Om

vi d&u bién phéan va dao ham riéng cé thé hodn vi cho nhau.
Chi ¥ tinh déi xing cia oy; va &, két qua nhan deoc:

- oA
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Ap dung céng thire Gauss-Ostrogradsky vao hé thite vira nhin duwoc

7, 00yj
U = /f/ E(O’;‘jéﬂj)dv - f// 6:.?:: 5Ujdv =
f f oi;0updV — / / / 80”5 SdV.

Dit két qua ndy vao phuong trinh {3.7) ta nhin dugc phwong trinh Lagrange
& dang mdi

8@ 0*u ‘
I et ol YJowav = [[eum—sowds =o.

L8

Tich phan mit chi 1dy theo S,, vi trén Sy ta cé du; = 0. Chd ¥ rdng, vi bién
phén éu; tiy ¥, doc 1ap tuyén tinh, nén tir phwong trinh (3.7) ¢é thé nhin lai
dwoe phirong trinh chuyén déng (ho#ic cin bang) (3.1} va diéu kién bién tinh
hoe (3.5).

Do dé khi dung phwong trinh bién phan Lagrange dé tim ham u, ta khéng
phdi quan tadm dén didu kién théa man phuong trinh cin bang va diéu kién
bién tinh nira. Cdc phwrong trinh nay thda min mét céch tir dong. Chi cin
¢ht v ring chuyén dich u+ du phu hop véi diéu kién bién dong hoc trén mién
Sy, tai dé cho tride chuyén dich, thi w phai bing chuyén dich d6, cdn du phéi
béng khong.

Trd lai phuwong trinh bién phan (3.7), vi lwc khéi va lyc mit cho trude
nén khong 1dy bién phan cdc dai hrong d6, Do d6 phirong trinh (3.7) ¢6 thé
viét dudi dang

5§ =0, (3.9)

trong dé O goi 1a ndng luong todn phdn cla vét thé

> = [V// Wdv — pr(Kj - 681}2 Jusav - Z'f %u,dS. (3.10)

o

Dinh 1y 3.1. (Ning lwong toan phin cyc tidu). Trong tdt cd cdc chuyén
dich khd di thda man diéu kién lién két (diéu kién bién hinh hoc hodc dong
hoc), thi chuyén dich thuc (titc la chuyén dich thda man phuwong trink chuyén
déng va difu kién bién tinh) lam cho ndng lugng todn phin det cuc tri.
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Néu zét ti€p bién phan cdp hai cd thé chi ra ndng luong todn phdin dat
cue tiéu.
Chi y. Khi nit ra cong thirc (3.10) ta ngam hiéu da st dung quan hé ung
sudt - bién dang theo mét ly thuy&t déo nao ddy, tirc 14 biéu thi W qua cde
thanh phin chuyén dich u;. Dai lwgng 3 tré thanh phiém ham cta céc déi s8
13 cdc ham u;. Do vAy D con goi 13 phiém ham ndng luong. Bai todn cia ly
thuyét déo trd thanh bai todn todn hoc: tim cdc ham uj théa méan diéu kién
(3.4) lam cho phi&m ham 3 dat cire tri.

Thi du 3.1. Viét phiém ham 3, khi st dung quan hé ¥ng suit - bién dang
theo ly thuyét bign dang dan déo nhd.

St dung cong thire (1.50) trong Iy thuyét bién dang dan ddo nhé, bidu
thirc céng cta lye trong trén mét don vi thé tich ¢6 dang

€y

K62
W:foudﬁu+-2—=Wd+Wg.
0

S6 hang thi nhat bidu thi thé ning bién
dang hinh ddng, s8 hang thi hai biéu thi
thé ning bién dang thé tich. SG hang thi F222 A
nhit dwoc bi€u dién bing dién tich gach -
thing trén hinh 3.1, giéi han béi dwong
cong bién dang o, = ®(e,,), truc hoanh v 0 0
€, = const.
Phiém ham ning lwrong 3 ¢6 dang Hinh 3.1

Bzﬂ/[]audeu—k}(—gz dV /// - at2 Jusav - ffzjujds

(3.11)

3.1.3 Phwrong phap Ritz

Céch dit bai todn cia 1y thuy&t déo nhw bai todn bién phan cho phép ta dung
phwong phap cua bai todn thudn dé gidi, tie 1a cho trude cde gia tri lyc ngoai
can xédc dinh chuyén dich théa méan didu kién bién. Ta sit dung phwomg phap
Ritz cho bai todn cia vat thé can bing, tim cdc thanh phin chuyén dich dwéi
dang
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Uj(ﬁ[:,y, z) = ujo(:r,y,z) +Zajafj&(:r) Y Z), (312)
@
( =1,2,3), (khong tong theo j),

trong d6 aiq 13 cdc hing s6 cdn xdc dinh. Cac ham u;o{Z, ¥, 2) va fialz, Y, 2)
dirge chon trudce sao cho céc thanh phin chuyén dich thda mdn didu kién hién
két hinh hoc. Dé khéi lam mat tinh chit lién tuc cia vat thé (hen k&t hinh
hoc bén trong) thi cdc ham nay phai lién tuc va ¢6 dao ham dén cip cin thiét.
Ngoai ra chuyén dich phai théa man lién két trén bién nén chon

wjolz, ¥, 2) = ul,
fia=0, §=1,2,3 a=1,234,. .. trén Sy

Céc ham nay phai 14 mdt hé ham doc lap tuyén tinh. Véi dieu kién (3.12}
chiing 1ap thanh trirdng cic chuyén dich khd di véi céc héng s6 bat ky a_,,.a
Bay gi& phai tim chuyén dich thyc cuia vat thé bing céch tim cuc tri cia
phiém ham 3 cé dang

5=U- f/f oK ju;dV - // 5 u;dS. (3.13)
v Se

Dit biéu thirc clia u; theo (3.12) vao (3.13), sau khi thye hién 14y tich phéan
ta dwoe D tréd thanh him cha cic dai luong ajo

= Ulaja) — JZ:? (]J[ pK;ajafjadV + !gf Zi“f'aff“ds)

—//-/ijujng—- /fzj‘u.jgds.
4 - Ss

02

Diéu kién cie tri cha 2 13 =0, két qua dan dén

;f = /:[[ pK;fjedV + /[ YifiedS, 1= 1,2,3; a=1,2,... (3.14)
Fou
Vv 5o
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hay la

au
- f / / K1 f1adV + f f L1 f1ad5,
3ala
Vv Sa
ol
= [[[ pKataady + [ [ Batuads,
60‘2&
Vv Sa
o _ f / f K faadV + / [ SifsadS, a=1.2,...
daS(x
Vv Se

Ta nhin dwoc hé 3a phwong trinh dai s phi tuyén dé xdc dinh aj,. Néu
ngat mét s8 hang trong chudi ham ndy, thi nghiém tim dwoc cho ta nghiém
gin ding. Cé thé dung phuong phdp Newton-Raphson dé gidi hé phirong
trinh dai s8 phi tuyén.

3.1.4 Phuong phiap Bubnov-Galerkin

Néu trong biéu thitc (3.11) 1a chon cdc ham wujo, fje sao cho chuyén dich u;
khéng nhing théa mdn dwu kién bién dong hoc (3.4) ma cdn thda man dieu
kién bién tinh hoc (3.5), diéu do cé nghia la tmg suat tinh theo cac chuyén
dich nay thoa méan

OV = 0j

thi trong phwong trinh bién phan Lagrange (3.8) tich phan mat bang khong,.
Phwong trinh bién phan trong trudng hop cin bang cé dang

_/Z[ (%u_) T ﬂKj)5UjdV =0. | (3.15)

& diy cin hiéu rdng o;;(u) 1a cac thanh phin clia tenco ¥ng suit biéu thi qua
chuyén dich {3.12) theo hé thic xac dinh cla ly thuyét déo (ching han, 1y
thuyét bién dang dan déo nhd).

Theo (3.11) uy cd dang

duj = Efjaéaja;

dit bidu thirc nay vao (3.15) va chu ¥ &én tinh chét tiy ¥ cda cdc bién phéan
8ajo ching ta nhan dwoc hé phuong trinh dé xdc dinh ¢,
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[/f (Q%ﬂu-)+PKi)fjadV=0, i j=1,23 a=12..., (316)
T
1%

(khong tdng theo j)

hay la
O0sr 0Ty  OTez -
/[f( Oz + 6y-+ Oz +pK1)f1“'_0’
v
OTey  Ooyy 07y _
/j[(aw + o + 5, +pKz)f2adV—0,
1

67—22 a'ryz 6Uzz _ _
][_/(63: +_a?+ a2 +PK3)f3adV—0, (@a=1,2,...).
J

Pay 1a hé phuong trinh dai s6 phi tuyén cla dai lwgng ajq, boi vl tng suat
0;j xéc dinh theo chuyén dich (3.12) nho 1y thuyét déo s 14 ham s phi tuyén
cla ajo.

3.2 Dinh ly nang luong cyuc tidu theo thuyét bién
dang dan déo nhd

Bay gir ta tién hanh chéng minh dinh 1y ndng hrong toan phin cye tiéu theo
1y thuyét bién dang dan déo nhd.

Dinh 1y 3.2. Trong tit cd cdc trang thdi bién dang khd di thi trang thdi bién
dang thuc sé tuong tung vdi ndng kzomg toan phin nhd nhdt (cuc tiéu), tic
1o déi véi trang thdi bién dang thuc thi

§3=0 wva 8°2>0 (3.17)

Chitng minh. Ky hiéu 3 13 ndng lwong toan phin déi voéi trang théi bién
dang thyc va 3* _ déi véi trang théi bién dang kha d ndo diay. Dung cong
thitc tinh cong lwc trong {1.50) va cong thitc tinh ning lwong toan phén 2
(3.11), ta viét
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5= /f/] deu+K—92dV [// K a;‘ wdV — f/zu,ds

0

e

N 6*2
. / / / f oudew + = — | dV - / f f K 8t2 )i + Bu)av
v 0
- // Ei(ui + 5111')0!8
Sa

P

Vay

*2 2
9*~—9:59+%529+‘ /// /arudeu (92 " Nav
/ / f O busdv - f / £,§u:dS. (3.18)

Vi 8 biéu thi tuyén tinh qua dao ham chuyén dich nén 6* = 8 + 86, do do

02 — 6% = 26660 + (56)°. (3.19)
Nhu da biét
2
83 = Eeijeij,
vi vay
*2 _ 2 oo 4 Sei e + Beis
o = 3((4;' + deij ey + deig),
hay la

2
*2 = B + 2eube, + géeij{seij’

2
E’,:l = \/C,ﬁ + 2e,0e, + géeijaeij =

1 72 '
= eu+doy+ 5= 30eibei; — (5eu)2] T



110 CHUONG 3. CAC PINH LY TONG QUAT
B4 qua s6 hang nhé bac cao

. 12 4 .
€, — Eu = de, + E I:gfseijtseij — -g—éé—(e,;_,-ée,-j)g] (320)

-

eu
va khai trién tich phan [ oude, thanh cdp s6 theo e}, — ey ta duge
=71

-
€u

/Uudeu = oulel — ) + - (eh —eu)? 4+ ...

Eu
Dijt (3.20) vao day

*
el&

2 gy :
/ Cuden = ouben + 5 2 [(esjeis) (Beizbeis) — (eizbess)’]
U

€y

+ __ﬁ(geu)? (3.21)

Thay thé (3.21}, (3.19) vao (3.18), dwa dang thire né.y vé dang

— 3= / f / (oude, + KO50)AV — / f f K; 3:2 You.av
f / SibudS + [ f f 2"“ o [(esjess) Gesybess) - (egdei;)?]

+ l‘]Eﬂ(ai W2+ (59}2 -I-...}dV.

Trong phwong trinh trén ba s6 hang dau biéu thi bién phan cia ning lwong
toan phin § 3, theo cong thirc (3.9), (3.11) thi § 2 = 0. Do d$

1 2 Ty
' —2=083+- f]f Z (etjeng)(f?erﬁeu) (e;-jée,-j)ﬂ

1 doy, 2 2
e (Gew) +§(59) +...}dV.

dO‘ rd -3 ’
Bdivio,>0,e,>0, K >0, E“ > ) va theo bit ding thirc Schwartz

(e,‘je,‘j)(éegjéegj) - (eijﬁe,'j)z > 0,
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dong thoi bé qua s6 hang nhd bac cao, dwa ching ta dén ditu phai ching
minh §23 > 0. a

Dinh ly 3.3. Trong truéng hep cdin bing khéng cé luc khéi va cho trude
chuyén vi trén todn bién thi ting véi trang thdi bién dang thuc cong cia hee
trong U cé gid tri cuc tiéu.

Chirng minh. Qud vy, phwong trinh (3.18) khi dé ¢6 dang

% *2 02
:k_3:U*_U:6U+%52U+.._:/ffI:/Uudeu+K(92 BJJdV.
Vv Ey

(3.22)

Hiéu s6 ning lwong todn phin bing hiéu sd ning lwong trong. Theo
nguyén 1y bién phén Lagrange (3.7) trong trudng hop nay 6U = 0 va bién déi
v€ phai clia phwong trinh (3.22) nhw di lam trén day cho két qua

/// [(eijeij)(éeijéeij) — (e;0ei5)?]

d u
a do_Beul? + K(36)* + .}dV > 0.
Dinh iy cong cia lyc trong cye tiéu thda min véi cde vat lidu tai bén
do,
— >0 O
dey,

3.3 Nguyén ly cuc tiéu céong phu.
Phwong phap Philonhenko-Borodish

3.3.1 Nguyén ly bién thién @ng suit kha di

Ciing nhi muc trede gid thiét rang vat thé chiém thé tich V giéi han béi mit
S chin téc dung cda hrc khéi K va trén phin bién S, chiu tdc dung cia luc
mét X, trén phin bién S, cho chuyén dich u®. Vat thé & trang thai can bing.
Ky hiéu o;; la cdc thanh phin ¢¥ng sudt thic xudt hién tai cic diém cia vat
thé, con oy; + doy; 13 img sudt kha di tinh hoc. Céc thanh phin itng suét kha
di thda mén cdc phuong trinh
J
dz;

(O‘;‘j + 501'3')1/5 = Ej + 5Ej trén Sg,

(O’gj + 501;_;,:) + p(Kj + 5Kj) =0,
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con cac tirng sudt thue thoa méan

Ooij
K' =
8${ +fo 2 01

Cijli = EJ', trén S,.

Trir v& v6i v& cac phuong trinh twong ¢ng din dén
J
"8?1(50'”) -+ ,O(SKJ - 0,
Soiv; = 0L,
tirc 12 cde bién phan doy;, 6K, §5; lap thanh mét hé can bing. Do do theo
nguyén 1y chuyén dich kha di d6i véi vat thé bién dang, c6 thé 1dy chuyén dich
thire lam kh3 di. Nhan hai vé phwong trinh thi nhit v&i u; va tich phan trén

toan bé vat the, st dung cong thite Gauss-Ostrogradsky va chi y dén phuong
trinh thit hai, sau khi bién déi ta dwogc

/J pd K juzdV + é/ 68 u;dS = j;f/ boizeigdV. (3.23)

D& minh hoa ¥ nghia clia nguyén ly ta xét né trong pham vi cia Iy thuyét
bién dang dan déo nhd. Ta céd

5Uij€ij = ((5Sij + 50’5{;.‘)(8@ + 85,;3.') =
= €089 + 3edo.

St dung cac hé thike (1.41), (1.42) cia 1y thuyét bién dang dan déo vao day,
sau khi bién ddi dan dén

€ij00i; = eydoy + %50 =§R,

suy ra
02 (=T
R = 2—!-{-— +./.Buf50'u‘ (324)
0
R rang ring
JR
Eij =
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ta nhédn tréd lai quan hé ¢ng suds - bién dang cia 1y thuyét bién dang dan déo
nhd.

Ham cua cdc thanh phan iing sudt R goi la cong phu trén mot don vi thé
tich. 86 hang thit nh&t trong (3. 24) 1a th¢ ning bién dang thé tich, con sb
hang thi hai biéu thj phan dién tich bi gach ngang trén hinh 3.1

Cong phu ctla toan vit thé bién dang bing

:[V//RdV.

Khi d6 hé thire (3.23) cla nguyén Iy bién thién itng sudt kha di dwa ve dang

8T = ///péxjujdv + // 85u,dS. (3.25)
v S

Dinh ly 3.4. Téng céng ciia gia s6 hee ngods trén chuyén dich cia cde diém
ddt ede lye dé bang gia 36 cong phu cia todn vat.

Ghi chi. Trong giéi han dan héi cong phu va cong bién dang béng nhau.

3.3.2 Nguyén ly cwc tiéu cong phu

Ta xét trudmg hop riéng, khi hre khéi bang khong, con trén mat S hoic 1a cho
treoc lwe mit X trén todn bién, hodc la trén phan bién S, cho trude lrc mit
3 ¢on trén phan bién &, cho u® = 0. Khi ds v& phdi cua {3.25) bing khéng
va ta cd

§I1 = 0. (3.26)
Trong [59] Katchanov chi ra réng 6211 > 0, vay IT cyc tidu.
Dinh ly 3.5. Trong tdt cd cdc trang thdi wng sudt khd di tinh hoc chi cé

trang thdi ¥ng sudt thuc lam cuc tiéu cong phu.

3.3.3 Phwrong phap Philonhenko-Borodish

Ta tim tenxo rng suit dudi dang
05 =) + 3 aaa) (3.27)
o

{0)

tenxo ;7 goi la tenxo “chinh”, né thda man phwong trinh can bidng va diéu

kién b1en cho theo ng suit; tenxo cr( @) goi la tenxo “hiéu chinh”, né thda
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man phrong trinh can bing va dieu kién bién bing khong; a, 14 hing s tiy
¥y.

Nhuw vay tenxo (3.27) la nhirng tenxo \ng suit kha di tinh hoc, ndi chung
né khong thoa man didu kién lién tuc cia méi trwdmg (tic 13 khong thda man
phuong trinh twong thich). Nh¢r nguyén 1y bién thién ung suit kha di (hodc
trirérng hop riéng nguyén ly cong phy cuce tiéu) ta tim dirge trong tap hop iing
suat kha di, trang thai ¢ng suit thie théa man phwong trinh twong thich.

D&i véi moi vat liéu ta biét duwdomg cong bién dang o, = ®(e,) hay 1a
ex = ®71(oy,). Diit biéu thitc ndy va biéu thirc ctia dng suat (3.27) vao (3.24)
dé tinh cong phu R trén mét don vi thé tich, tién hanh tich phén trén toan
bd vat thé cho ta biéu thirc cla ¢dng phu II. Phiém ham II trd "IJ]'IEIE‘LH}I ham

=10, ta

a’(t

- - - [ - - . 3 Es
phi tuyén cila céc d6i s6 a,. Tir diéu kién cye tri cta II dan dén

nhan dwgce hé phrong trinh dai 86 phi tuyén d¢ xédc dinh aq

o OR

—_—— —_— fr— = .. _2

o -[//aaadV 0 (@=1,2,3,4,...) (3.28)
Vv

Néu ngit mot s8 s6 hang cia chudi (3.27) ta nhan dwoc nghiém gin ding.
Nghiém nay théa man chinh xdc phirong trinh cin bang va diéu kién bién va
thda man gin ding phwong trinh twong thich.

3.4 Dinh ly vé duy nhit nghiém

() day chiing ta chira d& cip dén s ton tai nghiém cla bai toan 1y thuyét déo.
Gid sit nghiém tdn tai, can chitng minh nghiém nay duy nhét.

Dinh 1y 3.6. Cho trudc luc khii tdc dung lén vdt thé, lue mdt tde dung trén
phin mdt bién Sy vd chuyén dich trén phin mdt bién 8, bai todn bién cia by
thuyét déo (3.1) + (3.5) 6 nghiém duy nhdt.

Chirng minh. Ta gid thiét ngwoc lai: ¢6 hai trang théai tng sudt v chuyén
dich thda man phwrong trinh can bang va diéu kién bién.
Ky hién hai trang thdi dé

ugl) ugz), 2

€3 B
y Oy VA

Jij
va dit
2 1
U = ug ) _ ug ),
— 42 (1
0y = C’rij - Gij .
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Ré rang ring oy thda man phwong trinh can bing thuin nhat

00 ;
oz, ( )

vA didu kién bién thudn nhit

dijVi = 0 trén Sy,

w =0 trén Sy (3.30)

Nhan (3.29) véi u; va ldy tich phén theo thé tich vat thé

Dung cong thate bién déi tich phan Gauss-Ostrogradsky vao day, két qua nhin

dwroc
f[ UijVjuidS — f[/ O'ijﬁijdv = 0. (3,31)
g 1%

Téch tich phan mat thanh hai phian

/f oijujuidS = ]f of;jujuidS + ff J,:jujut-ds,
5 Ss Su

tich phan diu badng khong do ding théc thit nhdt con tich phan sau béng
khong theo ding thic thi hai cta (3.30).
Do dé phuwong trinh (3.31) cé dang

f f f oijeidV = 0. (3.32)
Vv

Voi bién dang dan hoi thi biéu thire oyjey = oW, trong dé thé dan hoi W la
ham xac dinh dwong. Tir (3.32) suy ra W = 0. Him W duwong thulin nhat
chi bing khong trong trwong hop e;j = 0 hay oi; = 0. D6 ta dinh ly duy nhit
nghiém ciia ly thuyét dan hoi do Kirchhoff chirng minh.
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Véi bién dang dan déo ta ldy lién hé dng suat - bién dang theo thuyét bién
dang dan déo nhd (1.42) thay thé vao day, két qua nhan dwoc

{2) {1
. 2¢0 a
(2 (2 1,01} U u (2) (1}
[[/ [Uu )et(s} ‘+‘O'q(;,)e$,[ - g(;@ + e{l))eij €;; ]d{/ +
V T 2

+ //f 3(0(? — oy — etdv = 0.
v

Phwrong trinh nay c6 thé viet:

/ / [ (02 — o) (el — ell)) + 3(c® — o) — eV]aV +
‘(!

L2, (@) 1)
20u € + 0u’eu (1) ()@ @12 _ 02
+ f/f 3 D) {[(eij € J{Chag )] — ;5 €y }dV = 0.
Vv

2y Cu

(3.33)

Vi chiing ta chi xét vat liéu trong d6 oy la ham 58 tAng cia e, ham o cing la
ham ting cla e, nén bidu thirc dwdi ddu tich phan thit nhat la ham xdéc dinh
dwong. 56 hang thi hai ciing dwong theo cong thire Schwarts

i €y = 1185 Gy ‘i u

r : 3
@) ¢ [(e(l}eu})(eg)?w}]1/2 _ 53(”43).

Do d6 ding thirc (3.33) ton tai khi

o= o),

o = @
hay la el = B 1) = o) eg} = cg}, vi viy trang thél dng sudt, bién
dang thit nhit va thit hai tring nhau. O

3.5 Dinh ly ve dit tai don gian

Ly thuyé biéu dang dan déo nhd xay dyng trén co s& dit tai dom gidn tai
moi diém cla vat thé. Khi trang théi wng sudt va bién dang thuin nhit, qud
¢rinh nay c6 thd xdy ra néu lyc ngoai ty 1& véi mot tham s& nao day. Qua
vy, khi d6 phwong trinh cén bang thda man dong nhit, phwong trinh twong
thich ciing vdy, vi thanh phin ¢ng suit khong phu thude vao toa do.. Trang

*

théi (ng sudt chi xde dinh béi lye ngodi, néu lyc nay ting tj 1é vdi tham s6
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«v, thi tit ca cac thanh phin ¢ng sudt ciing ting ty l& theo tham s6 d6, tenxo
chi hwéng tng sudt sé khéng thay dai.

Xudt hién vin d8: ¢ ton tai cich dit lyc nhu thé nao diy vio vat thé
c6 hinh dang phitc tap, dé tai mdi diém cia né qué trinh dat tai 1a don gidn
hay khong. Dé tra 1o cau hdi dé ching ta xét dinh Iy vé ddt tdi don gidn do
Ilyushin chimg minh [51]. Dinh Iy xdc dinh didu kién di dé tenxo chi hwémg
ting sudt khong déi.

Dinh 1y 3.7. Néu luc khdi va hee mét dat vio vdt thé & trang thdi cdn bdng
ting t) I¢ v mét tham s6, ngodi ra lién hé cudng dj tung sudt vé bién dang
cd dang

G = A€l (3.34}

vé vat liéu khong nén dugc e = 0, thi qud irinh det tdi tai moi diém cila vt
thé sé don gidn.

Chitng minh. Gi si v6i gid tri lyc ngoai (lyc khéi Kl-(*) va lrc mit ag*))
twong g véi gid tri nio diy cia tham sé o (ching han a = 1}, phwong trich
can bing

00i; +pK; =0 (3.35)
oz;
va diéu kién bién
TqV§ = E;‘ (336)

) v3 ¢ Theo thuyét bién dang dan déo nhd

cho ta nghiém o},

045 = €ij) (3.37)

chiing ta tinh dwgc cic thanh phan bién dang e; va e

ar —

€5, *
o0y _ 25

- * = A(er)*, e =0. 3.38

Véi gia tri cha lye ngoai twrong ng viia#1

K; = aK}; %;=aZ}
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va cdc ditu kién cua dinh 1y ta chimg minh réng tim dwoc nghiém duy nhét
dwdi dang
oij = a0, ey = pej (3.39)

théa man phirong trinh can bang (3.35), ditu kién bién (3.36) v& phureng trinh
suy tir dat tai don gidn (3.37).

Quaé vay, néu dit (3.39) vio céc phwong trinh (3.35), (3.36), (3.37) va chi
y dén (3.38) ta thdy cdc phwong trinh dé thda man hoan toan.

Héng sd 3 xdc dinh duy nhat bing cich dit (3.39) vao {3.34)

aoy, = 07 A(e})”
va chid ¥ dén hé thire thit hai ciia (3.38), ta dwoc
8= al/”

Viy néu dit 8 = a!/* thi nghidm (3.39) ¥mg v&i o # 1 nhan dwoc tir
nghiém o = 1 bdng cdch nhin moi thanh phin img suit véi o va moi thanh
phan bién dang véi «/*. Khi d6 16 rang ring tenxo chi hwdng tng suit va
bién dang s¢ khong ddi. Ditu kién e = 0 cho phép bidu thi 8 qua & mét cich
duy nhat. a

Dinh 1y vira ching minh chi cho digu kién du @é dat tai 1a don gian, chi
khong cin d8i véi 16p vat lidu o, = ®(ey,) ¢6 dang (3.34) va e = 0.

Thue &€ chuing té ring dat tal 12 don gidn khéng doi hdi cde ditu gi¢i han
néu trén, ma chi cin tai ngoai ting t¥ 1& theo mét tham sd. Do dé ngwoi ta
gid thiét ring ly thuyét bién dang dan déo nhd ding vdi moi vat lieu khi tai
ngodi ting ty 1& véi mot tham sé ndo day.

3.6 Dinh Iy v& cit tai

Trong muc 1.13 di chi ra cdch xdc dinh bién dang dw khi ¢4t tdi hoan toan
trong trudmg hop trang théi ¢ng suit thuin nhat. Trong trudmg hop vat thé
bién dang din déo khéng thuin nhét khi cit tdi ngoai sé dAn dén s ton tai
trong vat thé khong nhitng bién dang dw ma con ing suit dw. Dinh Iy vE cit
t4i phdt biéu v& ng suit, bidn dang vi chuyén dich tai thoi didim ndo ddy
trong khi cat tai.

Gid s1? bai todn 1y thuydt déo da dwoc gidi quyét, ¢d nghia la véi e ngoai
cho triwde K; va X; ta biét dwee bién dang €5, Gmg sudt oy va chuyén dich
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u; tai mdi didm cia vat thé, Ching thda man phwong trinh can bing {3.35),
dizu kién bién (3.36) va he thic cia 1y tuyét bién dang dan déo nhd. Bay gio
chiing ta x¢t qué trinh cdt tal. Cat tai dic trung bdi sir chuyén ti trang thai
bién dang chil déng sang trang thai bién dang bi déng. Cat tai tai mbi diém
tuan theo dinh luat Hooke (1.48) va bét dau khi cuomg dé Gng suat gidm.
Ta ky hiéu gid tri lye ngoai, ing suat, bién dang va chuyén dich tai thoi
diém nao diy khi cit tdi 1y K, TF, €}, of; va uj. Céc dai luong nay thda

N igr Yij
méan phwong trinh cin bang
aor;j .
-t pK{ =0 (3.40)
dx;
va ditu kién bién
Ufj"j =% (3.41)

Trir vé véi vé cac phwong trinh can bing (3.35) va (3.40) va dimg dinh lust
Hooke (1.48) ta dira v& phwong trinh Lamé

i

J
()\+#)%(9—9*)+NA(ﬂi—uf)+P(Kf—Kf) = 0. (3.42)

1
Twong tu trir v€ voi vé hai phwrong trinh cda didu kién bién (3.36) va (3.41)
(Gij - G:‘j)l}j = Ei - E:. (343)

Gidi phwong trinh cén bang (3.42) va digu kién bién (3.43) theo phwong phép
clta Iy thuyét dan hoi cho nghiém duy nhat

* Lo * -
i — U; = Ui, Eij — 45 = Eify
*

Tig — O-'f.j = 6'” = /\éézj + Q,Uévijs

hay la

¥ o g * o n  F 3 * o g — O
uf =y — iy, €5 =&y — &y VA Oy =0i — O

K&t qud ta ¢o dinh 1y sau:

Dinh 1y 3.8. Gid tri ¥ng sudt, bién dang va chuyén dich tai thou diém nao
déy trong khi cdt tdi khdc vdi gid tri cia ching tai diém bdt ddu cdt tdi mot
dai hzong; dai lugng ndy zem nhu sinh ra do vdt thé bién dang hodn todn din
hoi dudi tdc dung cta hee ngodi bing higu s6 gid iri ctia né hic mai cat tdi
va lic dang zét.
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Chi y ring & day bién dang bi dong xdy ra dong thoi tai moi diém cla vat
thé.

Hé qua 3.1. Néu cdt hodn toan tdi ngodi ma trong vt thé khéng rudt hién
thém bién dang du, thi itng sudt du, chuyén dich va bién dang du sé bdng hiéu
50 gid tri clia ching tim dugc theo Iy thuyét déo véi hé hrc ngodi cho trude
vi cde gid tri ing sudt, chuyén dich tinh theo bj thuyét dan hoi cing véi hue
ngoai do (ng sudt dan héi gid dinh).

3.7 Nguyén ly cuc tri trong thuyét chay déo

Nguyén ly ndy do Hodge, Prager va Greenberg chitng minh diu tién. Hill,
Koiter chirng minh trong trwong hop tong quat [61, 77].
Gxé stt vat the dirdi tac dung ctia lee mit &; trén phan bién Sy vd chuyén
dich w! trén S, xuit hién trang thai trng sudt thuc oy; va bién dang thuc Eij-
Neu bay gi¢r cho lye ngoai gia s6 dE; trén S, va gia s§ du trén S, s& xuat
hién twomg ¢ng trong vat thé gia sd tng suat thuc doi; va bién dang thuwc
dEE'j.

3.7.1 Tinh chit cuc tiéu cta gia s8 bién dang thuc

Goi duf 13 gia s8 chuyén dich kha di déng hoc, thda min ditu kién trén bisn
Su . Throng vng véi gla s6 nay xdc dinh gia s8 bién dang de¥ ; va theo thuyét
chay déo (1.27) xdc dinh gia sé fdng sust dcro Néi chung gia s6 1tng sudt ndy
khong théa man phweong trinh ¢in bing va djeu kién bién. Xudt phdt tir chd
Tij

gia s6 1tng suat thirc théa man phirong trinh can bing = 0 va didu kién

z;
bién doj;v; = dX;, bang cdch nhan ¢ hai v& pheong trinh véi du; |, sau mot
s6 phép bién ddi cho ta phwong trinh Lagrange

//[da,-jdgi}-dV = //dZ,:duidS. (3.44)
v 5

Mt khdc néu nhéin véi du?, ta duwoc

f f f doijdeddV = f / d%;dulds.

Trir v€ véi vé hai phwong trinh cho nhau, chi ¥ ring du® = du; trén S,

/f/daij(dsgj — det-j)dV = // dEi(du? - d’u;’)ds. (345)
Vv 5
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Cé thé thdy dé dang hing dang thic
QdUij(dE?j —dey;) = (da?jds?j — dojjde;;)
— [ded(do; — doiy) + doij{deij — degy)]- (3.46)
Diuing hé thire nay cia Iy thuyét chay déo (1.29) d6i voi vit liéu déo 1y twdng

va (1.32) d6i voi vat hidu tai bén dé bién doi cic biéu thirc trong dau ngoic
vudng

[dﬁgj(dJ% —doij) + doij(dei; — de? )] =

ij
1 1 :
- ﬁ(dsg — dSi; {dSY — dSi;) + 3—K(d00 —doy? +
[(@%dX° — adA)dT?? + adA(dT? — d7%%)]
[(a%dT9? — adT?)dT? + adT*(dT? — dT*)| F(T),
trong do

o 0 khi cat tA hodc dit tai trung gian,
1a =
7 Y1 hi dat tai.

Chi ¥ rdng

BTQ

T2
= —dSi, ar® = 9 4s0
00oi;

47> -
aaij 7!

vi trang th&i #ng suét c dinh, chi thay déi gia s6 ing sndt. Bay gitr ta cin
chitng minh biéu thitc trén khéng Am. Hai sé hang diu dwong, né chi bang
khong khi dS?j = dSy;, do” = do. Céc s6 hang con lai cing khong amn, qui
vay, néu cat tai a = a® = 0 cdc s6 hang nay bing khéng; trong trudmg hop
dit tAi o = o = 1 cdc 86 hang nay bing khong véi vat liéu déo ly tirdmg vi
dT? = dT9? = 0 v& bing (dTY — dT?%)? > 0 véi vat Liéu téi bén.
Do d6 tir hing dang thirc (3.46) suy ra

1

E(dogjdg?j — doyjdei;) > doij(dely — deij)
v tir (3.45) dan dén

%/ff doijdedV — /f d¥;du;dS <
v S

< % / / dofyde;dV — / [ ds;duldS. (3.47)
V lS.CP
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V& phai cla bit dang thic bidu thi gia s6 ning lrgng cla he. Ta c6 dinh ly
sau

Dinh Iy 3.9. Gia 58 ning hegng tng vdi moi gia s& bién dang khd di dong
hoc tuén luon lén hon gia s6 ndng luong ung voi gia sd bién dang thuc.
3.7.2 Tinh chit circ dai clia gia s6 ng suat thuc

Goi do}; 1a gia s& ting sudt khd di tinh hoc thoa man phwong trinh cin bing
vi divu kién bién trén S,. Tuwong ing véi gia s§ Gmg suft kha di dof; theo ly
thuyét chdy déo xdc dinh gia s§ bién dang dej;. Noi chung de}; khong thda
mén ditu kién lién tuc cila bién dang.

Ciing véi cach 1am nhu trén ta di dén

[f (dofj - do“ij)dsijdv = f_/(d):f - dE{)duidS
v S

Dung hing ding thirc

2de;j(doy; — doyg) = (doydei; — doiidei;) —
_ [do%y(dely — degg) + degj(doy; — doy)]

va cdc hé thite cua ly thuyét chay déo, két qua nhan dwge

- %[/f dU@jdE,;jdV + /f d¥;duids > —
v Su
1 * * *
-1 f ] f dotydelydV + / f 45t duidS. (3.48)
v Su

Dinh 1y 3.10. G s g sudt thuc cho gio 8 ning lugng cuc dai so vdi
moi gia s§ tng sudt khd di tinh hoc.

3.7.3 Nguyén Iy cyc tri ddi véi vat licu cirng déo

Thiét 14p nguyén 1y cye tri ddi véi vat lidu ndy cé ¥ nghia quan trong, né cho
phrong phép 6 higu qud dé tinh ngay lhec gidi han. D6 la lyc lam cho vat
lidu citng déo 1y tudng xuit hién chay déo lién tuc. GO thé xem trang thdi
gidi han ndy bdo hiéu sy phd hiy, cho nén ngrdi ta con goi la trang thdi phd
hiy déo.
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Goi o0y; 14 trang thdi tng sudt thye thda man phwrong trinh cin bing
doU

dx;
do thda mdn dicu kién trén Sy: v = 'uf, né xac dinh tenxo toc d9 bién dang
dv; 61}3
dz; 5‘;:1
bé gua bign dang dan héi, ching thda méan hé théce cda Iy thuyét chay Saint
Venant-Mises (1.30)

= 0 va di¢u kién bién o0y = ¥; trén mit S, | mat khic goi v; 1a toc

thire €55 = 5 ( ) Trong vat ligu ciing déo ly tiwdmg khéng nén dwge,

€ij = ASy,
hay la
3y

Et'j = E(}'_Slj

&
Phuong trinh néing lvong Lagrange (3.44) trong trudng hop ndy c6 dang
1% s

a) D¢ thi€t 14p tinh chit cuc tiéu cia tde d6, ta xét tde dg khd dt déng hoc
U thdéa man dicu kién khéng nén du‘oc va didu kién bién trén S,,. Twong img
v né xac dinh tdc d6 bién dang EU, theo 1y thuyét Saint-Venant xdc dinh
rng suit GU, va theo diéu kién bién xdc dinh lyc mit ¥V Ta lam twwong tu
nhw trong 3.7.1 dwgce phwong trinh ning lwong d8i véi tng suét thire va téc

do kha di déng hoc.
/ / / oiiEndV = / / Lulds. (3.50)
v 3

Theo 1¥ thuyét Saint Venant oi; va €55 dong truc, nén
Oij€ij = Tgly,

nhng oy, €7 ; khong déng truc, do dé o,jeo < o507, Néu thay bing dai lwong
lém hom, tiy (3 50) dan dén

03/// v2dV — //Evod.5'>0
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Véi tée do thue ta c6 (3.49), dem so sdnh véi bit ding thirc nay c6 thé viet

ff/uudv f]Ev,dS<crs[[/ A j/ztﬂds (3.51)

Dinh ly 3.11. Twong ing véi tée do thuc cong sudt todn phin cuc ti€u.
Chi ¥ ring tir {3.49) suy ra

/f] oi€ijdy — [f Y;vdS = /f YivdS = ff Eiv?dsa
v Se Su Su

do dé theo (3.51)

[/ vldS < o, f// AR /f T;09dS. (3.52)
Su 14 5

b) Bay gitr dwa vao ing sudt khd di tinh hoc cho phép oy *(©) thda maén

phurong trinh can bang va dicu kién bién trén S, va khong virgt glm han chay
déo, titc 13

oxe) < gy

Ung sudt niy ciing théa min phwong trinh nang lromg

/f [ o3} Y€idV ~ j ] TiudS =0,

trong d6 trén S,: B = Ty con trén Su: Ly xdc dinh tir diéu kién bién
:J(c}v;. = ¥t Trir vé véi vé phuong trinh nay va phu'cmg trinh (3.49) va chi

v dén didu kién trén bién ta dwoc

/ / (a;j(c) — 0y;)éidV = f f (T} — 5)vddS. (3.53)
v S

Theo dieu kién (2.10) chwong 2

o

(Ufj-(c) — 0i5)Ei; < 0,

f [ TivdS < ] ] LtdS. (3.54)
Su Sy

tir (3.53) suy ra
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Dinh 1y 3.12. Céng sudt cia luc ngodi thuc trén tée dé da cho (trén bién)
lon hon edng sudt cida hee ngoGi tuong dng v6i mot wng sudt khd di tinh hoc
cho phép.

Tir (3.51), (3.52) va (3.54) suy ra dérh gia trén va dudi cla cong sudt luc
ngodi thire trén tdc do cho trude,

/ f nivbdS < / / vldS < o, / f / v2dV - ] f T00dS.
Sy Su Vv )

3.8 Dinh ly vé pha hiy déo hay céan bing giéi han

Khé ning chiv lze cia két cqu bling vit Liéu déo W tudng chea mét di, néu
con ton tai siy phan bé ng sudt can bing vdi tai ngoai va khong dau vuot
qud giéi han chdy déo. Phan tich v& pha hily déo hay cin bang giéi han da
diroc nhidu ngwdi quan tam, cic cong trinh twong d8i hoan chinh dau tién
14 cta Van den Broek, Prager va Hodge [30, 70]. Thiét lap va chimg minh
dinh ly dwéi dang téng qudt cb cong trinh cita Koiter, Drucker, Greenberg va
Prager [49, 61].

Ung sudt cha méi truong déo Iy tudng khong thé virot qua gidi han chiy
déo, cho nén tai ngoai tac dung lén vat thé khong thé ting tuy y. Tai ngodi
dat gia tri gidi han nao diy sé xudt hién pha hdy déo, tirc 1a bién dang ting
thy ¥ véi tdi ngoai khéng d6i, vit thé khong con kha nang chiu lye khi ting
tai ngoai. Ta goi hé théng tAi ngoadi nhw viy 14 hé thing tdi gidi han (luc gidi
han), ¢oHn toe dd bién dang E_E;) khi pha hiy thuong goi 1a co cdu phd hiy.
Chn chu ¥ ring, ta gid thiét moi bién dang 1a nhd va bd qua s thay ddi hinh
hoc khi thiét 1ap phuong trinh can bing. Vi viy dinh nghia vé phd hiy déo
va cdc dinh 1y chi lin quan dén giai doan dau cta sy phd hiy. Dé thiét lap
cdc dinh ly vé pha hiy déo mét cdch don gian ching ta gidi han xét trudng
hop trén phin bién S, gid tri cda téc dd chuyén dich bang khong) (v? = 0) va
lre ngoai ting ty 18 véi mot tham sé a > 0

Y =ad; trén S,. (3.55)

Trong triwomg hop nay c¢é thé xde dinh dirge sy dédnh gid hye gidi han. Luc
nay dat dwge véi gia tri ndo diy cfla tham s6 o = a.. Ta goi gia tri a. 1a hé
56 hze gidi han hay hé sd un todn.
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3.8.1 Ddnh gid can trén va cin dwdi ciia hé s6 an toan nhd
cac nguyén Iy cure tri vai vat liéu cung déo ly tudng

1. Can trén cia he <& an toan. Xuit phat tir bt didng thire (3.51)

O f[f ‘UﬂdV — [/ Egu?ds — ff E,;U?dS >0,
v Sz Sy

trong d6 téc do kha di dong hoc ? bing khong trén Sy (theo gid thiét), vay

f f nadds < g, / f [ Wav.
54 v

Ti hé thire (3.55) véi trang thai gioi han ta co

Jfes
14 =

f f TYds

S5

Gid thiét ring bidu thitc cong sudt cia lic ngoai cho trwée trén téc do kha di
dong hoc & mau s6 (3.56) dwong. D4u biing chl xay ra khi ¥ triing véi tdc
46 thuc. Gia tri ag g0l 1a hé sd déng. Vay:

Ménh d& 3.1. HE $é an todn khéng- thé l6n hon hé sé dong

&y < Os

xg. (356)

[8.29 S -

2. Can dudi cha hé s§ an toan. Xuit phét tir nguyén 1y thir hai dé tinh
can duéi cha hé s§ an todn a.. Xét tng sudt kha di tinh hoc cho phép 050
thoa man dieu kién bién trén S,

= a2 trén Sg

(digu kién bién (3.55) trong truong hop ndy c6 thé viét X = a3 trén Ss),
con trén S, van gia thiét of = 0. Khi d6 tuong tw nhw phwong trinh (3.53)

ta cd
ff (0‘:}(6) - U;'J')E'ejdv = _[](2: — BjvidS =
14 5o
= {o — Ot ff Tv:dS.
8,
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ff (a:j(c) - O',;j)é‘,;jdv
¥ — e — v
_ fffivids
Se

Néi chung tir s6 la dai hrgng &m theo (2.10) chwong 2 nén

Vay

(3.57)

at S (}.’*‘

Ménh dé 3.2, HE sd an todn khing nhd hon hé s tinh or.

3.8.2 Dinh Iy vé can béng gidi han véi vat liéu déo ly tudng

Trong triromg hop tng quat lién hé ing suit va téc do bién dang cta vét liéu
¢6 dang (2.13) chuong 2:

af
eh.=A A>0
17 ao_tj 1 ) ¥
trong 46 f = f(oij) = k2 13 ham chay trung véi thé déo cua vat lieu, né biu
thi mit gidi han 16i khip noi.
Pé tién dung trong viéc thiét lap va chiing minh dinh 1y ta nhic lai mot
vai khai niém:
a) Téc dé bién dang kha di dong hoc é?j hay con goi la co cdu phd hiy khd
di déng hoe c6 gid tri bang khong trén S, nhor quy ludt déo (2.13) chwong 2
néu trén xac dinh 1ng sudt ar%-. Ung sudt o?j nim trén mit gidi han nhung
néi chung khong théa man phwong trinh can bing. Do mit gi6i han 16i khip
noi nén
(0% — o)l 2 0- {3.58)
b) Ung sudt khd di tinh hoc cho phép a:@ déu ném trong hodc trén mit
giéd han; vi m#t gidl han 151, nén né théa man (2.10) chwong 2
(01 — 0ij)éis < 0. (3.59)
c) Ung sudt khd di tinh hoc an todn or:}a} lubn luén ndm trong mit gidi
han, khi dé théa man (2.9) chwong 2 tikc la

(C-":j(ﬂ) - O'ij)&";'j < (. (3.60)
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¥

Hinh 3.2

Dinh ly 3.13. V@t thé ¢d thé tiép thu duyc hee ngoai dat lén né mét cdch
tuy g, néu nhu véi moi téc dé bién dang khd di ding hoc bién thién cong huec
ngodi khéng i6n hon bién thién nding heong trong twong ing vdi téc dé bién

dang déo €7, = 5'0
//z 948 < /ff%e av. (3.61)

Mt khdc vat thé khong thé tiép thu dwoc hre ngodi, néu ton tat toc dé bién
dang khd di déng hoc EU, v6i tée dé ndy bién thién cong hee ngodi l6n hon
bién thién ndng lugng trong

/ / z0ddS > / / / oiéidV. (3.62)

Chimg minh. Ta chitng minh biing phan chiémg phiin thi nhit cia dinh ly.
Gid s\r vdt thé khéong tiép thu duwoc luc ngoai mic dau thda min bat ding thire

(3.61)
//zu°d3<///%s 4V

véi moi co cdu phd hiy kha di dong hoc. Khi d6 phd hiy s& xdy ra véi lue
ngodi nhd hon L) < %;. Goi é:;, co cau phé hiy tuong dng véi cde le ngoai
E" v; 1a téc d6 twong ttng, oi; 13 Gng sudt dat gidi han chay tai nhivng diém
‘J khac khong. Khi dé phwrong trinh ning lrong cla trang théi phd hiy sé

la
// Eiv,dS = /// G'UE:;CIV, E: < Y.
S v
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Miu thuin giita ding thirc niy va bét déng thire (3.61) dan dén két qua can
chimg minh.
Twong tw chimg minh phin thi hai cta dinh ly. GiA stt didu khing dinh

46 khong ding. Khi dé véi co cdu phd huy égj kha di dong hoc nao diy, mic

diu cé bat ding thic {3.62) van ton tal ing suit kha di tinh hoc cho phép
*(c)

a5 Phwong trinh ning lwong véi ting suat nay co dang

00 _ *{(c} 20
5 Vv

Chu ¥ ring theo dieu kién cia dinh ly téc do bién dang déo €7; la co ¢éu phd
hidy s'?j trong (3.62), 0i; 1a trang thai ing suat trén mit gidi han twong ing
véi tdc do bién dang déo 7). Két hop déng thic ndy va bat dang thirc (3.62)

cho ta
ff (o:j(“) - aij)éfjdv > 0.
v

B4t ding thirc nay méu thudn véi bat ddng thirc (3.59) dén dén ditu cin
chitng minh. 0

Pinh 1y nay cho ta cdn trén cla hé s8 an toan. Néu chon co ciu phd hiy
kha di déng hoc mot cach thich hop, sao cho vé trai cla (3.61) dwong va luc
ngoai tang ty 1& theo mot tham s6 i = oy, thi hé sd an toan sé dwoc xdc

dinh tir céng thirc
N / f Tv0dS = f f / oijégdV. (3.63)
55 Vv

Theo dinh nghia hé s8 déng ddi véi téc do kha di dong hoc v? ta 6

g f / T0)dS = f / f odsehdv,
S 14

trong 46 nhur da néu trén Gng suat of; twong ¥mg voi téc do kha di déng hoc
é?j. Didu nay cing 13 sy md rong bidu thitrc v& phéi (3.56), voi chi ¥ tng sudt

o ndm trén mét giéi han. Trir v€ voi vé hai phuong trinh vira nhan dwoc

di dén
(ad - Of‘) [fﬁ,’u?ds = /f[(ﬂgj _ O’gj)é?jdv.
Sa v
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Theo bat ding thic (3.58) ta din din didu cin ching minh.
g = (.

Dinh ly 3.14. Vit thé ¢6 thé ticp thu dugc lic ngodi dit lén né mot cdch
tiy g, néu tai méi giai doan dt lizc c6 thé tim duoc phin b6 ung sudt khd di
tinh hoc an toan a;-{ﬂ).

Mat khdc vit thé khong thé tiép thy duoc lire ngodi, néu nhu twong ing
vdi lue ngodi dé khiong ton tai phin bé ung sudt khd di tinh hoc cho phép,

Né6i mét cach khéce sir ton tal phan bd Wmg suit kha di tinh hoc cho phép
13 diéu kién chn, con ton tai phdn b6 ¢ng sudt kha di tinh hoc an toan 14 ditu
kién dii dé vat thé con kha néng chiu dung dwoc lye ngoai.

Chitmg minh. (¥ trang thai phd hiy déo véi tai ngoai khong d6i ¢ thé ton
tai téc do bién dang khdc khong twong dng véi bién thién tng suit hang
khong. Vi viy co céiu phd hiy déo thic ¢ phai Ia tée do bicn dang déo kha
di dong hoc.

Chitng minh phin thi¢ nhat bing phan ching: Mic diu da gia thiét ton
tal phan b6 wng suit kha di tinh hoc an toan O’;:-(ﬂ), tai giai doan nao déy cia
qua trinh dit tdi vin xdy ra ph4 hiy. Khi d6 ¢mg sudt thee 0 trong vat thé
tai thei diém phd hiy phai dat giét han chdy déo tai uhing didm, & dé tée dé
bién dang déo khic khéng. Téc do bién dang déo nay phéi phit hop véi phén
b6 tmg suat tai gidi han chdy. Phwong trinh ning lrong ciia hiéu 80 1tng suat

*(a)

o — a7 séla

4
///(Ufj — G_:J(a))é,;jdv = //(E-g — E,;)fu.i-dS = 0,
1% S

(vi cung lwe ngoai ¥; ¢6 thé tdn tai or:j{“J hofic ¢;;). Déng thitc nay mau thuin
véi bat dang thite (3.60). Dieu do c6 nghia [a tai moi giai doan cia qud trinh
dat tai chi ton tai phan bd rng suat khd di tinh hoc an toan thi khéng thé
xudt hién phd hiy déo. Phin thit nhit cia dinh Iy dwoe chitng minh.

Phan thit hai cia dinh 1y thiy dwoe mét cich hién nhién, vi vit thé khong
thé tiép thy durge lire ngoai , khi trong éng véi luc d6 ton tai phdn bé @ng
sudt pha vy didu kién chdy déo. O

Dinh Iy nay cho phép xdc dinh cdn dudi ciia hé s6 an toan. K&t qua nhan
dwge bang céch suy tryc tidp tir phrong trinh (3.67)
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(0:; - (k*) // Eivgds = ff/(a:}d - U;‘j)éijdV,
S Vv

trong dé ;5 14 tmg sudt thire, con O‘:j(c) 13 \tng suit kha di tinh hoc cho phép.
Theo bat ding thive (3.59) ta di dén didu cin ching minh

ey < Oy

3.8.3 Hé qua

O day néu mét vai hé qua khéng chitng minh suy tir cdc bit ding thic trén
[59]

1. Hé 58 an toan * 1a duy nhat

2. Thém vao vat thé mot phin khéi lirgng khéng thé ha thip hé s an
toan

3. Bdt di khéi vat thé mot phan khong lam ting hé s6 an toan

4. Téang giéi han chdy 7, tai phiin nao diy cia vat thé khong ha thip tai
gidi han {vi moi ng sudt kha di tinh hoc cho phép cho vat ca cing 1a dng
suat kha di tinh hoc cho vat méi).

5. Trong hai nghiém kha di déng hoc thi nghiém dan t4i tai gigi han nhd
hon sé thich hop hom, con véi kha di tinh hoc thi ngirgce lai.

Koiter [20] chi ra sy duy nhdt ctia ng sudt & trang théi phd hiy: dudi
tde dung cta tdi gidi han ton tai duy nhdt phén b6 ting sudt igi nhing micn
ctia vit thé cd tée dé bién dang déo khdc khéng. Digu ndy cé sy han ché thé
hién & chd, trong vat thé dan déo phan bé ng suit phu thudc kha nhiéu vio
lich sit qua trinh dit tii, nén chira két ludn dirge diéu trén. Nhung mit khic
ta thiy kha ning phd hiy déo véi tai ngodi khong déi khong phu thude vao
lich sit dit tai, khi thiét 14p va chitng minh dinh ly lich s\t dit tai khéng dong
val trd quan trong.

Clng ¢an chi ¥ réng co ciu pha hily twong ng véi Lire gidi han thi khong
duy nhat.

Dinh 1y vé phd hiy déo la dinh ly quan trong cta ly thuyét déo. Cic
phwrong phap phd bién tinh todn két ciu theo trang thai gidi han déu xay
dirng trén co s& nhitng dinh 1y nay. Phrong phép tinh toan theo trang thai
gidi han cho phép chon hé s8 an toan hop 1y hon phirong phdp dan hdi. Ngoai
ra phiwong phip nay don gidn hon va dung dé chon cdc két ciu hgp 1y bao
dam ti&t kiém nguyén vat liéu va ha gid thanh. Phén tich ng suat tai mdi
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giai doan dan déo kha phic tap, nhung dira vao cdc dinh ly trén cé thé tinh
gan diing hé s& an toan véi tap hop lic ngoai cho trude.

Dinh ly vé phé hiy déo khéng xét dnh hudng cia thay déi hinh hoc tai
diéu kién cén bang. Khi cho luc ngoai tién gan dén gis tri gidi han, ta thwong
thdy bién dang cia két cdu ting kha nhanh. Vi viy dé xdc dinh gid tri lue
t&i han cin x4c dinh giéi han cla dai hrong bién dang déo, & day chwra dwoc
dé cap dén.

Cudi ciing, chi y rang hai dinh 1y vé phd hiy véi vdt Géu dan déo lién
quan méit thi€t véi hai dinh 1y v giéi han chdy cia vit li¢u ciing déo. Ddi véi
vat liéu citng déo khi tng sudt chua dat gidi han chdy, vat thé khong cé bién
dang, khi dat gi¢i han chdy xuat hién chdy déo lién tuc. Ta thiy gidgi han cla
vét liéu cimg déo twong dwrong véi tal phd iy cha vat lieu dan déo, vi rdng
khi ching minh dinh Iy phd hiy khéng c6 ditu gi rang budc déi véi hing 6
dan hoi.

Ly thuyét ve trang thai gi6i han cia vat thé citng déo trinh bay trong céng
trinh cfa Hill phat trién ddng thoi véi thuyét phé hily déo dua trén quy lnat
bién dang cda vit thé dan déo llyushin. Hién nay cling chwa khing dinh diroc
ly thuyét ndo wu thé hon. Phan tich cing - déo cho phép loai trir kha ning
xuit hién bién dang lén, ma trong phan tich dan déo ta gip phdi. Nhung
diing phén tich dan déo ta thay dwoc sy lien hé sdu xa giira 1y thuyét pha
huy déo v luc ngoai khong dét va van dé thich u'ng ctia vat thé khi lirc ngoai
thay déi tdc dung theo chu trinh.

3.9 Phuong trinh cin bing theo chuyén dich.
Phuong phip nghiém dan héi
Lién hé ttng sudt - bién dang cia ly thuyét bién dang dan déo nhd (1.45) két

hgp vt hé thire gitra cwong dd tng suat va cwong d6 bién dang (1.44) ¢6 thé
viét dwéi dang

oij = ( )rzhs,vJ +9Gei; — 2Guw(ey; — edj) =

QG{.L}(EU f’é"jj)A (364)

Ta goi ar * 13 \rng suit ddn hoi gid dinh, lién hé véi bién dang theo dinh luat
Haooke

. 2
o = (K - ga)e(s@ + 2Geij = My + 2pei). (3.65)
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Dit (3.64) vao phuong trinh cén bing (3.1) va chil ¥ téi (3.65); ta dwoc

o0 .
(A + ‘u)b-; + pAu; + pK; = 2p R, (3.66)
trong do
d diw dey
R-;'_ = 8—9’_:} [w(é'g'j - 961})] = "E(Eij - ﬁ(stj)b?—? + wa—fz(au - E(Sij).

Tuong tir dit (3.64) vao didu kién bién

oEv; = Ty — g, (3.67)

trong 46 Tg, 12 ham chira w

Sr = —2puleij — edig ).

Néu bign dang dan hoi thi we,) = 0, khi d6 i = 0 va Tp, = 0, phrwong
trinh (3.66) s& cé dang phwong trinh Lamé trong 1y thuyét dan hoi

o6
(A + ,u)a—£ + plu; + pKi =0 (3.68)
va dieu kién bién
olv; =% (3.69)

trong dé 05 bidu thi qua chuyén dich theo dinh luat Hooke (3.65).

Phwong trinh (3.66) 1a phwong trinh vi phéan khéng tuyén tinh, vi vay tich
phéan phwong trinh nay phirc tap hon nhiéu,

Phwong phdp chung gidi phuong trinh ¢dn bing (3.66) 1a phuong phdp
nghiém dan hoi do Ilyushin 4% xudt [51], tim cdch dwa vige tich phan phirong
trinh (3.66) v& tich phan phuong trinh Lamé (3.68). Phwong trinh sau la
phiong trinh vi phan tuyén tinh.

Chiing ta gia thiét ring c6 thé gidi dwoe bai todn dan hdi voi vat the o6
hinh déng cho trirde, tike 1a tim dwoc nghiém phuong trinh can bang (3.68)
véi didu kién bién (3.69).

Dé gidi bai tosn bién dang dan déo nhé ta ding phrong phap gin ding
lién tiép mang tén la phuong phdp nghiém dan ho.

Véi gin diing thit khéng dit w(ey) = w(® = 0, khi d6 phuong trinh cin
bing (3.66) trung voi (3.68), con trong hé thic didu kién bién (3.67) LR, =0,
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te 14 ta ¢ bai todn cla 1y thuyét dan hoi. Theo gid tri nghiém ctia bai toan
nay 'u,(-u) tinh EU vi e nhue ham s8 cha toa 9.

Néu tai moi diém cia vat thé et < e, thi bién dang déo chwa xudt hién

vh gan ding thit khong sé la nghidém cia bai todn, 1ng suat xdc dinh theo
dinh lnit Hooke.

Tai mitn nao day e( b s ¢e thi voi vat lidu cho trude dwong cong bién
dang @, = ®(e,) hoan toan xdc dinh, do d6 biét dwoce dang cia hdm w(e,),

ta xac dinh Wl = w(e&P)) nhw ham cia toa do.

Vé&i gin ding thiz nhat trong bidu thie cla R; vi g, thay w bang ham
s6 biét roi wl) va thay €;;, e bang E( ) ¢(® Khi dé ham QpR( Y va Z]( ) déng

vai tro lwe khai va lwe mit gia dinh bo sung vao lirc khoi pK; va lwc mat i

Chiing ta lai giai bai todn dan hoi ln niva vdi luc khéi la pK; — Z;LREU va
lwe mit ¥; — EE[;‘_). Ky hiéu nghiém la u(l); theo céc gia tri ndy tinh bién dang
(1) et

& gan ding thit nhat e;; cell v e

Trong mien vat thé tdn tai e( U ¢, ta xdc dinh w?, sau dé xay dirng gAn
cdiing thir hai twong ti nhw cdch lam trén. Qua trinh ¢t tiép tuc mai cho dén
khi gan ding tht (n + 1) khong khéc biét may vii gan ding thi n (véi do
chinh xdc¢ do ta yéu cin}.

(b diy ta chwa d& cap dén van dé ching minh héi tu cta phwong phdp
nghiém dan hoi, nghién ctvn héi tu ¢6 cong trinh cia Vorovitch va Krasovsky
[36]. Thirc t& chi cAn dén gan ding thi hai dé cho nghi¢m khé chinh xac, Vi
vay van dé quan trong la tim dwoc nghi¢m cia bai toan dan hai twong ing.

Phwrong phdp nghiém dan hoi c6 thé dugc ap dung dé gidi bai todn 1y
thuyét déo khi sit dung quan hé tng suét - bién dang theo ly thuyét chiy déo.

3.10 Phwong phdp tham s8 dan hdi thay doi

Y twdng duwa viée gidi bai todn dan déo vé giai lién tiép mot loat bal todn dan
hoi dwoc Ilyushin dé xuét dau tién bang phwong phép nghlem dan hoi. Phat
trién v twomg nay Birger trinh bay phuong phdp tham s6 dan hoi thay dé
(34]. Co s& cia phu'orng phép ndy 14 bidu dién ly thuyét bién dang dan déo
nhd dwéi dang cia dinh luat Hooke téng quét, trong d6 cac hé s6 dan h&i phu
thude vao trang thai (ng sudt tai ting didm va do vay nd khéc nhau tal cée
diém khac nhau.

Stt dung cdc hé thie (1.41), (1.42) dwa quan hé Gng sudt - bién dang cla
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ly thuyét bién dang dan déo nhé vé dang

oij = /\*95@ + QG*E-;J:, (3.70)
trong do
20, Ty
= K- — o — 3.71
A Ye,, 3. (3.71)

Sea, I 2 ~ ’
Triwomg hop dan hoi g, = 3Gey thi At =K - EG = )\, G* = G hé thite (3.70)

dira ve dinh ludt Hooke quen thuge.
dij = /\95,;3' + QGE,;J'.

Ta ciing ¢6 thé dwa (1.41), (1.42) vé dang

I+ 3uv*
= ———— Oi — 5;‘), 3.72
61} E* (0- ¥ 1 + V*O— ¥ ( )
trong do
Ty 1 1— 2 (J'_-u
E* — Cy : Gt _ :'G'_u , U‘ _ 2 JE Eu (3?3)
1_+_1—2voru 3y 1+1—21/6_u_
3E e, 3E ey
% 1s .3 . i E*
D& dang kiém tra dwoc hé thire G* = o———-
2(1 + v*)

- .o ~ L= ~ L4 1' -~ L4 o Iy
Dé&i vai vat lieu khéng nén duoe, v = 3 theo cong thire (3.73) ta cd

. Ty 1
E*=3GT=—, V' =3,
ey 2
tie 1a cde “mo dun dan hai thay déi" trung véi md dun cat tuyén, con hé so
1

V== —.

2

. E -
Trwdng hop dan hoi o, = 3Gey, fr (3.73) suyra G" =G = 2—(1—:17), nén

E* = E va v* = v, hé thie (3.72) dua v& dinh luit Hooke quen thudc

1+v v
€ij = —E-(O';'j — ——;U{Sij).
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Dat (3.70) vao phirong trinh can bang (3.1) ta dwoc

d Ouk 81&@ é)-uj
O [ Quis | oe(94 4 Z9Y) 4 oK, =0 3.74
- Gwi[ a0 T (axj“Laxi)hp i (3.74)

va diéu kién bién ddn dén

o Ou;  Ouy )
{/\*%(ﬂj + G*(az- + 8?)]’”1; =3%; trén Sy
4 i
uj = u? trén . . (3.75)

" Gidi bai toan dan déo (3.74), {3.75) bing phwong phdp tham 56 dan hoi thay
déi dirge tién hanh ninr sau

Véi gin ding thit khéng ta cho cdc tham s6 dan hoi thay déi A*, G* bing
céc hing s6 dan hdi A, G. Khi dé (3.74) tro thanh phrong trinh Lamé ta ¢6
bai todn dan hoi. Theo gia tri nghiém cia bal todn nay ugvm tinh EE?) va e.&m
nhir ham sé cia toa do.

Né&u tai moi diém ctia vat the el < ¢, thi bign dang déo chwa xudt hién
va gin ditng thit khéng sé 13 nghiém cla bai todn, tng suat dwoc tinh theo
dinh luat Heoke.

Tai mién nao day 61(10} > e, thi v&i vt ligu cho trde, dwomg cong bién
dang o, = ®(e,) hoan toan xdc dinh, do dé theo eLO) biét durere cr.i(‘u)’ ta xac
dinh

o (©)
PR I P S
9(’.&0) 3€$?)

nhw ham cuia toa do.

Véi gin ding thit nhdt trong phwong trinh (3.74), (3.75) thay A*, G* hang
A0 G*(1) 13 ham @3 biét. Ta c6 bai toan dan hoi nhu cda vat thé khoéng
thuln nhit, cdc tham s& dan hoi khéc nhau tai cic didm khac nhau. Gial bai

todn ta dwoe nghigm gan dung thi nhat u;—l). Theo gia tri tinh 53) v, eE}J.
Theo dwomg cong bién dang xéc dinh otV réi xéc dinh
{ (1)
A = 2T o =
Y "'ELI) , 36}:\1,1}

nhu céc hdr mdi cia toa do.

Vi cdc gid tri nay cia 3@ va *? dwa vao céc phirong trinh (3.74),
(3.75) ta tim nghiém & gan ding thir hai. Qu4 trinh nay tiép dién cho dén
khi nghiém & gan ding thit 7 va thi (n -+ 1) khong khac biét may {(d chinh
xdc do ta yéu chu).

Chitng minh sy hai tu ctla pharong phép nay dwoc trinh bay trong [351.
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Ung dung Iy thuyét déo
trong cac bai toan dién hinh

Viéc gidl hoan chinh bai todn cia 1y thuyét déo thé hién & chd xéc dinh dwoc
Gng sudt va bién dang trong ca mién dan hdi va mién déo. Trong midn dan
hoi itng sudt va bién dang lién hé véi nhau theo dinh luat Hooke, trong mign
déo lién hé dé (theo cde thuyét déo) phire tap hon nhitu, cé thé 12 hitu han
don tri, nhung cing c6 thé 1a lign hé vi phan va tinh dén lich st qud trinh
déit tdi. Khi dé qud trinh bi¢n dang déo phai xem nhw qua trinh tich Iiiy lién
tiép cdc gia sd nho cla bién dang, mudn tim lién hé ¥ng suit va bién dang tai
thoi diém ndo ddy phai 1dy tich phan.

Nghiém trong mién dan hoi va mién déo lién hé v&i nhau bdi digu kién lidn
tuc cla ng sudt va chuyén dich. Didu d6 cé nghia 13 trén bién dan déo (bién
phén chia gitta mién dan héi v mién déo) phai thda man digu kién lién tuc
clia ¢ng sudt va chuyén dich. Ban than bién nay cling 14 mét yéu 8 chuwa xdc
dinh va thiromg ¢6 dang phive tap, diéu nay gy khé khiin khdng nho nugay ¢a
trong trirong hep tinh ng suét trong mién dan hoi.

Ta thdy rang chi trong mét sé trwong hop bai todn ¢ nhitng dic tha
riéng hodic d6i xing méi ¢6 1hé tim dwoc nghiém chinh xdc va day dd. Trong
chirong nay ching ta xét mot sd bai todn thude loai nay, nghiém cia né cé
thé tim dwrge duwéi dang hién, hodc chi cdn phai tich phan bing phwong phip
s0. Trén co s& nhirng nghiém nay cho ta hinh &nh cia sir litn hé giiva trang
thdl (rng suit va bién dang trong mién dan hdi va mién déo.

D61 véi nhirng bai todn phite tap cd nhidu ¥ nghia thie tidn, ta ding céc
phuong phdp ghn ding, trong dé ¢6 phuong phidp nghiém dan hoi,
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41 Kéo vh xoén dong th&i 6ng mong

Xét bién dang d6i xing cla dng tron c6 do day mong dwdi tac dung cia
mémen xodn M va lyc kéo theo budng truc P. 6ng ¢6 do day h va dirdng
kinh trung binh D. Ta dung toa do tru r, 0, z, trong bai toan nay chi co cac
thanh phin Gng sudt oz, 7oz khic khong. Ung sudt phip 0=z va tng sudt
tiép 79, trong gioi han dan hoi cing nhw ngodl giol han dan hoi dwge tinh
theo cong thirc

P _2M
. xDh’ 9 = xD2h

Cirong 46 mg suit bang

Ty — ‘\,‘ U'gz + 37_02;‘

D tinh toan dwge don gidn <6 thé xem vat liéu déo 1y twdng va khong
nén dwoc. Dua vao dal lwong khong thi nguyeén

trong 46 Fes = Ts, Grys = Ts-

4.1.1 Nghiém cia bai toan theo 1y thuyét bién dang

Hé thic Hencky d6i véi vat ligu déo 1y twémg, khong nén duoc (xem 1.10
chuong 1)

27
aij — O’(sl'j = —f‘—Eij

trong trrdomg hop nay ¢6 dang

2T,
Tzx — o = F Exzy
274 1
Toz = — Coz o= 70zz.

r 3

Diang céc dai legng khong thtt nguyén cé the vidt céc hé thirc trén

(4.1)

[ SR S
=JEiy | Ve
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BDigu kién chiy déo g, = o, cho ta

P +ri=1. (4.2)

Néu dat
) .. T
g=siny vii US’USE
va

v
tgﬁzw voi 0<w<1,

tir (4.1) va (4.2) gidl ra nghiém

w=_2 1. /(1
w=-2+( C) +1. (4.3)
4.1.2 Nghiém cta bai toan theo ly thuy&t chay

Hé thic cla 1y thuyét chdy (1.27) trong trudmg hop dang xét cé dang (xem
1.11 chwong 1}

1 2

de,. = Edo:z + §d/\ar,,z,
1

(EE‘Q: == %d’rﬂz + d/\'l"gz.

Diung cac dai lirong khong thir nguyén vaoe day ta duoc

2
d{ = dg + EEqdl\,

2
dy = dr + gETd/\i_

két hop vdi diéu kién chay déo (4.2) suy ra

2
SN = qd( + dy.

Viy

d¢ = dq + (qd{ + Tdv)q,

(1.4)
dy = dr + (qd¢ + 7dy)7.



140 CHUONG 4. UNG DUNG LTD TRONG CcAC BT DIEN HINH

Tir diy ta cd

d . d
4 _ 1/1_q2(,/1_q2_q_'l’)_
d¢ dg

Ta xem qud trinh bién dang v = ~v(¢) 12 lién tuc vh théa mén diéu kién dat
ta; di > 0. Dung phép déi bién twong tu nhu trén phwong trinh (4.4) dua vé
dang

d 1 . 1
% = s —wy(O+ 3 (4.5)
4.1.3 Trwdong hop riéng
1. Quy dao bién dang cé dang dudmg thang
Phurong trinh quy dao bién dang
v(¢) = A+ B¢, (4.6)

néu v = yo voi ¢ = o vay=m vii ¢ = ¢, thi

Yol — 1160 Y=o
R Rt B
61— Co G -G

Thay thé (4.6) vao (4. 3) ta dwogc ngay kit qua theo ly thuyét bién dang. O
day ta dirng lai phan tich két qud theo 1y thuyét chay. Phirong trinh (4.6)
trong tromg hop nay ¢ dang

dw 1, 2
-d—c-——a(w +2Bw — 1).

Léy tich phan phuong trinh vira nhan dwogc voi diéu kién
w=wy khi{=_Co,
ta nhan dwgc:

P({)w: F w1

WETPOFL

trong do

PO = |2 e |- VB + (¢ - ),

wyg=-B* B2+1
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V&i w > wy, trong hé thite cda w 14y dén triy, véi w < wn 18y déu cbng.
2. Qu¥ dao bi€n dang cé dang dudmg gap khiic

Tai mbi doan cia quy dao bién dang hodic ¢ khong ddi, hodc v khong déi.
Tir cdc hé thive (4.4) ¢6 thé tim dwoc nghidm cia bai todn. Ching han

{ =const, d{ =10,
o dr
T 172

dy
Tich phan phwong trinh nay véi dién kién

T=7 khivy=m,

ta doc
Lo Q-1
QM +1’
trong dé
Q) = T expl2y — )l

Tir phueong trinh (4.2) xdc dinh ¢ theo 7
VI,
Tuong tw nhu vy, ta nhin dwoce két qud trong trudmg hop
¥ = const, dy=0.

Bai todn kéo xodn dong thai dng méng ¢d ¥ nghia quan trong, vi qud trinh
niy thwc hién dwoc bing thwe nghigm. Két qua thyc nghiém cé the dem so
sénh v6i nhirng tinh todn Iy thuyét cla tirmg thuy&t déo, trén co sé d6 ¢6 the
xédc minh tinh ding din vA giéi han stt dung ciia timg 1y thuyét. Hau hét cdc
nghién ciru thire nghiém tién hanh trén mau cé dang hinh éng tru véi do day
mong.

Ngwdi ta thiy ring véi quy dao bién dang thang hai 1y thuyét chdy va
bién dang cho két qua gin nhau. Nhing két qué trén day van con ding duwgc
v&i bién dang déo 16n gip khodng muwdi 1an bién dang dan héi cuc dai.
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4.2 Udn va kéo thanh hinh lang tru

4.2.1 USén thuin tay

Xét bai todn udn thanh hinh ling tru cé tiét dién déi xitng véi hail truc va
mit phing uén chira mot trong hai truc dé. Goi x, ¥ 13 true déi xaing ctia tidt
dién ngang, z hwémg theo truc cla thanh va mit phing (z,2) 1A mit phing
udn. Ky hiéu » dd cong cta truc giva, b(z) vd h 1a chidéu réng va chicu cao
clia tiét dién. Ta ¢6 trwong hop dit tai don gidn, nén cd thé xuat phat tir hé
thitc cda ly thuyét bién dang dan déo nhd Ilyushin. Trong trudng hop uén
thudn iy trang thai bién dang & moi tiét dién déu nhw nhau va gid thiét tiét
dién phing ding trong mién bién dang dan hoi ciing ding trong mién bién
dang déo. Theo cong thike bidn dang uén (Iy thuyét dan hdi) v dé thda man
phuong trinh twong thich bién dang ta dat

£z = €3 = —ME,
1
Exr = Eyy — _EEZZ‘ (47)

f.‘:gy — Eyz = Eayx — 0

~ . . - i . 1 - 5\ ~ . .- - - [y »
O day gid thiét hé s6 Poisson v = 3 trén toan bo thiét dién, gid thidt nay it

Anh réng dén két qua bai todn nhung lam don gidn tinh todn rat nhieu.

[
[ gz )

Hinh 4.1

Tir (4.7) xdc dinh cwdng d6 bién dang e, = leg| va tir lién hé dng suat -
bién dang theo thuyét bién dang dan déo nhé (1.43) va (1.44) chwong 1 suy
ra

Tzz =03, OGpz = Oyy = Ty = Tyz = Tzz = 0,
Ou = IU3|=
o3 = Ees[l — w(es)]. (4.8)
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Trang théi ¢ng suit niy théa man phirong trinh can bing; con ddi véi dieu
kién bién do khong tdc dung lire doc theo truc nén

he

[U;;b(:n)d:r = (

—h

phai bing khéng. Qua vay, do tinh chat ddi xing cla tiét dién dieu kién nay
thda man. Tir ditu kién cidn bing mdémen ndi lye tai tidt dién bt ky véi
momen udn ngoal M

h
M =2 | o3b{z)zdx, (4.9)
/

ta nhan dwoc hé thite giva do cong va mémen uon. Dit (4.8) vao (4.9):

h
M =2 | Eej[l — wles)]b{z)zde
[

va nhir {4.7) dwa phuong trinh vira nhan duoc vé dang

h
M = —EJx—2E / wesb(z)zdz, (4.10)
0
h
trong dé J = 2fb;z:2d:z: 134 mémen quan tinh cia tiét dién dai véi true y.

0
Néu M chura dit lém, thanh bi udn hoan toan dan héi, khi d6 w(ez) =0 va

Khi M tdng, tai mbi tiét dién xudt hién mién bién dang déo. Goi z, 1a toa
do cia nhitng diém trén bién ngiin cdch mi¢n dan hoi va mién déo. Trén bien
dan déo ta cé

Ts €s

eB:CS:E; IS:—;- (411)
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Chii ¥ réing trong mién dan hoi w = 0 véi z < x5, hé thie (4.10) c6 thé viét
duwdi dang
h
M=-FEJx- 2E/w83bmdx. (4.12)
DG véi tirng vat licu him w(es) hodn toan xac dinh, tir (4.12) c6 thé biéu thi
dd cong s nhu la ham clia mémen uén M. Didu do c6 nghia la da gidi quyét
dwoc bai todn dit ra, Bay gir xét mot vai treomg hop

1, Thanh lam bing vat liéu déo ly tudng

Khi dé
€s
w=1-—,
€3
hé thire (4.12) dwa vé
M = —EJex + 055y, {4.13)

- IH
trong d6 J. = 2 [ bz’dz 1 momen quén tinh cia phén tiét dién dan hoi déi
0

h
v6i truc y, con Sp = 2 [ bzdz 14 mémen tinh cia mien déo déi véi true y.
T .
Khi ting momen udn mién bién dang déo mé réng, tic la r, giam, & trang
thai gi6i han z, = 0, twong vng véi d6 cong » dan t6i vo cing (suy tir {4.11)).
Gia tri cuc dai ctia momen udn sé 1a

M‘ - 035;,
trong doé
h
8, =2 / brdz.
/ ——] ——]
Gia tri M. goi 12 gid tri gidi han cla mémen ?’ I x, ——

uén, hay con goi 1a khd ndng chiu lzc cla
thanh khi uén. Né trong tng véi trang thai
thanh bién dang déo hoan toan. Biéu do img
sust hinh bén bifu thi thanh con mién dan
hoi (a) va thanh déo hoan toan (b). Mat

il

My

(b)

Hinh 4.2
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phing trung hoa 14 mét phing gidn doan cia ng sudt, dé cong trong trwong
hop gidi han dan tdi vé cing. Nhung cin chi ¥ rang bién dang déo khéng
lém 1dm, momen udn da cd gid tri gin bang gia tri gidi han. V1 vAy khdi niém
momen gidi han cé ¥ nghia thwe tién. Qua viy, xét thanh cé tiét dién chix
nhit canh b va 2h. Khi dd hé thitc cila mémen uén

M = o,bh% — %osbmi

va gia tri cue dai cia né

M, = o.bh?,
tir do suy ra
M 17zgy2
—1-(2)" 414
M., J\h ( )
= -3 1 r ’o 85 h v ¥ . ~ d - r )
Ta thay rang chi cin véi ¢, = —— = 3 gid tri moémen udn chi sai khdc gid
M .

tri gidi han khoang 4%.
2. Thanh lam bing vat liéu tai bén tuyén tinh c6 tiét dién hinh chir nhat (b, 2h)

> E!
Khi dé: w = A(l — E) vii A=1-— 5l = const.

€3
Thé gid tri w vao phwong trinh (4.12) va tich phéan lén

M = —%Eb}ﬂx(l - A+

' e?
+ Ebesh(hz - ——)
32 o

Biéu db tng suit ¢é dang nhir hinh . g,
bén:

a) con ton tai mién dan hoi,

b) tiét dién déo hoan toan. (@) )

Hink 4.3

3. Truing hgp cat tai

Néu thanh bién dang hoan toan dan hdi, qui trinh cit tai khd don gidn:
bién dang dan hdi gidm dan va dan dén khong. Néu thanh bién dang déo, sau
khi c4t tdi sé tdn tai 1ng sudt dir, bién dang dw. Ap dung dinh 1y v& cit tai
dé tinh todn, trwéce hét tinh do cong gid dinh 5 coi nhir thanh bién dang hoan
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toan dan hoi dudi téc dung cla momen udn M (gia tri ¢lla mémen trude hic
cat tai). Ta cd

P M
- EJ
twong tng vai dmg suat dan hoi gia dinh

5’3 = —Exx.

D6 cong dir »* va Gng sudt dw tinh béng céng thic

» M

wW=x—3k=x+ 57
o} = —Enz(l - w(—»z)} + Exz =
= —Ex(sx — ) + Esxzw,

trong dé » tinh tir cong thie (4,12), ham w = w(—sz) bing khong véi z < s
va 15 ham da biét cla bién dang véi © > 5. Trong hinh 4.4 biéu thi biéu do
{mg sudt: a) Gmg sudt voi vt ligu déo tuyén tinh trwdce khi cdt tai, b} ing
suit dan hdi gid dinh va c) img sudt dv

: N
o, 3, ; G
S
(@) (b) : 5\ (c)

Hinh 4.4

4.2.2 Kéo va udn thuan tiy

Bai toén tac dung dong thdi mémen uén M va lire kéo P ciing don gian. Dat
moi thanh phin bién dang trugt bing khong va bién dang dan
1

“Ezz

€2z = €0 — HE, Eyy =Ezx T T4

eo 1b dai lwong khong doi. Phwong trinh twong thich bién dang thda man.
Trang théi ¥ng sudt twong tng clng thoa min phuwong trinh can bing, tir
didu kién trén bién cho ta hé thic dé x4c dinh dd dan eg va df cong .
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h h
P = /ogbd:r = FEegF — E/begwdx,
“h )

h h
M= /o3b:::d:r =—EJx— E/begw:ndm,
—h -k

trong dé F' - dién tich tiét dién thanh. Hdm w chi khac khong trong mién bién
dang déo. Xét ba trrdmg hop:
1. Néu eg — xch < e, tirc 12 e3 tai moi diem nhd hon e,, do dé w = 0, toan
b thiét dién con & trang thai dan hoi; ta cé
P=FEFey, M=—-FEJs

2. Néu eg — »h > e5, eg = —xh < e, trong tiét dién cé hai mién dan hoi
va déo, bién cla hai mién xdc dinh bdi cong thic
en — €5

€3 = €5, ITsg=
M

3. Néu eg + xch > ¢,, thanh chuyén sang bién dang déo. Bién dang dwr cla
thanh sau khi cat tdi hoan toan xdc dinh nhu sau

P
eg=ey— ==, H =x+—

EF’ EJ’
4.2.3 Uén ngang

Khi tdac dung hirc ngang vao thanh, ngoai ng suit phdp con xuit hién Gng
suat tiép. Nlamg vdi thanh dai ta cé thé bd qua. Vi raing mémen uén thay
ddi theo chiu dai, nén dai lwong z, ciing thay d6i, né xdc dinh mién déo doc
theo thanh. Vi tri mién déo dwoc xdc dinh néu biét mémen udn la ham cla 2

Ty = T4(M).
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Déi véi thanh tiét dién chir nhat bing vat licu déo ly twdng ton tai hé
thire (4.14):

=i 32

Sly ra

oy = h 3(1 - E) . (4.15)
1. Thanh chiu tai tap trung tai giira
& day cin phan biét phan thanh bién dang dan hoi, phin bién dang déo.
(J trang théi gi¢i han, khi lyc P dat gid tri xéc dinh nao diy sé xudt hién
“khép déo” tai ti€t dién duwdi lwe P, tai d6 momen uén cuc dai. Ta goi tiét
didn dé 1a tiét dién khdng an todn. Bidu db trng sudt tai tiét dién dé c6 dang
hinh chir nhat. Trang théi gi¢i han giad dinh d6 twong dwong vai dod cong vo
cung lomn. _
_ Dit gdc toa do tal didm dit lwe P ta ¢6 biéu thirc momen uon M trong
trwdong hop mét hoan toan kha ning thich dng cta tiét dién khong an toan

M:M*(l—%),

Hink 4.6

trong dé
¢ - mra chiéu dai thanh,
z - khoang céch tir lye P dén tiét dién dang xét. Dat gid tri M vao (4.15)

ta dwoc
{2
T = h 3? .

Trén mit phing (z, 2) bién dan déo 1& parabon.
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2. Thanh chiu tai déu
Trong trudmg hop gidgi han bidu thie cia mdmen udn bing

M= M,,(1 - Z—Q)

£2
Dit gid tri nay vao (4.15), cho ta

x5 = hV/3 %,

bién dan déo 13 hai mit phing,

HOJH T
B 1
il ’
Hinh 4.7

3. Thanh céng xén c6 46 dai ¢ chiu tai dat tai mét dau
Biéu thirc mémen c6 dang

Z
.A/I == * "
M3
Nho (4.15) ta 6 z, = h, /3(1 - %) bién dan ddo trén mat (z,z) 1 mét

parabon.

Hinh 4.8

Néu cin xdc dinh d6 vong cda truc thanh khi uén ngang dan déo, thi phai
tich phan phwong trinh truc vong. Tai phin thanh dan hbi
d?u

—BJ—5 = M,
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¢on tai phan thanh bién dang dan déo

g
w=——,
Ts
hay la
d*u Oy
dx? Fz,

Thay biéu thirc clia x, theo (4.15) vao day ta dugc
d’u 2 M*

da? 3 3(1‘M)’
M,

Xét ditu kién xuét hién khop déo tai thanh ta tim dwoe tai giéi han twong
wng. Xem luc d6 ta lyc pha hay, khi chon kich thwéc an toan cho thanh can
xuit phat tir hé sd an toan ndo diy 46l vdi lire dé.

4.3 Xoan thanh hinh ling tru

4.3.1 Xoin thanh tron

Gia st thanh tron 6 truc hwdng theo truc z chiu tic dung ella méomen xodn
M, véi gid tri ndo ddy cia mémen, mot phan cla tiét dién sé chuyén sang
trang thai déo.

Khi gidi bai todn nay ta van ding gid thiét tiét dién phing, do dé

w=-fzy, v=per, w=0,

suy ra cédc thanh phan bién dang

1 1
£gz = _Eﬁys Eyz = EﬁI:
(4.16)
€y = ')‘H:/\/E = ﬁ’p"/\/ﬁ,

trong d6 goéc xodn don vi @ can xdc dinh.
Céc thanh phan 1yng suit khic khong sé 14 7.z, 7y va

e = V3 T2, + 'r;‘f: = V3 1.
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Theo thuyét bién dang dan déo nho
ou = 3Ge[l — wlew)] = Plen), (4.17}

do dé ¢6 thé xdce dinh dwgc 1¥ng sudt tlep, néu biét géc xodn don vi 3 va dang
cta diring cong ®(e, ). Bai todn dira vé x4c dinh 8 13 ham cia mémen xo4n
M, tir didu kién cin bing mé men trén mdi tict dién cho ta

1)

M= ]ZWrzrg;dr,
0

trong d6 a 14 bén kinh tiét dién.
Ding {4.16), (4.17) bién d&i hé thitc nay:

Ba/V3
M= %—Z f Ouedey,
0
hay 14
Ba/3
= BGJp — 1_8[%0_ / wesdey, (4.18)

€3

4
. ™ N - . . 1 .o . a . .
trong do Jp = 5 14 mdmen quan tinh cyc cla tiét dién. Véi M chwa dd lom

thanh xo#n dan hdi (w = 0), ta co

M = BGJ,. (4.19)
Vay
Mr M
ey = a = —T.
GJp/3 ==,

Khi M ting, bién r = a s& xuét hién déo trude tién sau do lan dan vao.
Bién dan déo la vong tron ban kinh 7,

ev3.
B

Mien 0 < r < ry goi 13 nhan dan hoi, con miénrs <7 < a la mién déo.

Ts =
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Déi véi mdi vat liu ta biét dang cta ham ®(ey), tirc 13 biét ham w(ew),
dit vao (4.18) sé xac dinh dwoc hé thike gitra 8 va M.
1. Thanh lam bang vat li¢u tai bén tuyén tinh

Khi d6 ta ¢6
€5
= ,\(1 _ &
w (u)
tir (4.16) va {4.18) suy ra:

(7 Aey :r

M =BG, — AGJp8 + e,8,GAV3 — :
f pld + € 23

esv'3

Ty == .8 »
trong dé rs 13 ban kinh cia mién dan hdi, S, - mdmen tinh cia tiét dign
o2ma’
Sp = 5

2. Thanh lam b3ng vat lidu déo Iy trrdng
Khi do ta ¢
w=1——;
€y
ta tim dwrge

0sSy  masTs

V3 6V
trong do oy = 3Ge,.

Trang thai gidgi han (r; = 0) dat dwoc
khi 4 - oo, nhan dan hdi suy bién vé diém
gign doan. Tir bidu thire cha M suy ra

osSp 2 3

= —Tyma’.

N
Ciing cin chi y ring khi ting moémen xoin, gid tri M tién rdt nhanh dén gia
tri gioi han M,. Qua vay, cé thé viét

e fl,f:

Hinh 4.9

M, =

T3
M= M,(l _ T )
12a3
voiry, = —,thi M = 3—;1’&4 khé nang chiu lire cla thanh trén thyce t&€ mat di

khi goc xoan 3 khong lém 18m.
Ung sudt tiép cre dai tic dung theo cic mit phang = const va theo
nhirng mit phdng tryc giao voi vecto ting sudt. Vét cia nhirug mit phing
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d6 trén mit phing z = const goi 13 nhitng dudng truot. O day dwong trieot
tring véi ban kinh nhw hinh 4.9.
3. Cat tai

Sau khi ¢it tai trong tiét dién ngang cla thanh con itng suat dw vi goe
xoin dw, theo dinh 1y veé cat tai sé bang

ﬁ* — ;6 - ﬁ!
trong d6 3 13 gée xodn dan hdi gid dinh tinh theo cong thire (4.19) vay
. M
Br=0- ="
GJ,
Twong tw, tinh tng suat dir
. M
.= T8 — T,
[ oz Jp

trong dé 3 va 7y, 14 nghiém cia bai todn dan déo trudce khi cit tai.

4.3.2 Xodn thanh cé tiét dién bat ky

Thanh dai hinh ling tru ¢6 tiét dién bat ky bi xodn béi mét ngau lec dat &
tiét dién. N&n momen xoén dat dén mot gid tri ndo diy thi cé phin cla tiét
dién thanh sé bién dang déo, tao thanh mién ddo. Khi mémen xoin ting nira,
mién déo ting dan, nhin dan hdi gidm din va sau dé thanh chuyén sang déo
hoan toadn. Theo gid thiét clia Saint-Venant, tiét dién ngang quay trong mét
phing cia né va bi vong theo hwéng truc z:

U == _6'3:{.#': v = 6Z‘I"1 W= 6(10(:6?9‘)?

3 - goéc xodn trén don vi dad, ¢(z, y) - hdm chira biét. Khi dé theo cong thike
Cauchy xdc dinh cdc thanh phan bién dang

Egx = Eyy = 2z = Cay — 0,

Eez = %ﬁ(% - y), Eyz = %6(6—? + r) (4.20)

Thay thé (4.20) vao hé thite cta 1y thuyét bién dang hoiic Iy thuyét chay déo
déu dan dén

Orx = Oyy = Ozz = Ty = 0,
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chi ¢6 hai thanh phin \ing sut 7., vi 7, khic khong. Trén tiét dién z = const
chi tdc dung vecto tng sudt ti€p 7, = Teod + Ty
Cuwirng @6 bién dang trot va cwomg 46 g sudt tiép c6 dang

r=2 £§z+5§z:\/§eu,

T: ‘\fo‘zz—FT.g::Uu/V/g

(4.21)

Ung suét tiép cuc dai
Tmax — |Tz| =T

téc dung theo cic mit phing 2z = const vd cdc mit tru cé dudng sinh song
song voi truc z va ¢é duong cong ddy tai mbi didm thing géc véi vecto ing
suét tiép. Vét cla cdc midt try dé trén mit phing 2 = const goi la dudng
trugt.

Tir (4.20) suy ra phwong trinh twomg thich bién dang trong trudng hop
xodn thanh:

Ocz,  Oeys
Oy Oz

-~ -8 (4.22)
Trang thai trng suit théa man dbng nhit phuong trinh cin béng thir nhat va
thtt hai, phuong trinh thir ba dwa vé dang

Orzy  OTy:
dz + Ay

Bay gitr dwa vao ham tmg sudt F(z,y), phrong trinh can bang théa man néu
nhw

or oF

_ = = _—— 4.2
8y: Tyz r ' ( 3)

dem thay chiing viwo {4.21), ta dirgc

ou = V3T = \/5\/(%‘;)2 + (%E)Q (4.24)

Ung suat tiép tong hop tdc dung trén tiét dién ngang tai moi diém hudmg
theo tiép tuyén cla nhitng dwdmg F khong doi. Ta goi cic dirng d6 la dwdng
1tng sudt ti€p.
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Tai miit swom cia thanh tu do véi ing sudt, diéu kién bién cé dang
Tazl + Tz = 0,
hay la
Ty — Tyzdx = 0.
bit (4.23) vao day suy ra

OF

2 =0
ds ’

tiec 13 trén chu tuyén F = const. D&i véi chu tuyén L don lién ¢6 thé dit
F=A0

Bii todn xoan thanh din vé tim ham F{z,y) théa man diéu kién F' = const
trén chu tuyén tiét dién. Mot khi d xdc dinh dwgc ham F thi diéu kién can
bing mémen xoin ngoal M v6i momen cla céc thanh phan 1img sudt cho ta
phuong trinh xéc dinh géc xodn don vi 5

M= //(ITy; — yTzz ) dzdy.
S

Thay biéu thtrc ciia tmg sudt vao diy va ldy tich phén tirng phan két qua
nhén duoc

M':—fF(:c€+ym)ds+2/dea:dy‘
L

L

Déi véi chu tuyén don lién thi

M= 2[] Fdzdy. (4.25)

5
Déi véi chu tuyén da lién, ham tng sudt cé thé 18y cde gid tri khong doi
Fy, Fi, ..., Fry tai chu tuyén ngodi Lo va cdc chuy tuyén Ly, ..., L. C6 thé
dit Fy = 0, céc gia tri khdc xdc dinh theo cdng thirc sau ttr dinh 1y vé thong
lrong ciia tng suat ti€p (xem [7]):

m

M=2) FS+?2 f/ Fdzdy.
i=1 g
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Bay gio tim phwong trinh xdc dinh ham iing sudt F(z,y), phwong trinh
nay nhan dwoc bang cich s dung dfn cdc phwong trinh lién h¢ dng sudt -
bi#n dang, phuong trinh twong thich (4.22), hé thire (4.23) va (4.24). Ta phan
ra may trwong hop
1. Xoan dan hbi

Lién hé tng sudt-bién dang theo dinh luat Hooke

1 - 1 6F,
Exz = o 5Tcz — o~ \
T2G 2G dy
_ (4.26)
1 1 9F,

=36 T TG ox

F. - ham &ng suat trong trwong hop dan hoi. Dat chiing vao phwrong trinh
twong thich che ta phwong trinh xdc dinh ham Fe

&*F, &°F,
B o — 2G5 (4.27)

Phwong trinh nay véi didu kién trén bién Fo = 0 va h¢ thire {4.25} cho phép
xdc¢ dinh ham F. va géc xodn don vi 8. Bai todn nay da dwoc gidi quyét hoan
toan trong gido trinh 1y thuyét dan hoi.

2. Xoén dan déa
Trong trudng hop xodn din déo khong ton tai dit ti don gian vi tenxo
léch #ng suit thay déi mot céch ty 1, nhung truc chinh thay ddi. Ta ¢b thé

xem st thay doi d6 khong lén 14m, nén trang thai (g suit gin nhw don gian.
Theo 1y thuyét bién dang dan déo nhd Ilyushin

dey
Egx = Tzzy

204

J€u ;
Eyz = '2"0'_7-‘_1;:) Oy = CI)(BR)'

u
Né&u vat lidu tai bén, c6 thé suy nguoc lai

ew = @ How). (4.28)
Pem e, dit vao cdc hé thic vira néu trén cho ta

Eyz — q’(ffu)'r:cz:

Eyz = U (G ) Tyzs



4.3. XOAN THANH HINH LANG TRU 157

trong dé

Thay thé cdc biéu thirc vira nhan dirge vao phuong trinh twong thich (4.22)
va chi ¥ dén (4.23}, (4.24), ta duwoc

8 dF,

oz {'I‘(Gu) Ox

|+ (% [@(ou)%?] = -3, (4.29)

trong d4

o= (G2 ()

Khi thiét 1ap bai todn t3ng quat cia 1y thuyét déo véi cac didu kién rang buge
ham oy, ta thiy rang day 1a phwong trinh twa tuyén tinh elliptic. Vi vy bai
todn xac dinh ham F thda min phueong trinh nay va didu kién bién F = const
la bai todn ding dan.
3. Xoan thanh blng vat ligu déo Iy tudng

Phirong trinh vi phan cda ham \¢ng suét trong mién bién dang déo cia
thanh bing vat liéu déo ly twdng c6 thé suy ra tir didu kién

Ty = 0.

Dai v&i trudmg hop nay khong ton tai hé thite (4.28) do dé viée xdc dinh ham

Fp khong dan dén phwong trinh (4.29). Phwong trinh dé xdc dinh F, & ¢6

dang phwong trinh loai hypecbolic. Day 14 sw thay déi ve chat trong moei bai

todn chuyén tir vat lidu tdi bén sang vat lidu khéng tdi bén (déo Iy tudng).
Thay thé biéu thitc cla oy vio (4.24) ta dwoc

(' () =% - a0

Trong mitn bién dang dan hdi vin thda man phrong trinh (4.27). Trén bién
gitta mién bién dang dan hdi va mién bién dang déo phai thda man didu kién
lién tuc cla ham F.

V& tréi cda phwong trinh nay I3 binh phwong d6 1én cla grad F. Do d6
tai moi diém cia tiét dién ngang & trang thdi déo phai thda man ditu kién

grad F' = const,
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digu d6 ¢6 nghia 14 mit hdm tng suit khi xodn déo 13 mit ¢6 d6 ddc khong
ddi xAy dung trén chu tuyén cda tiét dién ngang.

Vecto tng sudt trong mién déo c6 3 16n khéng d6i va hudng thing goc
v6i phép tuyén cda chu tuyén. Duwrdng img suat F, = const song song vdi chu
tuyén ctia mién, dudmg truot tring véi phip tuyén cta chu tuyén.

a) Phuong phdp tuong tu d6 cdt

Xéc dinh ham tng sudt F, tir phuong trinh (4.30) v&i diéu kién Fp = 0,
F; = const trén chu tuyén din téi phuong phdp tuong tu véi sy dé cdt: mot
ban nim ngang ¢6 hinh ddng tiét dién ngang trén dé d6 cét, ta sé nhdn duoc
“mdi lop” cét, chitu cao cot cit tai mbi diém biéu thi (mdt céch ty 1&) ham
ttng suit khi xodn tai diém do.

Cin chd ¥ réng phuong phap twong tir d3 cdt tng véi trwdng hop todn
b6 thanh di chuyén sang trang thdi déo (trang thdi gidi han). Mdmen xodn
twong itng ciing goi 14 gid tri mémen gidi han, né xdc dinh khd ndng chiu
iz ctia thanh khi xofn, ¢6 nghia 13 voi vit lidu déo ly twdng khong thé ting
mémen xodn qué gid tri giéi han cha né, vi khi d6 géc xodn sé ting v han.
Theo (4.25) gid tri ndy xdc dinh bang hai l&n thé tich gifra mdi doc va mit
phing tiét dién.

Do d6 co thé tinh d& dang gid tri gidi han cia mémen xodn ddi véi céc
thanh ¢6 tiét dién ngang khdc nhau.

Néu tiét dién 1a mién da lién, thi doc theo cdc chu tuyén trong F,; = const.
Do d6 khi d8 c4t cin dit thanh chin véi chidu cao xac dinh cho timg chu tuyén.

— - h=ta
— —— —— f

Hinh 4.10

Bay gi¢r xét trang thai xdy ra trirdc trang théi gidi han, tie la véi M < M,
Khi d6 mét phin tiét dién con & trang théi dan hoi, trong dé ham tng sudt
théa man phwong trinh (4.26), vé mit thwc nghiém twong ty véi mang mong
Prandtl. Nhung chu tuyén dé cing mang khéng phing, vi trén bién dan déo
phai thda méan diéu kién lién tyc clia ham @ng sudt F, = Fe, ham nay c6 gid
tri khéc nhau tai méi diém trén bién d6. Su phén b3 ham ¥ng sudt khi cb
nhan dan hoi ¢é thé xdc dinh bing phuong phdp tuong tu cie Nadat
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b) Phuong phdp tuong tv Nadai

Lam mdt vé cing cé dang miit cat, chu tuyén
ddy clia nd tring véi chu tuyén clia ban dé dé
¢at (tring véi chu tuyén tiét dién ngang cla
thanh). Trén chu tuyén ddy cia vd cing mot
mang mong va cho dp sudt tdc dung 1én mang
tlt ngoai vao trong. Vé&i ap sudt khong 1om 1am
mang khong dinh vao vd cirng, ta cé twrong 1ing
vl trudmg hop xodn dan hoi. Khi 4p sudt ting
téi lic mang bat diau dinh sdt vao vd cing, ta
¢6 twong ng véi s xuit hién bién dang déo. Hinh 4.11

Khi 4p sudt cang ting mang cang dinh sdt vao vd. Hinh chiéu ¢da mién mang
dinh vio vd twong tng v mién bién dang déo trén tiét dién ngang, phan con
lai twong Gng v&i nhin dan héi. RS rang rang dieu kién F, = F, théa man
trén bién dan déo. Mémen xoén bang hai lan thé tich gi¢i han béi mang va
mit day. Gia tri cda ham &ng suit do bang chiéu cao cia diém trén vé cing
{tai mi&n bién dang déo) hoic do vong cla mang {tai mién bién dang dan hoi).

Trong hinh 4.12 trinh bay sy phat trién cia mién bién dang déo d6i vdi
thanh cd tiét dién chix nhéat.

= OO <,
\\I’ -\\ I/ \\ //
| ! !
I ' )
,zl'-\.\ ,’\\ ”\\
- >~ 7 RINnN
Hinh 4.12

Pwdmg gach chi hwdng dromg trvot, duwdmg chdm nhd 14 dwomg gidn doan,
khi dén gi¢i han nhan dan hoi suy bién vé dwomg dé.

4. Ung dung phirong phép bién phan

Ta ¢6 thé st dung nguyén ly bidn thién ing suit kha di {(xem 3.3.1 chwong
3) vao gidi bai todn xodn thanh dan déo.

Trude hét tinh cong cla gia 8§ cic lwe ngoai trén chuyén dich clia cde diém
diit lirc &y. N6 biang cong cda gia 86 momen §M trén géc quay cia day tir do
clia thanh (xem ddy z = 0 gin chit, ddy z = £ tw do). Géec quay nay biang
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w = ¢, trong d6 3 - géc xodn trén don vi dii, £ - chiBu dai thanh
/ 5% ju;dS = 6M - fE.
s

St dung (4.25) vao day ta duoc

f / 55 uidS = 2065 f Fdady, (4.31)

g g

Bay gi¥r tinh cong phy cta toan b thanh, vi sy phan b iing suit & moi tiét
dién thanh nhw nhau nén

l'l:/V/ RdeE{/RdS.

V1 trudmg hop ndy vng véi trwet thudin tiy ¢ = 0, va theo (4.21) 60 =3 T,

q*

R =fT1“dT va n:e/f (/FdT)dxdy‘ (4.32)
0 s

0

Dit (4.31) va (4.32) vao phuong trinh ctia nguyén 1y bién thién ¢ng suit kha
di ta duoc

5P = af/ (]TMT . 2/3F)d1:dy =0, (4.33)
S 0

trong do

P = / f ( j TdT — QﬁF)d:z:dy. (4.34)
g 0

Phuwong trinh bién phén (4.33) ¢6 thé gidi bing phwrong phdp Ritz bing cich
chon ham F(z,y) dwédi dang

Flz,y) = > acFalz,y), (4.35)

o
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Céc ham F,(z,y) bang khong trén chu tuyén ti€t dién, vi trén chu tuyén
F = 0. Biéu dién T qua F, rdi thay biéu thitc cua F' néu trén vao phiém ham
P, ta nhan dugc P trd thanh ham nhiéu bién a,. Diéu kién cire tri cia P dan
dén cdc phwong trinh xdc dinh cdc hé 88 aq
ar
da,
Do db thi giita [ va T, titc dwdng cong bién da.ng [ = g(T)T 1 phi tuyén,
nén ta nhan duoc hé phuong trinh (4.36) phi tuyén. Viéc tim ham F lam cyc
tri phiém ham P c6 thé tién hanh bang phwong phép gin dung lién tlep nhu
trich bay trong chirong 3 (phirong phap nghiém dan héi hodc tham 86 dan hoi
thay déi).
& gin diing thir khéng, 18y quan hé gifra T’ ~ T la dan hoi T = GT, ta c6

’P://(f%dl“—?ﬁﬁ’)dmdy=[] (%—wF)dIdy:
R
:]f{ 9z - 9y —26F}dscdy. (4.37)
5

a
Dit F theo (4.30) vao (4.37) va tir diéu kién éaﬁ = 0, ta dugc hé phuwong
X

trinh dai s6 tuyén tinh dé xdc dich ag) tire 13 xac dinh duwoe FO(z,y) =
S ald )F(,t x,y) & gan ding thi khéng, qua dé xic dinh T};g) ’T;Eg) va T,
&

—0, a=1,234,... (4.36)

]

Néu T < 7, nghiém nhén dwoc 14 nghiém ding.
Néu T > 1, ta thuc hign gan ding tiép theo
O gin ding thit nhat ta lay

I =g(TOT,
trong d6 g(T1?) try thanh ham da biét cla toa d3. Ta b

2 ) ()
P:/s/ (2—3-&—0))—261?)@@:[5/{ or/__\0y —QﬁF}d:rdy,

25(T)

va thye hién cac bwée nhir & gan ding trwde, két qua nhan duoc aV va

F) (g y) = Za 3 T, y)-

Céc gan dung tiép theo dwoce tién hanh twong tw, & gan ding thi n ta 13y
[ = g(T"NT, trong 46 T=1) 13 gid tri cda T & gan dung thir n — 1.
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4.4 Cau rong dirdi tidc dung ciia 4p suit

Xét bai toan ciu rong ban kinh trong la a, ban kinh ngoai 14 b dwréi tdc dung
cla 4p suat trong. Do tinh chit d6i xitng tAm cdc bién dang trieot va tng
suft tiép bing khoéng, ngoai ra Epp = €88; Opp = Ogp. Qud trinh dit tdl nhwr
vay la don gidn, vi vay khi tinh todn chiing ta ding ly thuyét bién dang.

Trong tredmg hop nay, cdc thanh phin ttng suit théa man phirong trinh
cén béng trong toa dd ciu (xem 1.4 chwrong 1)

darr (Jrr - Uw) o
T =0, (4.38)

con itng suit trung binh va cwong dé 1ng sudt bang

g = §(o,~r + 20,),
Ty = |O-W - O‘,-,-l.
Cac thanh phin bién dang vi cudmg do bién dang bing
ETT - r 3 = t
dr L
Eu = §|5W — Errl

trong dé u = u, la chuyén dich theo ban kinh.
Céc thanh phan bién dang théa man phirong trinh tirong thich
d -
oo | Cew TErr g (4.39)
dr T _
Gid st cau chi chiu téc dung cia dp suit trong p, didu kién bién ¢6 dang

Tpp = —p- VO T = a,
G'm-:O V(‘ri r:b

Bay gi¢r cin x4c dinh sir phan bé trng suat va bién dang trong vat thé nhe
cdc phwong trinh trén.

4.4.1 Trang thai dan héi

Néu 4p sudt chua di 1ém, ciu con & trang thai hodn toan dan hoi. Bai todn
nay da duoc gidi trong ly thuyét dan hoi, két qua nhin dwoc
a? B
I =P 3 (1 a :r'_3)’

(1.3 b3
ove = v (1+ 53 (4.40)



4.4. CAU RONG DUGI TAC DUNG CUA AP SUAT 163

U 1

Egp = o= 5 [aﬁw — v{opr + 099)] =
1
=5 [(1 — V)Tpp — uo,.,.]

din dén
3 3
_ pa’r 1+vb’y
YT EW 3)(1 v+ — 7'3) =

o a ( L 1 b3)
PP Ta3\3K Tags)
Cwrérng dd g sudt

3 a’ b

PP a3 (4.41)

o oA 2 a® .
dat cyc tri véi r = a; vi viy véi 4p sudt p < 503(1 - ﬁ) = ps cau O trang
thai hodn toan dan héi, v&i p = p, trén bién r = a clla ciu bit diu xudt hi¢n
bién dang déo. Khi dp suit ting mién déo cang lan rdng. Bién dan déo 14 mit
cau dong tam ban kinh r,.

4.4.2 Trang thii dan déo

o} day ta xét bai todn ciu rong bang vdt lifu déo Iyf tudng (khong tai bén),
khi d6 cd hai diéu kién Tresca Tmax = T va Mises 0, = o, ddu dan dén

Opp — Oy = 5. (4.42)

Dau cong chon & dy dwa trén didu da biét tir (4.41), tiwc 1 bidt lich st xudt
hién mién déo.

a) Khi 4p suét ting mién bién dang déo mé réng. Goi r, 1a ban kinh bién
dan déo; khi d6 @ < r < r, 13 mién bién dang déo, tai d6 thda man dong thei
phuong trinh cén bing (4.38) va didu kién chdy déo (4.42). Ta c6

dayy 204

dr T =0

~Tich phdn phwong trinh vira nhéan dwoc

Orr = 205lnr + C)
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Cy - hing s8 tiy ¥ xdc dinh tir dieu kién bién véi r = a, opr = —p. K&t qua
cudi ciing cho ta

Tpp = 20311'12 —p
r {4.43)
Opp = Opr + 05 = QJslnE + o, - p.

O day ta c6 bai todn zdc dinh tinh cd diu kién, d6 1a loai bai toan ddc trung
cho vat liéu déo ly twdng.

b) Mién r; < r < b tuong tng véi bién dgng dén hdi. Ta c6 the nhan dwoc
nghiém trong mién ndy bing cich ding hé thirc (4.40), trong do thay thé p
v a bang ¢ va 1y,

)
Oppr — 75 3 1_—3 :

b3 —rd T
3 3
_gr b
Sor = 33 —-37“3 (1 i Eﬁ) (4.44)
3 3
S - H_Vb_)
USRS

trong dé g la 4p sudt tdc dung tai r = ry dé bién ndy xudt hién déo dau tién,
do dd

Hé thitc (4.44) dwa vé

2 rd b
o =3935 (1= 73)
2 7 b3
m_ggsg(uﬁ) | (4.45)
_ Z2ogrir 1+ v b
= E (- )

Gid tri chwa biét 7, s& xdc dinh tir didu kién lién tuc clia (ng sudt o, trén
bién dan déo:

Trr = Tpr

re—0

4.46
1‘3+0’ ( )
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Dung (4.43), (4.45) vao (4.46} ta nhdn dwoc phwong trinh dé xac dinh bédn
kinh r

2 ¥y Ts
§Usb_(1 - T—g) — 20'311’1; - D,
hay la
Ty 1 /rgy3 P 1
ESHOEE S oo

Chuyén dich trong mign déo dugce xdc dinh tir diéu kién bién dang thé tich 1a
hoan toan dan hdi, tikc la

E
= K8 =
o =K0=3s79,%
tir diy suy ra
du u  1-2v
% + 2'?:' = B (Uﬂ- +20‘P¥’) =
1—2v

(6031:12 +20, - 3p).

Tich phén lén ta duoc

=

1-2 C
Y (203rln£- - p‘r) + a2 (4.48)

Hing s8 C duoc x4c dinh tir didu kién lién tuc vé chuyén dich trén bién dan
déo r,

(1 —2v)r, Ts C 20,04 1+ v’
Sl Al Jn-2 — i -9 =1},
E (20 In a p) * r2  3EW (1 vt rg)
Chi y dén (4.47) tir diy suy ra
3
C = “Lfs (1 -w).

Chuyén dich trong mién déo cé dang

TaT

'U.:E

[(1 - u)%}g— +(1- 2u)(21n£ - 3)]. (4.49)

Oy
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¢) Néu ting 4p suit p, mién bién dang déo ting cho dén khi r5 = b, nghiém
(4.43) théa man; mét khic opr = 0 vOiT = b. Vay & trang thai gi¢i han, 4p
sudt dat gid tri

b
204ln — — pe =1,
a
hay la
Dy = 205In —,
a
p. 12 dp sudt gidi han dé cho cin réng bién dang déo hoan toan.

4.4.3 Bién dang du vh g sudt dur

Véi 4p suidt p ta nhén dwoc ung sudit va bién dang nhw trén. Bay git triét
tiéu 4p sudt p, trong ciu rdng xudt hign cat tdi. Theo dinh 1y vé cit tai tmg
sudt gid dinh &y tinh theo cong thic (4.40) col nhw ciu bién dang dan hoi
v&i 4p sudt p. Ung sudt dw c6 dang

3 3
. T pa b
R A r Ul
3 3
v r pa b
O'W—-ZUSIDE—P’FUS—H(I—FEE).

vidia <7 LTy

va

Céc cong thire nay ding khi ceong d6 ting sudt dw khong vurot qua gidi han
dan hoi. Néu bay gid lai ting 4p sudt nhng chua vuot qué gid tri khi cat
tdi, thi bién dang déo mdi khong xudt hién. That vay, khi dit tai tiép, thi
A3 tién xuat hién thém ing sudt va bién dang theo 1y thuyét dan hoi khong
phu thude vao viéc ton tal ing suit du cii. Nhung dé dat giéi han déo phai
tinh ca itng suft du va ¢ng sudt moi xuit hién, chu rdng hinh nhw bén hon
so véi diit t3i ban diu. Hién twong nay goi la tang bén két céu.
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4.4.4  Gidl theo chuyén dich

Trong trudomg hop nay hé thir gllta ting sudt va bién dang theo ly thuyét
bién dang dan déo nhé véi vat lifu déo 1y twdng c6 dang

2
Tpr = K(Err + 2Egp<p) F ggs:
Opp = K(Er,. + QEW) + %os,

hay 1a

Dt cde biéu thic nay vao phuwong trink cin béing (4.38) ta duoc

d? du 20
2 8
-= 9 =
) + 2r I u % r=0
va nghiém cta né
2
u=Dir+ —72 + B—K—osrlnr =
Dy 1-2p

=Dir+ Py + % gsrinr,

Dy, Dy - hdng sG tity y xé4c dinh tir didu kién bién r = ¢ v didu kién lién tuc

trén bién » = r,. San khi tinh tosn ciing 56 dan dén két qua trén,
Qua vdy thay bidu thite cta u vio oy, ta diroc
Orr = 3K Dy + 20,107,
Cho thda man digu kién bién o, = —p khi 7 = @ din dén
3KD, = —p — 2a,In a,
ta nhan lai duoc biéu thite cda o,y trong midn déo nhiy (4.43)

7
Orr = 204In — — p,
a

con bidu thire cia chuyén dich « trong micn déo dwa v& dang {(4.48).
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4.5 Ung sudt nhiét trong cau rong

Ta xét ciu chiu tdc dung cla sy chénh léch nhiét do T, tai mét trong ban
kinh a va nhiét do Tj tai mit ngodi ban kinh 5. Nhiét d6 trong cau rong thay
déi theo r.

Néu sy chénh léch T, — 73, khéng qué 16m, thi truong nhiét do dirng T(r)
thda méan phrong trinh Laplace doi xtmg tam

fT 27
dr? v dr )
Nghiém ciia né cé dang
by, -, T,-T, b
T(r)= & SR S (4.50)

b b
)
a a
Sw phéan bd nhiét do nay sé giy ra trong ciu trang thdi tng suét bién dang.

4.5.1 Ung suit nhiét dan hoi

Quan hé gitra tmg suat - bién dang va nhiét c6 dang

1
Epp = 5 (arrr - 21/099) + T,
) (4.51)
Epp = E0p = 5 [(1 —v)ogs — uor,-] + aT.
Phwong trinh twong thich (4.39) dwra vé
d 1 dT’
ar (1= v)oee — vor| + ki Y (000 — avr) + Ba—— = 0,
nh& phwong trinh cin bing (4.38) phwong trinh vira nhén din d¢én
d Fa dT
< 2 H .
dr(ow—i_ 006)+21—V dr 0
Tich phan lén ta dvwoc
E
Tom 4 2009 = 3A + 2—— T (4.52)

1—-v
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Két hop hé thirc nay véi phwong trinh (4.38) dwa vé

d—(f:(r:}om.) = 34r% + 2%?2?

Thay biéu thirc ciia T theo (4.50) vao phrong trinh nay va tich phan 1én ta
droc

2 b
Trr =A+;38 - A= (4.53)
r r
Nhé (4.52) xdc dinh dng suit ogg
B Ab
=—4_=-_2Z .54
gge = A 375, (4.54)
trong dd
_ Ea(T, - T)
- b
(1-(;~1)

Néu ing sudt chi do sy chénh 18ch nhiét dé, thi cac hiing s8 A vi B ¢6 thé
xdc dinh tir didu kién orr(a) = o (b) = 0. Két qua cho ta

3 2
Tpp = —/\[g - m(% + i_z + 2)]’
b 1 ¥ ¥ b e
g = _)\[ﬂ + m(“ﬁ _2.:1_2' B 25)]’
a a

va cudng db ng sudt

ou= o000 = (2 - i)
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Bién dang déo xay ra dau tién tair = @ khi gi4 tri ndy bang os. Do vay doi
hdi sir chénh léch nhiét do 48 xuat hién déo diu tién phai bing

(1—vjo, 1 Pt (5)2
B _Q—vjos b b/ .
\Ta Tb.E Ea 1+ gf_} (450)

Derrington vi Johnson khao st trwdng hop ciu rong vira chin 4p suat trong
vira chiu chénh léch nhiét dd.

Do bai todn nhiét dan hoi 1a tuyén tinh, nén co thé s dung tinh chat cong
nghiém. Truomg ang sudt trong ciu rong bang téng clia nghiém (4.40) va
nghiém (4.55). Nhung trirong hop nay khong phai ]!.)l'lc ndo o, cling dat cuc

dai tai 7 = a, ma con phu thude vao cac ty sd —E va —.
a

4.5.2 Ung suit nhiét déo

Khi gia tri |Ta — Tb| vuot qui |Te — TblE trong ciu xuat hién mién bién dang
déo a < r < r,. Tal mién nay phwong trich can bing (4.38), diéu kién déo
(4.42) va digu ki¢n bien orr(a) = 0 cho ta xéc dinh trng sudt

r

Orr = 26:ID—,
a

r {4.57)

ogp = 20sln— + 0y, QST < 1.
a

Trong mién bién dang dan Woi v, < r < b, img sudt cho bdi hé thike (4.53)
(4.54). Dieu kién bién o, (b) = 0 dan dén
2B
A+ -33— = A
Pigu kién lién tuc cla wng sudt tai 7 = 75 cho thém hai phuong trinh d61 véi
B vA A thong qua 7, gidl ching ta dwrgc

(4.58)
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trong dé A ¢6 dang trong biéu thic (4.54).

Bai todn dwoc thire hién bang cdch xdc dinh r, tir hé thire (4.58), tiép dén
xac dinh A, B va theo (4.53), (4.54) hoan toan xdc dinh ng sudt cla ciu
trong mién dan hoi.

4.6 Bié€n dang d8i xing cia éng day

Xét truomg hop Gng tru diy dwdi téc dung cda ap sudt trong déi ximg truc.
Day 1a bai toan cé nhiéu tng dung thyc t6, ching han ong dan, phuy chita
hinh tru. C6 khd nhidu nghién ciru v& bai todn nay, nhung tim nghiém chit
ché cda bai todn gip nhi¢u khé khin. Vi vy dé tinh todn gan ding ngudi ta
dwa vado mét vai gia thiét. -

Bay git phan ra hai trirong hop dé xét: dng biing vat liéu déo ly twong
va vit lidu tai ben.

4.6.1 Trang thai bién dang dan déo ciéa dng tru bing vat liéu
déo ly twdng

Gid st dng twong déi dai cé ddy, khi dé doc theo truc tdc dung lwe pra?, nhu
vy bdo didm trang thdi bién dang cta éng 1a phing (e,, = 0), vat lidu cila

DR . iis o . 1
dng gia thiét 13 déo ly twdng (khong tai bén) va khong nén dwoc (u = 5)
Chon toa d¢ tru 7,8,z trong dé 2 huémg theo truc clia éng. Do tinh chat

ddi xiéng cla bai todn, trang thai éng sust

1
Trry O, Tzz = 5(01"?‘ + 099): Tr) = Thz = Tar = ()

théa man phwong trinh cén bing

darr 4 Orr — Tpp

=0. 4.59
dr r 0 ( )

Cudmg do trng sudt ¢é dang

V3

Oy = -?lagg — Grrl. (4.60)
Trang thdi bién dang

dy %
Err = =0, 090 = —, Exz —Epg = Epy = E4p = 1)
dar r
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thda man phwong trinh twong thich sau

d568 Egs — Err
L= —=0 4.61
dr T ( )
Dizu kién bién cila bai todn
Ope = —p VOIT =g,
or =0 vOir=b
1. Trang thai don hoi
Vi 4p sudt p chua du 16n, 6ng con bién dang dan hoi, day 13 bai todn
Lamé da gii trong Ly thuyét dan hoi. Nghiém Lamé co dang

o = ﬂ"‘_(l B E’i)
r W — a2 )
2 2
__bpa v
700 = 35~ 2 (1 + 3 (4.62)

pa’

pa— 1 —
Tzz — '.i(arr + 0'69) = m
Trang thdi déo bat diu xudt hién & bién trong r = a, khi 4p suat dat gid tri
. 2
p=ps=7s(1- ) (4.63)
2. Trang thai dan déo

Khi 4p sudt ting mién bién dang ddo mé rong . Goi r = 7, la ban kinh

bién dan déo, khi dé
a<r<rs mien bién dang déo,
re <r<b mién bién dang dan hoi.

a) Trong mién bién dang dan h¥i ting sudt dwge xdc dinh theo cong thirc
(4.62); nhung thay a biing r, va thay p biing ¢. Gia tri ¢ dng val trd nhu p
trong (4.63) 1am cho bién r =75 bit dau xudt hién chdy déo. Vi vay

2 .
T
q = Ts (1 - _b—;) ¥

Céc thanh phin vmg sudt trong mién dan hoi ¢6 dang

2 2
T b
Tpr — Ts?(l — ;ﬁ):

2 b?
a9 = st—;(l + ;5), (4.64)
r2

5
Tzz = T.SFZ' '
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b) Trong mién bién dang déo a < r < v, vat lidu déo 1y tudng nén thda
mén phwong trinh o, = o, két hop véi (4.60) suy ra

V& phéi trong (4.60) ta ldy ddu cong vi v6i éng chi chiu 4p suit trong, bidu
thirc ogp — oy €6 gid tri dwong.
Pem thay vac phong trinh c¢an bang (4.59) ta dwoc

dopr _ %
dr T

=0
va nghiém cia nd
Orp = 21,Inr + C.
Hing s6 C xéc dinh tir digu kién bién o, = —p khi r = g, cuéi ciing ta dwoc
Orp = 2’rsln£ -p (4.65)
Ung suit oge c6 gid tri
Opg = Opp + 274 = 2'r_.3111:—jh + 21, — p.

Trén bién dan déo phai théa mén diéu kién lién tuc clia tng suit oy, ta nhan
dwoc diéu kién nay bing cach cho

R P WERVS
hay la
97,In_% —-p=-T (I—T-El). (4.66}
sin— s 02

Tir ddy ta tim dwoc ban kinh mién déo 7, thay thé vao (4.64) tinh gi4 tri cla
tng sudt trong mién dan hoi.
Céc thanh phan ng suit trong mién déo dwgc xdc dinh nhé (4.65), (4.66)

2

T ™
Oppr = 27'3111; —p=Ts (2111— + b—2 — 1),
r 2
009 = 2rIn’ + 21, —p =1, (2111 + 172 + 1) (4.67)

T 2
Toe = 21"51115 +Te—P="7s (21n~— b—z)
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¢) Trang thdi giéi han (ci Sng chuyén sang déo) dat dwoc khi ry = b, tur
hé thitc (4.66), ta nhin dwoc ip sudt gidi han

b
pPo = 275In —-
a

Céng thitc ndy dung mot cdch rong rai aé tinh bén vitng cla éng tru va phuy
chira,
3. Ung suit dw

N&u khir 4p suét di, trong éng sé xuét hi¢n cit tai. Theo dinh ly vé cat

tdi ta tinh 1¥ng suft dan hoi gid dinh theo cong thike {4.62). Ung suat dir sé
bang
2 2
T pa b
Jﬂ. = 2‘T3].T1— r— m(l — ;5),

2 b2
059:2'&,»(1—1-1115) —p- b%’i—gz—(l—i——Q) viia <r <rg;

T
® r52 pa? 1 b2
Trr (Tsﬁ B b2—a2)( N Fﬁ)’
2 2 2
T b g
Joﬂt = (Ts-b—;‘—a%)(l'}‘;ﬁ) VU].TSSTSI).

4. Xac dinh chuyén dich
Chuyén dich trong mién dan hoi xdc dinh tir dinh luat Hooke

1 1
E [099 - 5(0'1'1' + Uzz)] = E’(Uﬁﬂ - 0"Jr'r')-

Egg =
i . . ” N "

Thay g9 = — va cdc bidu thitc cla tng suit (4.64) vao day ta dirge
r

3'r_.,

2Er

u =

(4.68)

Trong mién déo chuyén dich drgc xac dinh tir diéu kién khong nén duoc

du u
e Z=0
dr + T

k3 - C - i # i L % A - 3 A
dian dén u = P Hing s6 C dwogc xdc dinh tir diéu kién lién tuc cua chuyen
dich trén bién dan déo. K&t qua cho thdy chuyén vi trong mién dan héi va
mién déo cé cling cong thirc (4.68).
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5. Didu kién tbn tai trang thai ldm viéc clia dng
Khi éng chiu dp suft trong ta thiy xuat hién dng suit o.,. Gid tri cia
lwc phép tdc dung trén tiét dién ngang cla dng bing
b
N= 2n/ozzrdr.

o

Dit vao biéu thitc nay tng sudt doc truc theo céng thirc (4.64), (4.67), ta
dugc

Ts

b
2 2
N = 21T/T5 (21:11 Zz)rdr +f "2 2 rdr,

a Ts

nhér cong thire (4.66) sau khi tinh todn dan dén

?,2

2 Ts _Ts 4\ _ 2
N =7ma“ry (2ln pal 1) pra’. (4.69)

R& rang hiye doc truc nay xudt hién trong ong day cé day, chiu ap suét
trong. Do d6 bién dang doc truc bang khong néu céc diu Sng khong thé
chuyén dich theo hwéng truc hodc 13 néu dng bang vét liéu khéng nén duoc
gid tri cia hre doc truc phai dwge xdc dinh bang cong thire (4.69).

4.6.2 Trang thai din déo ciia 6ng tru bing vat liéu tii bén

Tlyushin [56] da gidl bai tosn dan déo cla Sng tru bing vit ligu tai ben va
khéng nén duoc
1. 6ng tru chiu tic dung cba ap suat va lec doc truc

Gid st 8ng tru dwdi téc dung cla 4p suit trong pq, ap sudt ngoal p, va
twe doc truc N. Vi ring 4p sudt va hre truc khong ddi theo chiu dai, nén ¢6
thé xem bién dang theo truc

£,. = const.
Diit céc gid tri cla bién dang theo chuyén dich vao diéu kién khéng nén dwoc
Err +Ep0 + €22 =0,

suy ra
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Tich phén lén ta dwoc

© = -—-]55327' + . (4.70)
2 T
Khi d6 bién dang
B 1 C
Epr — '55::2 - ';5 1
_ 1 C
£00 — -_-‘25:2 + ;’i

vi crong d6 bién dang sé bang

2 {3 C?
ATl i
€u = \/31/ ekt A (4.71)

Nhw vy cuong 4o bién dang va cuwomg 40 (g suat du = P(ey) 12 ham da
biét cua r va hal hing s0 €2z C

Nhéor hé thire cha ly thuyét bién dang dan déo nhd bidu thi ing suat qua
bién dang trong trwomg hop nay

o 20 .
o =
rr 3\?,‘1 rra
2Ty
dpg — T = — &0
ey
20y
Tz — 0 = 5 =22
Cy
T day suy ra
20,
oge — Orr = 3, 2% (cop — Eve)s
‘I.l
Zau
Tpz — Orr = (Ezz - Err)

thay thé biéu thic ciia bién dang vao day

doy C
oggp — Trr = -3—(-;;_5 N
Yoy {3 C
T__'(—Ezz + =
dew

(4.72)

Tyz — Crr —
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Ta sé stt dung cc hé thirc trén va cdc phwong trinh can bang trong truong
hop nay dé gidi bai todn; ngoai ra can diéu ki¢n can bang lwe tac dung doc
theo truc

b
N = 27{/0’;;?'0{7‘ (4.73)
[}
va diéu kién bién
Trr — —Pa VOLT = a,
Opp = —pp VOIT =D

Trwée hét hay bién ddi hé thice (4.71)

C 3 .
== %wcﬁ — g2, signC. (4.74)

Vi phan hé thie vira nhan dugce

2C V3 eudey

'_P_3dT = T 2 EE:SIgnC
. C vt e s an
va thay — theo hé thire trén vao day
-
dr B 1 eydey
r - 2 6*12; - ‘E%z
Nhe (4.74) viét hé thire (4.72)
20
09 — Opr = ——~/€% — €2, sign C,

V3 €y

ous 1 .
Osz = Orr = (ﬁ veZ — g2, signC + &:;Z).

Thé hé thike thir nhit cda (4.75) vao phuong trinh can bing (4.59) va tich
phan lén

(4.75)

2 o dr
o =C1 + 7 / :3\/63 -2, signC—r—-
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2 dr
Pit biéu thire — vao day
T

1 oudey
O = O] - —= | ————=signC.
rT 1 \/—3 e% — E%z E

- . ~ . . [y 4] [y v [y b & P ¢
Goi cuong do bién dang tai r = a la e,(L) vatair =bla e«(u) hang s6 Cy xéc
dinh tir diBu kién bién véir = a. Ta cé
el
1 e,

R v
bo V3 J et — el
By

Nhu véy ching ta con 4 héng s ¢an xdc dinh la £, et e ©. Bay giv
viét cdc phwong trinh xéc dinh céc hang s6 d6. T dieu kién bién véir = b
ta dwrgc

Tpp = —

sign C. (4.76}

]

L=}
1 / oudey .
e T = = ———————51f11 C. 4.77
Pa = Pb Vil Ve g (4.77)
b.

Tir hé thite ndy suy ra déu cla C trang véi diu cia pa — pp. X6t hi thic
(4.74), né diing v&i moi r, tike la
4 . . . . .
502 =i —el) = ud(e{a)‘2 — &2 )= bt (e_{h}2 — &'3:), (1.78)

suy ra

Béy giv dit vio (4.73) bifu thic cla oo theo (4.75) v diing céc hé thire cia
gpp va rdr, ta cd

ol

N — W(paa‘z - Pbbz) {n)2 9 1 O'ud(fu
ﬂal{z = s Ea - 5;3 (—;—;‘E—W . (4»?9)
CE — £
b T oz
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N&u cho trwde dang ham oy, = ®(e,) cdc phwong trinh (4.77), (4.78) va (4.79)
sé xac dinh cdc hing s6 £,., e&a), Py Ung sudt hoan toin xdc dinh theo
(4.75), (4.76} va chuyén dich xdc dinh theo cong thitc (4.70).
2. 6ng chi chju tic dung cila dp suat

Thr hé thike (4.79) ta thiy rdng néu khong tdc dung lyc doc tryc thi duwdi
téc dung chi cia dp suét trong 6ng s& ngdn di (c,. < 0) va chi dp suit ngoai
ong sé dai ra (e, > 0).

Véi dng ¢6 ddy chiu tic dung cda dp sudt trong va ngoai, lwc doc truc
xudt hién do dp suit vao diy bing

N = n(paa® — ppb?).

Khi dé tir (4.79) suy ra &, = 0, tikc 11 trong trwdmg hop ndy 6ng khong bién
dang theo truc, cdc cong thic (4.75), (4.76), (4.77) c6 dang

el
1 TFudey .
Opp = —Pa + "\/—E f e ﬂmgn (Pa — Pb)s
L9
2 )
cgg = Trr + ﬁaumgn(pa — D), (4.80)
1
Tpz — §(grr + 0'99);
el
Pa— b= — / Ouleu Gien(pa — 2s)
— M= = e — Do)
¢ \/3 €u

et

Chii ¥. Céc cong thire trinh bay trong muc nay tng véi trweong hop toan b
éng day da chuyén sang giai doan déo
3. Ong biing vat liéu tai bén tuyén tinh chiu p suit trong

Chiing ta khao sat trang théi dan ddo clia 6ng diy néu trén lam bing vit
liéu tdi bén tuyén tinh, khong nén dwoc va chiu tdc dung chi cia 4p sudt trong
Po=Pp

Trong trwomg hop nay .. = 0 (suy tr (4.79)), u = g (suy tir {4.70)) va

2 C
ey = —— (suy tir (4.71)).
312
Ve a?y L .
Gid st 4p sudt p di lon hon gid tri p, = 'rs(l - ?) dé trong Ong xuit

hién mitn bién dang dan hoi va mién bién dang déo.
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a) Trong mién bién dang dén hdi 75 < r < b. Cdc thanh phin ng suét
dwge xde dinh theo cong thie (4.64) nhw & muc trén, trong dé r, la bign dan
déo cin xdc dinh

b) Trong mién bién dang déo a < r < ry. D8I véi vat liu déo tdi bén
tuyén tinh dwdng cong bién dang c6 dang

Ty = Ty + g(eu - es) = Aos + GCu,

trong d6 A =1 — JG’ g - mbdun tai bén.

Theo cong thire (4.80) ta tinh tng suat.

Jiel

€

1 Aos + gey
.= —p+ — — e, =
Ty D \/g j e €

{a} 1
/\c:rslneL + ——g(el™ — e,).

= —n+ —
P \/5 e V/g

Thay biéu thire clia e, vao day ta dwoc

9 r 2 /1 1
Opp = —p+ ﬁ)«rslna + 39(; - ;_2)0

Nher ¢cong thive (4.78)

r2e, = a’el™ = r2el®)

2
voi 5, =0, PSL) — ¢, trén hién dan déo, e(a) —\/—_—3 suy ra
3
C = %r?es.
Cac biéu thirc cla céc thanh phin ng suit (4.80) ¢6 dang
1
Orp = —p + 2/\Tslnr + (—— - —2)
a a? r
r 1 1
oo = —p+ 2ninl + Lot 4 ) 4o,
a a
g i
Tzz = —p + AT + 2)‘1‘9111 _G s {1.81)

trong do: 7, = , T = 3(e,.

\/3
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Bién dan déo r, duge xac dinh ti didu kién lién tuc cla tng suit o, tai
bién ndy. S dung cong thirc (4.64) va {4.81) ta dwoc

r g r
L 1-—):2 In’2 ——S(i~1)-
stz( rf AT, lna + 3GT ) P,
hay 13
2 2
T3 (} T'S ?"S‘ )
=722 4 LT _ Ts 82
P T‘(/\na+36'a2 ; + A (4.82)

Biéu thitc ctia chuyén dich cé dang

Ty T 2 g

(4.83)

ding cho cd mién dan héi va mién déo.

Bai todn dwa vé gidi phuong trinh siéu viét (4.82) dé xdc dinh bién dan
déo 7, khi cho trwée 4p sudt p. Tiép dén theo (4.64), (4.81) va (4.83) xéc dinh
cac thanh phin tng sudt va chuyén dich ctia éng.

Do dé, tdi bén khéng 4nh hwéng dén quy luat phan bé cia trng suit trong
mién dan bdi va chuyén dich huwéng kinh trong mién dan hoi va mién déo.

4. Sy ting bén cha dng day

Trong thuyc tién sdn xust dng day déi khi nguoi ta lam tang kha ning chiu
tai cla ching trong giéi han din hdi bang cdch cho dng chiu tdc dung cta ap
sudt trong, khi do trong ng xudt hién bién dang déo. Hién tirgng nay goi la
sie tdng bén (sw nong ti rin).

Sw tang bén cia Gng dwoc tién hanh hodic & giai doan dan déo, khi trong
Ong ton tai mién dan hdi va misn déo, hodc Ia trong giai doan déo, khi mign
dan héi bién mat va cudmg dd vng sudt o tai moi diém cla éng virot qua
gidi han chay oy.

C6 hai phwong phép lam ting ben: )

Phuong thdp the nhdt. Tang bén véi sir kéo doc truc. Ong dugc bit kin
bang cdc nip (hinh 4.13a}, do téc dung cila 4p suit trong s6 xuat hién lyc kéo

N = pra®.

Phuong phdp thi hai. Téing ben khong cé sw kéo doc truc. Trong trudng
hop ndy cdc ndp bit khéng viin vao dng ma ndi véi nhau bang mot thanh doc
truc dng (hinh 4.13b) hodc nhigu thanh (hinh 4.13c). Véi phuong phép nay
luc nong kéo dng bing khéng.
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Y /

2 &
%_;:‘ S

4) b) )

.‘&‘

[ TP P

%

Hinh 4.13

4.7 Trang thai dan déo ciia dia tron quay déu

Xét dia tron bi dot néng déu c6 do day khong A8 quay déu véi vén tde goe w
khong déi. Gid thiét vat lieu cia dia khong ¢ tai bén.

Ta sit dung céc gid thiét tink todn dia trong giéd han dan hoi. Gia thiét
thir nhat ¢ng sut phan bé déu theo phap tuyén véi mit phang gita clia dia.
Gia thidt thit hai trong cic mit phing song song véi mat gitra khong c6 ung
suit. Theo gia thiét thir nhat khi dat tai déi x¥ng truc vao dia thl ing suat,
bién dang vA chuyén dich chi 1a ham ctia ban kinh didm. Tir gia thiét thit hai
suy ra trang thai tmg sudt tai moi didm 13 hai chidu hay 13 phéng.

St dung dién kién déi xing truc vA gid thiét khéng co fng suAt trén cac
mit phing song song véi mét gitra dan dén tng sndt tiép theo hwdng kinh va
theo hwdng vong khong ton tai. Do dé céc tift dign tmg v&i cdc hrdng nay la
céc tidt dién chinh, twong tng voi chiing tng sut vong gee v 1rng snat kinh
o 12 céc Gng sudt chinh.

Trong giai doan dan hoi cic diém nguy hiém nhdt cta dia sé hodc la tAm
ctia dia trong trwong hop dia khong cd 15 thing, hodc 13 cde diém thuge bien
trong ddi voi dia ¢6 16. Do vay mien bién dang déo hodc la chira diém tam
ctia dia hodc 12 k& véi bign trong cua dia.

C4¢ thanh phan tng sut thoa man phwong trinh chuyén dong

dory LT g, yw?r

-0, (4.84)
dr T g
trong d6 -y - treng lugng riéng clia vat liéu dia, g - gia tde trong trwdng, va
cac dieu kién biém:
a) Vai dia khong 16 ban kinh &
tai r = 0,0, VA ggo Phai €O gid tri hiru han

tai r = b, o = 0. (1.85)
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b) Véi dia ¢6 16, ban kinh trong a, bén kinh ngoai b

tai r=a, o =0,
(4.86)
tai r="5, on=20

Khi dia quay v6i van tdc géc w di 16m, lyc khai ¥ »2r téc dung vao dia lam
g

cho dia xudt hién mién bién dang déo. Viéc xdc dinh tng sudt trén tirmg mién
dwoc thie hién bang cach gidi phwong trinh (4.84) va cac phwong trinh biéu
thi quan hé ¢ng sudt bién dang tai tirng mién.

1. Mien bién dang dan hoi. Céc thanh phin img suat dwge xac dinh theo cong
thitc nhu trong 1y thuyét dan hai [37] béng cach két hop phwong trinh (4.84)
va dinh luit Hooke:

B 3+vwirt

or=ATETTR g (4.87)
B 1+ 3uywir? '
oos = A+ 35— g 5

trong dé A, B 1A cdc hing s tich phan can x4c dinh.

2. Mien bién dang déo. Cac thanh phin ing sudt drgc xac dinh tir phwong
trinh {4.84) vd dibu kién déo. Néu st dung didu kién déo Mises

2 2 2 _ 2
Ty = Opp — Crrlod +ogp = 05

viéc gidl bal toan gap nhien khé khin, thwong gi quyét bing phuong phép
s6. Sokolovski [32] da gidi bal todn nay va con mé rong cho trudmg hop b
tinh dén t4i ben va d6 day dia thay déi.

Dé don gian cdch gidi bai todn, ta stt dung diéu kién déo Tresca - Saint
Venant. Trong trwdng hop ndy ogg > orr > 0, nén dieu kién déo cé dang

agg = 275 = Os. ' (4.88)
Tich phan phuong trinh {4.84) c6 tinh dén (4.88) ta nhén dwoc

2.2 '
7“;; + <, (4.89)

Opp = 05 —

trong d6 C 1a hiing s6 tich phan.
Céc hing s8 A, B, C va bién dan déo rs duwoc xdc dinh tir cde dieu kién
bién va didu kién lién tuc trén bién dan déo.
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a) Dia khong 616 Tacd0<r<Ts misn déo, con 1y << h mien dan
LBi. Céc thanh phan ing suit phai théa man dieu kién bién (4.85) va didu
kién lién tuc tal 7 =Ts;

G—Tr\rs—#O = O—"T‘Ls——o’ O-Gﬂlr“q—i—ﬁ = 099‘1'3—0'

Ditn kién thi nhat cia (4.85) dan dén C = 0 (vi tém r = 0 thuoe 1ién
déo). Didu kién tha hai ctia (4.85) trén 7= b (thudc mién dan hoi) cho ta

Ao 2. —=0 (4.90)

B 3tV ywrr? e
. r - & ’ g - - )
° g (4.91)
A B 1+3v ywirs
- SR
Gidi hé (4.91) 4di véi A, B ta dwoc
143y yw’rs
_ R g
12 g
(4.92)

1+ yuwr

Dat (4.92) vao (4.90) ta nhan duwoc cong thire xac dinh bién dan déo s phu
thude vao goc quay w

(24905 __________________b_z_.__—-———-—-——-—*) Ve (4.93)
W= - = ‘
v 334t - 2(1 + 3v)beri + (1 + 3v)ri

Sit dung cac bidu thire vira nhan dwoc vao (4.87), (4.88), (4.89) ta cb CAC
cong thite xac dinh cac thanh phin tng suat:

* Trong mién dan hoirs <1 <b

1+30 w29 s d+v

rr s+—'_"_'_'—'_"(2'r——"-‘3—-—-—" )

arr =@ 24 g syl 1+3vr 404
g =0 +1+3V gk (27‘2+T§ 3fr2) .
0 = "¢ 24 g syl '
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* Trong mién déo 0 < r <7y
2

1

Y
3¢

CGrr = 05 —
(4.95)
Top — Tys.
Vin téc géc quay gi6i han khi mitn déo chim todn bd dia nhén dwec tir (4.93)
chory =5
* 3g03
W= ‘
ol

b) Pia cé 16 héng. Ta ¢6 mién bién dang déo o < r < 75 va micn dan
hoi 75 < r < b, Céc thanh phin ng suit thda man diéu kién bién (4.86) va
ditu kién lién tuc trén bién dan déo.

Bing céch lam twong tw nhw trirdmg hop trén, ta nhan dugce quan hé gitka
van téc géc w va bién dan déo g

[12gos 2rsb? — a(b® + 1)
w =

1/2
‘ ; Ty - 4.96
v 3(3 4 )bt — (14 3v)r3(202 — r2) — 4ad(b? + fﬁ)] (4.96)

va cdc cong thire xdc dinh dng suat:
* Trong mién dan hoéi

a ars
Opr =054 1 — —

2, 22
2 , 4 3
+ ZE—[(1 + 31/)(21"5 _ls g +.V 7'2) +4a2(f— 9—2—3)]’
24 T2 1+ 3v s T
a ar. {4.97)
agg — O’s(l - E + 2?‘2)
2 1 .
T . 2, s 402 of & Grs
+ -24—9[(14'31/)(27‘9 t T_Q — 3r ) + da (; - ’,"‘—2)]
* Trong mién déo
2 3
Trr ——'os(l — E) - lui('r?' - f—),
T 37 P
(4.98)

TFopg — Ts.

Van téc quay gidi han drgce xdc dinh tir (4.96) véirs =0

o = 3g0s )
V(8% + ab + a?)
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3. Khadi niém vé sy tang bén ciia dia

Sw ting bén cia dia la qud trinh lam ting kha ning chiu lwc cia dia bing
qud trinh bién dang déo trwdce khi khai théc st dung. Quy trinh tin hanh
nhw sau: cho dia trén gid dic biét quay déu vd&i van téc gée sao cho trong dia
xudit hién bién dang déo. Vi quay dia bi @6t néng deu, cic diém bién dang
nhiéu 13 cdc diém thudc bién trong, nén bién dang déo ciing b4t diu phat trién
tir cdc diém &y. Khi ting s6 vong quay midn déo ké véi bién trong ting lén.
Sau dé cho gidm dan dan s vong quay va cho dia dirng, trong dia di xudt
hién mién déo, dia dwoc cit tdi hoan toan, nhung trong dia con tng sudt du.
Ung sudt dw hu'orng kinh 13 tng suét nén tai moi diém, Lrng suat vong la tng
sudt nén tai mién k& véi bién trong va ing suat kéo tai mién con lai. Ngudi ta
dlng phwong phdp ndy dé 1am ting kha ning chiu lre cia céde dia lam biang
thép, ching han cic dia tude bin.

4.8 Ubn tam la

Ta khédo sdt sir udn tdm 14
khi ¢6 bién dang lém

Xem ring bién dang cia
tdm 14 theo hwéng true giao
véi mit phang uén bing khong

Hinh §.14

€2z = 0. (4.99)

Gia thi€t thém vat ligu la déo 1y twdng, bién dang dan hdi nhé so véi bidn
dang déo nén c¢6 thé bd qua. Do vay dudng cong bién dang ¢ng véi vt liéu
cing déo 1y twdng.

Véi ubn thudn tdy do tinh déi xiéng cda cich dit lic, t4m 14 udn theo
cung tron.

Trong hinh 4.15 ta hinh dung hai trang thii bién dang lan cin cda tim
14. Gia thi€t ring khi chuyén tir trang thdi nay sang trang thii kia gin nhau
bién dang va chuyén dich 14 nhd. D& cho xac dinh ta gid thi&t thém khi uén
mit gilra cia tdm 14 khong bi vin va didm dudi ciia 1iét dién ndy <8 dinh.
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Hinh {.15

Goi mit phén chia hai mién cia tim 1, mién bi dan va mién bi nén theo
hwéng vong, 14 mat bién.

Ky hiéu r|, 7o 1a ban kinh mit trong va ngoai cua tam 14 & trang thai thi
nhét, con 7 1a ban kinh clia mit bién va Ry, Ry, Ro la bau kinh twong Gng
cia tAm l& & trang thai k€ tiép.

Do tinh ddi xtmg ctia bién dang nén tiét dién kinh va tiét dién vong cta
t4m 14 13 tiét dién chinh va \ng sudt trén nd o, oeg la tng suét chinh. Ching
théa man phuong trinh can bang

dowr | O = 006 _ g (4.100)
dr T
va diéu kién bieén
opr =0 talr=ry,
{4.101)
T =0 talr =17o.

Tir phuong trinh nay co thé suy ra lyc phap tac dung trén tiét dién kinh bang

khang. Qua viy ta viét lai phwong trinh (4.100) dudi dang

(_E;(TUW) — Jag — U,

tich phan phwong trinh nay tr 71 dén ro va chi ¥ dén didu kién bién (4.101)
ta dugc

k)

-/Ugad?” =0

Ty
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Theo thuyét chdy quan hé Gng suit - bién dang cho vat liéu khéng nén
dwoc ¢6 dang -

depyr = 5o (O — ),
3de
degg = — —— .102
cos = = {00 — o), (4.102)
3 de,
de.. = = zz f
Gz 2 o4 (o o)

trong dé

Ty = \/(Uf‘r — a99)? + (0 — 02:)2 + {0, — orr)2.

V2
2
Do diéu kién (4.99) de,, = 0 nén tir hé thirc thit ba cla {4.102) suy ra

O = 0,

. : 1
két hop véi o = E(O” + ogs + 03;) ta duwoc

1
Tz =T = 5(01')“ + 090)' (4103)

Biéu thitc cta cwémg do tng suit din dén

3
Ty = i%(a’g{; — 0'7‘1‘); (4104}

déu céng ng véi mien ddn theo hwdng vong, con ddu trir rng véi mién nén.
Do vit liéu déo 1y twdng nén didu kién déo o, = oy ¢6 dang

2
Ogp — Opr = £t —0, = X271, (4.105)

V3
Gidi hai phwong trinh (4.100) va (4.105) cho nghiém

Orp = —'2‘?511'1?11 + Cl vl ry ST < o,
1 (4.106)

r ..
Orr = 2Tgln-— +Cs  védirg <r <ry.
Ty

Céc héng s8 Cy, Cp va ro xéc dinh tir didu kién bién (4.101) va didu kién lién
tuc trén bién r = ry, 093 = 500 Cho théa man didu kién (4.101) din dén
€y = C2 = 0. Céc hé thirc xde dinh tng suit ¢6 dang
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* Trong mien r <7 <70

o = —2rdnt opg = ~2r,(1+1n ) (4.107)
T i

* Trong mién rg <1 <72

Tpr = 2’rsln-?; , 00 = 273(1 + lll—r—). (4.108)
o Ty

Dieu kién lién tuc trén bién ro cho ta hé thitc xac dinh ban kinh cia l&p bicn

ro = /7172 - (4.109)

Bay gi¢ xdc dinh momen uén

e o T2

M= [O’gg?"d'_r' = _/2r3(1 —i—lnr-)'rdr + f?'rs (1 + 1n;r—)rd'r,
T 2

1 Tl il
san khi tinh toan nhéan dwoc

_ 2 h2
M = 2’T3£12—ZT—1)—‘ = TSQ (4.110)

trong d6 h =72 — 71 - d0 day cia tém 14 & trang théi bién dang. Tiép sau ta
s& chi ra trong qué trinh bién dang do day cta tdm 14 khong thay d6i h = ho.
Didu nay rat ¢é y nghia trong thire tién gia cong tao déng két cau.

Nho cong thire (4.103), (4. 107) v (4.108) ta tinh hre phidp va momen ubn
trong tiét dién ngang cha tam 14

N. = / [ a.rdrdl,

ﬁ'.l']_

M. = [/aur cos 0drdd,

_::; T

trong d6 ¢ la géc mé clia tdm 14. Thay biéu thikc clia 0,5, va thue hién tinh
toan ta thdy N, = 0 con M; khéc khong. Vi vay diéu kién dé thwe hién udn
dang try thi phai dit mémen & hai dau cia tdm 4. Néu khong ddt momen
nay mit bién dang clia tAm 14 khong con 1 mit try tron nira, ma & }a mat
vénh co hai d§ cong.
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Chuyén sang xét bién dang va chuyén dich. Gia s6 bién dang vong khi
chuyén tir trang thai thi nhit dén trang thal thi hai tal diém nao diy trén
ban kinh r cé dang

R(p +dp) — 1y
TY ’

degp =

suy ra

(4.111)

Tyén cic diém cta bién phan chia ro bién dang vong bing khong, nén tir day
sy ra

Ry = . (4.112)

Ta viét dieu kién khong nén duoc cla vit lidu cho lop co ban kinh trong
ro va ban kinh ngoai r ¢6 chi ¥ dén bién dang doc truc £z, = 0

p+dy PR 4

S - w{r? — rg)% =0 (4.113)
Dt cac bidu thire (4.111), (4.112) vao (4.113) va tinh dén dieu kién de,; = 0,
ta nhin dwoc tir ddy d6i véi vét lien khong nén duoc gia s6 bién dang kinh
va gia s3 bién dang vong bing nhau ve do 1on
1d 2

T
degg = —depr = 5—@— (1 - T—g) (4.114)

der + dego + deze = T(R® — R})

Su thay déi do day duoc xdc dinh theo cdng thirc
ra
dh = ] (depr)dr,
r1

dat (4.114) vao day ta nhan duoc dh = 0, tire 1a do day cia t4m lé khi udn
khong thay doi.

Chd y riing néu tinh dén téi ben do day clia t4m 14 khi udn sé thay ddi.

Do h khéng thay déi nén theo (4.110) mémen uén dit vao tdm 14 bang vat
liéu khéng tai bén cing khong déi.

Céc cong thirc (4.107), (4.108), (4.109) cho phép xéc dinh vmg suat chi can
cho trudc ban kinh trong r1. Vi réng trong qud trinh uén d6 day cia tdm la
khong thay déi, nén ban kinh ngoai rg = 71 + ho-
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4.9 Bién dang cia 8ng tru trong khuén cting hinh
con

Day ciing 14 bai todn cla ly thuyét dda ¢6 nhisu ¥ nghia thue tién. 6ng try
d6 day médng bi kéo hoiic ép bang lire doc truc qua khuén citng hinh cén sao
cho bdn kinh céa né hodc ting 1én hosic gidm di theo yéu cu. Tuy theo cich
dat lre ma ta ¢ qué trinh kéo, chudt hodc ép, nong.

Hinh {.16

Trén hinh 4.16 khi dit hee & bén tréj ta cé qua trinh chudt va kée, con khi
ddt lwee bén phéi ta ¢é qua trinh ép va nong,.

Gid thiét vat lidu 13 cing déo ly twémg, khéng nén duge. Khuén cd dang
hinh c6n va eiing, ta quan tam dén su bién dang déo phan 8ng ndm sit khuon,
khi dé doan 6ng nay ¢6 dang v4 tron xoay. Bd qua mémen udn xuét hién khi
dng bién dang, tirc la gidi bai todn bing 1y thuyét phi mémen cia vé tron
xoay (xcm [37]).

Bién dang dng 14 d6i xtmg truc, nén ing suit, bi€n dang va dé day cia
thanh dng chi phu thude vao ban kinh. Trong ly thuyét phi mémen cia vo
tron xoay chiu tdi déi xing truc trang thai rng sudt cla voé 1a phang va tng
sudt theo kinh tuyén Tpp VA 1bNg SUdt vong ogy 13 tng suit chinh. Phuong
trinh cén bing clia v4 tron xoay chiu tai d&i xing truc cé dang

d Pl

_ —oggh+ ¥ - =0 4.115
dr (aw,'rh] ceon + sin o ’ (4.115)
Tew | 00 P:

et AT LA S
R, T TR0

(4.116)

trong do Ry - bdn kinh cong cla kinh tuyén, R; - 1 ban kinh CONng cia giao
tuyén cia vé véi mit phing truc giao vdi kinh tuyén tai diém dang xét, r-bdn
kinh ctia dudng tron giao tuyén cia vé véi miit phdng trirc giao véi truc cia
vd, h - dd day cia vo, Pe - cwong db tai ngoai theo hwréug kioh tuyén, p, -
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cwdmg do tai ngodi theo hwéng phap tuyén, « - 13 goc giita tiép tuyén véi kinh

tuyén va truc cla vo.
Déi véi khudn hinh cén (nén)
T

Rz = 0G0, R] = ;
COS &k

tir phwong trinh (4.116) va dit p. = p ta nhin dwoc cong thire licn hé giva

ap suit giira khudn va vd véi tmg suit vong
_agghcosa (4.117)

T
Tinh dén luc tiép (theo hudng kinh tuyén)
pe = I
trong d6 f - hé s6 nhét va sit dung hé thire (4.117) dwa phwong trinh (4.115)
veé dang _
(4.118)

do r dh
d‘:@ };Eow, + 0pp — kagg = 0,

¥

trong d6 k = 1 + fcotga.
Trong bai todn dang xét gia sd bién dang vong degg va gia s bién dang
theo hwdéng phip tuyén de,, lién hé véi bin kinh va dé day bang hé thirc
d dh
degg = z , deyr = —, (4119)
T h

ta viét lai phwong trinh (4.118)

dogy | dess

Vé & trang thai (ng sudt phing va vét litu khong nén dwoc nén

_ Opp + T80
3

" Hé thirc giira tng suit cho vat lidu cing déo trong trwomg hop nay dwa vé

(4.120)

dang
_de

degp = o,
dey
204

dey
le,, = — oot
ez 20y

(2040 — 000},
(4.121)

degg = (2096 — Tiop)s

(0pp + 088}
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trong do

— Z 2

de,, - cudmg do gia s6 bién dang déo, cdc dai lwong de;; déu 14 gia s6 bién dang
déo (vi vat lidu citng déo, bién dang dan héi bang khéng).
Tir (4.121) suy ra

dE;z __ Tpp + Tpg

- 4.122
dE.gg 20’09 — Oy ’ ( )

ta dwa phuwong trinh (4.119) vé dang

- do,, _ Opp t Tsg

+ O — kopg = 0, 4.123
dr 2066 — O Top T Tpp CGog { )

két hop véi diéu kién déo o, = g5, tire la

2 2 2
U@p - ngpaﬂa + Tpp = O, (4124)
ta nhan dwoc hé hai phirong trinh dé xéc dinh Opp VA Tgg.
bDwa vao ham {r), sao cho

2 2 w
Cop = —=04COSY, Opg = —=0 cos( - -), 4.125
W ﬁ (I \/3 s 3 ( )
phirong trinh (4.124) sé thda man dong nhat.
Trude xét gidi han thay déi ciia 4 trong cdc qua trinh dit lyc, xudt phéat
tir déu cta oy, va opg:
* Trong trwomg hop chudt

3 11
* Triromg hop €p
5 3
Opp < 0, 0'99<U:—ﬂ§(p§—?i;
6 2
* Trudmg hop nong
=4
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* Trwirng hop kéo

w T
Opp > 0, 099>():—E§1p§—-

b2

Dit (4.125) vao (4.123) dan dén phwong trinh xdc dinh ham ¢
dr 2tgapda
T V34 (11— k)tgy — V3ktgyp i
tich phan lén ta dwoc
7 gy
T = cxp/ g yay (4.126)

T J —V3 + (1 — k)tgy — V3ktgly
|

trong d6 r; 1a ban kinh cia dwdng tron giao tuyén cia vo vai mit phang truc
giao véi truc cia vo tal dau vao cira khuén, con ¢ la gid tri cia 3 tal r =71,
Theo (4.125) ta cé
3opp(r
cos 1 = £—~——W( J )
2 Ts
trong A6 o,p(r1) 12 tng sudt kinh tuyén clia vé tai dau vao cira khudn.
Phirong trinh (4.126) thiét 13p quan hé gitra ham ¢ va dai lrgng ban kinh
T
khéng thi nguyén —.
"
Biy givr xdc dinh do day ciia v, tir cde hé thite (4.119), (4.122). {4.125)
va (4.126) dan dén

dh e (tg + V3)dy

h T VB (1 - kg — V3ktgy

tich phén lén ta dugce

P

| Loy J
tgi(tey + V3)di ] (4127)

LI
P [ 3+ (1 - k)tgy — V3ktgy

ho
L1
quan hé gitra sy thay doi do day v&i ham +. Cdc tich phan (4.126), (4.127)
¢6 thé bidu dién qua cic ham so cip hodc tinh todn bang sé.
Sau khi xdc dinh dwoe ham 9 tir (4.126), theo (4.125) xdc dinh dwge g
suit va theo (4.127) xdc dinh dé day tai ting di¢m clia doan dng trong mién
clng lam viée vdi khuon ciing hinh con.



CHUONG D

Bai toan phang cua
ly thuyét deo

A - UNG SUAT PHANG

5.1 Céac hé thirc co s& ctha Gng suat phang

Twong tu nh 1y thuyét dan hi ta xem trang thal umg suit phing 1a trang
thdi, trong d6 cic thanh phin Oz, Tzzs Tay bing khéong, con céc thanh phén
Trzy Oy Toy khong phu thudc vao toa do z.

Néi mot cach chinh x4c ta chi c6 thé thye hién dwroc trang thai g sudt
phing suy rong voi cée gid tri trung binh iia thanh phin tng sudt oxz, Ty
Toy VA XeI CAC thanh phan con lai bang khong. Trang théi nay 6 dwgce khi
ban mong dudi téc dung ctia luc ném trong mat phing cia no.

Gol 01, 02, 03 13 itng sudt chinh, trong trurdmg hop Ung sust phing o3 =
o.. =0, con a1, o2 la nghiém cia phuong trinh

Ogz — T (&l Tay
Tey Oyy — 7o

=0.

Tar diy suy ra

Gz + 0y 1 .
oy = ._“B_T—E——J—y- + 5 (GII'Jyy)‘z +4T:£y,

Tez T O 1 :
02:.1"’_—2-—33—5\;(gm—gw)2+41-§y_
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Ung suét tiép chinh xdc dinh theo cing thire:

gy — a2z a3 — a1 T g2 — d3 a2
'T-3:——-— sz:—-—-—-—:—-—— T-l:—-—:—-

2 2 27 2 2

Goi # - géc gitra tryc chinh 1 va truc z, ta biéu thi cdc thanh phin 1tng suit
qua 1rng sudt chinh nhtr hé thire nhir da trinh bay trong ly thuyét dan hoi

o1+ G2 o] — 02
Oy = 5 + 5 cos 24,
_mtaoy 0102 Y
Oyy = 2 T 3 Cos 207,
o — Ty .
Try = —2——511129.

Cwomg dd v¥ng sudl trong truong hop iing sudt phing cé dang:

Ty = \/(;'éa, Txzyy + crg?,r + d'rry,
néu biéu thi qua dng sudt chinh, thi:
Oy = \/0F — 0102 + 0% .
Trang thai irng sudt phing thda man phirong trinh cén bing

04 + O7zy +pX =0,

Oz a
M Y (5.1)
Txy Tyy
+ == 4 pY =0
dz iy P
va didu kién trén bién cho trude lre ngoai
X,,:O',IE—FT_m:EJ:
e (5.2)

Y, = Tuyl + Oyym = Ly,
hodic cho triwde chuyén dich:

u=1u(z,y), v=10"(zy) (5.3)
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5.2 Céach dit bai toan trng suit phing trong truwérng
hop vat liéu déo 1y twdng

Dé xdc dinh trang thdi ving sudt tir cde phirong trinh (5.1) - (5.3) cén ¢d lien
hé rng sudt va bién dang, cde lién hé nay tuy thudc vao ting 1y thuyeét déo.

Tir hé thite cta ly thuyét bicu dang dan déo nhé Ilyushin déi véi ting suét
phing va khong nén diroc, cd thé viét

Czz Cyy _ Exy

1
Orz — 0  Oyy—0 Ty

trong do

1
a= g(r:rm + oy

Thay cdc gid tri ¢ha bién dang theo chuyén dich, dan dén

Ou Ov ov , u
2000 — Oy 20y — Ora By

Twong ti nlur vay, néu xudt phdt tir hé thie gitta tng sudt va t6c do bifn
dang cia Saint Venant - Mises:

Doy Oy, duy  Ouy
JR— - _|_ —
dx _ oy _ Oy Oz (5.5)
2020 — Oyy 204y — Oy 67y

Chling véi cde phwong trinh (5.1) - (5.3) va (5.4) hoidc (5.5) ¢in thém phwong
trinh biéu thi vat lign déo ly twdng. Ty thude vao viée ding ditu kién déo,
chiing ta sé nhan dwge hé phirong trinh ¢é dang khéc nhau. Chang han, sau
nay ta s¢ thay, néu diing dicu kién déo Mises sé din téi phwong trinh loai
clliptic, hyperbolic va parabélic. Diéu kién chdy déo Saint Venant dan téi
phwong trinh loai hypecbélic va parabolic. Khi a6 ta sé ¢é hé day du cdc
phuong trinh dé gidi bai toan &ng suit phing d6i véi vat licu déo ly twdng.
Nghién ciru van dé nay ¢é cdc cong trinh cia Sokolovsky, trong d6 chi ra ring
hé phwong trinh nhin diroc khong tuyén tinh. Dé khic phuc khé khan khi
gidi, c6 the tach hé thanh hai nhém phrong trinh giai lidn tiép; phwong trinh
déi v 1kng suat va phwong trinh d6i véi téc dd bién dang. Néu tim dwoc tng
sndt thi phuong trinh xdc dinh tdc dd sé tuyén tinh. Phirong trinh can bing
va dicu kién chdy déo gom 3 phwong trinh chiva ba 8 0r, 04y, 7oy €0 thé xdc
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dinh tng suit mdt cdch doéc lip néu didu kién bién cho dwéi dang trng suét
(5.2). Do dé bai todn dang xét dan vé bai todn xdc dirh tinh, nhwng cling cin
chii ¥ ring day 1& zdc dinh tinh cd diéu kién, vi ngoai phwong trinh cin bing
con phai diing hé thite digu kién déo.

5.2.1 Phwong trinh trang thai ing suit phing v&i digu kién
chay Mises

Vit liéu déo 1y twong (khong tai bén) thoa man dién kién déo Mises o, = o,
trong truong hop phang ¢6 dang

02 = Ozl + of,y + 3’r;fy = a2, (5.6)
ho#c 1a
o} — o109+ 05 = ¢ = 372 (5.7)

Trong mit phing (o1,07) phiong trinh (5.7) biéu thi ellip nghiéng mét gdc
7/4 déi véi true chinh va gip cdce true tai diém cé khodng cich téi tam bing
T

Hé phuwong trinh (5.1), (5.5) va diéu kién déo Mises (5.6) tao thanh hé b
phuwong trinh doc lap ddi v&i 5 an o4, Tyys Ty Vi Uy
1. Phuonmg trinh d3i vdi irng sudt

Bay gitr xét phirong trinh can bang (5.1} va diéu kién déo (5.7), do 1a bai
toan xdc dinh tinh.

Sokolovsky [75] cho phwong trinh
(5.7) thda man, bing cach dit

g = 27, Ccos (w - g),

(5.8)

7
wed  02=127008 (w + E)’
b

e 6y

weX  trong 6 w == w(x,y) 12 ham chua biét.

w8 4 Khi w chay tir 0 dén 27 sé twong Gng
& véi moi diém trén ellip chay theo chigu
Wnl . ) kim dong ho.
5JTI d TN EI * ~ »
We Nho ¢ong thire gitra g suit chinh

va cac thanh phin tng suit, ta bidu thi
Hinh 5.1 Oza> Oyy, Ty QUa @ va @
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Fop = TS(\/:ECOSW + sinw cos 26),

Oyy = Ts(\/gcosw — sin w cos 26),

Try = Ts SiNwsin 28.

Tir day suy ra diéu kién rang buéc

1Urz| < 27, |Uyy < 275, lT:.':y| < Ts-

Pt cac bicu thire trén vao phwong trinh can bing (5.1), két qua nhan dwoc
hai phrong trinh déi v6i hai ham chua biét w(z,y) va 8(z, y):

3 )6
(V3 sinw cos 26 — cosw)-a—w + v/3sinwsin 22 _ QSian— =0,
dz Oy Oy
: o/ a6
V'3 sinw sin 29,—w - (\/Esinw cos 26 + cosw)a—w + 2sinw— = 0.
dx Oy dz

Hé phirong trinh nay cé dwong dic trung xdce dinh bdi phwrong trinh

d_y __ V3 sinwsin 26 £ (w)
dr V3 sinwcos 26 — cosw

va doc theo dudng dic trung cd he thic
Qfw) + 6 = vonst,

trong dé

Y(w) = V3 —4dcosPw,
Q) = — / E) .

2 sin w
L ¥

Hé phuong trinh trén thudce loai hypecbdlic néu 3 — 4cos’w > 0, tic la

7r< <57r hoit 7:rr< <1177
- _— oac — ! _—
6 Y % 8 6

Hé trén thudc loai parabolic néu 3 — 4cos?w = 0, titc 13 ham w 14y mot trong
N ., .® b Tw llm - v 9 . .
nhirng gid tri 65 6 Cudi ciing néu 3 — 4 cos®w < 0, thi hé thuoc

loai enliptic.
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Trurérng hop hé thude loat hypechélic £(w) > 0, ta tinh dé dang Q{w). Dat
tyg
Qfp = = arccosf-g—"g— \

V3

khi dé phirong trinh dic treng ¢6 dang

1.

&y tglf — ), Qw) — 8 = const = £{a),

jﬂ? (5.9)
% =tg(f@ + 4}, Qw)+ 6 = const = (7).

Trwomg hop hé thude loai parabdlic L{w) = 0, Q(w) = 0, w c6 gid tri khong
déi. Phirong trinh dwémg dic trung sé 1a

y = ztg(t — v} + 2(6),

-
&(8) - xac dinh tir didu kién bién, con ¢ = 0 vdi w = %, HTW va i = g v
T 7w . . v . o

w = —, —. Doc theo dudng dac trirng tng suat khong dai.

Trwong hop hé thude loai enliptic, gidi hé phirong trinh nay gdp nhieu kho
khin, dén nay mdi chi ¢6 nghiém cho bai todn déi xirng truc.

Nhir vay, trong bai todn tng suit phing ¢6 thé gap ¢A mign hypecbdlic,
parabélic, eiliptic ma bién cia ching chira bidt.
2. Phuong trinh dai véi téc d

Bay gier xem hé phirong trinh (5.5) d6i véi tde dd, trong do ng suat coi
nhw da bidt. Hé nay 1a hé tnyén tinh véi hé 86 thay ddi. Tai mién hyperbslic
cta phwong trinh déi v (g sudt, phirong trinh vdi tde do ciing 14 hyperbélic,
trong dd dudmg dic trung cia hal hé trung nhan.

Qua vay, gia s1it cho trivde toc do trén dwdmg L khéng phai 14 dwdmg gidn
doan cla tdc do. Qua diédm M tuy ¥ cia dwimg L, ve hé toa do x,y va cho

- v .\ Y . vy O .
true « theo tiep tuytn véi L. Doc L ta bict dao ham ()—x E—-?’-' Dao ham
Jr ' Ox
vy Oy
—= xac dinh phwoeng trinh (5.5).
v 6'9:.
{200 — Uyy)a—;‘ = {204y — ‘7”)()_: :
Ouv.  Ouy Oy

oer = ow)(Gy + ) = g,

triy trivdmg hop khi
ey,
200 —Oyy =0 vd - 2 —0.

&
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Nhirng dién kién 267, — gy, = 0 thda man doc theo dwdmg dic trung cia
trng suat.

Do dé nghiém ¢ia bai todn ddi véi tée do khéng thé ¢é doc theo dudmg
dac trivng ciarng sudt. Vay, dwomg dac trung tdc 4o trung véi duong dic
tring cua ng sudt.

= 2t - 6“:}" = ,-/ -
Con dieu kien —— = 0, ¢ nghia 1 doc theo dirdmp dic treng, toc do dan
T
tiromg doi bang khong. Diéu kién nay cung thda man doc theo ho diromg dic
trieng thir hai.

5.2.2 Phwong trinh (ng suit phing véi diéu kién déo Tresca
- Saint Venant
Vat ligu déo ly trdmg bicu thi theo didu kién Tresca - Saint Venant 13
Tinax = Ts-

Ung sudt ti€p circ dai phat trién theo céc tiét dién khdc nhau tuy thude vao
dau ena itng suét chinh o1, o9.
Néu oy, o9 khdc dau, thi

ay — oy 1 . }
Tmax = —2—" = 5\/(0-&' - gyy)2 + 47—9{?,' d

Tmax tdc dung trén tiét dién trire giao véi mat phang (2,4) vi chia déi goc
gitra hai truc chinh oy, os.

Khi d6 trén mit phing sé ¢6é hai ho duong trirot thing géc véi nhau
{phreong trinh nhan dwece sé co hai ho diring déde trung).

Néu o1, a7 cing dau ching han (o) > o9 > 0) thi ¢ng sudl Liép cuc dai

a1
Tmax = E

tac dung trén tiét dién song song voi true o9 vi nghiéng mot goc /4 vai miit
phing (i, ). Khi d6 trén mit phing (z, y) chi ¢é médt ho dwimg trivot, hwdng
clia né trung vai vdng cda o4,

Tir nhimg ditu suy luan trén, diéu kién chdy déo Saint Venant ¢é dang

oy — gy = +g, néu ooy <0,

7, = to,

& 92 0. 5.10
hodc o, = ios} néw 7103 2 0 (5.10)

Phurong trinh (5.10) biéu dién hinh sdu canh trong mét phing (o), 02) va noi
1iép véi ellip Mises,
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i /‘:\\ !f oo
/ !! -~ f 6;
& ’s,
@) (&)
Hinh 5.2

Hé thnfc gitra \ng sudt va t6¢ d6 bién dang theo ly thuyét déo Saint Venant
¢6 thé viét dirdi dang truc chinh

=22

¢ =
90,

(i=1,2,3), (5.11)

trong 46 f - ham chdy c6 dang (5.10). Tir hé thixc (5.11) va dicu kién khong
nén dwoc ta c6 the viét ty 50 gifra cac toc do bién dang chinh.

Trong truwdng hop phing o3 =0, =0 didu kién (5.10) chinh la giao tuyén
clia hinh lAng tru (biéu thi dieu kién Saint Venant trong {rweemg hop tong
quat) va mat phing a3 = 0. Thap tuytn v6i lang try khong ndm trong mat
phing o3 = 0, nhing hinh chifu cila nd lén mat ph?ing oy = 0 thi trye giao
véi céc canh cia dwdng sdu canh (5.10). Do dé ty s6 cua tdc do bién dang
chinh bing t¥ s6 ciia cosin chi hwéng phdp tuyén tai diém dang xét, Ta quy
wdre goi nhung diém trong doan AB,BC ... 15 trang thai AB,BC ..., con
dinh A, B,... la trang thal 4,8, ...

Trugng hop o102 < 0 twong g voi trang thdi AB va DE, chang han
déi voi trang théi DE: 01 > 0,02 <0 va digu kién déo ¢6 dang

o1 — 02 = Ts-

Tir (5.11) suy ra €1 = A ey =—Atirclacy = —é9 va tir ditu kién khong nén
dirgc, dan dén é3 = 0. Dai hrong A > 0 13 ham chua bigt dwrge xdc dinh tiy
tirng bai todn 1) theé. '

Trudng hop ooy > 0 twong ung vai cde canh ngang va ditng cla lye gide.
Chang han trang thai CD: o1 > 02 > 0. Ditu kién déo ¢6 dang

o] = Ts-
Theo quy luat {5.11) bién dang chi xay ra theo hirong chinh thi nhit tikc la

ér=2Ax, &=0,
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T dieu kién khong nén duoc suy ra éq = —ép = —A. Twong tw cho trang
thai BC, thi o3 = ¢, suy ra

=0, éa=Ai v é3=—€2= =A
Trudng hop diém goc, chdng han trang thai C. o) day
g1 = 0y, 02 =0s.

Khi dé ¢] = Ap, 62 = A2 VA €3 = —A1 — A Céc hé s6 Ap, Az 13 ham chira
biét xdc dinh tiy thuge viao bai todn cu thd, & diy thém mot ham tuy y vi
ton tai “hai dieu kién chay”. Twong ty cho trang thai F.

Cuéi ciing, trudmg hop dan mot chidu twong ng véi trang thai D
o, =05, o2=0

Téc dd bién dang la t6 hop tuyén tinh v&i he s6 Ap, Az cla sw chdy déo tai
trang thdi lan can CD va DE, tic la

é1 = M + Ay, €2=—A1, €3= — A2,

Twong tu ta c6 déi voi trang thai A, B, E.

Bai todn xac dinh tng sudt se don gian di nhigu néu thay ellip Mises bing
luc gige Saint Venant. Ta nhan thdy ring céc phwong trinh nhan dwrgre st khac
nhau twong tng véi cac trang thai khac nhau. Gial bai todn cy thé thurdmg
doi hoi phai xem sy chdy déo x4y ra trong vat thé thudc trang thdi nao. Do
dé rét d& nhim lan trong viéc chon trang thai va s& dan dén nhirng dicu phi
}y. Dé chon mét cach chinh xdc cor c&u nghiém can phai xay dyng mot céch
cAn than tdc do twong ung.

Sokolovsky [75] nghién ciru cdc phwong trinh aéi véi g sudt trong cac
trang thai.

1. Trang thai DE va AB (0102 < 0)
bicu kién chay cd dang

a1 — o2 = Lo,
hay 13
(Oax — Jyy)g + 4733; =02 = art. (5.12)

Két hop (5.12) véi phwong trinh can bing (5.1) cho ta hé phwong trink de
x4c dinh ung sudt. Ve dang gidng véi hé phwong trinh trong triromg hop bién
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dang phing ching ta sé xét ti mi trong phiin sau. O diy nén ngin gon cdch
dist bad todn. Dicu kién chidy (5.12) théa man dong nhat, néu ta dit

Tpp = 0 — Tg5in 2,

Oyy = 0 + Ty 8N 2,

Ty == Ty CO8 20,
Dem ching thay vao plarong trinh cin bang (5.1) khong co hre khdi, c¢hing
ta nhan dwrge hé hai phwong trinh d¢ xac dinh hai ham chwa biét o, y) va
ez, y)

d 0 Jd
5% — 21'3({;05 2@% + sin 2@%) =0,
d a 0
% - 2‘r3(sin 2@;% — cos 2{,98—?:) = (.
Hé phuong trinh nay thude loai hypecbon cd hai ho dirimg dic trung thie
dy =t dy et
dz Y dw T Y

va doc theo dudmg ddc trung ton tai hé thixe

a
— @ = const = §

275

o
— +p=const =9

274

Néu biét dwoc ho dudmng dac trung va gid tri £, 1 trén duong 4o, thi ¢ thé
xdc dinh dwoc o, @, tire 12 bist duge gid tri cia (ng sudt oug, Oy, Tey tal moi
diém. Trong truomg hop nay gid tri cia tng sudt phap phai giéi ndi va chieu
day ban khéng thay ddi (é3 = 0).
2. Trang thai CD va EF

Ddi vai wrang thdi CD (o109 > 0)

gy =0y 0<oy<os.

o, — a2 = 20X,
trong do y{(z,¥) 13 ham chwa biét. Khi dé

oy 4+ oy = 20;a(l — x), «a=signo; = signaoy.
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Déi voi trang thii CD: o = +1, va véi EF: a = -1 Dit cdc biéu thic ndy
¢t ¢ng sudt chinh vao biéu thite cta thanh phan ing suit ta dwoc

Tre = O's{(l’(] - X) + x COs 29],
Oy = os[af{l — x) — x cos 28],

Tey = OsX 5in 26,

Pem thé chiing vao phwong trinh can biing (5.1), sau mot s6 phép bién dai
dom gian ta nhan dweoc

0 ,
sinQOQ— — {a + cos 29)?—6 =0,

al ol o0 (6.13)
sin 29_’(5; — (@ + cos 26) ;yx + ‘ZQ‘BTJ -0
Hé phwong trinh nay chi ¢é mét ho dwomg déc trung thuc
1 08 26
dy = a+cos 2 46— 0, (5.14)

de sin20 '

c6 nghia 1 hé d6 thude loai parabdlic. Phuong trinh dwdng dic trung 6 dang
7T
#=const=C", y= :.ctg[f! + (a + 1):1-] + Cy.

i
4
va do dé tring véi duong trueot, tire la dwong thing cia wng suit chinh. DA
v&i trang thal C D dudng dic trung tring voi durdng thing cia ng suédt chinh
oy (d6i v6i trang thidi EF 09 = —05, 0 = —1 dwdong dic tnirng theo duong
thing cia oy). Tai trang thal CD éz = 0 tire la dwong dic treng khong bi
dan.

Duwirng dic trwng 1a nhitng dwong thing nghiéng v4i truc o mot goc 0+ (o+1)

Nghiém tdng quat ciia phrong trinh thit nhat

m

yz:x:t.g[()+(a+1)4

] +20), (5.15)
trong dé ®(#} 1a ham tly y xdc dinh tir digu kién bién. Nhir (5.14) va phwong
trinh thit hai (5.13) ta tim dwoc biéu thite doc theo dwong dic trung

a8 dr
dlnx = —2(13—3: sin20
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\ 2., 08 . s
Pao ham theo z phuong trinh (5.15) dé tinh 92’ sau dé dem thay vao phirong
£

trinh vita nhan dwoc va liy tich phan. Khi do nghi¢m tong quit cia phwong
trinh thit hai cd dang

_ v(8)
X= 22+ (1 — acos 20)9'(6)

trong do ¥(9) 1a ham tly ¥ xac dinh tir diéu kién bién.

Khi tinh cdc ham tiy ¥ cin phai cho gid tri cta 6, x doc theo mét dwong
nio diy trén mit phing (z,y), d6é 1a bai todn Cauchy. Nghiém cia bai toin
nay khong xéc dinh, néu nhwe dudng d6 chinh la dwdng ddc trung.

3. Trang thai C va F'

Ta ¢é

o1 = 02 = Q0g,
trong d6 o = 1 ddi voi trang thai C va o = —1 d6i voi F. Tir cong thire gita
céc thanh phin @ng sudt va wng sudt chinh suy ra

Oz = Oyy = &0s, Toy = 0.
Phuwong trinh cén bing (5.1) théa méan dong nhit. Trang thai nay tuwong ting
v4i trang thai tng sudt dan nén déu moi phia trong mit phang (z,y). Hudng
bit k¥ clia &ng suat déu la hwéng chinh. Tdc d6 bién dang déi véi trang thai
Ching é; =M >0,é0=2x20
4. Trang thai D, A (dan hodc nén mdt chiéu)

Ta co
o = ags, o3 =0,
khi dé
Opp = a;s {1 + cos 28), |
Oyy = Oﬁ;s (1 — cos 26),
ey = 42 im0,

Dit céc biu thic nay vao phwong trinh can bang (5.1), ta nhin dwoc goc
nghiéng 6 = const, tirc 13 twong dng véi truong hop dan (hodic nén) mot
chitu. Téc d6 bién dang sé bang

€1 = AL+ A2, €3 = —Aj, €3 — —A2 (/\120,/\220).
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5.3 Can bing dan déo ctia ban cé 16 héng tron véi
vat liéu déo ly twdng

5.3.1 Ban c6 16 héng tron chiu tic dung ciia 4p suit

Xét bai toan déi xing true dan déo cda ban cé do day khéng déi, ban kinh
trong (16 héng) a, ban kinh ngoai b chiu tdc dung cda 4p sudt p trén bién 16
héng. Gié st vat lidu ciia bdn 1a déo ly twdng (khéng tai ben).

Ta sir dung gid thiét sau: ¢ng sudt phan hd déu theo phép tuyén véi mit
gira ciia ban va trén cdc mit phing song song mat gitra ng sudt bing khong.

V&i gid thiét thit nhat va dit lwe déi xting truc din dén Gng sudt, bién
dang va chuyén dich 1& ham chi cia bén kinh, con tir gid thiét thit hai din
dén trang thél vng sudt tai moi diém cla ban 13 trang thai phing, hai chidu.

Hom niva sit dung dieu kién déi xdng truc va khéng cé ing suit trén cic
mét phang song song véi mit gitra ta nhin droc tng sudt tiép trén cdc tist
dién kinh va tiét dién vong bing khong. Do dé cac tiét dién nay la tiét dién
chinh va &ng sudt phdp twong Gng cgp vh a,, 1A 1tng sudt chinh.

%
&3
i

\

Nt

Hinh 5.3

Céac thanh phan v¥ng suit thda man phwong trinh can bang

dop 1
g ~(orr — o00) = 0 (5.16)
va diéu kién bién
Trp = —p tair=a,
1 P . (5'1?)

Orp = 0 tai r = 6.
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a) Trang thai dan hoi
Ung suit kinh va ing sust vong duge xdc dinh nhw trong ly thuyét dan
hei [37] ¢é dang

B B
O = A— —, 0'99:A+§, (5.18)

-

trong dé A, B la céc hing s6, ching diroc xdc dinh khi cho thda man dieu
kién bién (5.17)

B

B .
A—Ez—p va A—EE:O.
K& qua nhan duoc
2 2 2 2
_ pa b . pa b
=g a(i= ) ow= () (5-19)
Ciring d6 dng suit bing
2 Bd
O',u = _IE-.G— : —
B2 - a2 o
Bién dang déo xuat hién tai bién r = ¢ khi
os(b? — a?)

P=ps= v3al + bt

b) Trang thai dan déo
Khi 4p suéit ting 16n hon gid tri ps bién dang déo md rong, bin gom hai
mién: -
a < 1 < 1 - mién bifn dang déo,
rs < r < b - mién bién dang dan hsi,
trong d6 r, 13 bidn dan déo cin xdc dinh.
Trong mién bién dang din hdi ¥ng suit dwec xdc dinh theo cong thire
(5.18) v4i A, B chua xéc dinh.
Trong mién bién dang déo viéc xdc dinh tng sudt con tly thude cich chon
digu kién chdy déo diic trung cho vét liéu déo ly twdng.
1.Giai bai todn véi diéu kién chay déo Mises
Ung suat phai thda man phirong trinh can bang (5.16) va diéu kién déo
Mises

02— Opeogp + 0l =0 = 372, (5.20)
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Day 1a bai ton xdc dinh tinh c6 diéu kién vi ting suat khéng chi xdc dinh tiy
phuong trinh cén bng ma con tir didu kién déo.
Phirong trinh (5.20) thda min dong nhit néu
Trp = 275 COS (w + I) = gy,
o (5.21)
Tog = 2T COS (w - E) =o.

Dit ng suat theo cong thike (5.21), vao phwong trinh can bing (5.16), sau
khi bién déi ta nhan dwoc phwong trinh xac dinh ham w

2
(V3 + cotgw)dw + ;d'r =0, (5.22)
nghiém cua no cé dang
C . ‘ :
— = exp (V3uw) sinw, (5.23)
r

trong d6 C 13 hang so tich phan.
Tir dieu kién bién o, = —p v&i r = a, hay la

s
—p = 275 CO8 (wa + —_),

- (5.24)

trong dd w, = w(a) ta xic dinh wy

. ™N__2.
Los(wa+6)— o

Hing s6 C trong (5.23) dwoce xde dinh khi chor = a

C .
— = exp (\/ﬁwa) SIT Wy,
1)
thay biéu thire cia € vira nhan vio (5.23) ta dwrge hé thire xdc dinh ham w
qua béan kinh r
P2

— = exp (V3{wa — w))

a?

2o (5.25)
sin w
két hop (5.25) véi (5.21) ta dwoc cong thire xde dinh dng Suat trong mién
bién dang déo.

Béy gitr dé xac dinh cac hing 88 A, B trong cong thikc xéc dinh iing sudt
trong mién dan hdi vi bién dan déo re, ta sit dung didu kién bién

g =0 tai r=0b
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vA céc didu kién lién tyc trén bién dan déo

Orelyysa = Orrly 0

ra+0

0—0911.3+0 = 0'00‘“,0-

Thay biéu thire cla {ng sudt twong ing vao céc didu kitn trén din dén

B

A= =0, (5.26)
B T

A- ;_f,- = 21, CO8 (ws + E)’ (5.27)
B s

A+ 5 = dracos (ws - 6)’ (5.28)

trong d6 ws = w(rs) va theo cong thic (5.25)

2 .
Ts — exp (V3{wa — ws)) e {(5.29)

a? sin w,
T (5.27), (5.28) ta diroc
A=T1,V3c0sw,, B= TS Sinws. (5.30}

Dit céc biéu thie vira nhin duoc vao (5.26) dan dén

2
b = —lftgws. {5.31)

i V3
Nhan v véi v€ (5.29) va (5.31) ta dwoc

) -
23 = % exp (V3{wa - ws)) EE:(:{: : (5.32)
Phwong trinh (5.32) cho ta xac dinh gid tri w, khi cho truwdc 4p suat p (nrc
13 biét w,). Sau khi xdc dinh w, bién dan déo 7, xéc dinh tir (5.31), tiép dén
x4c dinh A, B theo (5.30).

St dung {5.18), (5.30) va (5.31) ta viét bidu thire cla tng sudt trong mién
dan hoi

b2
Orp = OgCOBWs (1 - -3),
" (5.33)
b2
Oy = s cosws(l + ﬁ)
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Pé xic dinh chuyén vi kinh ur voi gid thiét vat liéu khong nén duge e = 0,
1 - I3 .
v=13 ta xuat phat tw
Uy du
gpp = T G T ol
Trong mién dan hoi
1 1
oo = = \0o0 — 57 5.34
69 E( 00~ 3 vr)s (5.34)

Jre cla £ge va Ung suit theo (5.33) ta dwgc cong thite xdc

thay cdc bieu tt
ian dan hoi:

dinh chuyén dich trong m
Ter b?
Up = —ngcosws (1 + 3;—5)

o~ ; vy ea . , < s Ter 000 .
Trong mién deo vl vat li¢u khong nén diroc vh tinh dén g = —5—— Lk

hé thic cha 1y thuyét bién dang dan déo cho ta

3‘311 Eu
= (Urr - U) = —'_'(20'7'1' - JGG)-J

Err =
2oy 20
) ik (5.35)
€ :i(iti(rr -—ar)-———(i'i-(Zor — Oer)
214 20, THe 20 06 rr}-

Chia v& véi v& hal hé thie vira néu va st dung hé thirc d8i véi bién dang ta

dirge
du 1 20m 700 (5.36)
up dr 2099 — Orr ’

4 y d o
Thay céc biéu thirc Gng suat theo (5.21) va dai lwong —; theo (5.22) vao day

ta co

d 1
Y~ 5(«/5 — cotgw)dw.

Ur

Tich phan lén ta dwgc
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Héng s6 C| xdc dinh tir didu kién lién tuc cta chuyén dich w4, trén bién dan
déo

Tl

2F

2 exp (ﬁw)
cosws(l +- Bi) = 2

Chu ¥ dén (5.31) ta dwoc

, lo % s Vil us,
¢ = o sin (ws + 6—)-————-—

exp (—2§ws)

Vay chuyén dich kinh trong mién déo cé dang

TsTs ( +?r) . (\/.‘?( )) /sinw,
Up = in{w —}e —{w — w - .
F e P 2 v s sin w

Bay gi¢r xdc dinh dp sudt gigi han, khi mign dan hoi biéy mét, tAm hét khi
nang chiu lye. Trong triwdmg hop nay r, = b, tir cong thirc (5.31) tacé w, = ;—T
khi dé hé thic (5.32) ¢6 dang

1

b2 2 iy . :
2= 5O (\/E(wa - j)) SN W (5:37)

T T .
Theo gid tri cho trwde cia ty 86 — tir h¢ thite nay xdc dinh gid tri w,. Ké&t

qua nhan dwoc thay vao (5.24) ta xic dinh dp snat giéi han P+ tic la véi dp
suat nay ban chuyén sang déo hoan toarn,
Cong thire (5.24) cho ta khing dinh ring gis tri ap snit lén nhét o6 chwere
. .

o
khi w, = *—
U w 5

P max = 273'
o o . . . .
Gid tri w, = o theo ¢éng thirc (6.37) tuung ung vi
b
- = 2,963.
a
Do dd néu ban cé ty 88 cla ban kinh ngoai trén ban kinh trong lém hem 2,963

thi khéng ¢é 4p suat trong nao lam mét khd ning chiu hze cia ban, ban luén
lubn con mét mign bidn dang dan hoi k& bién ngoai.
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1 Giai bai toan véi didu kién chay déo Saint Venant
Tir nghiém (5.19) cia bai todn khi ban lam viéc dan héi ta thiy o, < 0,
oge > 0, vi vy diéu kién chdy déo Saint Venant co dang

Ogg — Orp = 27s. (5.38)

K&t hop phwong trinh nay véi phwong trinh c¢an bang, tich phan 1én va va sit
dung didu kién bién o.. = —p tai r = a, ta nhan duoc biéu thire clia ng suat
trong mién déo

Tpp = 2731113 —p,
¢ (5.39)
Too — 21"3(1 + 111(;) -

D@ xdc dinh cdc hing s6 A, B trong cong thire xac dinh ng suit trong mieén
dan héi va bién dan déo r; ta sit dung dieu kién bién ¢, = 0 tai r = b va didu
kién lién tuc 1tng sudt trén bién dan déo. Két qua nhin dugc

B
A——l—;—(},
B
A——z-ZTslnrﬁ—p,
r i

B T
A+ - = 27, + 2715In—= - p.
r a

T hai phuong trinh sau xde dinh dwoc

T
A=2rIn= —p+ 1,
a

2

B =74,

Thay A, B vira nhan dwoc vao phrwong trinh thit nhat dan dén phirong trinh
dé xdc dinh bién dan déo

2
$ = Q. (5.40)

TsT

h2
St dung phwong trinh (5.40) va biéu thitrc cila A, B ta viét cong thikc xdc
dinh ttng suit trong mién dan hoi

b2 . 2 B2
Orr = (Q'Jrslnr—s +T3—p)(1— —2) = 15 (1— —
a T

. b‘Z : 2 B2
oG5 = (QTslnr— + 7 —p) (1 + —2) Ts7s (1 + —2)
a T

21-‘3lr1E +7Ts—p—
i
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Ap sudt gi6i han p. lam cho ban chuyén sang déo hoan toan dwogc xdc dinh
tir hé thive (5.39) véimoia <r < b, matair =&, orr =0 nén

Dx = ZTSInE- (5.42)
[

s e . b - .
Theo gid tri cho trieée caa ty 86 — ta xdc dinh dwoc lire téi han p,.
o
Theo ditu kién chdy déo ttng suit op. khéng vieot qud 27;, do viy 4p sudt
lom nhat pumax = 275, ket hop véi cong thire (5.42) ta thiy iing véi gid tri
nay ty s

b
—=em 2,82
a
~ ) 3 s b - - = M i g Ly
Viy ban co ty s6 — 1dm hon 2,82, trong ban ludén van con mién bién dang dan
a

hoi.

So sanh két qua nhén dirgc theo hai cdch st dung diéu kién chéy ta thiy
sai s6 khong lén, khodng 5%.

Chuyén vi kinh trong mién dan hoi tinh theo cong thire (5.34), trong do
Wng suit cé dang (5.41), két qua nhan duec

Chuyén vi kinh trong mién déo xdc dinh theo cong thite (5.36), trong d6
Ung sudt ¢d dang (5.39), ta cé

2

TsTiT b
Ur = 2352( 33

2

@:(1_ 675 )d_r

u 2':rslnE +d1, —p
a

Tich phén lén ta dwoc
Csr
P\
(ln +2 - —)

Up =

Hing s8 Cy xdc dinh tir diéu kién lién tuc cta chuyén dich trén bién dan déo
3 32 "
T (1) =
B (a2 2

21,
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St dung phuwong trinh (5.40) vao day dan dén
ol 4
T fTs )
Cy = 6E ( 2 +3),

vay chuyén dich trong mién déo xdc dinh theo cong thirc

2
ur:%(%+3)4( r T_i)i*'.

In— + 2
na+ 2T

5.3.2 Ban vé han duéi tac dung cda dp sufit theo bién ctia 16
héng

Ban v6 han ¢6 15 hdng ban kinh a, bdn kinh b — oo, trén bién 16 hong r = a
tac dung 4p sudt déu p, trang thai tng sudt xudt hién trong ban sé 1& orr, ooe,
7.0 = 0. Ung suit o, oge cing la ing suat chinh, ching thda man phwong
trinh cAn biing (5.16) va didu kién bién ¢, = —p v6i T = a, cOn Oy — 0 khi
r— 00,

a) Trang thai din hoi

Khi 4p sudt chwa di 16n, ban & trang thai dan hoi, ¥ng sudt nhan diroc

tir (5.19) cho b — oo:
a\ 2 ay2
Tpr = _p(_) y g = p(_) :
T T
Cuomg do (ng suit bang
2
-

Vi vay bién dang déo xut hi¢n trwéc tién tai bicn r = @ khi

TOg

b) Trang thii dan déo
Khi 4p suit tdng mién bién dang déo md réng, ban gom hai mién
a < r < re - mién bién dang déo
r, < r < 0o - mién bién dang dan héi,
trong d6 r, 13 bién dan déo cin xac dinh.
R6 rang ring trong mién dan hoi tng sudt c6 dang

Orr = —Ts(%sY, coo = Ts(r?s)2_ (5.43)
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Trong mién bién dang déo trang thai fing sudt xdc dinh theo hai cich tuy
thude vao viée chon dién kién chay déo.

1. Giai bai toan v&i digu kién chay déo Mises
Diéu kién déo Mises trong trwdmg hop nay 6 dang (5.20)

o2 — Crrops 05 =02 = 372, (5.44)
K&t hop véi phwong trinh can biing (5.16) ta c6 di phwong trinh dé xéc dinh
ng sudt. Do ditu kién lién tuc trén bién dan déo r = 75, cdc thanh phan ting
suat phai théa méan (5.43)

Opp = —Orr =Ty VOI T =T7,. (5.45}

Phwong trinh {5.44) théa mén ddng nhét néu dit theo (5.21)

Opr = 275 cOS{w + 7/6) = 03,

(5.46)
ogp = 27 cos{w — w/6) = a1,
suy ra
Tog — Opr = 2Tg 8N W,
Tir phwong trinh nay va (5.45) ta di dén
w= tai r=rs. {(5.47)

o w2l A

Dit (5.46) vio phwong trinh can bang (5.16) cho phwong trinh xéc dinh w.

2
(V3 + ctgw)dw + ;dr =0,
nghiém cta né théa méan diéu kién (5.47) ¢6 dang

2
(E) = exp (—\/ﬁ(;—r — w)) sinw. (5.48)
.
Him w hoan toan xac dinh, néu biét dwoc bifu thire cia bién dan déo ry. Dai
lwong sau xac dinh khi biét gid tri ca 4p sudt p tair = a. Qua vay dit 7 =a
vao (5.48) ta ¢é

(%)2 = Sin Wy CXP (_\/E(% — wu)), (5.49)
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trong dé gié tri w, dwoc xdc dinh nho céng thie (5.46) va diéu kién bién
Opp = —p VAT —

—p = 27, cos(w, + 7/6).
Cing tir day suy ra &p suét dat cyc dai
Pmax = 27s Khi wa = 5m /6.
Ta khong thé ting Ap sudt dwoc niva, dong thoi mién déo ciing khong mo rong
nira. V&i gid tri 4p sudt cye dai bén bi phong 1én (lam day thém) mot cach

tily ¥ tai bién 16 hong.
Qua vay, tir lién hé tmg sust bién dang (5.35) ta co
Oy — 20y

Erp+ €88 = 0.
200 — Orr

Hinh 5.4
Két hop véi ditu kién khéng nén duwoc
Epr + €09 + €32 = 0,
suy ra

Grr -+ Tgo
- £49-
20’93 — Trr
Khi p = 27, tng suét tai bién r = a:
Opr = —27s, 099 = —Ts,

bién dang £;; — oo. Bén kinh cuc dai cia bién dan déo rs nhén duoc tir
F

(5.49) vOi wa = iéf

(T—S) = 1,75.
a7 max
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2. Giai bai todn vai dieu kién chay Tresca - Saint Venant

Trong trudmng hop nay vat thé chuyén sang déo Lrng véi trang thai DE vi:
ogg = 01 > 0, opr = 02 < 0 {suy tir nghiém trong mién dan hoi). Khi dé digu
kién chdy déo c¢b dang

Opg — Opr = 05 = 27

Pit biéu thite ndy vao phuong trinh can bing {5.16), rol tich phin lén véi
dieu kién bién (5.45) tai r = 7y

ey = —Tg (1 + 2111T—3),
T
Tog = Ts (1 - Zlnr—s).
T
Theo didu kién chdy déo tng suit o khéng vugt qud 27, do d6 xac dinh
dwroe ban kinh cyce dai ciia mién déo

Ts

(E)max =z 1,65.

Khi khir 4p suét ngoai ta ding dinh 1y vé cit tai cé thé tinh ¢ng sudt du o7,
Tho- Ngu-m ta thiy rang umg suit dw o,,_ 14 tng sudt nén. Hién twong nay
dwoe st dung trong ché tao mdy dé gin ong vao 14 kim loai bang 4p sudt.

5.3.3 Ban vé han c6 15 hdng tron bj dan déu & vé cing

Xét ban kha lén c6 18 hdng tron chiu dan déu & vo clng, con bién 16 héng tw
do

g =0 vii T =a,
» (5.50)
Opr = q VO T — 00,

1. Sir dung didu kién chay déo Mises
D&i v6i bai todn nay van ton tai phirong trinh (5.16), (5.44) va (5.46). T
didu kién {5.50) suy ra

w=n/3 voir=a.

Nghiém théa méin diéu kién nay c6 dang

Q(E)z = sin w exp (—\/f’;(i—w)). {(5.51)

2 \r 3
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Vi rang truc r, € 1a truc chinh, ti hé thie nay va hé thae
1+ 6 = const,

¢6 thé xdc dinh phwong trinh dwomg dic trung & dang théng s6. Cang xa bién
16 héng goc giira céc dwong dic trueng cang gidm véi w = g (twong ng vdi
L 2,07) cd hai ho dic trung hop lai lam mét. Khi dé rng sudt co gia tri
gﬂ = Ts, Opg = 275. VOi r < 2,07a phwrong trinh thudc loai hyperbolic, v
7 > 2,07a - thuoc loai elliptic, nghiém cta né vin c6 dang (5.51).

‘Tal vO cing tir (5.51) suy ra w = 0 va 0, = ogg = o, tirc 13 ban chiu dan
dtu tai vo clng.

2.07a

Hinh 5.5
2. Sir dung diéu kién chay Saint Venant

2 2
+ [y L 4] 4}
Tir nghiém ciia bai todn dan hdi o, = q(l - —2), Tpy = q(1 + _—Q.) ta
T T

thdy tng sudt or., ogg c6 cling ddu dirong va ogg > opr, Vi viy ditu kién chay
¢ dang

T — Ty

Khi d6 tir phrong trinh cin bing va didu kién bién (5.50) suy ra

Tpp = O’s(l — %)

Phuong trinh thnde loai parabélic ¢6 mét ho diromg dic trung gom nhirng tia
thing qua tam.
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Hink 5.6

5.4 Céch dat bai toan rng suat phing theo ly thuy&t

bién dang dan déo nhé véi vat lidu téi bén

Chung ta giéi han xét vt liéu khong nén dwroc

Exz + Eyy + Ery — U.

Hé thirc cta ly thuyét Nyushin trong trudmg hop tng suat phang ¢6 dang

g 1 Tu
z = Ogr — 0yy = —&xx
9 vy € 1

1 - Cu

Sy =0yy — 50zzx = — €
¥ ¥y 9 Cu vy

s 20,
oy = Tay = 5 £z
1) Y 3€u Y

trong d6 cudng dd \ing sudt o, nhu da xéc dinh

Cu = \/ 02, — a0y + 02, + 372,

con cwong do bién dang

Cu = i\/“:gz + Eanbyy + Efy + €2y -
V3

(5.52)
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bPai lwong o, va ¢, lién hé véi nhau theo quy luét
0w = Pley) = Fey[l — wlew)l,
|
. o, (5.54)
ey = P oy} = E[l + p(oy)].

Gia st khéng ¢6 lwe khéi, hé phirong trinh cin bing (5.1) thda man néu nhw
ton taj ham 1rng suat Airy sao cho

O¢F 9*F °F

TT — 5 9 Wy g = - a 5.55
¢ Oy? vy T Bpzo T BzOy (5.55)

Ding (5.54) vao (5.52) dé biéu thi ngwoc lai bién dang qua ttng sudt, sau do
sit dung {5.55) ta nhan dwoc

JF  10*F
Eerr =1 + @(oy)] (HI;E - EW)':
9*F  18°F .
Eew = 1+ 000l (507 ~ 5507 ) (5.56)
3 PF
E&‘my = —5[1 + Lp(o-u)]f_];:_é; ;

trong d6 cwong dé Gmg sudt cling bicu thi qua ham Airy

B 02F)2 i_((’)2F)2 82F32F+3(62F)2_
Tu = (8:52 oy? a2 dy? Oz by
Phirong trinh @8 xac dinh ham éng sudt Airy ¢6 dwoce bing céch thay (5.56)

vao phwong trinh twong thich bién dang

ey . ey _ 0%y
Oy Hx? dxdy’

két qua nhéan dwroc:

o'F 8'F 9 oF
: 2 o v \ ] Y2 VY4
(w + Sy} Gt E)Snyy 6:5383,' + 2(11’ + S-CSSI + QSI?}) 3:122@'!;2
or O'F
65,8 SHZ 4y =0,
65}5‘,J,(,ma"y3 + (¥ + 55) o X

trong dé x 13 ham cia cdc dao ham bac ba va thap hon cia F, con ¢ ¢6 dang

d
doy,

P = ou(l + )
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N&u oy nhé hon gi¢i han chdy déo, thi ¢ = 0, ¥ = oo, phwong trinh trén sé
tring véi phwong trinh hrong dieu hoa Lévy ctia bai todn phing dan hai.
Chang han, trudong hop vt liéu tai bén tuyén tinh cwrdong do bién dang
lien hé véi cwdng d (ng sudt theo cong thirc
2
2- 31+ A7
O—S

20-A)

Ee, =0y

trong dé

F
I—E:const<l vol oy > g,

0 vai oy, < 0.

Khi d6 ham ¢(ay,) c6 dang

. A 012‘
= 2(1—/\)(?3" )
V&i ¢ > 0 phwong trinh xac dinh ham F luén luén thude loal phwong
trinh elliptic.
Trir nhitng bai toén kha don gidn, ching han kéo nén mot dai (ham £ chi
phu thuéc 1 bién) hay udn thuan tdy cda ban, cho dén nay ngudi ta chira tim
dwoe nghiém gidi tich cda bai todn wng suit phing voi vat Ligu tdi bén.

5.5 Uodn dan déo ban mdng

Ly thuyét uén dan déo ban méng dura trén nhing gid thuyét co ban cila udn
ban dan hdi. Gia thuyét dé cho phép dwra viéc nghién ciu trang thai bién
dang clla ban v& nghién ctru uén mit gitra cia ban. Ve sau nay ta ding gid
thuyét vat liéu khéng nén duoc (e = 0) va xem trang théi ing sudt trong ban
13 trang théi ¥ng suit phing suy rong.

5.5.1 Dit bai toan

Gid sit ban ¢ dang tiy ¥ véi dieu kién bién da biét dwdi tdc dung ctia hre
cit g. Khi tdi g ting, trong nhitng mién ¢ng suit 1ém hon gidi han dan hoi sé
xudt hién bién dang déo. Khi tai di 16n, trong mién nao diy cia ban sé ¢6
bién dang déo trén toan do day.
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Cho mit gita trudce khi udn tring véi mit phing (z, ¥}, truc z hwdng ve
phia dudi trie giao véi (2,y), d6 day h khong thay ddi va nho so véi céc kich
thuwde khéc.

Céc thanh phin g sudt o.., 74z, 7y tai nhirmg mit phing song song vi
mit gitta nho hon va ¢6 thé bd qua so véi nhitng thanh phin 0., oy, Tey tai
cac tiét dién tree glao véi mat gitra. Cée dai lrong nay cling thay déi it theo
dd day, vi vay cé thé xét gid tri trung binh cia chiing. Trang théi ¢ng suit
nhw vay 14 trang thdi ng suit phing suy rong.

Twong ty nhu troug ly thuyét dan hdi trang thai cing cia ban ¢6 thé xéc
dinh bdi cde dai lwong tdng hop twong tng véi cd dé day cla ban: lwe dén,
lyc cat va momen trén mot don vi dai

hj2 h/2 2

Ny = /Ofmdz; Ny = jowdm; Nis = / Teydz = T,
—hy2 —h/2 ~h/2
hj2 h/2

A= [ mds Q= [ e,
~h/2 —h/2
hf2 /2 hi2

M, = /szdz; My = /oyyzdz; Mg = / Teyzdz = H).
—h/2 —h/2 —h/2

Theo 1y thuyét bién dang dan déo nhé cde thanh phin tng suit lién hé
v&i cde thanh phin bién dang béng cong thie (5.52). Trong db, céc thanh
phan bién dang e.., gy, €zy suy tir gid thidt phap tuyén thing cia Kirchhoft,
tinh dén bién dang cia mdt gita:

E:B:I,’ = E] - ler
Eyy = €1 — 250, (5.57)

Céc dai leong e1(z, y), e2(x, y), e12(x,y), x1(2,y), xo(x,y), #12(z, y) bidu thi
bién dang va do cong ctia mat giira

e_@u e_a«u . _“1(6‘_11 @)
17 9z 2_39’ 1275 oy Oz/’
8w 9w H2w

M

:‘-—‘_ X:——‘—j zl:—“—‘
9x? ' TP Gy 2 520y
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Cuwdmg dd bién dang (5.53) bidu thi qua (5.57):

ot
o
[# 4]
T

2 =
ey = 73 VP. = 22Pu, + 22P,, (
trong do ky hién

Po=c?+eren+ el 4eb,,

2 2 2
P = a{ 4 sy000 + 35 + 309,

1 1 :
Pese = e1sn + exsn + 5E172 + e + e,

bat (5.57) vao {5.52), ta dwoc hé thitc cia timg suit trong midn bién dang

déo:
1 Tu

Sy = 0zz — 50w = e_(el — zxy),

’“ (5.59)

Ty

, Sy = Oyy — 50 = (e2 — z3¢9).

~ €y
g ddy, cudng do vmg suit lién hé véi cudmg dd bién dang theo cong thire
(5.54). Tai mién dan héi wle,) = 0, o, = Eey, hé thic (5.59) dua vé hé thae
trong treong hop uén dan hoi.

Dung hé thite (5.59) dé tinh cde biéu thirc lirc ddn va mémen, qua mot s
tinh todn nhan dwoc két qua

"3 1 1
-N) = (81 + —62) J - (Jﬂ + §X2)J‘2:

4 2

3 1 1

ZNQ = (82 -+ 561)J1 - (XQ + §x1) Ja,

3 3
§N12 = eyzJ) — 3124y, (5.60)
3 1 1

o+ 3 1)

M= (et e J2 o+ 5 H J3

3 1 1

ZM2 = (8‘2 + EBI)JQ - (Xz + §xl)in>

3
ZMD = e12Ja — M2,

trong do
hj2 hf2 hi2

J= -/ EJEd’z, Jy = / U—uzdz, Jy = f Er-132:2(12,
eu cu e'lf.
—hj? —h/2 ~h/2
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Tir ditu kién cdn bing ctia phan t6 ban sau khi bién dang d&i dén cic
phuong trinh nhw da trinh biy trong nghién ctru ban dan hoi

ON N
oM My,
oz Jy
(5.61)
ONi  ONy _
Iz oy
0 J
00 + Qs + Nyser + Nosea + 2N1psng +¢ = 0, (5.62)
dz dy
$21%4 AN
_0{ Ly 22—,
dz dy
(5.63)
31’1{[12 n aM:Z _ Q
dz oy >

Dit gia tri cha Q1, @2 theo (5.63) vao (5.62) cho ta phwong trinh co ban

&M, 3*’Mia  O*M>
2 : N N ={. 5.64
522 + 52y + oy? + Nysep + Naostg + 2N105010 + ¢ ( }

Hé cic phirong trinh (5.60) - (5.64) két hop v dieu kién trén bién cho phép
gidi bai todn tong quit vé udn va dan ban.

5.5.2 Udn thuan tiy ban dan déo

1. Hé thirc co s&

Xét bai toan uén thudn tiy mot ban dudi téc dung clia lye ngoai g thing
gée véi mit cia ban. Vi khéng ¢é lec ngoai trong mit phing clia ban nén ta
¢6 thé gid thiét mot cach ty nhién céc lwe Ny, No, N2 bang khong. T (5.60)
suy ra

(el + leg)Jl - (xl + lJfg) Jo =0,

2 2
(62 + -;-el)Jl — (xg + %xl)h =0,

612J1 - J{12J2 =0.

Cac d‘:‘ing thitc nay thda man khi ) = ea = €12 = 0 va 3¢, # 0, Jp = 0. Khi
a6 P, = P., =0, cromg d6 bién dang (5.58) s€ bang

2
eu = ﬁtzim-



226 CHUONG 5. BAI TOAN PHANG CUA LY THUYET DEC

L&y vi phan theo z hai vé:

V3
dz = ——=dey, > 0),
= gumde >0

ot dimg céc biéu thike cla ey, dz tinh cic tich phan J,:

- V3 fz_de_ 5
i T o
4]

33
- 4(px)3,‘2
0

It

0,

J3

Oyeuldey,

trong 46

)=l h) - v

Hé thirc (5.60) c¢6 dang

1
M, = “(71 + 5-“2)-}(3«),
1
Mg = —(J'fg + §X1)J(Px),
1
My = Fi“'{l?J(Px);

trong doé ky hidu J(FPy) = 5 Js.
Ta dwra vao bidu thic
M = M2 — MM + M2+ 3M},

va thay thé (5.65) vio day, khi do |

4
PP, = M.

(5.65)

(5.66)

Biét dang ciia J(Py), tir ddy suy ra P, va J la ham cia M. Giai ngueoc lai

hé thite (5.65) ta dwoc

= ——4—(M1 - le)a

3J 2
»y = —%(Mz — %M1),
2

xig = — =M.
J

(5.67)
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2. Biéu thirc nang lugng udn
Truomg hop vét lidu khong nén dwgc cong néi Lye trén mét don vi thé tich
theo (1.50}

Es

W = [O’udeu.

0
Vi vay cong trén mét don vi dién tich ban sé la:

hf2

W* = / Wdz.

~h/2

Bién phén ctia hAm W* twong tng véi bién phan dg cong 30, 32, d12 bing
cong ctia mémen (trén don vi dai) d8i v6i “chuyén dich” dé

(SW* = -—(M’léxl + M25X2 + 2M126x12)'

Do dé ¢o thé viét:

w* N "
Mit klhdc tinh bién phan W™ theo cong thire
2
dW™ = ] o, be,dz.
—h/2
Nhér bidu thire cla ey, tinh bién phén dey
geuéeu = 2%8P,.
Dit bidu thirc nay vao hé thirc cia §W* va chd y dén bhiéu thire Js, ta dwoc
.2 1

3
Viay bién phan cda ning lwong udn toan bin bang:

§U = /j dW*dzdy = — ]/(Mléxl + Mgdxg + 2Mi9d3012)dzdy
5 3 )

- % f f J(Py)6 Pydzdy. (5.68)
g



228 CHUONG 5. BAI TOAN PHANG CUA LY THUYET DEO

3. Phuong trinh can bing

Trong trwdng hop uén thusin tily phwong trinh cin bing nhan dwoc tir ho
phwong trinh (5.61)-(5.63) bing cdch cho Ny, Na, Nyp béng khéng. Phwong
trinh (5.61) thda man dong nhit, cic phwong trinh con lai cho ta

0@ | 8@y
oz ey 7170
OM:  OMy,
OMiy  OM,

dx + _@? = Qs

Tir ddy, suy ra:

32M1 62M12 62M2
22—/ =4 "= =
Ox? Oxdy + dy? ta

(5.69)

Biéu kién bién cia bai todn udén dan déo cung twong tw nhw trong triromg
hop dan hoi. Tai bién ¢d thé cho trude chuyén dich hay dao ham theo phdp
tuyén v:

w = fi(s), g% = fa(s),

hodc lue cdt va mémen udn

M= fuis) Qo+ 2 p),

hoac dien kién héu hop, ching han twa ti do
w=10 M,=0.

Cé ba cich dit bai todn udn ban:

1. Biéu thi qua chuyén dich w. Phuong trink di véi dé vong nhan duwge
bang cdch dit (5.65) vao (5.69)

2. Dung phuong trinh ning hrong

3. Biéu thi qua mémen. Ta ¢6 phrong trinh (5.69) va cdc hé thire (5.67}

Bay gi&r di vao xét cn thé timg cich
4. Nghiém tdng quat cha bai todn udn ban thuin tiy

a) Gidi theo chuyén dich. Ding cong thiic (5.54)

oy = Feyl — w(ey,)]
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vao tinh biéu thitc cda .J:
o

J=D(1-Q), Q= 5—3 welde,, (5.70)
0

ER3 _ ER?
12(1-¢2) 9

Néu dang cta dwdng cong gy, ~ e, da bict, thi hoan toan xdc dinh dwoc
2. Chang han ddi v&i vét liéu tai bén tuyén tinh

la d6 cirng tru cia ban.

trong doé D =

w=0 vdie, <ey,

e
w = )\(1 - i) vai ey > eg,
Cu

ham €} sé cé dang

h
Q=0 véieg:ﬁ\/P,,‘(cs,

3 3
Q=A(1-2+ %) veieo e

260 260
Khi dé ban chia ra 1dm hai mién: moét mién bién dang thuin tiy dan héi
(2 = 0), mién kia bién dang dan déo, bién cia ching xdc dinh bdi phwong
trinh:

9,2
des.

€g = €4 haylé. Px:"h—2
O mikn bién dang dan déo do day cia ban phan thanh hai mién bién dang

T . [y h’ ~ T - - ~ Ao [ e - e +
déo ké voi bién z = i—2~ va mién bién dang dan hoi chira mit gitta z = 0. Hai

mién nay phan chia bdi bién

Midn Mis &
Mién Mis v Midn
dgn hdi |\ din ded ' 4 i
1 )
iy, ] \
M !
1 '

Hinh 5.7
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Diing bi¢u thive (5.70) v cdc hé thie (5.65) déi v&i momen dwa phirong
trinh (5.69) ve dang

g a4 [ 1 H° .
Adw = D + 922 Q(xl + 2»:2)] + axay(ﬂxlg)
a2 1 -

lyushin chirng minh dwge ring phwrong trinh (5.71) thudc loai phwong trinh
elliptic, vi vdy véi didu kién bién né cho nghiém duy nhat.

Viét phwong trinh cén bing duéi dang (5.71) cho phép ding phirong phip
nghiém dan hoi dé gidi bai todn. Qua viy, & trang thai dan hdi 2 = 0 phwong
trinh nay trung véi phirong trinh Germain-Lagrange.

Gid st bict ham Green ciia bai todn dan hdi véi disu kién bién xéc dinh

'w((]e) = gf‘(:r:,y,{, n),

trong do hye tap trung P dit tai diém £, 5. Bay gio phai xsc dinh d6 vong w
troug bai todn uén dan déo véi lue (€, ). Dé dp dung pheong phip nghiéni
dan hoi ta viét (5.71) dwéi dang

g+q'D

AAw =
W D

Diung ham Green viét nghiém cta phirong trinh nay

5

Dit w = wl® + @ véi

1
wl = = // g€, Dz, y,£,7)dedn
S

12 nghiém cda bai todn dan héi véi lre ngoii ¢ va

W= f/ g (&, ml(z,y, &, n)dedy
£
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biéu thi 46 vong dw. Dt gid 1ri cia ¢* theo (5.71) vao day va thue hién phép
tinh tich phin, ta dwoc:

& = / [ e (Tee + %r?,,,) T VA %F&)}ngdn
5

+ % (F{dig[ﬂ (xl + %xg)] cos(v, @) + %%(me) cos(v, )

+ ;}% [Q (xg + %xl)] cos(v,y) + —;‘%(QXI‘Z)GUS’(Ur y)}

1 1
— Q[(xi + 5”‘2)FE cos{v, ) + §x121",, cos(v, &)

1 1
+ (xg + §x1)f‘,] cos(v,y} + 5%12Fg COS(Vay)DdSa
trong do

or or o°T o°r 9°T

[em oo D= DAL AR
£ ac n on’ D ag?”’ (LYY’ &n aEdn

Tich phan th( hai bing khong theo dieu kién trén bitn, vay

i = f f B (Pee + %r,m) + seaTey + 2Ty + %FEE)]ngdn. (5.72)
5

Phirong phép gan diing lién tiép nhw sau: gan diing thir nhdt @ = ) =0ta
tim droe wl) = w'®) nhd wl€ tinh

ay G2l

1
My = 8:1:2 ,...,P,{,l},eé)

thay thé céc gid tri nay vao (5.70} tinh Q. Dit cac biéu thirc vira tim dwgc
vio (5.72) dé tinh do vong dw 1. Vay gan ding thit hai bing w® = wl® +aby.
Twong ti nhw trén tinh x?), ..., §3, Wy, Qua trinh nay lap lai cho dén khi
nghiém gin ding thit (n 4+ 1) khong sai khdc méy gan ding thir n.

b) 8¢ dung phuong phdp ndng luong

Cong clia lyc ngoai trén chuyén dich kha di dw bing

8L = [/ gdwdzdy.
5
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Theo nguyén ly Lagrange ta cé thé viét

// (M10s01 + Mobdsea + 2My965015)dxdy = // J(P., )6 P dxdy

// qdwdzrdy (5.73)
1 1
3 (1 - oP, dzdy = D qdwdzdy.
g g

Dé gidi phong trinh niy ta chon hé ham sé déc lap f.(z,y) thda man ditu

kién bién va dat
w = Zaafm dw = Z fabta,

trong do a, hang sé tiy ¥.
Dat céc gid tri ndy vao phuong trinh (5.73) va tir tinh chit tiy ¥ cia da,
ta nhan dwoc phwong trinh dé xdc dinh cac hing sé aq

9 fo 823 92 f,,
_/foﬂd-Ldy"'/ Ml f + My—tp- f + 2M2 rw g )d:ndy—[]

hay la

(a=1,2,...)

Chu ¥ rang cic dai hrong My, M2, M), trong phuong trinh nay biéu thi qua
W =) _ aafo theo cdng thirc (5.65).

¢) Su dung phuong irinh cdn bding theo cdc mémen
Tir dinh nghia clia dé cong, dd xoin suy ra didu kién twong thich

Iy Oy O3y Dorn

dy Oz dz Oy
Diing (5.66), (5.67) viio diy
o2M — My 0 My

oy J(M)  TazJ(M)’

(5.74)
DM —M D My
or  J(M) "oy J(M)

Két hgp phwong trinh nay véi phrong trinh (5.69) cho phép xdc dinh trie
tiép nghiém cila bai todn dirdi dang cdc thanh phan mémen.
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5.5.3 Kha ning chiu lirc ciia ban

Xidc dinh kha ning chiu lye 1a xdc dinh gid tri cyc dai clia lye ngoai, ma ban
iam bing vét lidu déo 1y twdng (khong tai bén) c6 thé tiép thu duge. Theo
dinh 1y vé can bing giéi han ching ta xuit phat tir phrong trinh (5.73) vdi
gid thiét ¢6 thé bd qua bién dang dan h¥i so v&i bidn dang toan phan. Piéu
dé 6 nghia vé thue chit ching ta gia thiét vat liéu cing déo 1y tudng, tirc
laes — 0, E— oo va Ees — 5. Do dé tir bidu thic cia Q dit A =1 va chu

P

¥ ditu vira néu trén, ta nhan duwgc bidu thirc cia € cho truomg hop cing déo

ly twdng:
0=1- 3v/3es
2h/Pr
Vay
3\/§D€3 2 MS
J=D(1-Q)= == : 5.75
A=0= 5P ~ VBV (579
trong do
M, = 2
4

Phwong trinh (5.73) dwa vé dang

—_ — = dzxdy = Swdzdy.
Wa . Wi Y . ¢ Y

Goi a va qo la dai lrong dic trung ctia kich thrde ban va lye ngodi

goa®

2 =k
oah?

q = Gog,

Ta c6 thé viét phuong trinh bién phan cin bing dudi dang

5 [/ (VP g‘gkqﬁ;) dady = 0, (5.76)
5

trong do

2 2
P, = %% 4 sy0p + 23 + 0
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13 biéu thikc twa tuyén tinh thufin nhét theo w. M6 men va lye cit bidu thi
qua d6 vong va dao ham cia né dwdi dang ham thuin nhat bic khong (suy
tir (5.65) va (5.75)); digu kién bién cling la ham thufin nhit va tya tuyén tinh
d&i v&i A6 véng. Do dé phrong trink (5.76) 13 bicu thic tua tuyén tinh thuin
nhit ddi voi w. N6 chi c6 nghiém véi gid tri xdc dinh nao day cia tham 50 k.
Gia tri nhd nhit cla k xdc dinh lye cge dai hay khé ning chiu lyc cla ban.

/ / §+/Prdxdy
2
a .,

k= 2
2v3 ] f Fowdzdy
5

(5.77)

Do dd, ¢ thé xdc dinh dwoce kha ning chiu hre ¢tia ban néu tim dwoc w(z, y)
sao cho tham s6 k ¢6 gid tri cye tidu. Gidi bai todn nay twong tw nhwr bai
toin xdc dinh lwe gi¢i han dan hoi theo phuwong phép Ritz-Timoshenko.
Ching han, xét bai todn v& khd nang chiu lyc cla ban chir nhit ¢6 canh
a va b tya tu do theo chu tuyén va chiu tai phan hd deu.
Tim d6 véng thda man diéu kién bién dudi dang

w = Asinz{sin@,
a b
khi d4,
2a° . 27 2
P = —;l—\/Px = [(1 +ao?)—(1+ a‘i)(cos 1T 4 cos ﬂ-ay)
meA a @
. 2 2may1/2
+ {1 + %) cos —ZE cos ?my} ,

a
trong dé a = "

Bién phan dw va §v/Px ldy theo A, sty 1é vdi dA. Thay thé bicu thic
clia 6w va 6/ Py vao (5.77) dua ta dén viée xdc dinh tham s0 k kha don gidn:

. a 6fn
T
- Pdzdy.
16+/3a? f f
\/ga 3 %

Ilyushin dwa ra méot phwong phép khéc dé tinh hyc gi¢i han nho hé thire gitra
cic momen

k=

M= M2 = M2 — MM, + M2+ 3M% (5.78)
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két hop phuong trinh nay véi phueong trinh cin bing (5.69) va phwong trinh
tirong thich bién dang (5.74) cho ta hé phwong trinh dé xdc dinh khd ning
chiu lge cia ban. Chiing ta sé siv dung phirong phdp ndy vao bai todn d6i véi
ban tron.

5.5.4 Bién dang dd&i xing truc: Usn ban tron

Xét ban tron véi ban kinh trong va ngoai 1a a va b dudi tic dung cda lue cit
ngodi P theo bién r = a v lyc ¢t d6i xiéng truc ¢(r). Luc ¢t trong tai vong
tron ban kinh r bang

T

—2mrQy = 2waP + 27 / grdr.

43

2, pe

- Q-

b

Hinh 5.8
Do tinh chdt d6i xitng Mg = 0, tlr didu kién cin bing clia mét phin iy
ban ta nhin dwoc phwong trinh vi phén cén bang:

dM, M, — M,
+

dr T

= Q'l")

hay la

1r 1 — M, 1
dﬂf+l'w 0 a /qrdr

(5.79)
dr T T

(déi v&i ban khéng ¢6 16 hong a = 0). Ky hiéu w(r) 14 dé vong cia ban, dé
cong ., xp ¢ dang

&P 1 dw
Mr = =, My = -,
r dr

suy ra diéu kién twong thich
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Biéu thitc ciia mémen (5.65) trong trirong hop nay

M, =—-D(1 - Q)(xr + %xo) =-D(1- Q)(ﬁxa + r@}

2 dr
1 3 1 daxy
My =—D(1— LY o D — (S 4 210 ,
» = —D(1 Q)(x9+ 2xf) p(1 Q)(2xg + o ) (5.80)
dx daegy 2
. _ 2 i 2 i
0 = Q(P,), Px—S[x9+xor—dT +r (“dr) ]

Phirong trinh cAn bing (5.79) din ve phwong trinh ctia mét ham chwa biét

.
d dsxg 3 1 dg Pa 1
Cla—oy(r22 42 ] B o) Wlor A S NG
rdr[( )(rdr+2x9) +o0- 2= 2 [ grdr. (581)
0

Day la phwong trinh vi phan thwéng bac hai tya tuyéu tinh, trong trudmg
hop téng quat gidi biing phrong phép sé.
1. Udn ban dudi tac dung chi clia lec cit P theo chu tuyén
bit ¢ = 0 va chil ¥ rang
d dxg d

Tdr " dr dog’

ta viét lai phuong trinh (5.81)
drwg d dyxg 3 i dag Pa
et - 3] S
Tdrdxg[( g taa)| 3= =5
Duwa vao dal hrgng khong tha nguyén

Jfgh _ h d}{g dx

e, sk 2631" dr dr '’

ta bién d6i phwong trinh trén vé& dang

ahlP _
De,

Cdii};[(l—ﬂ)(?)x—%)] +(1-Q¢=p, viip= (5.82)

. . €o ,
Biéu thirc — ¢6 thé viét

Cs
Cp h 1
e=—= \/P =2ﬂx2— +—2,
Eg es\/g * XC 3C
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khi d6 véi vat lidu tai bén tuyén tinh

g B 31y
Q=0véie<l, Q—A(l--g—e+@)vme>l.

Y . d¢
Biy gio giai phuong trinh (5.82) theo o
H

o p

41-Q)— Br—20022 - P

= a

ds 2(1—Q)+(3x—2C)g—c

trong d6 § va cdc dao ham clia nd cé thé biéu thi qua s va ¢ nho cdc hé thac
trén. Qua vay ta cé

00 _ Dy

'&' - 5 (2}{ C)(S 1))
90 BA,. .
e = ~m Br =20~ 1)

Bai todn nay cé thé gidi bang phuong phdp sai phan hitru han.
2. Kha nang chiu lyc clia ban tron duéi tac dung cba luc cat P

Ta can xéc dinh gid tri 16n nhit cla luc P dé cho todn mién cia ban &
trang thdi bién dang déo, titc 1 gidi bai todn déo cho toan mién. Twong tuw
chw trén ching ta xudt phat tir md hinh vat liéu cing déo ly tudng. Hé thire
gitra cdc md men (5.78) 6 dang

M — MpM, + M? = M, (5.83)
trong d6 My, M, 13 momen chinh. Phirong trinh ndy théa man néu dit:

2M, ( 1rr)1

My =2 cos (wt T
’ \/5 cos |w + 6
(5.84)
Mg = 24, CoS (w— E)
B 6/
Néu bién tira tir do thi
Mo=0, voiwe= T vhw= T
r=0 vilw=gvaw= -
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v a s . d A .
Néu bién ngam thi g = 0 tirc 1a xg = 0. Tir {5.80), (5.84) suy ra:

2M, .. B
2Mo = My = =g, vOIw =g

2M .. T
.QMGZMT':—V}—:?S Vme—E-

Trong mit phiang (M,, Mp) phirong trinh (5.83) biéu thi ellip, trén dé ghi
twong tng nhitng diém cé gid tri déc biét (theo w) va vé luc gidc noi tiép ellip.

Péi véi bai toan ban tron ¢d chu tuyén Mr
trong r = a twa tw do thi tai 46 M, = 0, ¢ 8
g Am va My = M,. Chu tuyén Igl%?ﬁli M,

r = bbingam, tai d6 M, = 2My = ——= A Ms

V3 A Mo

Bdn kinh thay déi tir a dén b, twong dng

véi cac diém trén ellip tir w = 3 dén w = / F
8
5—“, tire 13 trén canh AF'C'E’. £
6 Hinh 5.9
Dt
M My ap_aP
15w, T M, M, R, 7
phrrong trinh can béing (5.79) trong trudmg hop nay cé dang
d
r%—l +my—me = —k. (5.85)

a) S¢ dung didu kign Saint-Venant. Trén lyc gidc twong ung vGi doan
p 2 . :
AF'C' i —my = 6 (§ = 1 véi luc gide ndi tiép, § = 7 véi lue gide ngoai

£i€p) thay thé gid tri nay vao phwong trinh (5.85) va tich phan len

my = (8 —.k)lng : (5.86)
Twong Gng véi doan C'E' : my = —6, ma doan C'E’ lai twong tng vdi chu
tuyé&n ngodi. Vi vay véi r = b, my = =9, tir (5.86) suy ra
1+ ln-El
k=6 a. (5.87)
]
In—

4
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Do d6 gié tri cire dai cia hre dit tai chu tuyén bing

b
. 1+1In-
2maPrax = —h20,6 a .
2 b
In—
a
b) Su dung didu kién Mises. Néu ding ellip, thi trong khodng g <w< %I
m 2cos( +7r) m; 2(, ( ﬂ.)
= —=cos{w+ —}, = —=cos (w— =],
1 73 6 2 73 6
phuong trinh can bing (5.85) ¢6 dang
si ( + ?r) d k —si
T —)l0—=k-s
111 | w 6 d’r 11w
hay 1&
dr  Sin (w + g)dw
T k-sinw '
T o
- < 2
véi o Sws 5 ?r
Tich phin phwong trinh vira nhén duge véi cdn r = o, w = 3 var =,
W= %?E dan dén két qua say

e = e e ) e )

1 £
.f__lngk_i_\{,_‘;;’.
2 2k-1

Gia tri k xdc dinh tir day ndm giita cdc gié, tri k& tink tlr (5.87) v6i 6 = 1 va
2 " . s
d = 7 C6 nghia 14 tinh theo luc gidc ngoat tiép cho giéi han trén cia kha

nang chiu hre, tinh theo luc gidc néi tiép cho gisi han dwdi. Ta con cé thé
viét phwong trinh can bing (5.85) dwéi dang:

my
1 b / dml
n— = — —_—
a k—{(mg—1my)’
L

trang 46 mg = my(a); my = m1(b).



240 CHUONG 5. BALTOAN PHANG CUA LY THUYET DEO
B - BIEN DANG PHANG

5.6 Nhirng phwrong trinh co ban ctia bién dang phing

Nhu da dinh nghia trong 1y thuyét dan hoi, trang thdi bién dang phdng xéc
dinh bé&i nhimg tinh chat sau day:

a) chuyén dich cla phin tt vat thé song song véi mét mit phang cho
trwde, chdng han mit phing (z,y).

b) chuyén dich khéng phu thudc vao z.
Khi d6 ching ta cé hé phing, trong dé cac thanh phin chuyén dich «, » (hodc
cdc thanh phin tdc do v;, vy) khac khong

u=u{z,y), v=uvxy, w=0. (5.88)

Tai ti€t dién bat ky 2 = const ta ¢ cling hinh anh cia trang thai bién
dang va dng suat. Céc thanh phin ttng sudt cling chi phy thudc vao x, v,
trong 46 7z., Ty, bing khéng. Vi vay o, |3 mét trong nhitng 1ing sudt chinh.

Khdc véi ly thuyét dan hoi, trong dé cdc digu kién trén du dé thiét 1ap bai
todn phing, viéc thiét 13p bai toan bién dang phang cda ly thuyét déo can cé
thém dicu kién nira. '

Gidi bii todn bién dang phing déi véi vat lidu déo t4i bén gip khé khin
rit 16n vé mit todn hoc, hién nay cé {t céng trinh nghién cru v& van dé nay.
Vi vay & day chiing ta chi gidi han xét bai todn ddi véi vt liéu déo b tudng
(khéng tai bén). Hom nira, ngay v&i vat liéu nay ching ta ciing méi chi gidi
dwgce bai todn phing dan déo trong nhitng trirdmg hop déi ximg truc, vi biét
trude dang cia bién dan déo. Néi chung, dang cia bién dan déo trong bai
todn dan déo phing chira biét trwéc vh phwong phép tdng quat gidi bai todn
nay chwa phét trién 18m.

Thuwéng déi véi bién dang déo twong di lén ¢6 thé bd qua bién dang dan
hoi, do d6 dé gidi bai toan phing ngudi ta diing mé hinh citng déo & tudne:
trong mién déo diing hé thitc cia 1y thuyét déo Saint Venant, con mién dan
hoi xem nhw mién khéng bién dang.

Triréc khi di vao thiét 1ap cy thé bai todn phing chiing ta néu mét vai dic
thu clda cAch dit bai todn véi vat liéu déo ly tirdmg. DO thi lién hé o, — ®(e,,)
cla vif liéu déo ly tudng ¢6 dang trén hinh 5.10.

Tir d6 ta thiy rdng, vat liéu déo 1y twdng chi vira hoan todn chuyén sang
trang thai déo, thi néu ting tiép lyc ngoii (tirc 13 ting cwdmg dd ng suit)
sé din dén khéng can bang, vit lisu mat kha ning chiu dung bién dang déo.
Chinh vé&i ¥ nghia d6 ta di phat biéu vé kha ning chiu lirc cia vat thé (xem
dinh 1y v& cin biing gidi han).
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[7] &

5 &

g ) Eu 0.—“__b) . ._}u
Hinh 5.10

Cling can chi y réing, cé thé ting hre ngoai ma khéng lam mét can bang.
Trudmg hop ndy xdy ra khi ting 4p suit trung binh, vi cwaong db o, s¢ khang
ting. Do do, cach d&t bai toan véi vat lieu ddo Iy tudng khic vé thwe chat
voi cdch At bai toan vat ligu tdi bén, thé hién & ché:

a} xudt hién bai todn vé kha ning chin lire:

b} dwdi téc dung cuia lye ngodi xuit hién mitn chay déo tai dé cuwrong d6
ung suat khong doi;

¢} bai todn ¢6 ¥ nghia 16n v& mit thuc t&: xét su chay déo cda vat liéu, sy
phan bg chuyén dich, 4p suit trén mit vat thé trong gia cdng kim loai bang
ap sudt.

5.6.1 Hé thirc co ban

Khi bién dang déo twong déi 16n vat ligu hiu nhw tré thanh khéng nén dwoc,
1 1
tie la e = 5(5M + eyt e} =0vav= E(E'Ix t+ Eyy +€:2) = 0. Tl (5.88)

suy ra €., = 0 (hodic €. = 0) va é,. = €y: = 0. Ding cédc didu kién ndy va
theo lff thuyét chdy cing nhu theo thuyét bién dang déu dwa dén hé thitc:

i
T2z = T = _2'('7.1:1: + Uyy): Tpz = Tyz = U,
vy _ Ove
.89
froy O Ovy (559
Jy Oz
duz Oy
Y . 5.
Bz By 0 (5.90)
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Cwong d ing sudt ¢é dang

V3
= —2‘\/(sz — ayy)? + 4T§y .

V6i vat lidu déo ly twdng theo digu kién chay déo cla Mises o, = o, = V3T,
suy ra:

(0ez — oyy)? + 472, = 472, (5.91)

Cé the chi ra ring trong trwdmg hop nay digu kién déo Mises trimng vdi didu
kién Saint Venant. Qua vay, ngoai o, 14 mét thanh phan bng sudt chinh, céc
ting sudt chinh con lai xdc dinh béi cong thike

Ogg + O ,
o1 = —T?Tﬁ + 5\/(07” — oyy)? + 4T§y,
trong do o1 > 6., > g5. Khi db tmg suit tiép cwrc dai sé 1a

1 1 ;
Tmax == §(Umax — O'min) = 5‘/(0..:.:: - Uyy)z + 47‘2 .

Tir diéu kién déo Saint Venant 7y = 75, ta lai nhén diege hé thie (5.91). D6
14 diéu ¢in chitng minh. ;
Khi khéng ¢6 hye khéi tic dung, phirong trinh cin bing (5.1} ¢6 dang

T 4 N OTzy

= U,
de 9y (5.92)
Oty | Joyy _ 0 .
Oz dy

Néu tai bién vat thé cho trrrde tng suét (dicu kién bién (5.2)) thi hé phirong
trinh (5.91) va (5. 92) tao thanh hé thong diy di phwong trinh d€ xéc dinh
trang thdi itng sudt, khong phai ding dén hé thire bién dang, Bai todn nhw
VAy goi 1a zdc dinh tinh (cé ditu kzm)
Dé xdc dinh hoan toan ng suat va bién dang trong bai todn bién dang
phéng ta ¢6 5 phwong trinh (5.89) - (5.92), v61 5 4n 86 04, Ty, Ty, Vo, Vy.
Gidi hé phwong trinh (5.91) va (5.92) ¢6 thé thue hién bing nhitu cdch
khac nhau. Saint Venant lam twong tw nhir gidi bai todn dan hi phing dwa
vao ham vng suit F thda mén (5.92). Sau d6 dem thay vao phwong trinh
{5.91), ta nhan dwee pheong trinh xdc dinh him F:
(O SR Py
dy?  Ox2 Jxdy s
Nhung phwong phdp nay khong phdt trién duwoc,
Lévy da kién nghi mét phirong phdp khic, dit co s cho nhirng nghién
ciru sau niy,
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5.6.2 Dwdmng trwot. Phuong trinh bién dang phing déi véi
duong trurot

Goi 0., 7 14 ¥ng suit phip va ring sudt ti€p tai tiét dién cé huéng v, tao voi
truc £ mot goe 0. Ta cd

Gy = Opyp COS° 6 + Tyy sin® 6 + ATy sinfcosf =

Trr + O Tyy — O .
= ‘”‘"2 CLEY ”2 ¥ 0520 + Ty 8in 20,

Ty

Tir day suy ra hudng cia truc chinh ing sudt

tg 291,2 = 2T$y

Oxz — Tyy
Hai géc 6, 6, (tinh tir truc z} khdc nhau mot legng 14 /2.
Bay gior tim hwéng cta tiét dién tai dé tng sudt tiép od gid tri cye dal.
Goi a va 3 13 hwéng ciia cie tiét dién do, pq 13 gée gitra hudng a va truc .
Ta tinh cwe dai cia ham 7, (5.93), né ton tai khi

Grx — Oyy 1

48 2P = — (5.94)

27y B _tg 200 2 .
Do do
Yo =60 +7/4, pag="0 +n/d

dwémg a va 3 tao thanh mét goc 45° dai vdi truc chinh.
1. Duomg trurot

Bay giér dwa vao dinh nghia dudng tmot Pudng trugt li dudng, ma tip
tuyén tai mdi diém cida nd tring voi hudng tiét dién c6 ing sudt tiép cuc
dai. RO rang ring ton tai hai ho du'(mg trirgt trec giao, dwdmg cia ho thi
nhat xdc dinh bdi gla, tri ca tham sé o ndo ddy, ho thir hai - gid tri 8. Ta gia
thiét ring hwémg cla dudmg «, J tao thanh hé phai, trong dé tmg suat tiép 7
¢6 huéng dwong. Ky hiéu géc léch cia tiép tuyén dwong a véi hwéng dwong
clia truc © 1a @q = ¢. Phuwong trinh ho dwomng «, § sé la

dy dy
- O, —E = w. .95
dr tgw, dx ctg (5.95)

Céc dwong trwot bao phl mién ta xét bing lwdi tryc giao. Phin 1 vo cung
nhé gidi han bdi cic dudng treot chin din nhr nhau theo hwéng cua dwong
truot.
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dwoc xac dinh, khi d6 ta c6 thé bidi dien

Gia st hé théng dwong trrot
4t trung binh o va géc nghiéng cua dwdmg

¢ s - X = Fl
tmg sudt tai moi diem qua ung su

trwot.

Hinh 5.11
Theo dinh nghia hwong trrgt (5.94) suy ra:

Oz — Oyy = 27yt 20,

thay thé né vao didu kién chay (5.91)

Try = 7 COS 2,

va do dé

Goyx — Tyy = T2 8in 24,

ngoai ra
Oxx + Oyy = 20

Tir ba dang thitc nay xac dinh trang théi ang sudt

Opr =0 — Ts sin 2¢0,
Oy = 0 + T8I 2, (5.96)

Tgy = Ts COS 2.

Néu biét diroc \ng sudt phap o, va ing suét tiép 7, tai tidt dién cd hudng

- A ’ . [y ) - ) +
v, ¢6 thé xdc dinh dwoc o va ; sall dé biét dwoc cdc dai lugng Oga, Tyy: =2

Ty Qué vy, dung (5.96) vao giai he {5.93)

cos2(0 — ) = 1—} ,
° (5.97)

o = 0, — Tssin2(8 — ).
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Dat (5.96) vao dicu kién chy (5.91), n6 thda méan ddng nhét, con thay ching
vao hé phwong trinh can bing (5.92) ta di dén hé hai phwong trinh vi phan
phi tuyén ddi véi hai ham chwa biét o(z,y) va o(z, y):

do dp Jp

— -2 3 20— 20— 1 =0

e ’TS(CO&: w@x + sin (pay) , 598
9o _ 27, (ban 6—g0—(,052 399) =0 |
By Y or ﬂpai e

C6 thé chi ra rdng hé phwong trinh nay thude loai hyperbolic. Qua vay, khi
o, ta dirge

2

ey 202l () - (50) ] 45250 -

Phwong trinh nay c¢é hé duwong dic trung
dy® — dz® + 2ctg2pdrdy = 0,
hay la

dy dy
=2t 2 = ~ctgop.
de 8% o ctgy

Phuong trinh ho dwong dic trung cda hé phuong trinh (5.98) ctng cé thé
nhan dwoc tir hé thike

I 0 —27gc082¢p —27,sin2¢p

0 1 -—-27,8in2p +271,c082¢
dr dy 0 0

0 0 dz dy

= Q.

Khai trién dinh thitc ta nhén lai phwong trinh
dy* — dz® + 2ctg 2pdzdy = 0.

So sdnh vdi (5.95), suy ra ring hé dwomg trugt tring véi hé dwomg dic tnrng
ciia phwrong trinh can bing loai hyperbolic. Do tinh chat hé phuwong trinh can
bdng 1a phwong trinh loai hyperbslic, nén néu cho mot cich bat ky diéu kién
bién (cho tédc dung hrc tiy ¥ trén bién vat thé) cé thé dan dén bai todn toan
hoc khong diing din. Diu ndy phéan 4nh diéu ta da biét trwée diy la déi véi
vét liéu déo ly twdng khong thé dit tai ngoai mét cich tiy ¥, vi dit luc thy
y ¢6 thé din t&i pha hiy can bing.
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2. Phuong trinh bién dang phiing ddi véi dromg trugt

Bay gio ta viét phwong trinh bién dang phang d6i voi duomg dac trung
(ciing nhw d6i voi dwong trwot). Ve mit todn hoc tin nghiém o{z,y), ¢{, ),
doc theo dwromg L nhén gia tri cho trude o(s), (s); tire 1 gidi bai toan Cauchy.
Nhim mue dich d6, nhén phuong trinh dau (5.98) véi cosy va phuong trinh
thit hai v&i sing roi cong lai, sau dé nhan phrong trinh the nhat vdi sing va
phirong trinh thit hai véi cos g, ol ldy phrong trinh sau trir di phwong trinh
truwde, két qud nhan dugc:

O o) a 0
(8—2- cosy + E’% sin ga) — ‘21‘,.;(8—2 cos@ + ?3% sin go) =0,

(~ g—isinnp+ %cosw) +'2'Ts(—‘ %%sinrp+ g—zms;p) =qQ.

Dus vao toa 46 cong «, f3 sao cho ho duomg « \ng vai dudmng truot
dy
dﬂ: = A e ~F .

54 tal moi diem hudmg theo ti€p tuyén vai dwong trugt (hinh 5.12), st dung
cong thire dao ham theo hwéng

. d . .
= tg p, con ho 3 ing v duomg trreet &—g — —ctgw. Truc toa dO so va
x

g z
Hinh 5.12
ad cos @ + ggc;in = da
dzr YT oy Y 05
aos'n +80(‘0 09 7.
——si eosp = — , V.U
Oz v dy i dsg’
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dwa hé phuong trinh trén vé dang

o 5 Oy
— — &Ts T T W
Jsa e
?f— + 21'53-(5- =0
855 ()Sﬁ

Cac phueong tfinh nay c6 ¥y ngha co hoc don gian, 46 la plhurong trinh cén
bing ciia phan ¢y vt thé déo gidi han bdi ludi dwdmg tneot. Tich phan 1&n
ta dwoc:

o — 21y = 27:6(5),

(5.99)
o+ 2759 = ren{e)-
Nhuw vay doc theo ho dwomg treot a (= const) bicu thirc & — 27, khong
d6i, doc ho dwomg B (o = const) thi o + 27sp khong adi. Cac ham £(8), n{e)
duwge xac dinh tir didu kién bién.
Tir hée thirc (5.99) suy ra

o=

-.1

(g8 + mlad),

(5.100)

[T

{'Q =
cde hé thire nay diing dé gidi céc bai toan cy thé.

5.6.3 Tuyén tinh héa hé phuong trinh co ban. Tich phan bai
toin phing

Lévy dé bién Adi hé phwong trink (5.98) vho hé thire (5.100), xem ham &, 1
13 chura biét:

_(?_6-+.6_7.:':+(Q_{_-QE{)COSQLP—{—(?-%—-?ﬁ')siﬂ?lip:o,

fz O gr Oz oy Oy
ae  om | 08 _Om\ ot
== 88 0N\ ynop - (== — 7 )eos2e =1
g Ty " (3a o) sin2e (3y By) cos 2¢ = 0

Nhan phwong trinh thit hai vol tg va cong voi phuong frinh thi nhat

ot 9
08 L Sigp=0; 5101
. + By g =0 (5.101)



248 CHUONG 5. BAI TOAN PHANG CUA LY THUYET DFO

cling phirong trinh d6 nhin v&i —ctgy va cdng voi phuong trinh thit nhat,
ta dugc

on Oy
R Rl = 0. 102
o 6yctgso (5.102)

Do viy ta nhan dwoc hé phwong trinh tira tuyén tinh thudn nhat, cdc hé 50
13 ham cia £, 7. Bing céch bién d&i ngwoc lai ta dwa hé phuong trinh (5.101)
va (5.102) vé hé phwong trinh tuyén tinh.
Gid sir:
z=z{&n), y=uy&n)

dao ham theo z va y dan dén

dx 9§ Oz On 1 oz 0 Oz dn

3€3x+3n3£ ' PEdy T omdy

Bt dx an dc  0Ldn oy
Tir ddy suy ra:

ox _ 1 o oz 1 &%

oL  A(g,may’ O A(g, 1) 0y’

oy ___ 1 on oy 1 0

9 Alg,m) oz’ on A& 0z’

trong do

o, n) dLdn €
Nz, y) 3a:ay Ay Oz

Alg,m) =
Dat céc biéu thire nay vio (5.101), (5.102), két qud nhan dwoc

(a_z + 6—60 gw) (£,n) =0,
(% - g;tg@) (€,m) =10,

tir day suy ra phwong trinh Khristianovitch

8J oz oy Oz
or 9Y 9T —0, AlL,n)#£0
a +5 tgcp 0, e " an P =0 &m #
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Day la cdc phuong trich tuyén tinh cé hé s6 thay ddi, ndi chung céc phurong
trinh nay khong twomg dwong voi (5.98), vi bd qua nghiém tirong ing voi
A = 0. Ta khao sét céc nghiém nay.

Nher (5.101), (5.102) bicu dién A(£,n) dudi dang

2 0ton 2 9L dn

Aln) = 298z 0z sin2p dy Oy

Nghiém cia phrong trinh A = 0 thwong duoc dung trong thire t& va gol la
tich phén bai todn phing.

Jacobién A(€,n) bing khong trong ba trwdmg hop:

voi £ = const = & va 1 = const = 7o,

vél 7 = const = 7o,

véi € = const = &p.

a) Trudng hop 1. Tl (5.100) suy ra

o = 7s(£o + n0) = 00 = const,
@ = -;—(no — £p) = yp = const.
Dit gia tri vira nhén dwoc vao (5.96), din dén
Gpp = CONSL, Oy = const, Txy — const,
trang thai Gmg sudt thuan nhit. Ti phwong trinh (5.95)
dy = tgpodz, dy = —ctgpodd,
tich phan lén ta dwoc hai ho dwomg dic trung la duong thing truc giao
y = ztgpo + C1, ¥ = —zctgpe + (2
b) Trudng hep 2. V&i n = const = 7, phwong trinh (5.100) din dén
£=m0—2¢
Phuong trinh (5.102) théa man dong nhét, phwong trinh (5.101) duwa vé dang
A dy

=L cosp + — si ={.
8$C P 6y€mgo

Phirong trinh déc tru'ng' cua nd

dx dy dyp
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cho ta

d
de =0, T~ ige.
dr

Tich phan lén ta dirgc

p = const = (1,

y — xtgCy = const = Oy,

mot ho dwong déc trung la duwomg thing c6 hé s6 gée thay déi, ho kia la dwong
cong true giao véi chung,

c) Trudong hop 3. Lam twong tir nhur triedng hop hai. Néu biét lwdi dwdmg
grwot va gid tri cda tham 38 £, n trén d6, thi tal mbi didm c6 thé biét a, ¢
twc 13 biét cac thanh phiin Gmg sudt ozz, Oyy, Try- Chi y ring trong bai todn
nay khdc vdi bai todn tuyén tinh & ché dwong dac trung phu thudc vao an
can phai tim (¥ng sudt).

5.6.4 Mot s6 tinh chéit cla dudng truot

Hencky da nghién ciru mot & tinh chat quan trong clia dwong triret,

1. Géc giira hai dwdng trugt cing ho tai nhimng diém twrong ng (tai cac
giao diém voi dudmg ctia ho thit hai) thi khong déi. Ta con goi 1a dinh by thit
nhét ctba Hencky., D8 chirng minh diéu nay ta xuét phat tir phuong trinh thi
hai cta (5.100).

Liy hai dwémg trwot bit ky « = of — const v @ = o' = const cla ho 8 va
g=g,p=p"ciahoa Doc theo cic dwong dé ta co gy = nld), 2 = n(a”),

L= £(8), & = £(8"). Thay cAc gid tri nay vao cong thire (5.100) tai céc
diém cit A, B, C, D ta duoc

P1 =@, P = %(5‘2 —&1)
02 = po— 9o = 5(E—€)
Sy ra
V1 = P2

Twong tu, hiéu s6 Gng suét phap o' — o' khi chuyén tir duomg trwgt nay
sang dwomg truet khic cung ho doc theo dirong truot thi hai ciing khong d6i
(suy tir hé thirc 1 cla {5.100)).
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Hé qua 5.1. Néu doan AC thdng thi doan BD ciing thing, tic la néu mét
dwdng truvt la thdng thi cde dudong trugt khdc cing ho cing thdng.

2. Doc theo dudmng trwot (rng suat phdp trung binh ty lé v&i gée nghiéng
cia dwrdmg d6é véi true . Diéu ndy suy ngay tir (5.99).

Hé qua 5.2. Doc theo dudng truot thang ing sudt o ¢d gid tri khong déi.

Hinh 5.13 Hinh 5.14

3. D6 cong cla ho dwomng trirgt o (8 = const) khi chuyén dich doc theo
dwdmng trweot 8 (@ = const) thay dai ty 1¢ voi do dai cung dsg (dinh i thit hai
cua Hencky). Qud vay

Rdp = ds,
va véi db chinh xdc t&i 80 hang nhd bac cao
dsy, = (Ra — dsg)dp.
Mat khic géc dp khong thay doi nén
ds!, = (Ra + dRy)dyp,
sy ra

4. Néu theo gid tri hrc phip o, va lye tiép 7, ta xdc dinh hé dudmg truwegt
va 1yng sudt, thi khi tdc dung thém 4p sudt phan bd déu p s¢ khéng lam thay
déi hé dirmg trirot va dmg suat tiép, ma chi lam thay ddi wng suat phap mot
lwong 1a p. Diéu nay suy ra ngay tie hé thive (5.96) va (5.97).

5, Néu trén bién vat thé 7, = 0, tirc 1a chi tdc dung hee phap hode khong
¢é e ngoai, thi dudng triegt cit bién mét géc bang 7 /4. Diéu nay suy tir
cong thire thd hai caa (5.97)
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5.6.5 Xéc dinh t6c dé chuyén djch

Trong cdc tiét trén ching ta da khio st trang théi ring sudt trong truwomg
hop bién dang phing. Bay gi&r chd ¥ dén cdc phwong trinh xac dinh t6c do
chuyén dich (5.89) va (5.90)

%_%_gyy‘ozz(%_;_avy):[},

dy Oz 27y dy dx
Guy Dy, B
O« Oy

Néu biét gid tri tng sudt thi bai todn xdc dinh tc d6 chuyén dich 13 tuyén
tinh. Hé phirong trinh trén cung thude loai hyperbolic va c6 dudmg dic trung
trung véi diwdmg trirot.

Qua vay, stt dung céc cong thite (5.96) ta dwa cac phirong trinh néu trén
vé dang

dvy, v, Ovz Oy
T T o g —= + =X} =
gy oz g 89( Ay + 3:::) ’
Ovz Dy
-+ == =0 5.10¢
g + 3y (5.103)
Ho cdc dwomg dic trung cia hé nay xdc dinh tir hé thitc
—1 —tg2¢p -—tglp 1
1 0 0 I 0
dr dy 1] (O
0 0 dr dy

. . ik
Khai trién dinh thire va gidi theo &ﬂ ta dirgc
xr

d d
Y tg e va f = —ctgp.

& - A

Bdy gior ky hiéu hinh chigu cta vecto
t6c do theo hudng truc toa A% 54, sp
13 vy va vg (hinh 5.15).

Ro6 rang ta ¢é

Uz = Vg COS ¢ ~ vgsin g,

Yy = Vo SIR @ + vg COS .
Dit cac hé thie nay vao hé phwong
trinh (5.103), chd ¥ dén céng thitc
dao ham theo huéng ta nhin diroc Hinh 5.15
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1 Kﬁva N &p) (aUﬁ N Oy )] 0
—_— —_ — Y} = — Yy —— =
cos 2¢ L\ 0sq P 95 Dsg *dsg !
Ig Oy dvg doN
((’)Sﬂ Uﬁés_n,) + (83,@ t Va 63;3) =0
Tir céc h¢ thikc nay suy ra
v, 00 _
i EM ‘BBSQ 7
o o]
—UE + Ua‘—f— = .
GEY dsp
Do d6 doc theo duong truot o ta c6
dve — vgdipe = 0, (5.104}
codn doc theo duwomg truot 5
dvg + vadpg = 0. (5.105)

Hai hé thirc trén do Geiringer tim ra vi goi la phuong trinh toc d¢ doc theo
duong trugt. Tl diy suy ra sw thay déi cta téc do toan phin doc theo cac
dwdng treot bing khong, tic la t6c do tuong ddi cia su chdy doc theo dudng
trizot bing khong (hinh 5.16)

¥/ @/,55* 'n”"/"hs&

e o B/ W

J;G 3% N4
‘SK
%
17 ¥+ a? _
g I
Hinh 5.16

Biy gir xét trwdmg toc do Gng véi treomg tmg suat dom gidn (khi cé mot
ho diromg trirgt 1a dudng thing). Theo cong thirc (6.104) thanh phan tdc do
hudng theo dirong dac trung thing ¢6 gia tri khong doi.
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Trong trudmg hop dwong dic trung thude ho duong thing xuyén tam,
chang han ho 3, thi thanh phin t6c d vg khong ddi doc theo cic dwong do,
ttkc 13 vg 13 ham chi cla . Gid sk lay vp = (i), thi tir (5.104) ta co

Ve = f w(@)dp + x(r)

r - khodng cach tir tam dén dudmg trirgt o dang xét.

Trudmg hop riéng déi vai trwdmg dng sudt déu, ci hai ho dwdmg truot la
dwong thang, tée do chuyén dich theo hwong cdc dwong ddc trung co gla tri
khong déi doc theo cdc dwong nay.

5.6.6 Duong gian doan

Trong nhiéu trirdmg hop gidi bai todn bién dang phing phai tinh dén sy gidn
doan ca céc dai lrong tmg suat (hodc 8¢ dd chuyén dich) hay dao ham cua
chiing. Truong hop thit nhit ta ¢6 gidn doan manh, trieomg hop thit hai -
gidn doan yéu.
1. Duémg gidn doan {mg suit

Gia st L, - dwong gian doan ing suat (hinh 5.17), ky hiéu v, 13 phép
tuyén va tiép tuyén tai mdi diém cia dwong, g, o1 - NG suét phip va 7,4
Yrng sudt ti€p trén cdc canh cia phan tir, mot trong nhimg canh cda né trirc
giao v&i dwdng gidn doan, phan bi¢t hai phia ctia dwimg gidgn doan bang diu
T hojic —. Tir ditu kién can bang cia phan t suy ra oF =05, T = Top
gidn doan ddi vGi ting sudt chi xdy ra déi voi ar,

¥

Hinh 5.17
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Dicu kién déo (5.91) ding vdi cd hai phia ciia dudmg gidn doan
(00 — 0)? + AT, = 47,

suy ra

oL = a, £ 24/TE—TE -

Birdc nhay cha dai hrong oy bing

lod] = 4y/72 — 72, (5.106)

khi d6 burrée nhdy ctia ¥ng suat phap trung binh

o) = [ 2] =2y -

Nhé ring Gng sudt tiép dat cyc dai trén dwomg truot va

Tmax = 7s»

vi vay theo (5.106) duong gian doan ng suit khong thé tring véi dwong
trurat hodc bao hinh cta chung.

Pwong gidn doan co thé dwoc xem nhu la vét clia 1op vo cling manh (vi
tri giéi han clia mién dan hoi) phén chia hai mién déo. Ditu nay suy tir hién
trang (mg suit phap o, vA ¥ng sudt tidp 7 tai 1op manh thude lan can dudng
gign doan hau nhuw khong déi, con wng suit phdp o; thay Adi dot ngot theo
do day clia lap, vi vay dieu kién déo tai 16p manh khong thda man. Trong ly
thuyét dang xét ta sit dung md hinh citng déo, tic la bd qua bién dang dan
hoi so voi bién dang déo, nén dwong gidn doan tng suat khong thay dai do
dai trong qué trinh bién dang.

2. Dudng gian doan toc 46 chuyén dich

Gia sit L, 1a dwdng gian doan tée do chuyén dich (hinh 5.18). RO rang
gian doan chi xay ra ddi voi thanh phin tdc do vy tiép tuyén vai duomg Lo,
vi ring néu gidn doan thanh ph3n v, vuéng goc voi duong gign doan thi cd
nghia la xudt hién vt mit trong vat liéu.

Pudmng gidn doan tdc do chuyén dich ¢6 thé xem nhu vi tri gidi han cia
1¢p mong tai 6 thanh phin téc d6 vt thay ddi dot ngot theo do day cia 1op,
con thanh phan phdp v, khong dai. :

Theo cong thire lién hé gitra téc do bién dang va céc thanh phan téc do
chuyén dich
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. du, . Sy . 1 (5’0;/ v 61;5)
Epp = ' = —_—, = =] — -— ],
YT v cue Jt Eut 2\ 9t v

suy ra rang véi d6 diy cia 16p mong gidm thi téc dé bidn dang truot sé ting
lién tue, con cdc thanh phin khic cia tée d6 bién dang hiu nhwr khéng déi,

¥ Y

J

&y

ink 5.18
Lién hé dng sudt bién dang theo ly thuyét chdy Saint Venant cho vit lidu

déo 1y twdng cé thé viet dwéi dang

Ep _3o,-¢ étt_ 3o, —a Ept 3 (5.107)
Uy 2 oy Uy 2 o, L os .

& day cwong do tée dé bign dang v, trong triromg hop bién dang phing va
vat liéu khong nén dwge (z2 =0, €4 = —£4) €6 dang

_ 2 e 1,
Uy = 73 Eit ¥ 4t -
Tir cong thite ndy suy ra khi gidm d¢ day cia 16p cwdmg dé téc do bién dang
téng lién tuc do téc dé bién dang trwot tang. Vi vy trén co s& cong thirc
(5.107) khang dinh ring khi gidm dé day cda l6p mdng o, va oy din dén o
¢on 7,4 dan dén 7, day chinh 13 déc trung cla céc tidt dién tring véi dwomng
trrot va trirc giao véi né, Vay dudng gidn doan tdc do chuyén dich tring véi
dwong trrrot hosic bao hinh cla cac dwdmng truot.

Tir cdc phwong trinh Geiringer (5.104), (5.105) ¢6 tinh dén st lién tuc cia
thanh phin v, suy ra buéc nhiy cia dai lrong toc db chuyén dich v theo
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hudmg tiép tuyén vdi dwong gidn doan khong thay doi doc theo dwimg gidn
doan

d['Ud =0,

5.6.7 Cac phuong phdp sé giai bai toan bién

Khi giai bai todn bién dang phing bing phwong phip dudng trirot ta thudmg
gdp ba bii tedn bién co ban
1. Bai toan dac trung ban dau (bai todn Riemann)

Gid st trén doan OA vi OB cla cic duong dic trung ta da biét cde gid
tri ¢ vi . Hién nhién 12 chiing théa man phwong trinh can bang va do d6
lién hé voi nhau bdi cde hé thike (5.99).

Ta s¢ chi ra ring ¢é thé xdc dinh cic dai lwgng o va ¢ trong ti gidc cong
QACB gi6i han bdi bon dwdng trurot.

D& giai bai todn nay ta chia céc dwong trugt OA va OB thanh cic doan nhd
bdri cde diém chia (1,0),(2,0),...,(m,0).... va (0,1),(0,2),...,(0,n),....
Theo dinh 1y tht nhit Hencky gid tri o, ¢ tai diém (m,n) dwge xéc dinh
theo céng thire

Timm) = Fm,0) T F(0m) — 9(0,0)>

Pimn) = P(m0) T Pomn — Y00

Dé xdc dinh toa d6 cia diém (m,n) theo toa d cla cic didm (m — 1,n) vi
(rn,n — 1) va theo gia tri cta géc ¢ tal ba diém 3y ta diug phwong trinh vi
phan cia dutmg trwot (5.95). Biéu dién ching dwéi dang sai phéan

1

Ymn) — Ym—1n) = ($(111,n} - l’(m-l,n})tg§(@(m,n) + W{m—l,n)):
1

Yimm) — Ym—1n) — _(:B(m,n) - 3:(m-1,11})Utg'2'(‘19(m,n) + Sa(m—l,n})-

Do vay, budc tiép bude bit diu tir didm (1,1) ta xdc dinh toa do didm va gid
tri o, @ tai diém d6. Két qua xdy dung dwoc nghiém cta bai todn Riemann
trong t gidc cong QACB.

Néu doan dwdmg trwot OB (hoic OA) co vé mot diém (hink 5.20) va tai
didm 0 héi tu céc dwdmg trrgt cda ho a (hodc 3) ta c6 ho dudng trrot xuyén
tam, day 1a tredng hop suy bién cia bai todn déc trung ban dau. Diém O 1a
diém dic biét tai dé o cb gidn doan.
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z X
Hinh 5.19 Hinh 5.20

Gid st bidt o va @ trén OA va sy thay dai goc ¢ tai O, tirc 1a gée AOC.
Chia doan QA cla dwimg triwot thanh cic doan nhd, qua diém (1,0) vé dudmg
trwot 81 cla ho 4. Chia nhé gée AOC va vé céc doan dwong truoet cta ho
a, do viy ta xdc dinh gid tri ¢ trén cdc diem cia dirong treot 3;. Theo gid
tri o1y V& (1,0 tal diém (1,0) trén diomg OA va diing cong thire thie hat
(5.99) ta xdc dinb gia tri n 461 vai dwdmg 3

_ Ty
H = or ¥{1,0)-
5

Ti€p dén ciing theo cong thire nay xde dinh ghia tri ¢ tai cde diém khac thude
dwomng 5

a1y = 27s(m + 9 )

Do d6 trirng hop suy bién lai dira vé bai todn Riemann co ban: xac dinh ng
suat tai b giac cong (1,0)DCA twong ty nhir di néu & trén.
2. Bai toan vé gia tri ban dau (b3i todn Cauchy)

Gia stt, trén dwimg tron AB (hinh 5.21) khong tring véi dweong trivgt va
chi cit mdi dwomg triwot chi mot in ta biét cdc gid tri o, v lién tue ciing vai
dao ham cap 1 va cdp 2 cla ching,

Khi dé ta ¢6 thé chi ra ring ¢6 thé xdc dinh dirge o, ¢, ¢d nghia 1 xdc
dinh dwoc ieng sudt trong tam gisc cong ABC canh cia né la dubmg AB va
hai dwimg triegt AC va BC cia ho o va ho 8 di qua A va B.

- LA . . . . . . .
Vé qua diém (m,m) vd (e + 1, m + 1) hai duwdng trivgt ciw ho @ va 3 va ky
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hiéu giao diém 1a (m,m + 1). Tir digu kién khong déi cta tham sé £,  (cong
thirc (5.99)) trén cdc dwomg trirgt o va 3 ta ¢

Tim,m+1) Tirn,m)
T + Pimm+ly = 7 + Llmm)

(5.108)
Timmt1) N Tim+1,m+1)

= Plmm41) — — Plmt+ L)

27, 2T
Tir cdc hé thie nay xic dinh gid trl 0g my1) V8 Pimme1). Tuong tu nhw
- - - “ - ¢ v x s 3 # .. A
vay ta xdc dinhk dwoce ¢ va p tai cde dicin 1a dinh cia cac tam gide cong gan
ké véi dwemg AB. Tiép dén ta xdy dung nghiém trong mién tam gidc cong

ABC bing cich gidi bai todn dic trung ban dau.

Hink 5.21

Twong tw vdi viee xdy dung nghiém clda bai todn Cauchy @é xdc dinh tng
suit, ta c6 thé xay dung nghidm cla bai todn nay ddi véi tée d6 chuyén dich.

Nhu da chi ra trén day trong vat thé cing véi mién bién dang déo ¢6 thé
van con mién citng. Ngudi ta di chiéng minh rang bién cta mién déo vi mién
carng la dirdng trirot hodc bao hinh cia cac dwang truot.
3. Bai toan hén hop

Giad st trén doan dwdmng trirot OA (hinh 5.22) da biét céc dai legng o, ¢
théa man phwong trinh cdn bang, con trén dudng OB khong trimg véi dwdng
trirot cho biét géc ¢. Chiing han dudmg OB 14 chu tuyén bién vat thé tai 6
tir do v&i ting suat hodc chi chiu 4p sudt (tirc 14 luc tiép bing khong), khi do
cdc dwong truot déu cit dwong OB mot géc 45°. Do vay tai moi diém cia
OB da cho bidt géc ¢ = 45°.

Trong trwomg hop niy 6 thé xdc dinh gid tri o, ¢ trong tam gidc cong
OAB gidi han bdi cdc dudmg treot OA, AB vA dwong OB. Gia thiét goc ¢
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tai O trén dwomg OA va OB nhw nhau. Truwdong hop géc ¢ khéc nhau ta se
xét tiép sau.

¥

e

X
Hinh 5.22 Hinh 5.23

Chia doan dwdmng trirgt OA thanh cdc doan nhd béi céce diém (1,0), (2,0),
..., (m,0),.... Tirdiém (1,0) vé duomg dic trung trwc giao vol OA va cat
OB & C(1,1). Gid tri « tai didm nay dwoc xdc dinh nhir trong trwdmg hop
suy bién cia bai todn dac trung ban dau. Theo cong thie (5.108) xdc dinh
tham s6 7 cho dwomg truot 3 di qua diém (1,0) va (1,1). Sau do dang cong
thive {5.99) tim gid tri clia o tai diém (1,1)

o1,y = 27s(m +¢n)

Céc gia tri o va ¢ tai cac difm (2,1), (3,1),. .. duoc tinh nhu trong cach gii
bai toan diic trumg ban dau. Vi tri diém (2,2) va o tai d6 dwoc x4c dinh bang
cAch twomg tw nhw déi véi diém (1,1). Do vay buoc tién bwde bat dau tir
(1,1) ta xdc dinh dwoc o vi g trong tam gidc cong OAB.

Néu géc ¢ tai diém trén cdc dwomg OB va OA khac uhau, ching han
Yo > Poa. thi misn AOD chia ra lam hai AQA4, vd A10B sao cho goc p tal
diém O trén dirdmg OB va OA; nhe nhau, Khi do doi véi mien AQA, ta cd
trwomg hop suy bién ciia bai todn dic trung ban dau, con wien A}OD twong
vng bai todn hon hop.

Bii todn bifn dang phang dan - déo b nhitu tng dung trong thire tién,
djc biét trong nghién ciu cdc quy trinh cong nghé trong gia cong kim loal
bing dp lwe nhar cén, ép, kéo, chuét, tao déng cong nghiép ... cing nhuw XAC
dinh tai trong gidi han khi thye hién cde qud trinh néu tren,

Sau day ta xét maot sé bai todn bién dang phang dan déo dién hinh,
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5.7 Bién dang phang dai xing truc

D¢ xét bai todn ndy ta viét cdc phwong trinh co ban trong toa d6 cye. Phwong
trinh can bang ¢6 dang (xem 1.4 chirong 1);

Doy 1 0770 Grr — Tga

; 0,
.d'r 'r"(')t? r (5.109)
Ot 1 8ogg N 219 0
or " r 00 ro
Bitu kién chdy déo ¢6 thé vide
(0og — 0rr)? + 472 = 472, (5.110)

Ba phirong trinh trén dd dé xac dinh trang thai dng sudt. Bay gitr bidn déi
cac phuong trinh nay, trude hét phirong trinh thi nhat

d 1o

—(row) —oge + = 0.

5y (o) = apg 20
Pao ham phwong trinh nay theo 8 réi cong véi phuong trinh thié hai sau khi
da nhan vdi r:

F2 I+ &%,
{roe) + T;: + 270 + T _ 0.

drao 5 H6?
Nhan phirong trinh thi hai eia (5.109) véi r?, san d6 18y dao ham theo r

2 G0 8?1,
r 2 P22 .
5790 ar ATt G

Lay hai phwong trinh vira nhan dwgce trir di cho nhau ta nhan diroc:

62 [T‘(O‘ _ )] _ 627}9 _3 _67}9 _ T262T,»9
dropl V000 T Tl = Tage T TR ar2

(roge) + 4r

Dat vio phurong trinh ndy gia tri ca ogg — o suy tir diéu kién chdy (5.110)
dan ta v& phuong trinh chi chita 7r:

62 9 2 327}-9 61}0 2 82‘1",.9 ]

2 - = — _
£25 5Ty - 70) 562 " T o

Déi voi bai todn déi xing truc 7. chi phu thude r, phwong trinh vira néu dan
vé
r_d'z'rrg drrg

3 = 0.
!dr2+dr 0




262 CHUONG 5. BAITOAN PHANG CUA LY THUYET DEO

Két hop véi dieu kién bién cho ta nghiém cia céc bai todn twong tng,
Trwédrng hop riéng doi xing: owr, ooo chi phuy thude r, 7,p = 0. Phwrong
trinh can bing (5.109) va ditu kién chay déo dira vé dang

dory 4 Trr — T

5.111
- - 0, (5.111)

gog — Grr — £275.

Ta tré lai bai todn don gian da khao sét trong chuong 4 ve dng day dwdi tac
dung cia ap suét trong p, tic la opp = —p véir = a. O do da xéc dinh
gid tri cla 4p sudt gidi han p. va cong thite xde dinh dng sudt & trang thai
gidi han. Bay gio ta cd thé nhin lai cde cong thire do bang cach sir dung Ly
thuyét dutmg treot. Vi tng suit vong va lng sudt kinh 12 tng suat chinh,

nén dudng trirot cit ban kinh mét goc 1 va

3

w=0+ T
Tir hinh vé 5.24 ddi véi phan tir vo cung nhé ta b
dr = +rdo),
diu cong Gng véi dwdng trugt 5, con diu trir img véi dwong trwgt o St

dung lién hé giita ¢ va @, roi tich phan phwong trinh vira néu ta dwgce phwong
trinh hai ho dwomg trret

= Aci"a,
hay 1a
W — lnE =3,
. (5.112)
@+ In—- = .
a

Diay la cdc dwdng xoin loga, cdc dudmg nay tao véi bién trong va bién ngoai
mot goc ﬂ:% {(hinh 5.25), thda man tinh chit 5 cda dwrong trivot va tao thanh
hrdi true giao.

Trong bai todn nay ta o

Tre T Top

o= 5 .



5.7. BIEN DANG PHANG POI XUNG TRUC 263

nhér cdc hé thire (5.99) va (5.112) dan dén
Orr + Ogp = 4T ('r,r + 0+ ln:—.)
I
két hop véi (5.111) cho ta bidu thitc cia tng suit kinh

O'TT:QTS[T}-F[}-FIDE-—%].

Hinh 5.24 Hinh 5.25
Tham s6 7 khong déi véi mot dwong triegt xae dinh. Vi tng suat ¢hi phu
thudc vao ban kinh (do tinh ddi xi¥ng) nén két luan dugc tham s0 7 nay la
nhw nhau véi moi dwdng truwot. Gid tri clia né xde dinh tir diéu kién bién
Orr = —ps VOi 7 = a, do do

275(1’,-‘4-[)’— %) = —p,.

.
Trr = 275I0— — Dy,
a
"
ogg = 27sIn— + 275 — pa.
a
Ap sudt gi6i han p, xic dinh duwoc tir diéu kién bién o, = 0 vair = b
b
Pe = 2T31n_ .
a
Do viy ta nhan dwoc cic cong thire ddi vdi tmg sudt tring véi cde cong thire

da nhan dwoc khi khao sdt trang thai gidi han cia 6ng, tikc 13 khi éng chuyén
sang déo hoan toan.
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5.8 Bai toan vé nén khuén phing

5.8.1 Vit thé dang ném nira v han

Gid sir trén hién AB cia vat thé nira v6 han cé dang ném cut bing vat liéu
cirng déo ly trdng bi nén theo hwdmg Oy béi vit rin tuyst d6i (khuon). Gia
thi€t dp sudt phan bd déu trén mit AD, cin xéc dinh lyc P téc dung lén
khudn dé xuat hién nén déo

Hinh 5.26

T tinh chét hinh hoc cila dwong trwot ta thiy ludi dwimg trwot ¢6 thé
la chir nhdt. Vi trén canh AB chi tdc dung lirc phdp tuyén p, con cdc canh
AC va BD ty do ddi v6i tmg sudt cho nén céc dwdomg trwot sé ¢t cac canh
bién nay mot goc 45°. Trong hinh vé 5.26 chdng ta xay dung hé dwimg treot
trire giao tai lan cin mitn téc dung lyc. Xét hinh vuéng nhé gach xAm trén
canh no tdc dung \ng sudt tiép 7, biéu thi bdng mii tén, do dé nhing dwong
di tir AC dén AB thudc ho a.

Néu ky hiéu v 14 géc gitra AC' va chigu am cla truc Oy thi tai diém M

1
@ = 47T Y
con tai didm N:
1
oN = T

Goc gitra phap tuyén tai diém M va N véi canh AC va AB 1a

Oy =7 — 1, 9}\«':%'
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Tir cong thite (5.99), ta dirge trén dwong o:
Op — 2TsoM = ON — 270N {5.113)
Tai diém M : 7, = 7, = 0 va tai diém N : 7, = 0, 0, = +p theo cong thic

(5.97)

ap = —TsSin 2(9M - (PM) = +7s,
oy = —Te8in2(fy —oN)+p=+Dp— Ts.

bt cdc gid tri vira tim dwoc vao (5.113) xdc dinh 4p suét gidi han
pe = 275(1 + 7). (5.114)
Khi d6 luc gidi han

P, = 27.(1 + v)AB.

5.8.2 Bai toan Prandt]l nén khuon trén m¥a khéng gian
w

Trong trwdmg hop nay v = 5

, tir {5.14) ta nhan dwoc

D = 73(2 -+ 'ﬂ')‘

Prandtl goi gia tri p, nay 1a “4p sudt nhdan”. Khi dp sudt bang gia tri 4p sudt
nhén , khuon bit ddu nhén vao vat thé,

Ta phéan tich k¥ hon vé lwdi dwdmng trirgt va sw phén bd dmg sudt trong
bai todn ndy. Chi gi¢i han xét qud trinh bit dau cé chdy déo, nén nghiém cia
bai todn c6 thé thda man ditu kién bién trén bé mit khi chwa bién dang,

Bat diu xay dwng trwdng \ng suat & phan mit bén phai khuén nén. Doan
BE clia ndé phdi & trang thai déo dé cé thé xuat hién sy vong 1én cha mit &
ving nay. Vi méat tir do ddi vdi 1¥ng suit, nén & day

Uyy == O! T:I,‘y = 01

tir cong thire xdc dinh didu kién déo (5.91) cho ta gid tri cila i¥ng snuat oz, tal
cic diém trén mit nay

Cpx = —27s. (5‘115)

Vi trén mit twr do BE Gng sudt tiép bing khéng, nén cdc dwomg trivgt cat

vy s . PR L . . . ~ - . .
mit ndy theo cic gée 7 vi Vi Vi gpp va do d6 ¢ cling nhir ¢ khong déi doc
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theo BE, nén theo cong thire (5.99) cdc tham sé £ vi 5 khong thay dai doc
theo duwdng nay. Do d6 dwdi BE thn tai trwdng itng suit déu.

Hinh 5.27

(5.116)

Néu biét diém cudi E cia mién déo trén mit, thi xéc dinh dirge mién ing
sudt deu 1 tam gidc can BDE, va AFG,

Vi dudng trirot BD thing nén ho dwdng trwot 8 phia trai cia BD cling
14 dudrng thang. Do tinh ddi xirng cla bai todn, nén dwdi khudn trrong ing
sudt tai ABC 1a deun, diéu nay din dén dp suit dwdi khuén khong dai.

Hai trirdmg ng sudt déu ndi véi nhau bang trudng xuyen tam BDC. Do
vay duimg trirgt o 1a dwémg thing trong BDE, chuyén thanh cung trdn trong
BDC, rbi lai 1a dworng thang trong ABC. Trong mién ABC duwémg triot o
nghiéng vdi truc x mot goc

@:—%- (5.117)

Doc theo dwimg trirot o gis tri £ khong ddi. Theo cong thire (5.99) ¢6 tinh
dén (5.116), (5.117) ta xdc dinh dwoc gid tri cla o tai cdc diém trén doan AB
{(dwéi khuon)

F

LT
2r, 4
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hay 1a
o= —T¢{m+1}.
Theo cong thire (5.96) x4c dinh ing sudt tai cdc diem trén AB
Opx = —TTay Oyy = —(7 + 2)75.
Do oy, doc theo ADB khong déi, nén Iire nén khuon bang
P, = |oyy|AB = 2a7,(2 + ), (6.118)

trong dé6 AB = 2a 13 chitu rong cia khudn.

Ta nhan lai dwoc cong thire da néu & trén.

Bay gity xét s phén bd téc db. RE rang ring tam gidc ABC chuyén déng
v&i vin téc v ciia khudn xudng phia dwéi nhe mot ¢ the, Doc dwdng BC
thanh phan tidp tuyén cia téc do bi gidn doan, con thanh phan phap tuyén

B ’U 2 » Y T rs - - + + & .
bang T\/_ Doc theo C'D thanh phin ti€p tuyén cia téc dd bi gidn doan, con
thanh phin phép tuyén bing khong. Trong truwdng xuyén tam téc do theo

o wv2o . ) )
hurdng dwomg trivot o bang — con doc theo dwong trirgt 3 bing khong.

v/2

Hill chi ra ring nghiém Prandtl khéng duy nhat va dé xuat trudong dwong
triot c6 thé bidu dién dwéi dang hai trudmg wng suit déu BOC va BED néi
véi nhau bing trrdmg xuyén tam BCD (hinh 5.28). Trong trirxdmg hop nay

Mién BDE trwot nhir vt rén theo hudmg DE véi tde do

N N . AB
dd dai mien déo cla mit tir do biing mot na chidu rong cia khuén -

Ung sudt trong céc trrdmg dng suat déu va xuyén tam cang gidng nhu
nehiém cia Prandtl. Vi viy le dit vao khudn ciing dirge xdc dinh bing cong
thire (5.118).

p

Hin 5.28
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Truomg tc 46 khdc véi nghiém cia Prandtl. Tam gide BOC truot nhe
vat rin doc OC véi téc 46 v2v. Tée db trén BC lign tyc. Trong trirdmg
xuyén tam tdc dé theo huwong dwdmg trrot a bing v2v, con doc theo dwong
trirot 3 bing khéng. Tam gidc BDE chuyén déng theo hudng DE vai t6e dd
V2.

Tir bai todn dang xét suy ra ring khi stt dung mé hinh cing déo ly tudng
cla vat lidu ¢6 the ¢6 nghiém khong duy nhat.

5.8.3 Bai toan ép chay kim loai

Nhor tinh chit 4) va 5) cla dwdng truot ta 6 the ding két qua vira nhan dwoc
tir bai todn nén ném trong 5.8.1 vao bai todn vé 4p sudt trén thanh khudn

& gin civa chdy ra cia kim loai trong qua
trinh ép kim loai. Trudc hét theo chu
tuyén ABDEC A diit lyc céng déu —p, sau
dé trén doan BDECA dit tai nguoc lai.
Chiing ta sé nhdn duoc gid tri dp sudt tédc
dung lén thanh khuén BD, AC, & day gia
thiét khéng tinh dén ma sat.

p =27l +7).

Hinh 5.29

Mot nghiém khéc ctia bai todn gan twong tw véi nghiém trén, gia thiet
ring AB i cung hinh tron ban kinh a. DAy la baj todn doi xing truc: ban
kinh v cung cta hinh tron 13 hwéng chinh. Diéu kién chdy cia vt liéu s¢ la

gy —0p = 27,
va phirong trinh can bing

d0'1 o] — 079
+ —

—_— =0.
dr T

V&ir = a, o = 0, tir cdc phirong trinh dan dén:
r
T = —2’.!‘311.’11i , o= —p= —27s (1 + ln~).
a a

trong d6 p 13 ap sudit trén thanh khuon. Ta thdy réng dp suit khong phu
thude vio géc mé . Dudmg trrot cdt cdc hwdng chinh mét gée 7/4, do dé
ching 1 nhitng dudmg xodn logarit. So sdnh véi nghiém trén ta thay cd sw
khdc biét kha lém, véi ¥ nghia dd ngudi ta noi rang nghiém cia bai toédn vat
lidu déo 1y twdng khong on dinh.
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5.9 Kéo mét dai cé vét cit

Xét bai todn ve kéo mot dai cé vét it sau dai xing. Gid thict ring dai trong
déi dai, vi vy cdch dit lwe & hai dau khong anh huédng dén chdy déo & mién
bi ¢at,
1. Dai véi vEt cit 1y twdng

O trang thai gidi han dai bi kéo theo huéng y voi téc do v, Hé dirorng
trirgt ninr hinh 5.30

Doc theo bién tw do & vét cidt OA trong tam gidc OAB xdy ra hoic kéo
hodc nén, & day 14 kéo. Ti&p dé dén midn cé hé duong trwot tip trung OBC
va sau d6 dén mién tng sudt déu OCD. Bién cla mitn déo L dwirmng § DCBA,
trong todn mién tham s8 5 = const (xem muc 5.6.3). Ta biét ring trong tam

1
gidc OBA: 0 = 74, ¢ = —r/4d van = 3~ g, trong tam gidc ODC o chwa
. 3r 3
biét, ¢ = -Zﬁ van = Z f suy ra trong OCD o = 7,(1 + 7).
&

2T
Dung cong thire (5.96) tinh cdc thanh phin tng sudl
Tzz = TaW, Ty = Ts(2 + 7).
Do d6 e gi6i han bing

P,
EG:

1+ X
2’

trong d6 P = 47,k 14 lwe kéo gidi han cia déi nhdn (khong vét cit) ¢b chieu
réng 24,

Hinh 5.30 Hinh 5.51
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2. Dai cé vét cit xién géc
Trong trudmg hop nay xay dung nghiém hoan toan twong tw nhw truong
hop trén (hinh 5.31).
Gia tri cla tal gidi han bing
P, 1+ s
po T
3. Dai c6 vét cat day tron
Hé théng dwdmng truot phy thude vao t¥ 8 gitra chidu rong chd co 2k va
~ o 4o } “ o 5 bl %
bédn kinh day vet cat a. Vol Z < 3,81 hé thong dwong trugt chi bao phu mién
e
clia ddy tron, nd tao thanh ho nhirng dwdng xoén loga (xem muc 5.7) Géc y
lién hé vdi A béi hé thie
h
Y= 111(1 + —),
a

Ung suit oy, tai tiét dien AB ¢6 dang
r
oy = 275 (1 + 1115), (5.119)

r 1a khoang cach tinh tir tdm O.
Luwc gi¢i han bang

Hinh 5.92 Hinh 5.33
h
Vi v < 7/2, nghiém nay chi diing khi é < /2 _ 1 =381
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- M I '.I - - A b3 ’ - e -
Vi ty s0 % 1ém xay dung hé dudmg trugt phitc tap hon, H¢ thong cdwomng
o

trirgt 16ga ton tal voi gid tri v = m/2 twong wng voi doan AB = 3,8la. Ben
phai cila mitn nay 1A tam gide BDE 6 g sudt deu. Tiép cau no la ti gidc
BEFC, trong dé n = const (xemn mue 5.6.3) dudong trugt « 13 nhirng doan
thang true giao vai BC, dwimg 3 song song vol BC. Sau nitra la mitn CFG <6
Gng sudt deu, tamn gidc CFG biing tam giac BDE. Doc theo A phén bo Gng
suit theo cong thire (5.119). Trong tam gidc BDE ta cO ayy = o1(1 +m/2).
Do do tal gidi han s¢ la

P T« ™
L | r——(f”"?—l——),
ZOR AN 2

4. Cac dang khéc cia vét cit

Ta 6 thé khao st bing phwong phap tirong
ty nhr trén déi v ehe vEt cit sin cd hinh dang
khic. Bing phwong phép s6 xy dung hé¢ dudmg
trivgt ¢6 thé dp dung a8 gidi cde bai todn vai dai
c6 vét cat phire tap.

Nhung doi vdi vét cat nong phuong phap
trén khong st dung dwoe nive. Két qud tinh
todn va thuc nghi¢m cho ta thiy vét cit nong Hinh 5.54
khi tai ting mien déo & truc ciia dai nhwng khéng theo tict dién bi lAm you
vi vét cit ma & trén no.

Kt qua tinh todn ena Southwell b kéo dai ¢6 v8t cdt nong niva hinh tron
chi ra ring, d&u tién mién déo xudt hién vh phét trién & mién A, khi tai gan
gidi han thi tai true xudt hién mién déo méi B, mitn nay ting nhanh va dinb
lien vei A khi tai dat gia tri giél han.

510 Nén l&p vat lidu déo gilra hai khuén cirng. Bai
toan Prandtl

Gia st lop vét liéu cd hinh dai dai vo han theo hwéng true z ¢6 chiéu rong
9a vi chidu cao 2k bi nén bing hyc P giva hai khuén cing. Lop vat lieu déo
. s - ~ ~ 4 - . - s -’ ~ -~ ) o~ P
bi nen se chay tw gnra ra hai canh, tai mat tiep xuc xuat hién 1rng suat tiep

- s . . o - - A ’ - .,
cwre: dai. Vi bién dang déo twong doi lon co thé xem 1rng sudt tiép dat gid
tri gidi han chdy 75 tai mat tiép xic.

. -~ , W i . 4 - ~ \
(J day ta co bal toan bién dang phang, he truc tea d6 chon nhw trong hinh
ve 5.35, Voéia» h o thé xem T, khong phu thuoce vao x
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Cé theé thdy mét cich dé dang dng suat

02z = C) —Ts(% ~2¢/1- z—i)

(5.120)

thda man phwong trinh can bing (5.92) va ditu kién chdy déo (5.91) véi moi
gla tri cla .

I ¢ p
PANALRRAN \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ AN

2h

ANNSRNNN \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\&
2Qq F

Hinh 5.55
Dé dang kiém nghiém cde hé thite néu trén bang cdch thay truc tiép vao
cdc phwong trinh trong ng. Tuy nhién theo (6.120), oy, Tzy khong bing
khong tai z = 0 va 2 = 24. Do vay gan hai ddu va phin gitra cla 16p nghiém
Prandt] khéng théa min.
Tai canh ty do = 0 disy kién bién théa man theo nghia Saint Venant.
tirc 1a véi & = 0 lwe phap tac dung & ddy bang khong

/)

/omdy = {,

“h

tir day cho phép xdc dinh hiing 56 C;. Qua vay dit bifu thitc thi nhit cia
(5.120) véi z = 0 vao day, sau khi bién déi ta duoc

Do dé theo bidu thie thir hai cia (5.120) ta nhan dwoc quy luat thay dai
tuyén tinh cta 4p sudt trén mit tiép xiic

kil x

=3+ 5)



5.10. NEN LOP VAT LIEU DBO GIUA HAL KHUON CUNG 273

Vay lirc nén gidi han téc dong 1én 16p vat lidu sé la

P, = Qj loyyide = aTy ('.rr + %)
0

Cac thanh phan tée do

p 2
'UJ,.:C-Z—}—V(}L—I—Q 1—;?—2),
1 ' (5.121)
Uy = &Vi .
h

trong dé V 1a téc do chuyén déng clia khudn citng, thda man diéu kién nén
diroe (5.90) va hé thive (5.89) véi cde gid tri cda Gng suit da biét theo (5.120).
Pai lwong chira biét Oy xdc dinh tir dieu kién: lwong vat liéu di qua tiét dién
a = 0 phai bing lwong vat iéu nén do khuén trén chiéu dai 2¢ trong mét don
vi thoi gian

it

— /'ur,dy = 2aV.

—h

bt vz theo (5.121) véi @ = 0 vao day, ta duoc

- v(5-3)

D& xay dwng livéi dwomg treot ding phirong trinh thir ba cia (5.96) va biéu
thite (5.120) déi voi T dan dén

y = hcos2yp,

Suy ra

dy , dy
e —2hsin 2@5 .

Pit hé thie vira nhan dwoc vao (5.95) xdc dinh phwong trinh dwong trivet

d d
2h sin 2(,0&"{]?- = —tgy, 2hsin 2(pd—: = ctgp.
T
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L&y tich phan cdc phirong trich nay, nhan dwgc phwong trinh tham sd eta
dirirng truot

= —h{2p +sin2¢) + C1, y=hcos2p,
" (5.122)
¢ = +h{2¢ — sin2¢) + C2, y = heos2p,

trong dé €1, Cy 14 cic hing s3 ty ¥.

¥

R
]

Hinh 5.30

Cé hai ho dén 1a xicloit sinh ra béi vong tron ban kinh A.

Mién din hit

N

Hinh 5.37

Déi véi mdi ho dwomg irwot duang thing y £ h 1a dudmg dac biet: bao
hinh ctia ho divong nay dong thoi 1a dirimg cua nhang diém 1ui cida ho dwdng
kia.

B33 todn dit ra chira duge gidi quyét hodn todn: that vay. tng suat (5.120)
théa man didu kién thwe trén bién y = £h ¢hi tai mién nao ddy cich canh ty
do x = 0 vi canh z = 2a va tift di¢n giira ciia dal, con vai dicu kién khong
cé Gng sudt tal canh tw do thi néi chung nghiém nay khong théa man. Do
A6 luéi dwimg trwot (5.122) ciing chi twong ing vol trang thai chay taj mién
céch cdc canh va gitta dai. Co thé la mmién gin canh tir do va gan gitra dai
¢ = a ton tai mién dan hoi. Nghiém xdy dung trén khong xdc dinh dwec
bién giita mién déo va mien dan hoi. Nguyén nhan ca hién tweng nay & cho
bai todn khang phii 1a bai todn xac dinh tinh. Thye t& 14 dieu kién bién tai
y = +h khong phai ditu kién tinh: khi khuon tién gan, thi tde 4o tién cla né
phai tinh dén trong kin gidl bal todn.
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Vin dé nay dwoc khao sét diy dichon (thoa méin cic dieu kién bién) trong
cac cong trinh cia Sokolovsky. Hill 175, 77].

Tuy nhién, nghicm cua Prandtl cho phép nghién cien sy chay déo cia kim
loai gitra hai mat atng, khi dé day cita lép kim loai nho hon cace kich thiede
khaic.

511 Can dat tam la

Qué trinh bién daug chia vat thé goi 1a dirng, nén nhw trong qud trinh dé ang
sudt va t8e do chuyén dich tai moi diém cia vat thé khong thay déi theo thoi
glarl,

Ta xét qud trinh dirng vB cdn tAm 1 qua khuén cimg, do diy ban dan ctia
t4m 14 13 hy (hinh 5.38).

Pé cho don gidn ta khong 1inh dén ma sat trén mat phang iép xic gitra
tdm 14 va san can. Ky hiéu do day cudi cing clia tam 14 thanh phim 1 hy,
con toc do tai dan vao san can vi dau ra khiéi sin cén tirong g la v va v,
Tir ditu kién khong nén duge cia vat litu ta o

o h,'z

i = UQE -
Cia thift &p suat trén mat phang tiép xic AB phan bd den va ky hiéu la p.
Kl d6 ki viri diromg AD ta ¢d trueomg ing sudt den ABC, ndi val no la hat
trwwong xuyen thim ACD va BCE véi gée tam chua bidt +r va x.

Hinh 5.58 Hinh 5.39

T dien kién cAn bing cua mitn ABC (hinh 5.39) ta xdc dinh Vmg suat
phap trung binh tai mien nay

oABC = —(p - 75} (5.123)
. T . , . s PR
Ta ¢o tal didm C: @ = 7 — & theo cong thixe (5.99) tinh cdc gia trn cia

tham s3 €, 1 d6i véi dwomg BCD va ACE
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N 0,48(7 ,
£= ore 4 “
_ (5.124)
ARC
n=" 1+l 0w (5.125)
27y 4

Sau d6 cling theo cong thuc (5.99) c6 thé x4c dinh gid tri ¢ tai cdc diém cua
dwomng treot CD va CE, cde duomg nay la cde cung tron ban kinh AC va BC
twong tng. Do vay ta duira bai todn vé bai todn dic trung ban déu. Phuong
phép 5 dé gidi n6 di duwoc trinh bay & muc 5.6.7. cho phép xac dinh trang
thdi tmg suat trong mien CDOE.

D& x4c dinh quan hé gitra cac goe mo ¥ va x chua biét, ta biéu dien ¥ng
sudt trung binh tai diém O qua gid tri cua nd tai didm C bing cich di chuyén
tir € dén O dau tién theo dutmg C DO, sau d6 theo dwomg CEO.

Tinh dén gia tri ¢p = g — (@ + 1) va sit dung cong thire (5.124) theo cac
phurong trinh (5.99) ta 6

UABC'

48y T L ™ 4
—~ ——fa+tip= — — +
2, 4 ' 274 4
suy ra
ABC

g ag
DTy (5.126)
27, 274

Bay gi¢r xéc dinh tham s8 7 cho diromg triegt ADO

an gp T .
n=—++ = + - — (o + ),
n 21_3 (I‘QD 27‘} + 4 ( + )

g6c @ tai didm O bing @o = —. Theo cong thite (5.99) ta cé

FI

(o7 T Op :
2re 4 21y A4

két hop véi (5.126) dén dén

i
1
4+
|
|
—
)
s
+
=
e

0o JABC,‘ . . .
— = — o — 2. (5.127)
27 27y

Tirong tw nhw viy cé thé thiét 13p quan hé gitra cic tng suat phap trang
binh tai diém O va C khi di chuyén theo CEO ta dwoc

a0 O_AUC,

27, 21,

+a— 2y, (5.128)
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Ty (5.127) va (5.128) suy ra
=t + a. (5.129)
Ap sudt p va mot trong hai goe ¢, x dwoc xdc dinh tir hai diéu kién: tong

hinh chi€u trén true nim ngang cla tat cd cde lre tée dong trén mit ADO
phai bing khong (can biing cia mién cimg tai diu vao san can)

/ (oeosy + Tysing)ds = 0,
ADO

va tim diém O trén truc d6i xung.

&

Hinh 5.40 Hinh 5.41
Sau khi x4¢ dinh &p suat p thi hye cdn P trén mot don vi dai theo hwong

trire giao véi hinh vé tinh theo cong thire

- _— -k
P = ABpsina = ABp - IA—B 2 = plhy — ho) (5.130)

digu nay suy tir didu kién cin biing cla tdm 14 (hinh 5.41)
h"l - h,g

Nén cue dai tiwong tmg véi ¢ = 0, khi tik gide CDOE co ve mot
L3
diém. Trong truomg hop nay khéng phai st dung dén phiroug phdp sd dé giai
bai toan dic trung ban dau.
Theo cong thire (5.129) ta ¢6 x = «, do d6 dwong BO nghiéng véi truc
i

nim ngang goc e Tir hinh 5.42 ta cé

ho V2 V2 V22 hy—ha ho 1

— = B0 —BCYXIi_—ABY - " =——%, suyra - =5
2 2 ¢ 2 2 2 sin o Suy ra h 1+ 2sina

Ung suat phdp trung binh tai cac didm cia dudng BO tim durgce theo hé thic
(5.99) ¢6 tinh dén (5.123) va (5.124)

BO O.ABC

[e) ﬂ'_
4_

T —(p—71s) W
27,

- —+un=
27, 4 27, 4

+ ¢,
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SUy ra

P = —p + 7,1 + 2a).

L\
| ck |
D

N

Hinh 5.42 Hinh 5.43
Tir didu kién can bing cia mién citng biéu dién trén hinh 5.43 ta ¢6

he 2 V2 hy 2 V2

P=0r2. X2 gpl022 2 .

2 V2 2 2 V2 2

BO vao day va sit dung cong thire (5.130), sau khi bién

Dit bidu thire cia o
ddi nhan duoc

4(1 + a)sine

p:
1+ 2sina

Dai hrong 27,h, bang tai trong gidi han khi kéo tam 14 <6 dd day khéng
ddi hy. Vi vay can tdin ¢é thé thire hién dirge véi dien kién

1
P =2rhy, hayla asina < 3

suy ra o < 42°27.

Nhiu thi du khdc vé viéc st dung ly thuyé bién dang phang dé nghién
citn cde qud trinh ¢ong nghé gia cong kim loat dwge trinh bay trong cdc tai
lidu, chang han {59, 70, 75].
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Trang thai gigi han

Mot trong nhirng lanh vye ting dung cia ly thuyét déo ¢6 nhiéu y nghia thyc
tién 1a xdc dinh tai trong gidi han cia cac két cdu cong trinh, cing nhw tng
Ire trong qua trinh cong ng.,ho khac nhau.

Trong lanh virc nay ta ti€p cdn véi nghitin ctia bai toan déo véi gid thiet
vat liéu 1 cung déo U tudng. Nhung nhr ta thiy, chl cin gidi han trong diéu
kién bién dang phang (xem chuwong 5} vige gidi cdc bai todn da gap nhitu khd
khin. Khé khin nay cang tdng lén khi chuyén sang cdc trirdmg hop bién dang
téng quat hon. Vi vay ditu ¢ y nghia guan trong la sit dung ciac phuong
phap gan ding dé dénh gid tai trong twong Gng véi trang thai gidi han theo
so db cia vat lidu déo 1y tudng.

Trong chwong 3 ta da trinh bay cdc dinh ly tdng quat cia ly thuyét déo,
trong do ¢6 cdc dinh Iy lién quan dén van dé nay (xem 3.7.3).

Trong chwong nay dé cép dén mdt s bai todn dién hinh cé sit dung cac
dinh 1y d6 vi xét trang thai gidi han ctia mot 86 két cdu khi chiu téc dung tai
trong khac nhau [4, 17, 23, 49, 59, 65|

6.1 Ung dung céic dinh ly tinh va dong veé trang thai
gidi han

Ung dung céc dinh 1y nay cho phép xéc dinh c¢n duwdi va can trén cia tai

trong giti han ma két cAn ¢6 thé ticp thy dwoc

6.1.1 Dam chiu lurc phan bd déu

Dim c6 chidu dai ¢ mdt dau bi ngam, diu kia tua ti do, chiu tai phan bd déu
v cuong d6 ¢
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Hinh .1

Dim nay ¢6 mdt biac sidu tinh. Nhw trong gido trinh sitc bén vit lién nén
bigu db kéo cuia vit lieu khong ¢6 tai bén thi khd ning chin iye ¢la dim tinh
dinh va khung s¢ mat di khi & tiét dién nguy hiém cla diin xudt hién khup
déo. Néu dim cé mét true ddi xikng trong mit phing tic dung mémen udn,
bién dd dan vi nén cla viit ligu tring nhau thi gid tri cia mémen uén gidi
han tai khép déo bing

Ay o= ‘7.‘;{501 + SJ’LJ:

trong dd Sq va Sy 1a gid trf tuyét ddi cla momen tinh eda phan tiét dicn chin
din vé chin nén (dién tich cia ching bing nhau) déi véi lirdng trung hoa.
Déi v&i dan sién tink vide hinh thanh mot khép déo chwa din téi midt
kha nitng cliju lie. Trong bai tadn dang xét phai hinh thanh mat khép déo
tai (i€t dién ngd A va khép déo Lhit hai tai mat Lict dién niva trén A3,
Thay wvio phan lire Ry tai g6l B ta ¢d thé xét moi trang thal kba di tinh
Loc clia dam. Momen tai tiét dién 6 toa do z

2
G2
M = Rp=z 5
gia tri cire dai cua né dat dwoc véi
Ry 1 It? i
I =, "q"jrumx = 3 —B. (bl)
¢ 2 q

Tir dien kién suy tir dinh 1y 3.12 chwwomg 3, gid tri nay khong virot gid tri
raomen gléi han

Miax < M, s

ta ¢

(6.2)
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Gi4 tri km nhat cia moémen tai dau ngam

82
ﬂ’f.‘_’n = _RB€+ qT 3
v&i ditu kién gid tri ndy cia momen khong vwet gid tri gidi han My, < M,
Sy T'a
2M, 2Rp
<2y 208 6.3
¢ 5 7 (6.3)
Trén hinh 6.2 mién bi gach thda méan bat ding thic (6.2), (6.3) Tai trong lén
nhét théa man dinh 1y 3.12 trong s cde tai trong xac dinh béi cdc diém trong
mibn bi gach 1ng véi giao didm Q ena dwomg OQ va §Q. Didm Q ¢6 toa do

M, M,
Rp=2(vV2+1)—= =4,82—",
¢ ¢
A (6.4)
qe = 11,6110—* (tAl trong gidi han).

Tir cdc hé thie (6.1}, (6.4) ta tinh duge z = 0, 4144, tiét dién trer thanh khép
déo thit hai gan gdi B.

Bay gitr xéc dinh tai trong gidt han theo dinh 1y 3.11 chwong 3 (phirong
phép dong)

. e
A
ﬁ,'I e ¢ {235
| A ’Tﬁ K2
Rg
Hinh 6.2 Hinh 6.3

Trén hinh 6.3 dwdmg divt doan mé ta trang thdi khd di déng hoe cia hé.
Ky hiéu 0 14 géc xoay cla thanh BC, khi dé goéc xeay caa thanh AC bang
0 £

i Cong cia tail trong phan bd dén
-z

z 1 Lzl
giz({’—z) + qe2-0z = 2

0
2 2

9. (£ — 2)

bo |
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né chinh bing tich clia crdong do tai nhin véi dién tich tam gidc ACLB.
) . e o 6z . .
Céng clla momen gidi han bang M.0 + QM*E—_' Can bang hai dai lvong
—z
vira nhan dwoc
0z

=M. 8 +2M,——
-z

qlz6
2

suy ra

oM, U+

= ;[f——z) (6.5)

Theo dinh 1y 3.11 gid tri ctia tai trong gidi han thye 14 gid tri cire tiéu trong
tAt cA cdc gid tri tai trong xdc dinh theo cong thire (6.5). Cho dao ham cua
¢+ theo z bing khiong dan dén -

24202 =0,

nghiém cia né z = (V2 — 1)¢ = 0,414£. Xét dao ham cdp hai cla g, ta thiy
dwong, vay vai gid tri cda z nay, g. dat circ tiéu. Dit gia tri cta z vao (6.5)
ta nhan dwoc gid tri cua g, xdc dinh theo (6.4). Vay tai trong gidi han xdc
dinh theo phwong phédp tinh va phwong phip dong tritng nhau. Trong bai
todn nay day chinh 14 nghiém day di.

6.1.2 Khung

Gid st cho khung vudng géc, cdu tao bdi cde thanh cd tiét dien ngang khong
ddi chiu tde dung cia lwec ngang P va lwe vudng goc 2P hinh 6.4

’ 2P /7 p 2Px M

£ [2 3 4. By sz * 3 \4
{Gaics =

[ 4 !

' i

S ! !

\ K ! i

™~ h\ i& ‘?_F
*:m ;h

Me i

i M.

J'—é;m Wg J"W " ‘;ﬁ

Hinh 6.4 Hinh 6.5
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Khung niy ¢6 ba bac sidu tinh, ta giii bai todn bing phwong phdp dong.
Vi khung khéng chiu tdc dung cla tai phan b8 trén méi doan cia khung
12, 23, 34, 45 lyc ngang khong déi, con mémen udn thay doi theo quy luat

tuyén tinh. Vi vy cdc khop déo chi xuit hién & cdc tiét dién 1-5.

Vi khung siéu tinh bac 3, né tré thanh bién hinh khi xudt hién 4 khoép
déo. Theo dinh ly ddng 3.11 tdi trong gidi han thwe 13 tdi trong nhd nhat
trong cic tal trong gidi han xdc dinh theo cdc phwong dn khéc nhau vé vi tri

khép déo hodc 86 khép déo it hon.
Gia stt khdp déo xudt hién tai tiét dién 1, 2, 4 v 5. Khi A6 chuyén dich

kha di ciia khung ¢ trang thai gidi han s¢ la sw quay thanh 12 va 45 mot goc
¢ (hinh 6.5).

Chuyén dich ciia thanh 234 theo hwémg thing ditng 14 dai lvgng nhd bac
hai se vdi chuyén dich ¢tia né theo phwong ngang. Co cau mat kha ndng chiu
e nay goi 14 co cdu dich chuyén canh.

Céng cha hre ngang P, bing 1,5P,£0, céng cia lirc thing ditng 2P, bing
khéng, con cong cia 4 moémen gidi han bang 4M,0. Theo dinh 1y dorg

1,5P,00 = AM,8

suy ra
8 M.
I)* = — .
3 ¢
Bay gitr gid sit khop déo xudt hién tai tiét dién 2, 3 va 4. Trang théi kha
di déng hoc trong trwdng hop nay biéu dién bang dwimg dit nét trén hinh

6.6
Z I?E' ! . £ 25 ¢
# | |

B 2lf 0 Ygf7* ¢ \.4 B lz % 4

TS LU TS

My * ',' X Mx ;'

¥ SIRY :‘

> ; ,'

' !

Hinh 6.6 Hinh 6.7
Co cdu mét khé nang chiu lire ndy goi la co cdu dim,
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Céng cta lwe doc thing ditng 2P, bing 2P, 8, cong clia hre ngang bing

khéng, cong ciia bén mé men gidi han bing 4M,6. Vay theo dinh 1y dong
20,40 = 4M., 6,

suy ra
M,
¢

Bay gi¢r gia thiét khép déo xuit hién tai tiét dién 1, 3, 4 va 5. Trén hinh
6.7 dudng dirt nét mo ta trang thai kha di dong hoc. Co ¢du mét kha nang
chiu lwc nay goi 1a co cdu két hop.

Cong clia le ngang béng 1,50P,, cong cba lyc thing dirng 25,46, cong
cia 6 momen gidi han 6M,8. Trén co s& dinh ly dong

P*:Q

1,5P,£6 + 2P,80 = 6M .0,
suy ra
12 M, M,
= — =1,71 .
7 ¢ ’ ¢
So sanh cdc gid tri P, nhdn dwoc ta thiy gid tri P xdc dinh thee cing
thirc (6.6) 1a nhé nhat, ta 14y gid tri nay 14 tai trong gidi han.

P, (6.6)

6.1.3 Phién day

Phién day chidu cao h c¢é 18 héng dwomg kinh d chiu kéo trong didu kién bién
dang phang (e.. = 0) bdi lxe, gid tri cda né trén mét don vi dai theo hwdng
trirc giao vai hinh 6.8 bing P.

Ta ldy trang théi sau day 1A trang théi kha di tinh hoc: mi?;n bidgach irng
)

suat bang khong, con trong dai trén va dai dwdi véi chidu cao ¢ trang

thdi \tng suét
Tey =0, Oy =10, oz = const,
Theo dieu kién chdy (5.91) ta cé
Ogz = 27s. (6.7)

Tir didu kién cin bing dan dén viéc xdc dinh tai trong gidi han theo phuong
phép tinh

P, = 2ry(h — d). (6.8)
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Bay gir tim tai trong giéi han theo phwong phip dong. Ta lay lam trang
thai kha di dong hoc la trang thai, khi mién déo tap trung tai vi tri yéu nhat
thude 1an ¢an 16 hong, Khi d6 treong duong truegt 14 cdc dudmg xodn logarit
kb véi bien 16 hong va ludi cde dwdmg thing (treong déu) gan canh thang cla
phién day. Hai triomg nay tiép gidp nhau tai diém C céch tam 16 hdng mét
khoang r.. Ta c6 thé cdc dinh téc d vi tmg suit tai cac mién déo ABC va
CDE va chi ra ¢dng suat aijé?j > 0, titc 1 trirong (ng suét va tnrong toc Ao
phit hep nhau.

» ¥ ¢

2N

P’//%‘{“’
% /%7 z

A

a3
\h
©

Hinh 6.8
Céc trang thai khd di dong hoc va tai trong tuong tng vdi ching phu
thuoe vao vi trf diém C. Ung véi mot trang thai kha di déng hoc nao diy tai
trong gidi han dwoc xdc dinh béng hé thic

e h}"g
P, =72 / agpdr + 2 f Toedr, (6.9)
d/2 Te

trong dé ogg 13 1kng suat vong trong mien déo ABC, con oy, Ung suét trong
mitn déo CDE. Ung suat trong mién déo ABC duoc xdc dinh nhw trong bai
toan bién dang d6i xitng truc (céng thic (4.65) voi p = 0)

2r
Orp = 27In—,
d (6.10)
2r
Tpo = 27,.;(1 + ln—g).

Ung suit trong mien déo CDE dwoge xé4c dinh theo (6.7). Pat (6.7) va (6.10)
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vao (6.9)
Fe h/?
9
P = 2]%(1 +ln§)d’r+2 f Orodr,
d;"2 Ye

sau khi tinh toan ta dwoc
Foor
P, = 27r,(h—d) + 475 lnEdr.
d/2
S& hang thit hai trong biéu thirc nay dwong va ting khi . ting, do dé gia tri

cia P, nhé nhat khi r, = ;

P, min = 274(h — d). (6.11)

So sanh (6.8) v&i (6.11) ta thdy tii trong gidi han tmg vdi trang théi kha di
{inh hoc va kha di dong hoc trung unhau, tirc 1 cong thie nay xdc dinh tai
trong gidl han thwe cia bai todn.

,a 4. » a -
6.2 Trang thai giéi han clla thanh c6 ti€t dién bat
k¥ chiu xodn
Trong muc 4.3.2 chuong 4 ta da khio sit trang thai (mg sudt, bién dang cia
thanh tiét dién bat ky chiu xo#én, khi thanh lam viéc ngoai gidi han dan heéi.
Trong doé di dé cap dén khd ndng chiu hzc cha thanh bang vat litu déo ly
tirdng khi xodn. Mdmen xoin gidi han xac dinh kha néng chiu hwe ctia thanh,
né ng véi trwdng hop todn bo thanh chuyén sang trang thai déo.
Gia tri nay dwoce xdc dinh theo cong thie (4.25)

M, = 2/] Fp(z, y)dady,
b3

trong dé ham dng suit F,(z,y) thda min phwong trinh (4.30)

(F2) + (5) =

véi F, = 0 trén bién tiét dién thanh.
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Dit F, = 7,® ta dua cdc h thire trén vé dang

M, = 274 -/:[ &(z,y)dzdy. {(6.12)
g

trong 4o

0P\ 2 0%\ 2
(3) + (&) =*
[7%> dy
véi & = 0 trén chu tuyén tiét dién.
Mit z = ®(z,y) la mit co phép tuyén nghiéng mot géc khong déi /4 doi
v truc z.
Bing phwong phap twong tw 46 cat nhw da trinh bay trong 4.3.2 trén co
s&r cong thire (6.12) ta xdc¢ dinh gid tri cia moémen x0dn gidi han, no ty 1é voi
thé tich khdi cat d6 diy trén ban nim ngang ¢6 dang cla tiét dién thanh bi
X04n,
Ta tinh momen xoén gidi han déi véi mét s6 dang tiét dién cha thanh.

1. Thanh c6 tiét dién tron

GiA st thanh cé tiét dién tron véi ban kinh a. Mét ham Gng sudt la mit
nén xay dung trén tiét dién ngang tic la ndn cé phép tuyén nghiéng mot goc
/4 véi truc z.

Theo cang thire (6.12) momen xoén gidi han biing hai [an thé tich cia hinh
nén nay nhan véi gidi han chay cla vat liéu khi trieot thudn tay

1 .
3

A, = 273517{12,(; = g'rsam ,
trung vod cong thie da bit trong sirc bén vat liéu.
2. Thanh ¢6 tiét dién chir nhit

Tiét dién thanh 13 hinh chit nhat ¢ canh b va a, trong dd a > b Trong
trirdomg hop ndy mit ng suit c6 dang mai nha xay dung trén hinh chir nhat,
chieu cao cia méi 1a 3 Thé tich gidi han bdi méi nay bao gom thé tich cua

2

lang tru ba canh STLKVU vdéi dién tich day 1 va chitu cao a — b va thé tich
cta thép bén canh déu ghép boi hai mra nhw nhau ADKSV va BCTLU dién

tich diy 13 hinh vuéng bing b va chieu cao 3
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b

Hinh 6.9
Mémen xodn gi¢i han M, bing hai lin thé tich gidi han béi mai nhan véi
gioi han chay cila vat liéu khi trirot thudn tiy
b 1,55
M, =2 [— -6+ 2072,
slgla-b+ 3y
hay la
b2
M, = TSE(SQ —b).

Trwdmg hop thanh c6 tiét dién vuéng a = b

3
@
M)u —_ Ts? 4
con véi dai méng a > b ta c6
b2
M, =714 .
2

3. Thanh cé ti&t dién tam gidc déu
Gia st thanh 6 tiét dién 14 tam gide déu canh a. Mét dmg sudt la thap
o . V3 a L. o C1n qeme s , .
ba mét ¢6 chiéu cao 13 —\g—_a. Dién tich ddy cua thdp 14 dién tich cda tam giic

V3

déu bang —4—(1 .
Vay mémen xo#n giéi han bing

\/52\/5 -(13‘

M, = Ts——4 G° —a = Ty—
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6.3 Trang thai giéi han cha ban tron

Trong muc 5.3 Chwong 5 nghién ciu vé trang théi img suit va bién dang cia
ban vanh khin chiu 4p sudt trén bién trong va bdn v6 han ¢é 16 héng chiu téc
dung cta &p sudt trén bién 16 héng, khi ban lam viéc ngoai giéi han dan hoi
véi gid thidt vat lidu cia ban 14 vét lidu déo ly twéng, ta da xdc dinh &p sudt
gii han ma ban ¢é thd tiép thu dwge. Gid tri cia dai lwong nay duoc xic
dinh thy thudc vao viée st dung didu kién chiy déo Mises hay Saint Venant
dé mo ta vat liéu déo 1y twdmg. Cich gidi quyét bai todn ¢6 khac nhau, nhung
sai khic giva két qua cudi cing (4p suat gidi han) khong 16m.

Khao sit trang thai gidi han cia ban vanh khan chiu non dwdi tdc dung
ctia lire cit phan ba deéu trén bién trong dwoc dé cap dén trong muc 5.5.4
chwong 5. O day ta tiép tuc khdo sét trang thdi gidi han cia ban tron va ban
vanh khin chiu uén béi cdc dang tai trong khac.

Gi4l bdi todn vé trang thai dan déo eva bin gip nhidu khé khan ngay ca
trong trirdmg hep don gidn tai trong Adi xténg truc va vat lién déo 1y twdng.
Nghién ciru uén dan déo bin tron va ban vanh khan bing vat liéu déo ly
twdng chiu tdi déi xing truc cho thiy khde voi uén dam din déo kha néng
chiu hre ciia ban trong nhiéu trwdmg hop mit di khi khong con mién dan hoi,
tive 1a khi tai moi diém cila ban cuwdng do tng suat dat gid tri giéi han chay
clta vat ligu.

Do viy, giai bai toan xéc dinh tai trong gidi han d&i véi ban tron va ban
vanh khin chiu tai ddi ximg truc ta ding phwong trinh can bing va dieu kién
mé ta tinh déo cia vat liu déo ly twdmg. Viéc mo td nay tuy thuoe vao cich
chon ditu kién Mises hay Saint Venant.

Phuong trinh vi phén can bing ciia phan tit ban ¢6 dang (5.79)

dM, M, — M,
+

=Q,

dr r
hay la
d oy
T (rM;) = Mo = Qr. (6.13)
ar

6.3.1 (iai bai toan véi dieu kién chay déo Mises

Né&u str dung ditu kién Mises cho mo td vat lidu céng déo 1y twdng, hé thike
gitta cdc momen cd dang (5.83)

M2 — MgM, + M? = MZ, (6.14)
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trong do

h?
M_.; = 0'3-1- .

Céc phwong trinh (6.13), (6.14) 13 cdc phirong trinh co ban dé nghién aitu
khd ning chiu lye cia ban.

Ciéc diéu kién bién ¢é dang

i} Déi v&i ban tron thi tai tdm diém M, = My;

i) Ban chiu tdc dung cia mémen phan b déu véi cudmg do m trén chu
tuyén thi trén dé M, = mn;

iii) Ban ¢6 chu tuyén tw do hodc twa ty do thi trén do M, =10

iv) Ban ¢6 chu tuyén ngam thi s = 0 suy ra trén chu tuyén M, = 2M,.

Phwong trinh (6.14) thda man néu dat

M, = %ﬂ'ﬁ cos (w + ;—r),

2 T
My = —=M, cos (w - f).
V3 G
Dit cac bidu thitc mémen theo (6.15) vao phwong trinh c¢én bang (6.13), sau
khi bién déi ta duoc

(6.15)

dr sin (w + i)dw
i f . (6.16)
r \/§ '
(v + sinw
2M,

Phuong trinh ndy c6 thé tich phian dwoc dwdi dang kin néuw Q = 0 (udn thuan
tily) va @ = —, A = const.
r

Trivong hop sau tmg v6i ban chiu hre tap trung tai tim hodc ban chiu
lire phan bé déu theo dwdmg tron dong tam. Cac trudmg hop khéc tich phan
phwong trinh (6.16) ¢é thé thire hién bing phwong phép sd.

1. Truéng hop Q@ =10

Tir (6.16) ta co

_ 7
dr sin (m + —)dw 1 -
g6/ — (V3 + cotgw)dw,
T sinw 2

tich phan cta nd ¢é dang

]

= = e sinw, (6.17)
r



6.3. TRANG TIHAI GIOGI HAN CUA BAN TRON 291

trong d6 C 1a hdng s0 tich phéan.

Ta xét mot vai thi du sir dung tich phan ndy dé tinh tai trong gidi han.
Thi du 6.1. Ban tron bén kinh b chiu tic dung ciia mémen phan b6 deu M,
trén chu tuyén

Max
(K//////////// A I/Z
2b J 1
i
Hinh 6.10

Trong triréng hop nay @ = 0, dicu kién bién ¢6 dang
M. =My tair=10,
M,=M, tair=5

Str dung hé thire (6.15) va (6.17) vao hée thite thir nhat cia diéu kién bién ta
dwore
wy =w{0)=0, C=0,
do d6 véi moi gid tri cla r ta ddu ¢6 w(r) = 0. Tinh dén ditu ndy, tir dicu
kién bién thi hai ta nhan diree gid tri mémen gidi han
2
M* —_ .l"lffs - 05—24"‘ '

Thi du 6.2. Ban vanh khin ban kinh a va b chiu tdc dung ciia mémen phan
b& déu M, trén chu tuyén trong.

X ™
L f }
P77 77 } ] 1\ VLA, 1:&
24
2
Hinh 6.11

Trong trwdng hop nay @ = 0, diéu kién bién c¢é dang
M, =M, tair=aq,
M.=0 tair=20

St dung hé thite (6.15) va (6.17) tinh dén gid tri cia momen uén Mp trén
bién ngoai dm, tir didu kién bién thir hai ta nhan duec
4 V3 47(\/5)

wb:w(b):-:;-, C:———é—bgcxp( 3

(6.18)
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Tiv didu kién bién thit nhit, tinh dén cdc h¢ thic (6.15), (6.17) va (6.18) ta
ch

b? 2 . 4y . :
A ) N
M, = \%M’s Cos (wa + %), (6.20)

trong dé w, - gid tri cla w(r) tai r = a.
Néu cho triede t 56 — tir phrong trinh (6.19) ta xdc dinh we, tiep dén

a
thay vao (6.20) xac dinh momen gidi han M..

: . . v . 11
Coéng thite (6.20) cho ta xdc¢ dinh mémen tdi han lon nhat khi w, = Tﬁ

2
M* max — ﬁﬂfs

1w iy
Gid tri wy = = theo cong thirc (6.19) twong tng voi

b2 i /3
-

—~ syl

S iabve ) ~ (2,963)2.
. o [} - 4 . A " . e B A b N -
Do d6 néu t¥ s6 cha ban kinh ngoai véi bn kinh trong - > 2,963 thi khong,
a

¢6 moémen nao tde dung vao ban lam mat kha ning chiu hre ¢tia nd. Chu ¥
ring k&t qua nay cing twong tw nhw kit qué cia bai todn ban vanh khuyén
chiu 4p sudt phan bd deu trén bién trong da khdo sat trong muc 5.3.1 chwong

.
A
2. Trudong hop Q = —
T

T phirong trinh (6.16) ta co

T
gi —- yim,
Sin (w + 6){

Efl—r = {6.21)
r k —sinw
V3A
t 10 k=— ,
rong dé 2,
Tich phan phwong trinh nay ta dugc
C d
In—= =V3w+ In(k —sinw) — V3k / —-L— \ (6.22)
2 k—snw

trong d6 € 14 hing sG tich phén.
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86 hang chita tich phan trong hé thirc vira nhan dwoc cé bicu thire khac
nhau tly thude vao gid tri & lém hon hay nhd hon don vi.
Thi du 6.3. Ta da xét trwdng hyp nay trong bai tedn xdc dinh tai trong
gidi han ban vanh khin chiu lyc cit phan bd déu trén bién trong (muc 5.5.4

chwong 5)

Thi du 6.4. Ban tron tua tir do theo chu tuyén va chiu tdc dung cla lye tap
trung P, dit tal tdm cia ban.

H%%

| R |

Hinh 6.12

Troug trwémg hop nay

@=- 2y’
do dé
A= —5—; va k= ;f;;: : (6.23)
bieu kién bién ¢é dang
M, =My tair =0
M,=0 tair=5.
Tir cdc diéu kién bién ndy ta xic dinh dwgce
~tair =0, wy =w(0) =0, 6.24)
Ctair = b, wy = w(b) = g - (6.25)

Tich phén phwong trinh (6.21) tinh dén digu kién (6.25) ta dwoc

) T
| - “’sm(w—kg)du,"
nb_ k — sinw
/3
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Tir diéu kién (6.24) va hé thie vira nhan dwoce sny ra tich phan

(6.26)

/U sin (w + g—)dw
k—sinw
/3

phin ky. Vi ¢én tich phan hiru han, ham dwdi dau tich phan phai tré thanh
vO cing vai gid tri ndo diy cia w.
Tir cac he thire (6.21), (6.24) va (6.25) suy ra

k —sinw > {).

&

Vi 0 < w < 7/3, bat ding thite k — sinw > 0 ludn ding khi £ > - bé
ham dudi diu tich phén trong bidu thite (6.26) trér thanh vo eiing thi didu

ki¢én can 14 phéi thda man ding thive

V3
= Y2
2
PN s e . - : N - .. T . .
Khi dé ham dwéi diu tich phan tré thanh vé cling véi w = = - Thye hién tich
phan trong biéu thitc (6.22) vdi & > 1, ta két luan tich phan {6.26) phan ky

vOi gid tri &k néu trén.

3 L in ey . . vy
Thay &k = % vao bitu thire (6.23) ta nhan dirgce gid tri cla tai trong gidi

han

Po=2nM,.

6.3.2 Giai bai toan vé&i dieu kién chiy déo Saint Venant

St dung diéu kien chdy Tresca-Saint Venant cho phép don gian hoa di rat
nhién khi xdc dinh tai trong gi¢i han cia ban tron.

Thay cho dwong ellip (6.14) trong mit phing (M,, My) ta ldy duomg luc
gidc ndi tidp ellip ndy. Nhwr vay, khi sit dung digu kién Tresca - Saint Venant
tuy thugc vao hé thire gitta cde mdémen uén didu kién déo dwoe mé ta bing
cac hé thire todn hoc khac nhau.



6.3. TRANG THAI GIOT HAN CUA BAN TRON 295

Mr
E £
Ms
6 k4 M_g
7 A M
L K

Hinh 6.13
Thi du 6.5. Ban tron bin kinh b tira tir do theo chu tuyén va chiu tdc dung
clia tdi phin b déu crdong dé g, trén hinh tron dong tAm ban kinh ¢

e,

Hinh 6.14
Trong trromg hop ndy lye cit @ ¢b dang
-viid<r<e

T
Q - 2 E]
—vdie<r<b
2
q«C
()= — .
2 2r

Pidu kién bién cua bai todn

tai r =0 M, = Mp,

tai r=c (M) = (M)

tai r=b M, =0
ky hidu “17 va “2” twong ing voi gid tri cia dai lwgng dang xét trong mién
0 <r<cvdmién ¢ <r < b tuwong ing.

Tir didu kién thie nhit ta thiy tai tam ¢lia ban trang thii déo twong Ung
véi diém C trén hinh 6.13. Do d6 tai 1an cén cda nd trang thai déo cd thé
bidu dién bovi cac didm trén dwong CA hodc CE.
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Ta chi ra trong triedong hop nay la trang thai CA. Qud viy, viéet lai phwong
trinh can bang (6.13)

dﬂf
dr

My —Qr=0. (6.27)

dM, v X
Dai = 0. Tir hinh 6.13 ta thiy vii

trang thai CE M, —~ Ivfg > 0, dat bicu thm nay vao phwong trinh (6.27) ta

dh
lai nhan dwge

la trang théi C'E
Trong inromg hop nay trang thai déo twong ting la CA, tacod

"« 0 mau thudn véi két qud vira néu trén, vay khong thé

My = M,

phwong trinh can bing (6.27) tinh dén bieu thirc nay va céc hidu thirc cia Q
din dén:
SV O<r<e

d Gut
1, M, — ;
dr(rfv )= M 2
-Vaie<r<h
d quc?
M) = M .
dr (M) 2

Nghiém ciia cdc pheong trinh trén co dang
V3 <r<c

2
M, = M, — P iy
6 r
-Voie<r<b
2 e’
M= M, -2 2
2 T

Cho thda man dieu kién thir nhat ta diroc
¢, =0,

tir dicu kién thir hai
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tiép dén thdéa man didu kién thit ba cho ta xdc dinh gid tri cia tai trong gidi
han

6M b
Qe -

T 32 — 208 (6.28)

Trivdng hop tai phan bd déu trén toan ban, tie 1d ¢ = b ta ¢d

. M,
q*:b?'

Néu so sanh két quad nay véi két qua nhan duoce bing tinh toan s6 khi sty
dung diéu kién Mises

ta thiy sai 86 khodng 8%.
Ta ¢4 thé nhan dwoc nghidm cda bai todn ban chiu tac dung cia e tép
trung tir biéu thire (6.28) bing cich viét

5  OwMb
LT = .
¢ 36— 2¢
Cho ¢ — 0, gume? — P, ta duroc
P, = 2x M,

Kt qué tring véi két qud nhan diroc trwde day bing cich st dung digu kién
déo Mises.

Thi du 6.6. Ban tron bi ngam theo chu tuyén va chiu tai phin bd déu.

o
I+
| Hinh 6.15 |

Trong trwdng hop nay ¢é thé chia ban thanh hai mign. Mign 0 < 7 < ¢
xudt hién trang thdi déo CA, con mién ¢ < r < b ing véi trang thai déo AK.
Lirc cit trong mitn thir nhit cling nhw mién thit hai xdc dinh theo cong thirc

Q:_%ﬁ (6.29)
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Momen M, trong mién thir nhat xdc dinh nhw bai todn trén

Q*TQ

M. =M, -

Ban kinh giita hai mién xéc dinh t& dign kién
ree M, =0,

dan dén

7+

C

(6.30)

Trong micn thi hai ¢ < 7 < b trang thai déo AK Ung v bieu thite cla
dién kién Saint-Venant ¢é dang

My - M, = M,. (6.31)

K&t hgp hé thire (6.31) va bifu thite cia lye cit Q (6.29) ta dwa phwong trinh
cén bang (6.27) v dang

dM, M, g

dr T 27

nghiém cua né nhin dwoc bing cich tich phan true tiép

gur?

M, = Mn’ - O,
'

Hing s6 Cy dwoe xac dinh tr didu kiénr=¢, M, =0

_quc?

Cs 5

Vay momen M, trong mién ¢ < 7 < b bing
2 a2
M, = Mnl — ﬂ.g_") . (6.32)
C

Trong bai todn dang xét tai 1iét dién ngam khéng thé thda man ditu kién
M, = 2My, vi theo deong trang thai déo AK mémen M, va My, ¢6 dau khac
nhau. Tai bién ngam tao thanh khop déo tron, vi vy M, = — M, tair = b.

T hé thite ndy v sit dung hé thire (6.32) va (6.30) ta nhan dwoc phrong
trinh x4c¢ dinh bién cia mién

5+ 21112 - 3(&')2 -0,

[
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nghiém cia ng

-

(' ¥
5= 0,73.

Bt (6.30) vao day ta tim diroc gid tri ena tdi trong gidi han

' AT
g, =113 ib_; :

6.4 Khai niém ve thich tng

Trong cdc bai todn da xét tai trong tdc dung mot lin vao cdc két ciu, tuy
nhién cdc két cau cong trinh hoic mdy méc ¢6 thé chin tdc dung cua tal trong
va nhiét thay d6i Iip lai theo chu trinh. Khi két ¢4 cong trinh lam viéc ngoai
gi6ét han dan héi chiu tai trong lip lai nhe vily ¢6 thé xdy ra ba trieomg hop
bién dang sau day trong cdc chi it cda ne: a) bién dang déo thay déi dau;
b} bieén dang déo khéng ddi diu ting theo tirng chu ki ¢) sau maot hay vai
chu ky diu ngirng téng bién dang déo va chuyén két cau vé lam vide & trang
thdi dan hoi. '

Trong trwdmg hop thir nhit do két qua etia tai trong 14p lai 6 thé xay ra
phd huy ¢ tinh niéi déo. Trong trudng hop thi hai ting khiong ngimg bién
dang mér din dan dén phd vor didu kien lam viée alia két cdu, ket ¢qu bi pha
hiiy khi vat lién két thiic giai doan déo. Trong trwimg hop thit ba lién quan
dén kha ning din tré lai trang thdi dm vige din hoi cia két ciu, divu ndy
xay ra khi xudt hién trong két ¢du sit phan bd ting sudt dir do két qua cia
bi¢n dang déo trong cic gial doan dit tai dau tién, Néu khé ning nay 1a hién
thire thi ta néi rang két cdu thich ung dugc v&i tai trong lap lui thude dang
da cho.

Do vy xudt hién bai todn xdc dinh khoang thay déi 16n nhat ¢ia lwee dét
vao k&t cdu dé két cdu o6 thé thich ung dwge (mién thich ing).

Khi phan tich diéu kién thich ring ta thirdmg ding so do vat licu déo 1y
tirorng.

Ta xét mét vai thi du minh hoa hién tiwong thich ‘ng.

Thi du 6.7. Xét trang thdi dan déo eia cin rong dudi tdc dung ciia Ap sudt
trong p (xen muce 4.4 chwong 4) v dicu kién Ap suat thay ddi theo so do
0=p—>0-—>p. ... Khidit tii giai doan diu 0 — p trong ¢an xudt hién midn
bién dang déo (@ < r < r,). Sau khi ¢dt tai p — 0 trong c¢iiu tén tal ing sudt
dw {(hinh 6.16a). _

Gia thiet 1tng suar dw khémg Ién1, nén khéng gay ra bidn dang déo thi cap,

E . 1 - . bl a - 4 » - e
e I cwdmg d6 g sndt de khong virot givi han chay 0% = ord < a,. Vi
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gid tri max|oy,, — o] dat dwoc tai r = a, nén bat ding thirc tréu thda man
khi

_ a3 < 43
P S e

hay la
4 al
PSg(l—b—;j)ﬂsEPL (6.33)

Véi didu ki¢n nay khodng thay déi cia cwing do tng sudt (theo nghiém bai
todn dan héi) khong cé chd nao.trong ciu virot qud gidi han chiy o,.
: S ia i aa e s b
Ngoai ra, diéu kién cin 14 khéng Virgt qua tai gidi han p, = 2g,n—, hay
a
la p1 < p.. Deé dang thdy ring, bién dang déo thi cdp ¢6 thé xuét hién khi
cat tai chi v&i cau khéd day (véi — > L, 7).
a
Néu ditu kién (6.33) dwoc théa mén, thi khi dét tai lai trong chu sé chi o
bién dang dan hdi, do trudmg ting suit dw di xudt hién trrde dé trong cin
¢d diu ngurge lai (dau hitu feh). Chu ta nhir bén hon 5o véi 1an dit tai dau
titn. Ta ndi két cdu thich ng duwoc v6i tdi chu trinh nhé xudt hién truomg
tng sudt du hivu ich. Bit ding thie (6.33) c6 thé xem nhur didu kién thich
ttng cia ciu réng, bit ding thive nay xdc dinh mién thich #ng (mién thay di
cho phép cia tai trong).

P<A

Oy

a>

Hink 6.16
Néu p > py, khi cit tai tai mien ndo ddy ké v6i bién trong r = a (hinh
6.16b} xuat hién bién dang déo 6 dfu ngueoc lai véi diu cla bién dang déo
khi dit tdi. Néu bay gitr lai dit tai vao chu rong v6i cling &p sudt p > p,



6.4, KHAI NIEM VE THICH UNG 301

trong mitn niy sé xudt hién bién dang déo cé ddu ban dau. Sau mot 56 khong
1én cac chu ki dit tai twong tw nhw vay, tai mién ndy xudt hién phd huy do
moi déo. Do dé didu kién an toan ddi hoi tai trong khéng dirge veot qua mién
thich ing.

Thi du 6.8. Ong day dudi téc dung cnia dp sudit trong p (xem muc 4.6 chwong
4). Gié tri py cia 4p sudt trong, md véi né trong dng xudt hién bicu dang déo
tai bién trong r = a dwoce xdc dinh theo céng thire (4.63)

po=r(1-%).

Ap suft giéi han dé 6ng tré thanh déo hoan toan xdc dinh theo hé thite

pe — 27ln— -
a

Do vay néu ta dit tdi p (véi ps < p < p.} vio ong 101 cit tdi, trong ong s¢
xuAt hién Gng snat dw (xem 4.6.1). Cat tai hoan toan dan hoi, néu cwromg do
ciia tng sudt dw tai vimg nguy hiém nhat (bién trong) nhd hon gi6i han chay
clia vat lién ¢f < o5, Néu cwdmg do wng sudt dw bing gioi han chay, thi khi
dat tai lap lai dé ¢6 thé xudt hién lai bién dang déo, dau tién ta phai dét ép
suit ps, ditu nay dén dén tai cdc diém thuge bién trong cudmg dj tng sudt
gidm dén khong, sau dé cho ting dp sudt dén gid tri 2p,, hic d6 cwdng do tng
suft tai bién trong biing gidi han chiy va tai day xudt hién bién dang déo.

Do viy voi dit tai lip lai bién dang déo sé khéng xudt hién néu dp Suat
nhé hon 2p, va dé cho dng chira mét kha ning chiu lire 4p suat phai nhd hon
Ap suit gidi han.

Trén hinh 6.17 biéu diéen do thi ena cdc dai hrgng ih/?:% vi \/Ei—* phu

s 5

. N PN .
thude vao ti s6 —. Giao diém cia hai do thi nay tai — = 2,22,
a a

. - 4. b . 4o ¢ ~ - - S e ~
Ta thily véi — < 2,22, p, < 2ps va vi p < p, qud trinh cat ta lan dan va
a
moi qué trinh diit tai - cdt tai tiép sau déu khong gay ra bién dang déo. Véi
2 5 2,92, p, > 2p, thi ngay qué trinh cit tai [in dau di c6 thé xudt hién bicn
a
dang déo. Néu p < 2ps qué trinh ct tdi 1iép sau khong din dén bicn dang
déo. Mitn &p sudt Gng véi ching trong Ong khong xudt hién bien dang déo
trong [in thir hai vi cdc [in tifp san clta qud trinh dat tai - cét tai duoc gioi
han bdi dwdmg bi gach trong hinh 6.17.
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B

20 1 4---// wids

..‘
N

W.
A je

2P

Hinh 6.17 . Hinh 6,18

Thi du 6.9. K& cdu gbm thanh tron vh éng gdn véi nhau bdi phién cimg,
chiu tac dung cia lyc 2P (hinh 6.18).

Gid thiét tiét dién thanh va 6ng nhw nhau va bing F. Nhidt dé trong
thanh khong déi, con nhiét do cta éng thay déi chu ky tir 0° dén T° (0 ~
T =0 —T — ...). Médun dan héi xem nhw khong ddi, con gidi han chay
béing o khi 0° va biing ogr khi T°; « 1a hé sé né nhiét. Dwa vao ky hiéu

r i EaT
= — a — .
P=F =79

Theo digu kién cin bang ta c¢é
cril) + O’%QJ = 2p,

trong do 051)’ 2 ung sufit twong tng trong thanh va trong ong. Tuy
thuoc vao hé thu-(, giita p vA g v gidi han chdy 04, 0,7 két cau sé lam viec &
trang thai ndy hodc trang théi khac.

a) Trang thai dan hbi. Ung suft trong thanh va trong éng khi dot néng

béng ng) =p+q, 052) = p — q. D& khéng xuét hién bién dang déo ta phdi c6
PTq<Ts, P—G> —0sT.

b) Trang thai thich img. Thanh ludn luén & trang thdi dan héi, con ong
chiu bién dang déo khi dét néng. Khi dé véi nhiét do T° ¢ng suat trong ong
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bang o\ = _g.p. con tng sudt trong thanh phai khong dat gidi han chay
nire la
{1} .
o) =2+ 0T < Os0 (6.34)
Sau khi lam ngudi ta cd 0{12}“ = —ogp + ¢ va ai”” = 2p+asr — 4 bé

théa man dieu kién thich vng thi cac ‘rug suat nay khong thé vwot gidi han
chdy g0, tirc la

— 5T +q < Os0, 12p -+ asr — gl < 050 (635)

Céce bat ding thie (6.34), (6.35) bidu thi didu kién thich {mg cia két can da
cho.

¢) Trang thai bién dang tang lign tuc. Gid s tai moi chu ky thanh chiu
bién dang déo khi dit tai, con dng ¢6 bidn dang déo khi lam nguoi. Dé dang
thdy ring, thanh “chay déo” khi tiép tuc dian né nhiét éng (tie la thanh tich

-+

lity bitn dang déo). Kbi lam ngndoi, ong “chay déo” véi wng suiat oz va g
nguyén chieu dai do chitn dai thanh khong thay déi. Bire tranh nay 1dp lal
v&i moi chu ky va bién dang déo chung ctia hé ting lén.

Khi dét néng ing suat trong thanh bing ose, com trong dng biang 2p — Tso,
trong do

|2p — 74| < TsT (6.36)

. . . ’ e L w A
Khi hm ngudi g suit trong ong bine oo, con trong thanh bing 2p — as7
; B 5T E
- . . .- - - ‘A - - - i -+ . " (.
Ta xom voi dicu kidn nio sé thire hién duoc ché do d6. Vi cat 1ai dan hoi
. o ra b - . ' -~
1am ngadl} wng, auat trong ong bang 2p — 0se 4 ¢, dai hrong nay phai khong
: 2 g ULLE g y L : A
nho hon og. khi do

G > 205 — 20 (6.37)
Bidn dang chung cia hé¢ vai mdi chu ky sé ting 1én mot hrong bing

I 2040
e=al 4 bl E
Do do nén sé chu ky tang 1én, bién dang ¢ thé dat gid tri lom khong cho phép.
Qua céc thi dy trén ta thiy, dé xac dinh dwoc diéun kién thich Gng chia két
cfiu mot cach chit ¢ché ta phai phan tich trang théi cin bing dan déo cia két
&, Nhirng viée lam nay chi ¢d thé thue hién trong mot 56 bai toan don gidn,
Cic dinh 1§ vé thich ting {dinh Iy tinh cia Melan v dinh 1y dong cnia
Koiter [61]) c¢ho phép khic phuc kho khan neu ra, xdc dinh dwge can dudi
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va cén trén clia mién thich ing. Voi viec st dung dinh ly ndy ta khong can
phan tich trang thdi dan déo, ma chi chn sit dung nghiém cta bai todn dan
héi taong ng.

C#c nghién citu ndy duoc trinh bay trong nhidu tai lién ching han [4, 23,
65. 70, ..

Déi v&i cée két cdu thue didu kién thich ting phu thude vao s tong gioi
han dan hdi khi cé bién dang déo (tinh t4i ben) va gidm gidi han nay khi dat
tai theo hwong ngiroc lai (higu wng Bauschinger). Gén diy da ¢4 nhung két
qua nghién ctru bwde ddu v& digu kién thich ing ¢6 tinh dén cdc yéu to nay.



CHUONG 7

On dinh can bing ngoai giGi
han dan hoi

Trong “Ly thuyét dan hoi” ching ta da xét cac khdi niém co ban vé én dinh
cla hé dan hdi [38, 76], nhung trong nhidu két cau céng trinh hién twong mat
6n dinh thwéng xay ra ngoii gidi han dan hdi. Nhitng tinh chéat khong dan
hoi (chdng han déo, tir bién...) di dnh hwdng ddng ké dén 6n dinh cin bédng
ctia vat thé. Cdc tinh chit d6 lam gidm kha ning déi khdng cla vat thé véi
su vong.

Trong thwe hanh ngurdi ta diing cde céug thire nhan dwgc tir thye nghiém
vé 6n dinh cta thanh bi nén, con vé mit 1y thuyét da bit diu phat trién mot
s6 phreng phdp tinh én dinh cia két cdu lam viéc ngoai gidi han dan hoi.

Hé bién dang dan déo khong phai 1a hé bao toan, vi viy nghién ciru én
dinh ngoai gi¢i han dan hoi phai xay dung trén tiéu chuin dong, tirc 1a phin
tich chuyén déng cia hé & lan ¢an vi tri cin bang khi hé chiu mét kich dong
nao ddy. Nhung sw phan tich nhir viy gap phai kho khin rat 16n, mot mét vi
trong ly thuyét déo chwa 6 mot Iy thuyét hoan chinh, mét khic ngay ca khi
st dung cdc 1y thuyét don gidn di dan dén khé khan 16m vé mit toan hoc.

Twong tw nhu trwong hop din hoi, ngudd ta thudmg xudt phét tir tiéu
chuan tinh, nhung két qud khéng dwoc ddm bdo vé mit co sd 1y ludn va
khong dd dé xét 6n dinh ngoai gidi han dan hei.

7.1 On dinh cta thanh bi nén

Xét thanh ¢6 tiét dién khong déi va d6i xitng dudi téc dung cia lye nén P
dat tai trong tam cla tiét dién. Chon z hwéng theo tryc thanh, z va y 1a truc
déi xitng cla tidt dién.
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Gid stt thanh bi nén ngoai gidi han dan hoi, chdng han dén diém A trén
dwomg cong bién dang 6. ~ €. Cong thite tinh kee tdi han theo Euler khong
stt dung dwgc nira.

Trong thai gian gan day ngudi ta phat tritn phuong phip dira trén két
qua thirc nghiém.

b
h-1

633} LN
o..':n‘.
% o _:\\\'
¢ " 2 g )Ila* A

Hinh 7.1 Hinh 7.2

Tyén db thi gita p (tham s6 tai) va A (tham s d6 nén) ta thdy trong mién
dan hat cac didm thire nghidm nim sit dwimng hypecbon Euler, con mién dan
déo ching khé phan tan. Diéu nay co thé gidi thich & cho lwe 161 han thay a6
tly thudc vao dwong cong bién dang khi nén, ngodi ra cdc hien tirong nhuw dat
tai lach tam, ¢ 4 véng ban dau, éng suit dw... ciing anh hwdng khd nhiéu
s0 véi trrdmg hop dan hoi.

Vi vdy c6 nhiéu tac gid kién nghi cdc cong thire dé tinh én dinh cua thanh
bi nén.

a) Cong thic tuyén tinh

p=a— bA,

a, b - hiing 56 cla tirng vat licu. Khi xéc dinh cdc hiing s nay can cho thda

man dizu kién vdi A = Ag thi cong thire trén cho gid tri nhw cong thire Euler.

M3t khdc yéu cdu khi A — 0 thi le t&i han trang véi e gigl han khi nén.
b} Cong thire dang hypechon

o _Pr
o1
¢) Cong thire dang parabdn
p=a— 822,

hé sd @, 3 xdc dinh sao cho parabdn chuyén mét cdch lién tuc sang hypechon
. . .t ~
Euler, ¢6 tal A = Ag tiép tuyén chung.
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Bay gid ta chuyén sang xét vé mit Iy thuyét 6o dink cda thanh ngodi gioi
han dan hoi. Gid si lwe nén dat gid tri vuot gid tri lye gii han (diém A) va

vai lue dd xay ra sy vong thanh, trong qua trinh nay lwc gift gid tri khong
dé. Cin tim céng thike xac dinh lye toi han dé.

7.1.1 Luc t&i han theo médun dan xuat

Eugesser di kifn nghi mot céch phan tich don gian tinh dén tinh chét déo.
Coi dwomg cong bién dang ngoai gi¢i han dan hoi nhir dwong bién dang dan
hai phi tuyén, tac gid xét bai toan 6n dinh ngoai gidi han dan hoi nhw bai toan
én dinh cta thanh dan hoi phi tuyén. Khi do lién hé gira gia s0 \ing suat va
gia sé bién dang co dang

60, = E'dezz, (7.1)

do

T

|

trong 46 E' = ( )A 14 modun dan hdi dia phuong (tai difm A) hay con

gai 1a médun tiép tuyén. Tuong tu céch 1am nhu trong
dan hdi, ching ta xéc dinh luc téi han P}, Luc nay co
thé nhan dwrgc bang cach thay trong cong thie Buler
médun dan hol E bing modun {iép tuyén E"

w?E'J
P{h = P‘z 1

!, g0i 13 luc toi han theo moédun tiép tuyén. Nhung
Tashinsky chi ra rang, khi thanh bi vong mot phan tict
dién tiép tuc bi nén, tai do ton tai he thive (7.1}, phan
con lai xay ra cit tai theo dinh luat Hooke. Vi vay
can bo sung nghiém cua Engesscr. Gia s 1ng suft vo
ciing nhé do. xac dinh nhi sau

Hinh 7.3

p E'Se.. trong mien dat tai Fi{dez; < 0),

Ten =

- Ede., trong mitn cat tai Fp{des. > 0).

Doc dwdng aa’ dez: =0, dwong aa’ goi 1a duong phén chia, va tinh gia

tri cia z tir dwong 46

de.. = —xT.
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Theo diéu kién sy vong cia thanh xay ra voi gid tri lwe doc truc khéng Adi.

nén
P = f/ da..dxdy =0,
5

Sy ra
SIE — $,E = 1,

trong dé S;, Sz mémen tinh cda tidt dién Fy, F ddi véi dwong phan chia.
Phwong trinh nay xdc dinh vi tri 29 cia dirdmg phan chia, né phu thude vao
dang cua tiét dién va ti s§ E'/E.

Mémen cia lyce trong déi vdi dwong phan chia

M, = f/ do. adedy = — By J s,
5
trong do

_ E'J+ EJ;

By 7 ,

Ji, Jy 1 mémen quén tinh cia Fy, Fy déi véi divong phan chia. Dal lwong
Ej. gol la médun dan zudt hay médun Engesser-Karman. Co thé thay rang

E"SE;L-SE.

Twomg ty nhw trén, lye téi ban xde dinh bing cng thir

7 Epd
P;;L g‘z ¥
hay 14
o F
Ap = ?rsz : (7.2)

Thi du 7.1. Thanh ¢é tiét dién chir nhit canh & va k. Goi mh (véi m < 1)
la chiéu rong cda Fy, Khi d6

1 ...
S1 = —m?K?

5 , Sy = (1 - Tn2)h.2_

b —
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Plirong trinh xidc dinh vi tri dudmg phéan chia cho ta

m2E — (1 —m*)E =0,

Suy ra
, 1
= ———
1+ VE/E
Ta o

= bm"ghs gy b(1 —‘mg)hB . {)ﬂff_
J 3 12

S ~ = - s 1
viay médun dan xudt b gia tri:

£ - AEE
T (VE +VE)?

Bién do én dinh phu thuge vao duwdng cong bién dang. Péai vai vl lién
déo 1y tirdmg Ex = 0, tire la khi tién téi gidi han chdy déo, thi thanh mét on
dinh (hinh 7.4(a)).

p )
6 )
(4)
g7
6331 P
.

Hinh 7.4

Néu chuyén mét cach lién tuc tir dan hai t&i tiét dign chay thi bién én dinh
¢6 dang hinh 7.4(b). Néu vat lieu tai bén thi bién 6n dinh ¢6 dang nhi hinh
7.4(c). Ndi chung bién én dinh gom hai phan: trwdc gicdi han dan hoi bién on
dinh biéu thi béi phrong trinh Eu

ler, tiép dé bieu thi boi phuwong trinh (7.2).
Pwomg chdm trong hinh vé la dwémg kéo dai cua hypecbon Euler.
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7.1.2 Luc téi han theo médun tiép tuyén

K&t qud ca phwong phap xét on dinh ¢ia thanh néu trén dirge xdc minh
bing thwe nghiém cia Karman, Nhirng do yéu cau ¢iia nganh ché tao may
bay nguoi ta tién hanh nghién an thire nghiém veé nén thanh bang uhom hop
chdt. Ké qua nghitn et cho ta thily gid rei hre téi han gin véi hee téd han
theo mddun tiép tuyén P, hou 1a lige téi han theo mddun dan xuat /7. Hon
niva, thwe nghi¢in chi ra ring sy udn xuat hién trrde khi dat gid to Vil
khong kéo theo sy cat tai

Trong cong trinh cia Engesser va Karnan van d¢ 6n dinh dwoc %61 trén
co sd tién chuan on dinh tinh twong tir nhie trong Iy thuyét dan hoi. Trude
thért dicin m&r 6n dinh thanh vén thing, trong dé chmyén tiép tir trang thai
thanh thing dén trang thdi bi vong xay ra vai gid tri lwe nén khdng dot, tic
laol? =0

Shanley [78] xét trwdmg hop thanh kép gbm hai thanh ndi v&i nhau boi
ban 1é dan déo nhd, trong do bé qua nhivug ditu rang bude trén. Nhwr thé o6
nghia I3 tim tai tdi han, sao cho thank ¢6 the cong véi ditu kién fzc nén tang
(8P > 0) va tai moi dicm trén tiét dién khong xay ra cat tal. Lire t&i han
theo modun tiép tuyén £, ddp Gng yéu cau dé.

Katchanov xét van dé én dinh dwa trén k& qud cia Engesser-Karman; cho
gla tri P tuy ¥. Khi dé vi trf cua dwdmg phén chia xde dinh bdi hé thire

S|E - SyF = _b,—P -

Md men udn ctia iing suat thém cé gia tri —E,Js, trong d6

EJ 4 EJy

£,
J

két qua phin tich & day khéce trivde 13 vi trl cia chedrng phin chia khong od
dinh; E, Ia ham cia hinh déng tiét dién, cia tinh chét vat Ligu va o s8 67/
trong do

E' <E, <E.

Déu bing chi xdy ra khi toan bd tiét dién chiu tdi (£, = E’) hodc cit tai
(&2 = E). Phrong trinh can bang cia thanh bi udn ¢é dang

d*u P

a2 E.J “

7
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con diéu kién bién van nhw trirde. Phwong trinh nay 1a phwong trinh Euler
etia hai todn bién phan

¢

/ J( ] E,xdx)dz

.0
I’ — nin

Ta thiy ring cong bién dang udn cia thanh trén mét don vi dai [ E.Jsedse
¢6 gid tri cuce tiéu khi E, = E. Trong cong thike trén iy s3 biéu thi céng bién
dang udn cla todn bo thanh, V& mndt hinh thire tr nguyén 1y ning lrgng néu
thay biéu thire cia thé din hoi bing cong bifn dang udn ta sé nhan dirge heé
thire di.

Vi 6P tiy y va E, phu thuée vio 8P, nén ta ¢é thé chon 4P sao cho xdy
ra si vong thanh véi gid tri hre nhd nhat. Khi d6 £, = F' va lyc t6i han nho
nhdt 14 lwe téi han theo médun tidép tuyén.

Néu e ngodi ¢f dinh (8P = 0) nghiéin bai todn dwa vé nghiém cua
Engesser-Karman.

Tém lai, lwe ngoai nhd nhat dé c¢é thé lam vong thanh khi Lire ngoai tang
(6P > 0) va tai moi phiin t& thanh khong cd cdt tal ¢d gid tri bang lec Ldid
han theo médun tiép tuyén,

, mEJ
}-th. = _F;E.— r
hay la
L K
Ap = mi= -
=7 E

Trong thye t& mit én dinh xdy ra trong diéu kién e ngodi thay déi. Nhu ta
thiy ditu nay chi Anh hdng téi gid tri le téi han tai mién déo, trong mién
dan hoi khoug c6 Anh hirdng gi, bai vi gid tri 6P khong dnh hwdmg dén gid tri
§M,. Viviy trong trwomg hop dan hoi phwong phép Kachanov cung cho gia
tri lire tdi han Euler. :

Nghién ¢u udn thanh bi nén ngoai giéi han dan héi phu thudc vao lwc
nén din dén bai todn khd phirc tap vé mit toan hoc. K&t qua dinh tinh cia
Shanley cho ta thiy: s vong cia thanh bt dau khi lye ngoai dat gid tri luc
t&i han theo mbdun tiép tuyén P),. Nheng thanh chira mat kha ning chin
lire, thém gia s6 luc ngoai thanh bi uén tir tir, DO vong uon ting dét bién
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khi tién dén lwe t6i han theo modun dan xudt 'h- Vi lwe ngodi 1dm hon lue

t31 han theo médun tidp tuyén P}, s uén kéo theo ¢it tai vi xudt hién bién
dang dw. Doi khi ngudi ta goi lire t&dh han theo modun tidp tuyen I hee tds
han duwdi, lre tdi han theo modun din xudt 1a hee 164 han trén. Lire téd han
dwdri P, an toan hon, nén ¢6 nhitu y nghia thwe tién hon, Tuy nhicu, siy

khdc biét gitra hai Lie nay cung khong 1ém lam.

7.2 On dinh cta ban

Bai todn nghién ciru vé én dinh iia ban ngoat gidi han dan héi da dwoce nhitu
ngwol quan tam. Mot s0 tdc gid dira trén 1y thuyét bin dang dan déo véi gid
thi¢t mat én dinh xay ra véi lwe ngoai khong doi va khi ban bi vong kéo theo
sir Xudt hién mitn cit tai. Mot sé khic dua trén 1y thuyét chay tinh todn gici
han dwdi cia hye téi han twong dng véi sty vong trong ditu kién dat tai tiép
tne (khang o ¢t tai), O day trinh bay mdt cdch don gidn cdch dit bai tosn
vé 6n dinh ciia ban va mét vai thi du dea trén hai ¥ thuyét nhwe da néu trén.

7.2.1 CAch dat bai todn vé én dinh ciia ban

Gia st dwdi tdc dung etia lwe ngoid ban & vi trf cdn bang. Béan bién dang dan
b ~ A ‘ s ~ b . . P .
déo trong miét phiang (r,y) ena no. Trang thai can bang hoan toan xdc dinh
theo phirong phip tinh ban ngoai gidi han dan héi, ¢6 nghia la cning ta bit
g sudt o, Tyy. Tay VA bifn dang e, Eyyr oy Cde dal lirong nay théa
- ~ - ’ . . . - - o .o
man nhirng hé thire co ban cia ly thuyét déo (thuy¢t chay hoic thuyét bién

A - . o s . N : I ’
dang, tiy thude vao viée ta chon thuyet nao lan co sér tinh todn),
. - . - . n ,r . . . -
Hién twong on dinh dwoce thé hién nhw san: véi gid e nao diy cin e
. S ok . P ~ b -~ . ’ - e 3 ~ N N
ngoi, dong théi v trang thai cin bang xudt phiat sé ton tai nhirng trang
thdi can bang khdc.
Khi ban bi véug, tire 12 ban bit diu ¢é bidn dang uon. bién dang nhan thém
. e o n X I - . o - 2 iy (. e
gla 80 VO cung nho gy, deyy, 824y, Theo ly thuyit win han cia Kirchholf
. oyt s N o . ' L N T P e Ko
gia 80 bien dang 1A ham tuyén tinh cia khodng cich 2 véi mat gitra (xem 5.5
chiromg 5);

65.1:_-1: =€) — Zx,
deyy = €9 — 25,

Oy = €19 — 23012,

trong dd ey, ¢, €12 1a gia 58 bién dang vo cung nho cia it giva, con s, s,
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N . .- - ~ M 1 - n - . o 4
19 1A bifn thién vo cing nhé cia do cong va do xoin mat giira:

du dv l(iiu N 01;)
el = — ., g9+ —, ei2=={—+ 1
P or P Dy 2775 Jdy Oz
0w Ow 9w
M1 2

O 27 9y? 127 Groy

Thun w, v, w 13 hdm cia toa @6 @, ¥ w 1A d6 vong ¢ia ban khi bi uon.
Trong (mg vai gia s6 bidn dang 13 gia sG Gng sudt §0zg, d0yy. ITey che

dai lwromg nay xéc dinh qua gia s6 bién dang nho he thire cia 1y thuyét deo.
Bay gi®r ¢ thé tinh dé dang gia s6 cla lire dan

hi2 hej2 hii
ONy = / bogpdz, OGNz = / doyydz, SN = / OTrydz
2 —h/2 —hj2

W s PR -
vi gla 50 CUa MOIen:

hj2 hf2 hii
dM7 = / do,zdz, My = / Sayyzdz, 6Miy = ] 3Try2dz.
~h/2 —h/2 —h/2

Céc dai leong trén thoéa man cic phueong trinh can bing

G0N, 88Ny

SRARES =90,

dr dy ' (73)
i
05 J'\'r] 9 ) 85 I\‘I.Q o

S Oy

vi

DM O6M JLE M- . a
Ly o@ 90002 L Z 002 ) Nise + Nosep + 2Nz — 00 (T4)

Or? Hay Oy?
Pitu kién twomg thich trong triedmg hop nay c6 dang

Doy Des §%ers

— t T = ¢
Mt Gl Oz iy

—
=1
n

D& gidi quyét bai todn cin biét diéu kién bién:
5 5 e 3 .. [y
a) bdn ngam chit, chang han doc theo bién x = @, thi:

w

w=10 -—=0 viiz=a;
) Y B oz ;
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b) ban ¢ canh z = a tia tu do
w=0, M =0 voir=gq
¢) ban ¢6 canh ty do, chang han canh = = @

JOM
&y

M =0, ac + = {Q,
trong dé 8@ 14 luc cat tai canh thing goc vai true x.

Két hop vé taL cd cde hé thive trinh bay trén can cé hé thire gitta tng
sudt va bién dang tiy thude vao tung 1y thuyét déo. Vi vay ching ta xét cu
thé hon cach dat bai todan theo tirmg 1y thuyét déo.

7.2.2 Céach dit bai toan 6n dinh theo ly thuyét chay [59]

1. Phuong phap truc tiép
Dé cho dom gidn gid (higt ring trudc khi bi vong trong ban ton tai trang
thai ¥ng suat nén thuin nhat theo hai hwong tryce giao

Ogz = P, Oyy = —9 Ty = 0.

Theo 1y thuyét chay cho vat liéu tdi bén Prager (1.32) gia 56 ng suat (khi
ban bi vong) lién hé véi gia s bién dang dudi dang:

. 1 1

dEpz = —E(OU“: vlTyy) — EF(T)(ST(Q;U —q),
i 1 1

deyy = 7 — {8y — V0Lg) — gF(T)(ST(Qq - p),
_ 1

ey = )Cdr,y,

trong dé

.y ]' y p
T = g(pz —pg— ¢),

l
§T = _G_'l':[(gp - q)doz + (2¢ — P)‘Sayy]'
L) 3 3 ¥ . l
Bidu thire cta §T dwoc xdc dinh xndt phat tw T? = 5(0 +Jw T220yy):

do do

1
2T6T = 5[(20m — 04y )00y + (20yy — 022)004y]

- —%[(Qp — @)80ux + (2 — P)Ioyyl.
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Diit gid tri 87 vao cdc hé thite cia gia s6 bién dang ta dwoc

Ebdcy = Apeb0pr + Apyloyy,
Edeyy = Apyb0ss + Aydoy,, (7.6)
2Gheyy = 07uy,

trong dé
EF(T) 2
A =1-— —
o 8T (2p - q)%,
EF{(T)
Ay = —t — ——7(2p — g)(29 — p), 7.7
vy 8T (2p — q)(2¢ — p) (7.7)
EF(T) 2
Ay =1— 2¢ - .
Yy 8T (2 - p)

Theo cong thire tinh F(T) trong 1.11 chwrong 1

$(T) 1 dW,(T)
FT) =S = o2 dj} '

Trong dé W,(T) la cong bién dang déo, né 1 ham dic trung cho tlrng vit
liéu va khong phu thude vio dang cla trang thai tng sudt. Vi viy ¢6 thé xdc
dinh ham nay tir dedmg bién dang trong truwdmg hop dan don gidn, Gia si
dwong bién dang trong triedmg hop dén don gidn biéu thi biing phirong trinh
o1 = ®(ey). Khi dé cong bién dang déo

1
d”"p = O’1d(.?]1) = Jld(’.l - E(Tldc"] =

d _ 1
= 0151-[@ Yo deoy — E;Jldorl

tir day suy ra
v dW, 1 dW, 1 1

o) o 3T dT 7 E

d

da)

& day B = 1/

W, : . W o : .
iﬁ ta xac dinh F(7T'), sau dé thay thé vao (7.7), két qua nhan dwe:

[@~'(c))] 1&a mddun tiép tuyén. Nhe bieu thirc nay cla

A.‘n;;: =1- “(210 - (1)23
A.ry = —V - (1(‘2;() - (}‘)(2(} - p)a
Ayy=1— (29 - p)g;
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trong dd

1 E
1272\ B
Néu vat liéu dan hoi thi a = 0, vat liéu déo 1y twdng a — —oo. Bay gidr gidi
ngwoe lai hé thive (7.6)

E
80 = E(Ayy(sgm — Agybeyy),

F .
(Sg'y'y — E("t‘1:r'y(55:771r + Arxégy'y): [78)

8Ty = 2G8Eqy,

trong dé

. b —4v 5 88— 10w
B=(1-s)B, By=1+——sa(p’-
{(1-v°)By, 1 + T—2e\p S

pq+q2)

Chiing ta di gia thiél rang ban bi vong trong dién kién lire nén téng va khong
¢6 mien cdt tai, vi viy hé thire (7.8) dilng trong todn bd ban.
Nhér cac hé thive {7.8) tinh cdc gia sd cila momen

D

SMy = == (Ayyr — Apyora),
B
D

aMs = "".—(_As:yxl + A;::;L'XQ):
By

oMy = —D(1 — v)sria.

Ngoal ra

2 hi2
Ny = / ootz = —ph, Nx= / Oyytdz = —qh, Njp =1,
—h/2 —hj2
, Eh? e ) e % b 1n AR A2 o
trong d6 D = 1—2(-1--——2) la do etrng cia ban dan hoi, & la Ao day khong doi
—v

cua ban.

Khi d6 phuong trinh uén bdin (7.4) c6 dang

g & J*w
e + 2By — vB] — Asy) e 4 Ao
W ot +2B —vh ”)8x20y2 oyt
hB| ( 9w * (')zru) _0
D \Paz2 " Yoz T

A

+

{7.9)
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két hop véi ditu kién bién ching ta ¢4 di phwong trinh dé xde dinh do véng.
Do d6 viée xéc dinh t4i téi han din ddu thm gia trj riéng cta bai todn.
2. Phuong phap ning lrgng

Trong nhiéu trudmg hop xuit phat tiy phuong trinh ndng luong 6 loi
hom. Twong ty phwong phdp cua Timoshenko, ¢é thé rdt ra phwong trinh
nang legng bang cch can bing cong bidn dang u6n va cong lyc ngodi trén do
vong cia ban bi vong.

Gol AW la gia s6 cong bién dang uén trén mét don vi dién tich ban khi
bi vdng, ta cé;

AW = DAW = /(5]\41(1}{1 + SMadaey -+ JMlgdxlg) =
= —D—[A Y+ Appses — 4 Ay, e + (I -uv)B 3{2]
_2_81 Tyl okl ] xyAT] 12 1#2]-
Céng bién dang uén cia todn ban

AU:DE:D/fAdedT,
3

con cong ctia hire ngoai AAL trén chuyén dich khi ban bj viong sé bing:
— h duwy 2 Ow\ 2
AL=HAL =" [—) —]’d.
L=hA 2[/ p(ax —i—q(ay) dzdy
5

Vay
DAU = hAL.

Gia st £ 1a kich thude dic treng cia ban, ta dwa vio dé uén clia ban xdc
dinh béng cong thic

EER 2 -
S g | T )
0 o) 2 2(1 —v9)
Khi d
. A
(¢ = ¢?E min :b: . (V.10)
AL

Dé gidi bai todu nay ta ding phwong phép Ritz-Timoshenko, bing cdch dit

w = Z (J,,_tfﬂ(l', y)’

£x
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trong dé aq 13 cdc hiing s6 thy ¥, f, 13 hé ham déc 1ap tuyén tinh dwoc chon
sao cho diéu kién bién thda man. Chiing ta sé nhan duroc hé phuwrong trinh dai
0 tuyén tinh thulin nhat déi véi cic hing s6 aa; cho dinh thire cla hé nay

bang khong ta tim dwge phuong trinh dé xdc dinh tai t¢i han.

7.2.3 Cach d&it bai toan én dinh theo ly thuyét bién dang dan
déo (51, 68]

Gia thiét ring vit liéu khéng nén dwoe v = 1/2, tai moi miit phing song song
Vol mét gitra déu c6 trang thai tng sudt phing. Khi dé, cwong dé img sudt
v bi¢n dang

Tu = ()02, = Ouzlyy + ok, + 375,
— 2 2 2 2
€y = —\/—3 Eqgr + Exulyy + Eoy T €5y

lién hé véi nhau bing hé thite (1.44):

on = Pley) = 3Gey|l - w(ey)].

Theo 1y thuyét bién dang dan déo nhd cta Iyushin trong mién bién dang
chi déng, tive 1a dit tai, ta 6 hé thie (1.42)

Sy =@ 10‘ =,
Wdr — Uy — = Yy — Lo
T 2wy o )

l O

Sy = oyy — 572 = =Ly, (7.11)

Cu
20,
S:m = T = —F
Y Ty xy-

3ey

Trong mién bién dang bi dong, tite 13 cit tai, cdc hé thire ndy ¢6 dang

1
Sz = Oz — E'Uyy = Eeyp,
1 . [3
Sﬁ‘f = Oyy — EO—JII = bgyyr (712)
] 2
*S:r‘y — Tg:'y = gEExy.

Chi ¥ ring £ = 2(1 +v)G trong trwdmg hop vat l1éu khong nén dwoc F = 3G.
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1. Thiét lap chinh xac bai todn vé 8n dinh clla ban ngoai gigi han dan hbi trén
co s& Iy thuyét bién dang

Gia st dudi tdc dung ctia hre ngoai ban & trang thdi can bing giir nguyén
dang phing ban diu, twong ng voi trang théi (mg sudt di bift, trong ds
Ty 2 Ty, '

Néu tiép tuc thay ddi lyc ngodi, ban c6 thé bi vong. Dé nghién ciru on
dinh cta ban ngoai giéi han dan hdi ching ta gia thiét réng bing cdch nao
day bédn hoi bi vong, ma hre ngodi va disy kién bién khéng thay déi. Céan x4c
dinh gitra o, va kich thirée clia bn lign hé nhu thé nio diy dé ban hoi bi
vong ¢6 thé & trang thai can bing. Goi gid iri nho nhdt cia nhing ing sudt
nay ld ing sudt toi han.

Mign cit t3i

Hinh 7.5

Chuyén tiép tlr trang thdi phdng sang trang thai hoi vong gdy ra nén tidp
mién nay, dong théd din mién kia cia ban. Tai nhirng phan 1t ban bi nén
tidp ta 6 qud trinh dit tai, cwong db oy, e, tang. Tai nhitng phin tiv bi dan
xdy ra ¢t tai cwong do oy, e, gidm. Do day cia ban chia lam hai mitn: tai
mét mién xdy ra dit tdi theo quy luat (7.11), tai mién kia - ¢t tdi theo quy
gt (7.12). Theo didu kién vira néu trén gia s6 ng suét, bién dang va cwomg
d9 phai triét tiéu trén bién phan chia hai mién. Trong micn dit tdi ta cé:

]. -~ U - ‘{ U'l
652 = B0ea = 500y, = Z4be 0 + e (24 ) 6o,

7 Cu N Ey
N 1 Cu . d 7oy

88y = b0y ~ 0000 — T8, + e, —(ﬁ)(seﬂ, (7.13)
2 uy 2 L Cu Wiy vy d(fu €

1 20‘{1 - 2 ()‘ Ty
(SLSIT,I' = (ST_'Cy = Eafix-‘y + gfzyd_% (a)(ﬁ(’.u,

cin két hop thém didu kién o, = ®(e, ), trong do

i(f&) _ _i(ﬁ - d"“) <o

dey N ey Cy M Ey dey,
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Trong mién cit tai:
i
08, = dogy — 550%, = Fbegz,
1
38y = boy, — §6Um = Edeyy, (7.14)
2
55:1:3; —_ (5?'_7_-y = §E5€3;y.

‘Theo cong thire (1.49) gia s8 cong lire trong trén mot don vi thé tich ban cé
dang

= oybey + 088 = g,be,,

vi vit liéu khéng nén dwoc 6 = 0.
Dat 6W = 0 ta nhan dwge phwong trinh mit phan chia mién bidn dang
dan hoi v mién bién dang déo

Bay gi¢r dwa vao cdc dai lwong khéng thir nguyén

= =T - S g S
u Ty u Ty Ty
. h Pw . h 0w
Ty Ba? 2Ty g
. h Sw . 2
2TY eay ¢ T RT

Dit cdc bidu thire cia depy, O€yy, 02y vao (7.15), chi y & day 2 = zg (toa do
mit phin chia) va cdc biéu thitc khong thir nguyén cho ta:

€= zyx",
trong dé ky hiéu
* * *
£ =001 + 09 + 2T$y€12,
- + * +2 *
ARt 51 Uyy}{g Tl.y}flg,
. 1

x = —uh.

2
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Tiép dén dit cic gia s6 bién dang vao (7.13), (7.14) va viét cdc phwong trinh
vira. nhan dwoe qua cde dai livong khong the nguyén vid z > zg:

a5, = (26— S2) 10 = 29) = Poter = 1)
e (2 ) - B, 0
550y = (2 = )30 = 5) = Pofens = i),
v z << 2g
88, = E(ey — 12},
88y = Eleg — »32%), (7.17)
Sy = QE([,]Q — xipz*).

3

Bay gi¢r tinh cdc bidu thite ¢lia gia s hire dan va momen theo ba trang thai:
a) Trang thai dan hdi, theo cong thive (7.17) ¢d thé viét:

i 1 2

= (am - —wg) el 2 (5N2 - §5N1) = 3, 70N = Zew,

4 4 2
oM, - = = - AT ——5}11[ = =g, =AMy = —= .

SD( 1 25ﬁfz) My, 3D(5 275 1) g, 3D5M12 312

b) Trang thdi khi ton tai hai mién: mién z < zp bi€n dang dan hoi, mién
2 > z bién dang déo. Tich phan cdc biéu thite gia s6 luc va momen duoc
tach lam hai: tich phan thi nhit 18y ttr —h/2 dén 2 v&i hé thire (7.17), tich
phan thiy hai lay tir 29 dén h/2 véi hié thake (7.16} ta nhan deoc:

(0%, ) =20 s -
A - w81 - 5)s, (7.18)

Eh

4 1 . 2 *
= (aN2 - §éN1) 22 — w + wzd)es + w(l — 252
+ (* —w)S;(1 - 28)2 ",

12
ez = 42 - w + wzders + 2w(l — 257

2P
+3(A - w)55,(1 - 7)° %,
trong do

1 doy,
= wj=1-5—, A=1— 2o
w =wlen) E ey E dey



322 CHUONG 7. 0N BINI CAN BANG NGOAI GIOT HAN PAN 1101
Tirong tir, ta nhan dwoc cde bidu thive ata moémen:

dA — é My) = —2(2 - w wz(*:s)xl
}

.SD
* * hEd 60) *
O = @)1= )22+ 2) 80— (1= 50,

16 y
D (fmz 26.&-{1) =202 - w ot wa)

HA—w)(1 - 25)? (2+25)5, — _h_(l — z3%)es, (7.19)

16
——(5;’1.{” = — (2 w szol)/u
. . 12w .
+3(A —w)(1 = 25)*(2 + 2385, - - e,

¢) Trang thii dit tAi hodn toan (toin mitn bién dang déo), theo cong thite
(7.16) c6 thé vidt:

1 1 .
H(Ml SON: ) = (1 —we; — (A~ w)S%e,

1 AT ! r —. _ S _ * .
= ((m-g ~ 55;\1) = (1-w)es — (A —w)Sle,
1 2

E(SA‘FI) = 3(1 - uJ)Clg - ()\ — w)S;”yé“,

1
5 (aml - 55%) = (1 —wsey + (A= w)Sx,
4 1 )
dD( Mo — Eéﬂh) = (1= whes + (A — w) S
4 2 .
JD{”\[[Z— —E(l—w)/“-l-(/\ {U}SL,U

Néu trivde khi mat én dinh bién dang déo nhd hon bidn dang dan hoi, thi
trong cic hé thive tréu ¢d thé bo gqua dai leeng nhé bac w so vl 1, cdc hé
thave (7.18), (7.19} ¢d dang:

1. M .
Ff (54\’—1 - 5(51?\"'2) 1 + —'ES* Cz,
1 1 ,\ Lon .
o (M\z—aé’\’) ——(’.g—l——z—SyxC : (7.20)
1 2 .
5\12 — ”Jrzr.’cz,

Eh 3"
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_._4 Y 1 9 — - TH# '2 h

4 1

L an, = Laan) = e 4 AS;CRB — 2005 2
3})(5 Iy Ldﬁjl) sz + ASLC (3 —2¢)x (7.21)

4 . 2 ak 42
:—5'55"‘-1(12 = —EZ]Q + /\b:ryc (J} - QC)X

trong dd ky hieun

E

2 o =17

hy 1o do day ctia mien bién dang déo.
Lirc dan tai mat phing gifta trwde khi mat én dinh xdc dinh nhor cong
thire:
/2
Ny = f Oprldz = MOWO Ly,
—hy2
hf2
No= / Oyydz = ho 0y,
—hf2
hj2

*®
Nip = / Taydz = ROWTy,.
—hi2

Tap hop cic phong trinh (7.3), (7.4), (7.8) va cdc he thive {7.18). (7.19)
kit hop véi cde dien kien bién cho ta hé day dn cde phwong trinh dé gidl bai
toan ou dinh. Bai todn dua ve bén pliroug trinh vi phan v&i him chura biét

SNy, dNo, 8Np va w.

GiAi baj toén én dinh theo cich ddt chinh xéc gip nhicu kho khan ve mat
toan hoc. Bai todn s¢ don gian di nhitu, khi cdc gla 0 hye ddn 8Ny, 0Nz,
oN|» trong mit giira bing khéng. Trén co sér d6 Ilyushin xdy dung nghiém
gin ding ia bai toan én dinh.

2. Gii gan ding bai toan vé on dinh ctia ban

Phwong phép gidi gin ding bai toan ve én dinh ciia ban do Tiomeshenko,
Bleich v nhidu tdc gid khde nghién ciu.

Tlyushin kién nghi phwong phap gidi gan dung dira trén gid thuyét cic gia
56 e dian 6Ny, §No, ON1 ang khong tai mot didm. Gia thuydt ndy cb oo 8oy
vi nhirng 1€ sau day:
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i) NIur sau ta thdy, gia tri lyc tdi han xdc dinh vén gid thuyét niy gin vdi
nghiém chinh xac.

i1) Két qua phu hop voi thie nghiém.

iii) Théa méin didu kién co bin cia bai todn la gia 6 lire ngoadi bang khong.

iv) DGi véi bién dang dan hoi cla ban né théa man mot cach chinh xac,

Theo gid thuyét ndy tir hé thie (7.20) suy ra

Aaw (1= 220N _
€] + Esma{( ) =0,

2
A . 1—22(] 2
eg+HSyx( 5 )——0,
2 A 1— 22912
sen+ 5She(—5 ) =

Nhéan phwong trinh ddu véi o4, phwong trinh hai véi oy, va phwong trinh
ba vai 371y, 1ol cong lai ta dirge

= —%x(l —22zn)'2‘

Thé gid tri € = 233" vao day va giai theo zg:

zo:§(l~\/1-/\)—1; C:}_____ “1_’\.

A
Tir day ta di dén két Inan it phan chia song song vdi mat gitea, vi tri cla
¢ ¢ - 3. # ot . - e 1 dU - - - o =
né xac dinh béi tinh chat cia vat liew A=1— 54 ¥ Néu trwede khi mat on
dey,

day,
dey,

¢6 gia tri nhw nhau tal moi diém cia ban.
Lam moét cach téng qudt hom, cho
SNy =8Ny =8Ny = 0,

trong cde hé thire (7.18), ta tim dwoc licn hé giira s, va ¢,. Dem cdc gid tri
nay vao phwong trinh (7.19), két qua cudi cung 8¢ 1a

(54"'»}-1 . 1 3 : *
D Z—(l—w)(}{l + 5%2)4-&(1—-'(," —k)oux,
AN 1 .
——»—Dz = -(1 — 1}'5) (J{‘g + 5%1) + %(1 — 4 — k)”;yx: (7'22)
&M2 1 , 3 : *
5= —5(1—1;:)x12+;i(1 — 1 — k)7,
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4 - l.. * 2
B (aM. - 50..1.12) = =30 + ASTCH3 — 2 ),
1/ L o
oD (am - E{Wl) = ey + A3 — 20) (7.21)
1 2 f
Eaﬂflg = —leg + )\S;ucz(d — QC)J{,

troug do ky hidu

,_I_zahp ® i
Q'T_Ir "-‘[}_lmZC:

~ - ~ e A .
hy 1a do day ¢da mien bién dang déo.
- . — A . - . ) . - . . -~
Li¢ dan tai mat phang gitra trirde khi mdt on dinh xdc dinh nhér cong
thite:
hi2

Ny = / Trrilz = ho“g:’“
—hj2

hf2

R —_ *
No = / Tyydz = hancry.y,

~hj2
hy2

7 _ *
Ny = / Teytlz = hoyT,,,.

—h2

Tap hop cac phwrong trinh (7.3), (7.4}, (7.5) va cdc he thive (7.18), (7.19)
két hop véi cde ditu kién bién cho ta hé diy di cde phirong trinh dé gidj bai
todn Oon dinh. Bai todn dwa vé bdn phwong trinh vi phan véi ham chira bidt

SN, 0Ny, N v w.

Gial bai todn on dinh theo cich diit chinh xde gip nhidu khé khiin vé mat
todn hoc. Bai todn sé don gian di nhiéu, khi cédc gia sd lire dan §N;, dNo,
N1 trong mit gitta bang khong. Trén co s& dé Ilyushin xay ding nghiém
gan dung cia bai todn on dinh.

2. Giai gan ding bai toan v& on dinh clia ban

Phirong phdp giai gin ding bai todn vé én dinh cda ban do Tiomoshenko,
Bleich va nhieu tdc gid khidc nghién ey,

Ilynshin kién nghi phrong phap gidi gin ding dira trén gid thuyét cde gia
s6 hye dan 6Ny, 8Ny, N2 bing khong tai moi didm. Gia thuyét niy b co s&
vi nhirng 1& sau day:



7.2, ON BINH CUA BAN 325

trong do

1-{1 —J_,—)_\/E)u]

Ta thdy rdug modun & ty 1é véi madun Karman K,

i Lk
Néu trude khi mit dn dinh trang thai dng sudt clia ban khong thuin nhat,
thi cdc dai lwomg w, 9, k va ting suat phu thude vao toa do z,y. Khi dé nho
(7.22) dwa phwong trinh (7.4) vé phirong trinh bac bén ¢é hé s8 thay déi.
Néu trang (hai ing sudt thuin nhét, tie 12 g, Fyys Tey 10 hing s0, thi ta
nhan dirge phwong trinh ¢6 hé s hing s6

o Hw : &
*2 * * xJ
(1 - PUT;)W + 2 [1 - P(Ux:mroyy + QT-ry)] arzayz

5. 0w o w Fw
£y * * *
+{1 - Po,;) —u—(__)y)i — 2Py, (Jm 0—_——-—3?30?} + 0y d“—;tri')y3)
Yo, Ow & w D% ur
- — , r ey pE— — | = (), 7.23
B3] — ) (U‘” dx? Ty Yoy Tvy oy ) (7.23)
trong do
3(L—¢—k ,  PPE} .
P= SU—v k) 02 = L. dd uon cia bhin.

4 11—
Phwong trinh én dink cia ban ngoai gi¢i han dan hoi (7.23}) do Ilyushin tim
ra dau tién. K&t hop véi dicu kién bién cho phép chiing ta xdc dinh lre téi
han.
3. Phurong phap nang lugng

Céng bién dang ndn trén mot don vi dién tich ban trong trwvemg hop niy
¢6 dang

AW = DAW D Y 22 3 N2

W =DAW = > (1 — ) (3] + 30002 4 505 + 579) — 3(1 - —k)xt}.



326 CHUONG 7. OK BINII CAN BANG NGOAI GIOI HAN BAN HOL
Dao ham riéng cta ham nay theo dé cong cho gia tri cha gia 6 momen xac
dinh béi cong thire (7.22)

QAW) e UAW) 19(AW)

SM) = -
! 8%1 0%2 ’ 2 ()Xu

Cong bién dang udn cia toan ban bing
AU = DAU = /j AWdrdy.
)

~ 13 Nor - . r 1 * - H oy .
Vi riing ngodi gidi han dan hdi uén ban kéo theo bitn dang cua mat gnra
€1, ¢a, 1y, do A6 cong ena lye trong twong ng vl bién dang nay sé la

AU, :/ (Niei + Noeg + 2N1ze)2)dzdy.

Cong ndy bing cong ctia e ngoai AL, trén chuyén dich cia chu tuyén tirong
trng v&i bién dang ey, ez, e1z. Ngoai cong ALy, hre ngodi dat trén chu tuyén
¢tia ban comn thwe hién cong AL tren chuyén dich cia nhing diém chu tuyén
giy ra bdi sy ubn ban:

(')w _ w2 . Ow B
AL = WAL = f/ - f\fz(—,dTJ) +2hua—d-ﬂdrdu

} J dw\? dwd
L//.O'u r w) +J;y(5§;) + 27, )w dw]dufy

Néu cong bién dang AU + AUl 1én hon cong hre ngodi AL + ALj thi trang
thAi phdng, ciia ban én dinh, néu AU + AUy < AL+ AL, thi trang thai phang
khoéng én dinh.

Vi AU, = AL nén phwong trinh dé xac dinh lye tdi han sc la

AU = AL,

hay la

// AW- qn[ ;T(g‘;’)z +a;y(%)2 L o7 (y‘())“";;‘”]}.:mg_u
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Tiwrong tu nhw trong 1y thuyét chay, & diy ta ¢ phwong trinh én dinh cia ban
. AU

(2 = £2E min == = (7.24)
AL

. . 3
// 1 — (301 + sy T x-}2 + xfz) - a(l — Y- k:)xﬂd;cdy

/fau . ()w +0;y(%§)2+27 ?)— ]drd'r

Dé gidi phirong trinh nay chiing ta cung dung phirong phap Ritz-Timoshenko.
day néu céch lam cu thé hon. Dat

ur = Zarxfa(-rs y)
[ 4

#?E min

thda man diéu kién bién. Khi dé

=S
v R R
[0 4
* Bzfﬂ * 82f€x . * a?'fﬂr
e ; (U“Eb_‘z— M Uyy.by—Q 2y @:r:f}y) ’

Dit cdc gid tri nay vao biéu thic bén v& phéi cia (7.24) ta dwoc
E 3037 Aadfalp
a 3

0=
E Z: Haglald
a 3

Tim gid tri cire tiéu cla 12 dira dén hé phwong trinh:

N2

day =0

Déy 14 hé phwong trinh dai s3 tuyén tinh thuin ohét cia aq. Cho dinh thic
ctia chiing bing khong dan dén phwong trinh xdc dinh lire téi han.

Trong nhitu trudmg hop gidi phwong trinh (7.23) hodc (7.24) déu phitc
tap nhw nhau.
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~ N . L) - Pl o A .
7.3 Mot vai bai todn cu thé vé én dinh cda ban
Trong muc niy 4p dung nhimg phirong phip theo hai 1 thuyét trinh bay trén
vao xét éu dinh ¢ia ban trong mot vai trudmy hop don gidn.
-
7.3.1 On dinh ban chir nhat tia tuw do bl nén mét phia

Gid sir ban chir nhat ¢ chidu dai @, chivu rong & va Ao day A twa tir do tai
. .- . . . - . .
cde bicn, ban bi nén deu theo hirémg truc 2 bai hire p.

Khi dd
Oee = 7P = —0u, Oyy=-—g=10, 74 =1

1. Giai theo ly thuyét chay
Trong truémg hop ndy phuong trinh udn ban (7.9) ¢ dang

Mw : I dw kB 9w
Ayy 7 + - By - 8- A, Ty T A+ —— — ={,

v chil y riing trong cic bidu thive cla Aces Ayye Asy, T. By ta dist g — (.
bicu kién bién 6 dang

w
w=0 —=0 viéir= 0, = a,
Jar?
&%
w = — =0 vidiy=0, y=0b.
L 042 Y Y

Thn nghiém phirong (rinh uén ban théa man cdc dign kién bién dwdi dang

ML in —'”':y , (7.25)

W = gy 8111
7]

. . 5 . . . - o . . . )
trong do dp,, la hang 58 thy v, m, n 14 s6 nguyen, ‘Thé (7.25) vao phrong
trink uén ban ta diege

(L,,,_u{?i’4 {Ayy(%)4 2B ~vB) - AL) (%)2 + A‘"""’(%)d}
0.

hp 5 rmn2
622

[

Vi Qmn # () SUy 1ra

p TR () 20, - o - (2) < (2 (2)]
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Ta thdy réng moi s6 hang déu dwong, vi vay dé xdc dinh p nhd nhat can dat
n = 1, tirc 14 theo hudéng y luon luon ¢6 mia song. 8§ m phéi chon phu thuge

~ (1 n

vao © va hé sd eia phirong trinh sao cho p ¢6 gia tri are ticu.
2. Giai theo ly thuy&t bién dang dan déo [68]
Trong trivomg hop nay

_ * ®« ¥
Tre = —Tyy Ty = —1} Ty ™ Tey — 0

plirong trinh (7.23) dwa vé dang
1 — 4+ 3k Mw w Pw 0, w
—“"—_7__+2 -'r2+ <‘1+ S50 ;__2_:
4 dat Ortdy* Oy B8 bz

C'6 thé lam tirong tu nhw trén dé tim tai téi han. O day gid thiéu phwong
phap néng htong cia Timoshenko, Dt w duwdi dang (7.25) thoa man dicu
kién bién vio phrong trinh ning leeng (7.24), sau khi tich phéan ta nhan dwoc
9 T E

= g

da‘a,

a*n?l 2an? )]

i iyl 2 ; — 4.4 2
[(l —af 4+ 3k)m” 4 4(1 t'y)(bdm”‘ N b?

Gia thiét ving khi m&t én dinh thanh bi udn, sao cho cd the 10n tai mot sO
mia s6ng theo hwrdéng bi nén va chi mot mra song theo hwdng e giso, tirc
lan = 1. khi do

242 4 2
, Tkl 5 u 2a
Qz:—r“[ 1—a +3k)ym* +4(1 — ¢ (___4——-—)} 726
4a?a, (1= ) ( P) bt B2 ( )
Trudce hét xét ban co d6 dat vé han ¥4 2 r
(@ — oo}, 86 séng theo chitu x 1om vo — —
han vi chidu dad ena nidra song la mot - T -
. e ae g £ -
dai lwogng gidd noi a’, e F
a = (i) ] l - Iz
H s e i -
m—oc Hinh 7.6

Léy kich thude dic trieng cta ban £ = b va cho a, dan tdi vo are ta dwa
hé (7.26) vé dang

!

O E(lcr: ) [14—(1-1;'-'_—:;? (5—,)2 N (%)2 . 2} ‘

Hé thitc nay c6 gid tri cwe tiéu khi

1—w + 3k

/ — b E
¢ 41— )
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D6 uén t6i han cla ban dai vé han c6 gid tri:

2E(1 — 11—+ 3k
Q=7 _(__f!})(H L )

4l -v)

0—‘1(

Xét ban ¢d canh a va b ¢d gid tri cung bde, tir (7.26) ¢6 thé nhan dwoc db
udn t&i han v s8 niva song x4c dinh trong khodng

a
m+ 12— >m,
a

trong d6 a’ xde dinh theo cong thive (7.27). Chéng han véi ban vudnga =6 =4¢
va m = 1, ta nhan duoc

Q= f\/£[13(1 — P} + 3k .
2V oy

7.3.2 6n dinh ctia dai chir nhat bi nén

Xét bai todn vé sy ving cla bdn chir nhat dai bi nuén theo hudmg 2 béi ting
sudt —oz, khéng ddi doc theo tryc y va tira ban 1€ tai cdc canh 2 = 0, z = a.
Vi ban khd dai (5> a), nén ¢6 thé xem dang mét én dinh chinh I3 dang hinh
try, tire la w = wiz).

Theo dieu kién dit hre ta cé

Ozz = —Ou = —P, Oyy = Tyy = 0,
——— * —_— * —
arp = —1, Ty = Ty = 0

N A

Ao

1. Giai theo ly thuyét chay
Khi dé phuong trinh uén ban (7.9) ¢6 dang

rrrrTrrTy

Hinh 7.7

dlw n pB1h d*w _
W dzd D dz2
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ror -t - -
véri dieu kién bién

0 P e o0
w=0, —x= alx =0, z=qa
dx?

Ta thdy dé dang lire t&i han ¢d gid tri

A
Tyy
= My — N
P=m B,
trong dé
D

14 lye t61 han clia ddi dan hoi bi nén, con hé so

Ay 1+4_1ﬁ(_,g7_1) |
P sl

2. Giai theo Iy thuyét bién dang
Phuwong trinh (7.23) véi chii y dét £=a dira vé dang:

Eifﬁ . 72@_ =0

dzt di? ’
trong do

262 Tu

¥ =

o VEQ =+ 3k)

-~ s ~ i -t .. a4, ¢
Twong ty nhw trén, két hop phwong trinh nay vol dieu kién bign ching ta
. . + L e ¢ . ~ s o
tim dwoe gid tri tol han g, sail dé xiac dinh d6 udn té1 han

i
Qo = 3%;:.(1-

. _ . " -
Ching han ban tea tir do v = —, d6 udn téi han sé la
a

5

Qf,h = 5
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Bai toan dong cha ly thuyét déo

Vat thé dan déo dwdi tic dung cta ti trong dong dit ra nhidu vAn dé can
gidi quydt.

O day gil han trong viéc xét sw truyén séng trong maoi trudmg dian déo
[26, 48, 72] va mdt 6 tinh chat cda vat liéu cirng déo trong bai todn dong [23,
67]. Vdn dé nay c6 nhiéu ¥ nghia. vi tai ¢6 cwdmg d6 lém khi va cham thuéng
kéo theo bién dang déo. Tinh todn bén ving cla may moc, cong trinh khi va
cham hay dwdi tdc dung cla sy nd ciing doi héi phai biét quy ludt truyen bidn
dang dén déo trude khi sup giy. Mit khic, két qua cia bai todn cho phép
phan tich qué trinh ky thuat gia céng kim loai,

Trong bai todn téng quit vo truyén séng dan déo, ¢an hru y cach chon md
hinh déc tring cho méi trwdmg dan déo, tive 1a cin xdc dinh lidn hé (¥ng suat
- bién dang vi cdc tham sé khac

01'3- = Uij(Em,na T, . )

Nhung chon dwoe mo hinh chinh x4c cho méi trwong gdp nhigu khié khin (suy
tir két quad ctia chwong 2), dong thai din dén tinh toin kha phnre tap. Do do
thwémg ¢é xu hudng don gidn héa mo hinh (ding céc ly thuyét déo don gidn)
va dira vao cdc gid thiét hop ly.

Chwong nay gidi han khao sat bai todn truyén séng trong thanh (mot
chiéu) cia Rakhmatulin, Bai tosn cho phép ta hinh dung sy sdp xép séng va
cho khai ni¢m co ban vé céc loai séng. Tiép dén xét mét sd tinh chit cla vat
li¢u cirng déo trong bai todn dong va ing dung.
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8.1 Truyen séng tai dan déo trong thanh

8.1.1 Phuong trinh chuyén dong

Xét thanh nka vo han 2 = 0 (x hwéng theo truc cia thanh); tai thoi diém
; — 0 thanh & trang thal yén tinh. Gia sir voi t > 0 ¢6 kich dong tal dau
thanh = = 0. Dé cho don gian ta dwa vao mot 56 gid thiét:

i) Khi thanh bien dang tiét dién ngang vin phang va (ryc giao v tre £

ii) Bién dang nhd, nén co thd bé qua sy thay déi cae do do cia thanh.

iii) Luc qudn tinh twong wng v&i chuyén dong ciia phan tir trong tiét dién
ngang c6 thé b qua.

iv) Bo gua anh hwong cla toc do bitn dang doi vai dworg cong lien ke
giita Opy VA Exe-

Vi bii todn mot chitu nén ta thay ky hieu ges, oyy, 41 U1 bing o1, €1, U,
v twong itng. Trong cde bai todn dong, toc do bién dang 1én, nén anh hwdmg;
ctta 16 dén dudmg cong lién hé oy va €] 13 didng ké. Vi vay ding hé thire img
sudt - bién dang trinh bay trong chwong I chi 1a gan ding thi nhdt trong
timg véi tée do bién dang trung binh nio ddy trong khoang da cho.

Phuwong trinh chuyén dong (1.7) trong trwrdmg hop nay o dang:

day d%u

Vi hién dang nho p = const, mét khac

Joy _ doy dey der 0w ( : Ju )
—_— = T Ta —_— = —— vi ey =
dx d(’,l dx ! ().L 0;1'2 1 F ¥

tir phwong trinh (8.1) suy ra

821]’. 9 3’152
- gl

e Oa? (8.2)
trong do
1 dGl
a=4/—- =,
p dey

a - goi 1 tée d truyén kich déng (truyén song) hay la téc dé truyén am.
(6 thd thay thé phwong trinh (8.2) bing cdc phuong trinh
v 208 dey v
_— =" — _ = —
ot or ' Ot Oz’
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. Ou e
trong d6 v = 1y = —— tdc do phan tir vat thé. C6 the thay mdt cich khong
kho khin hé phirong trinh nay thudc loai hypechélic.

Deé gidi bai todn ciin cho dieu kién ban diw: véi £ = 0 thanh & trang thai
yén tinh

u(r,t) =0 (x>0
O C_?E
ot

}vﬁtﬁﬁ

=0 {(r>0)

va ditu ki¢n bién tai z = 0. Kich dong ¢é nhiéu loai, chdng han tai diu thanh
biét bien dang 1 hiun oia thoi gian

g—g = er(0,1) = f(t) taix=0.
8.1.2 Phurong phip dudng dic trirng dé gidi phuong trinh loai
hyperbdélic

Xét phwrong trinh tira tuyén tinh don gian

P?u 2%

Gu _ 20 8.3
o2 ¢ I (8-3)

trong dé w(x, 1) la ham chra hidt eia x,t

i

2 2
a® = a*{Uy, ta, 4, 5, 1),

O du
Uy = .

at’ S

Chiing ta dit va gidi bai todn sau day: xac dinh dieu kién dé khi cdc ditu kién
do thoa mdn, ta ¢4 thé theo céc gid tri cho triede ela dao ham bic nhit w. uy
tren dwomng Lz, t) ndo diy tim duge vo sO gid tri cida dao ham béc hai théa
man phwong trinh (8.3). Doc dwdmg L{x,t) ta ¢6

o 132,

dhzg%mf%%@
z ‘ﬁ' (8.4)
, o2

du; = 97u dr + —jdt.

dbt b fd

Trong nay cac dai hrong die va dt licn hé véi nhan béi phirong trinh dwone
di . . . . . " . .

L, f)a ? la tg gode nghicng cia tiep tuyén cua dwdrng dy tal (), 8); cde gla
¢
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. . 02
trl duz, du, cho trwée doc theo dwomg L, con cde dai lwong chwa bidt d—-—%
«
Ou Du s théa man pl trink (8.3). D& cho hé (8.3) va (8.1) doi
——, —= phai thda man ph 1 {8.3). Dé cho 3) va (8. :
Dzt ot p man phwong trin é é ol

v6i 3 an 5§ trén 6 vo han nghigém, doi héi t8 hop biac nhdt bt ki cia hai
phuong trinh cda hé dé phai déng nhét véi phwong trinh da.
Vi vily, nhan phuong trinh the nhdt cla (8.4) véi hé sd A va cong véi
phweng trinh thit hai ta dwoc
) Py 9w

u
di, + Adug = /\wdﬂ? + (Adt + dxjm + Wdt'

Dién kién déng nhat dan tdi ty 16 cila cdc hé s6

1 a? 0 0

dt ~ xdz At tdz  du + Ay

Tiur diy suy ra
2

a
A=——— Adt+dx =0, du + iduy =20,
do/dt T et AdUs
hay la
day 2 9 a®
(d.;) A
Do doé bai todn dit ra cé nghiém khi thda man cdc didu kién ddc trung
dx .
= =g,
dt (8.5)
duy = adug,
va.
dr
- = —a,
dt (8.6)
du; = —adu.

Céc hé thire nay 14 cde phirong trinh vi phan cda dwong dic trung va cdc dieu
kién trén dwomg diic treng cla phwong trinh (8.3).

C6 thé chirng minh duge ring mét ham sé u(z, t) dao ham dwoc hai lin va
cling bién sG cta né théa man cdc hé thie trén thi ciing ¢ thda man phurong
trinh (8.3). Qua vy

du; = tadu,.
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Vi u{x, t) vi phdn dwge hal Ian, nén ta ¢ thé bién ddi hé thire vira nhn dwegce

J%u Fu Ju Fu
Tt i - — il = _— . .
O et - St da ia(axatdt + Pl (fI)_

dx, dt thoa min de = Fadl, nén heé thive trén dwa ve dang

42 42, 952 .
Q +a dsz = agig + a———,dziu \
It Dt da? Szt

hay 14

2 Qazu
— = {a /3"
M2 e

Ciing ¢6 thé chitng minh ngwge lai: ham ¢ thoa man phwong trinh (8.3)
st thda man done nhat divu kien trén duong die trumg va bitn 80 cia no thoa
wan phurong trinh diromg ddce trng.

Xic dinh tinh chdt twong Gng cta dwong dic trung cho phép

a) gial bai todn hén,

b) lam sdng té tmh chat cia nghiém,

¢} tim phuong phap gidl hing dd thi va bing sd phwong trinh loai hy-
pecbalic,

Nghiémn eia phirong trinh (8.3) ¢é dao ham bac nhat lién tuc tai micn ndo
diy ciia {x,t). ta quy wode goi la song. He thire (8.5) lien quan dén song tién
(truyén theo hwrdmg dwong cta x) hé thire (8.6) - licn quan dén song ngugc.

Diém phan chia hai song chuyén dich doc thanh goi 1a mat séng. Trin mat
phing pha (z,) mit song bidu thi dwdi dang ot dwomg nao day.

Twong tw nhir dinh nghia trong phiin xét truyén song dan hioi, ta goi mat

. -, o o + . ‘- . 01‘21 861 .
song gidn doan yéu, néu cic dai hrong e, v lién tue, con 5 oz gidn doan.
L F ;
af 1 e ’ ~ - 4 - ’ s ¢
N&u ban than cde ham ey, # gidn doan, ta co mat song guen doan manh. Song

nhw viy goi I séng gidn doan hay song rung kich.

8.1.3 Truyen séng tai dan - déo

Ding plurong trinh dic trmg nhr yira trinh bay ta viét phuwrong trinh truyén
séng trong thanh (8.2} tirong dwong vii hé dac trung

die = Ladt, (8.7}
du, = *adu;. (2.8)
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Phwong trinh (8.8) ¢6 thé vidt dirgs dang
dv = tade,.

Via= a{er), tir day SUy ra
o]
V= i/ﬂ((?])d(?l + C 5. {(8.9)
0

Néu truyén song khong kéo theo hién dang déo, tire 13 thanh bidy, dang dan
hoi

oy = Eey,

thi téc do truyen song s¢ bing

@ =a9 = \/E/p = const.
Khi dé tich phan phwong trint (8.7} ta dwoc
T = tagt + Ay ,,

trong mét phing (x,t) chning 13 ho nhieng dwimg thing. Phuwong trinh (8.9)
cho ta

v = Lage; + Cl,z.

Bay gier di san vao xét bii todn truyén séug cia thanh mra vo han véi
- . L ~ e . Sen, - -
diéu kieén bicn va dien kién ban dau néu trén.
Vaier = f(1) < e, (e, - gioi han dan héi) trong thanh chi truyén sdng dan
héi, voi er = f(t) > e, khi do tiép theo séng din hbi s xudt hién sdéng déo.
1 i = bg [ g
Hink anh cia qud trinh nay dirge bicu didn frong mit pha (x,t).
. - . w 3 ~ . e 4 \
Qua moi didin cia mit phang (x,#) vo diromg die trieng hdng dwong va

1y

hwdng am. Liy didm A nao day va vé dwimg dic trimg
de = +adf

qua M| sao cho ching gép truc O tai hai didn bén phai géc toa do. Doc theo
cac diromg d6 ta o6 he thire (8.9). Theo disy kién ban diu tai diém M vi My:

vt=e; =10

T
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suy ra

NZ M\
P _\\{ ‘4
M X

e
J M‘:’,
Hinh 8.1
Do d6 tai difm M c6 dong thoi
€
= :{:/a(cl)del,
0

tre law = ¢ = 0. Vaiep = 0, khong ton tai bién dang déo, vdy ¢ = a{0) = ag.
Puwimg dic trung MM, MM, 13 duomg thing

xr = Lapt + Al‘g.

Trong mitn COA (dwing OC x4c dinh béi phwong trinh & = agt), cdc
phiin tiv cua thanh van & trang thai ban dau, tic la & trang théi khong bien
dang.

Bay giv ta tim nghiém ctia bai todn trong mien COB. Trwdc hét chi ra
trong mien CODB ta ¢6

o
v= - /a(ci)del. (8.10)
0

Quéa vay. doc theo cdc dudmg dsc trung rdng am bao phit mién dé

]

y= - /a(el)del + .
0

T4t b cdc dwong dic trimg hwong dm deu cit diromg = = apt trén dé v =
¢) = 0, vi viy hing s6 Cy bing khong, 46 1a ditu cdn phai chieng minh. Bay
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s - -2 H p s M # . - - 5 "
gir ¢6 thé chi ra rang tdt ca cdc dwdmg dac tring hedng dwong 14 dwong
A & F - + ks - . » s . .- ’
thang. Nham muc dich dé chi cin ¢hi ¥ 14 cing véi dieu kién (8.10) ta ¢d
o - "
dién kién dic trung

i)
v— | a{ey)dey + Cy,

0

tir dé suy ra t0c do phan tw vt thé va bién dang khong déi doc theo duong
dic trirng hwdmg dwong. Dicu do ¢6 y nghia [ hé 88 gée aley) cia dwomg dic
trieng huwdng dwong khong dai, do dé phirong trinh dwomg dic trieng hirdmg
duong ¢d dang

r = aleo)(t — {o),

trong d6 £y - 13 diem bit k¥ trén doan OB, tai d6 theo diéu kién bidn ta biét

ey — f(i()).

Gid tri nay pifr uguyén theo dwomg (hing cé hé s6 gic a{eg). T cong thire
(8.10), xdc dinh dwoc v,

Néu ham =6 f{t) ting, véi gid tri 0 < ¢ < £, f(t) < e, thi tdt cd cdc
dwong dac trivng hwdng dwong deu song song véi OC.
Néu o1 = oy(er) bicu thi dwong cong i v0 phia true o thi afe)) = é ?;%-l-
14 ham s0 giam khi ¢; ting. Céc dwong diic trueng trén dwong x = ap{t — !,h.l)
tao thanh hinh quat khong cing tam cia cic dwomg thing phin ky: trong do
theo gia thier f(¢) 1 him sé tang.

Nhir vay, dicu kién ban dan va dicu kién bién xd¢ dinh trang thai chayén
dong cia diém bat ky ena thanh.

Bién dang tai diem 2(x,¢) xdc dinh béd hé thive

C]:f(l_ﬁ)

trong mien dan hoi (diém Q) ¢6 dang twdmng minh

o :f(t— i), 0= —agf(t— 5}6)

aq

Triremg hop viéng: khi va cham f{#) = ep = const vai £ > 0 va f{t) =0
voi ¢ < 0. Khi dd ta ¢d quat cic dwimg dic trivng véd tam tai gée toa do,
thwomg goi la song Riemann, va cac deomg dace toivng song song vad géc iech
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aley). Duwong thang OC Ta dwong gidn doan manh, vi qua dwomg ndy bifn
dang 6 bwde nhay tir 0 din . '

0 ——— e

z
Hinh 8.2 Hinh 8.9
Néu deomg o) = o1{e1) 161 v& phia ey, thi hinh anh nhu trén khéng ton
tal, cdc dwomg dic trong cit nhay, Diéu nay din téi 81t tao thanh séng xung
kich, tir dau séng x4y ra phan xz séug va lam phire tap hinh anh triuytn séug.

- .. . . . . ie s 2 yes L : ) .
Trong bai todn xét trén gia thiét rang . < 0. Gia thift bdo dim QU
' e

trinh truyén song lién tuc, béi vi kich dong sau tuong tng véi bién dang lén
truyén di véi tdc dé nhé hon vi khong thé dudi theo kich dong trirée.

Nén %I— >0, kich déng sau truyen di vdi toc do 16n hon kich dong trirée,
sdng sau g{ip v song trirde thanh song gidn doan manh. Véi hre dit & dau
thanh tang déu, sw xusit hién séng gidn doan manh xdy ra & khoing cdeh T,

Trong mién (0 < 2 < xg song truyen lién tuc theo cong thire (8.10},

DE xde dinh zq va thei di‘m £y xuit hién séng pisn doan manh, ta tim
diéin eit cia hai dwimg diic trimg Invdmg dweny gin nhau, xudt phat i lin
can goe toa dj (a, t). Giao diéin ¢ia hai cdromg dde tring x = albz}{t —t2) va
€= alt )t — 1)) eé tung do hang

¢ — lta)ts —ale)t;
a(tz) - a(t))

Dan téi giéi han ta duoe

to= lim ¢t=
O Lo a'(0)’

do do,
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Barenblat (331 khio sdt bai todn vé 14i e thiri khong ddi tac dung lén
R . dau N L
thanh niva vo han trong trwirug hop oo > 0. Co s¢ enta ughien eivn nay it
1]

- Y - N - r . ) . r - - 'II
mo hinh cia bad todn thn tal voi moi oy {e1). Vi vay, dit w = v*tf(g). £ = =

utt
{v* - hing &8 nao day ¢é thit npuyéen tée do), phwrong trinh chuyén dong (8.2}
dira v dang phurong trinh vi phan thirdmg,

”a252fﬁ — az{f;)fn_

Nghiin eia no sé 1a

trong do

— a’ I day
ac — =

ute povr*? dey

(6 thé chi ra ring trong triwomg hop nay nghicm oo dang nhw sau: trong

phian thanh ehwa bidn dang séng gidn doan manh (tai dé bicn dang tang nhay
N Ehad .- . e . I - - .., e M-
vot tir 0 dén gid ti ey) truyen di véi tée d¢ D = coust; trong misn gitra dan
thanh @ = 0 va séng gidin doan manh bién dang va 16c dd cua phan tik khong
ddi.
’ .t . - - ~ ~ - - v

Trwde hét vict dien kitn ddng hoc va dong Iire hoe tren song pidan doan

manh suy tir quy hiét bio toan khei hvong va dong hrong

po(D — vp) = pyD, PoDoy + o7 = 0.

() day gid thiét ring bén phai mat song gidn doan manh méi trrdmg vin yen
tinh khong bién dang: ben trsi mat gidn doan manh o téde do np, mar do %

vi g swit ¢y, Ky hicu & 14 gid tri caa € tirong tmg v vi tri sdng gidn
doan manh (D = Sov*), ding phirong trinh nay va phwrong trinh lién e

7o = ool 4 ey),
ta duoe

2 olfe
= —gequ™s D2~ 2100)
(
Poto
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8.2 Séng cat tai va bién dang du

Bay gidr pia thidt ring bit dhu tiv thod diém ¢ = ) nde ddy, ham f(t) giam
din. Khi dé tai dan thanh bt diu xudt hign se edt tdi; vai qua trinh cdt ta
vat thé bidn dang theo quy luat dan hdi. Vi vay song xudt phét tir diu thanh
¢ xu hrdmg uhir song dan hoi truyen di véi tée dé ag. Ching dudi kip song
bién dang déo xuidt hién tnede ddy, phdi hop vai ching. Hinh anh chuyén
domg s¢ trer thanh phie tap hom.
Vé mat toan hoc bai todn dan dén sy

ton tai trong mat phiang (@, 1) mot dwomg 44
cong R, nd bidu thi mér mae di dong
chia midn bien dang chi déng va bién dang
bi dimg. Hinh ddng cua dirdmpg niy ta
khong biét trwde: trong qud trinh giai
guyét bai todn ching ta s¢ xic dinh dirdmg
cong dé. Néu biét hinh ding cua RR;,
ta s& xdc dinh dwoce chuvén dong trong
mién trén dudng RR). Rakhmatulin [72]
dd chimg minh sw ton tai cia dwdmg nay
va gol no 1 séng cat tai. Hinh 8.4

Trong wdt vai triedomg hop riéng ¢6 thé bidt dang cia song cat tai. Chang
han, néu trict tiéu mot cich dét ngot e ngodi & dan thanh thi séng cét tai
56 1a divomg glan doan anh.

Trirde hét chiing ta chi ra ring song cat tai truyen di véd tde do cua song
dan héi ag. Nhim mue dich dé xét diéu kien dong hoe va dong hire hoe trén
mit séng cat tai. Gia sir tde do traytn séng car tai la e Tl dién kién lién tuc
etia chuyén dich 4 = 42 v dutY) = du'® khi di qua song ¢t tai ta o

(?E”ff.’li +oWdt = f.’(lz)fi;z: + o't
Vide = edt do dd
(:(c&l) - e&z)) =% i (8.11)
Mit khdc, theo dinh 1y vé dong livgmg ta co
pe(vt? — Dy = (IEU - 052),
vi cit tai theo quy luédt dan héi, do dé

pe(pl® — 1y = E(cg” - 6(12)). (8.12)
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Thay thé (8.11) vao (8.12) ta tim dwoe

c= \HE/{) — ).

Ditu d6 ¢6 nghia 13 séng cit tai truyén di vod tde da séng dan hbi,

Bay gior chiing ta viét phwong trinh biéu thi bién dang cdc phin ti cia
thanh san khi ¢6 séng cat tai di qua.

Ky hitu e, o, 14 bifn dang va tng sudt tai tidt dién cho trwede cita thanh
& thoi diom bit din edt (a1 (trén séng cdt tai). Sau khi séng cdt tai di qua,
bién dang clia thanh phai gidm di, tie 1 tal phiin tit dé cila thanh xdy ra hién
tirmng cat tai

Ty — O = Ele) - ep,).
e A - L - . 0 - - -
Dit bieu thire vira nhéin duge vio phirong trinh chuyén dong (8.1)

Fu Py 19 . (1

gt? = (105:'; + Ea((ﬁ"m — L(,m), (8 C})
trong dé sé hang thit hai eiia v& phai 16 ham chwa bidt. Chin phii xét nghitm
plurong trinh nay dong thoi véi nghiém phivong trinh chuyén dong ki dit
tal (8.2). gidi han phan chia hai nghiéin nay cing chwa biét trude. Ngoal cic
diéu kién bién tai du thanh cin thés man didu kién lién tuc cua tée dd va
bién dang tai sdng cat tai.

Vi dp sudt tai diu thanh téng ¢d birde nhdy nén Linh anh chuyén ding

trong mién BOC (trwde khi ¢6 séng it tai) twomg tir nhw bai todn xdét trén,
¢t nghia la

€]

x ,
" aley), wv= —/a(cl)dr%l,

V]
Nt ky hicu ¢ = p(x) 1a phwong trinh séng cat tai, thi trén no ta cd

u T

— =] = eplr), = el ey, ), (8.14
gr T () wlir) ) ‘ )
0. I fre
-U—: oy = — /a(el)del.
0
Ngodi ra. ta biét bitn dang tai dau thanh, theo comg thie
du .
— = e ((ht) = f(t). (3.15)
da le=0
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Bay gio tim nghiém oita phwong trinh (8.13) véi didu kien bien (8.14) va
(8.15). Nghiém tang qudt ena néd ¢é dang

1

u(x, t) = Fi{apt + ) + Folagt — ) — T (g, — Eey)dr.

S ——y

Cho thoa wan dieu kién bién (8.15) tai = 0

Um([]) - Ecm(()) o

Fi(aot) — Fy(aot) — 7 fit),
tir diy suy ra
H ol + : . X
Fl{apt + ) = Fi{apt +x) + 7 LEO) —em(0) + f(”” _f I) (8.16)
[#59]

Bieu kién thi nhat cia (3.14) cho ta

Ale(ps + 1)) = s[5 - 1)] - i

vi tir dién kién thir hai cia (8.14)

Crny

Ae(ts )] = (it 1)) - - [,

0

Diing he thive {8.16) dé bidn dai. hai phirong trinh sau dira din

" [I(a((:f:”) * l)} -5 {; (a['(:t?“) B 1)} -

o e o (L)
Fé [I(a((:??n) + 1)} + F£ [;;;(a(i{jn) B 1)} -

. / a-((il)del _ UmEU} + e, (0) — f[:r( ! = i)]:
0

=

afen)  ao
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£ [I(a.(t??n) * l):‘ - _U-Lli((_}l T em(0) - f[j:(a(im) N %):’

N %[U”E:E»T) _ / al(:;l)del]’
0
Fé Ka({i}”}_ - I)} - _% [Unjéx) - Ztanfg?)dfﬁ]

M 1 - - -~ ’ - & -1 ’ -
Kt £, ching ta nhan dwrge he thike phidim ham dé xbc dinh ¢,

e [y {2)]

Um(o) Z 1 a? 41
@) = (Z) L ey,
¢ ( ) E f 23] 2 (J'.é g et
Y

1 2
_ L / (L’E N i)del‘ (8.17)
2 a5 ap

Lrong dd

:I:l(a_[fz’.:_%m-ﬂ +- 1) == Jz(ﬁm — 1) = z.

Tir hé thire xde dinh e, di dén két luan: néu bidt phin bé bien dang dw trong
thanh dan déo va db thi dong 71 = oi{e1), ¢ thé hodn toan xic dinth tinh
chét cuabug sudt tai diu thanh, Qud viy, trong trwdmg hop nay hé thive dé
glp ta xde dinh f(2) theo s phan bo bién dang dir, dai lwomg sau bidt dwge
qua thre nghiéng

1) = emfr) = i),
Pau séng cdt tai chuyén dong véi téce do 1dm nhat ap ¢ dudi kip cde song
trirge. Boi vi séug 6 tée db nhd hon twong g véi bién dang déo 1ém hon:
do dd khi séng ¢t tai truyén doc theo thanh, dai lvong bidn dang dw xust
hién sau séng cit tii giam dan.
Dimg cong thite (8.17) Rakhmatulin xét triromg hop vat the o6 lién he
tng snit hién dang theo mé hinh cia Prandtl. Duomg cong o, ~ €] gom ba

. ; : v day soos fiyn
doan: dam hot (o) = Eey), déo véi gia tr T giam nhanh va déo vii hé 88
(1
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goc B — dey fde; khong d6i. Theo md hinh nay ¢6 thé phan séng ra ba nhom:
nhom thir nhit truyén véi t8¢ do ag = \/E/p vA gay ra bién dang t tdng (i
0 dén e,, nhém ting hai ¢é tde do giam nhanh tir ap dén a; = \/E'/p vi hiu
nhw khéng 1am thay déi bidn dang ¢ia thanh, nhém thi ba truyén di vén tde
do khong doi a; v gay ra bién dang dang ké tiv ¢, dtn e,,. Tdc gia da xdc
dinli dirgre séng cat tal khi bit qud trinh bicn dang f(t) tai déu thank. Bién
dang udy sinh ra do dp sudt p(t) téc dung lon dan thdnh r — 0. Sy thay dai
dp sudr tal din thanh o6 thé xdy ra nhu trong hinh 8

Trudmg hop a) xdy ra khi thanh bi va cham, nhw trén ta thay song Riemann
I ¢hiun dwdmg thing qua gbe toa do. Trong tromg hop b) séng Riemann
chia thanh hai nhém: nhdém thiy nhat 14 chium dwirng thing qua géc toa do,
nhom thit hai 1d nhirng dwdng thang song song xudt phat tir nhirng diém khidc
nhau trén rrge O, Trong trwdng hop ¢) séng Riemann 1a ho dwimg (hing
phan k¥ xudt phdt tiv ahitng didm khéc nhau clia truc Ot. Trong trwvomg hop
d) séng Riemann chia thinh hai nhém: nhém thit nhit gom cic dwomg thing
phan k¥ xudt plidt tir cde diém khde nhau cia true O, tidp do 1 cace dedmg
thing song song. Toa do t, ola true Of (bat din séng cdt tai) xdc dinh tir
phong trinh p(f,) = po.

P P

;

~

(b}

t g (0’) ¢
Hinh 8.5

8.3 Va cham cida thanh vdi tudng chin ¢é dinh

Gia sir thanh ¢6 dd dai € chuyén dong véi toe do V doc theo truc tir phai sang
tral, tai thod dicém ¢ = 0 thanh gap tudmg chin ¢ dinh rin tuyet dai.

Hinh anh truyén song trong thanh bidu dién trong mit phing (r,t): OA -
dan séng (mdt gidn doan manh}: ON-mgt trong nhirng s6ng Riemann twong
g v&i bien dang lén nhat e,. Trong micén BOC bidu dang khong doi va
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bfing €
ACB - séug cat tai xudt hién khi diu séng OA gip dau thanh tiw do z = ¢

va phan xa lai. Day cing 1a séng gidn doan manh, nhw trén da chitng minh,
truyen di véi tde do ag.

:L - _I

_ i
¢ z

Hinh 8.6
Theo (8.9) trong mien QOAC ta ¢
e
v=V —age, — /a(cl)del.

Gid tri e, xde dinh tir diéu kién v = 0 tai diu thanh z = 0.

By
aler)de; =V — ages,

g

Tir day suy ra khi va cham bién dang déo xudt hicn nén V > ages.

Qud trinh phan tich cho thdy, trimg hop V > 2age. song cat tai van la
song xung kich cho téi khi truyén dén chd tiép xic. Trong truomg hop do khi
song cdt tal gip tidt dién z = 0 thi tiép xie bi phd iy, béi vi téc do phan iy
bén phai séng car tai diwong. Thoi gian va cham bing

=2t

ag

Bay gior xdc dinh bién dang dir sau khi va cham. RO rang ring trén doan
O bién dang dir nhu nhau va bing

T (Hm.)

* __ £l
€] =t —
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trong do o1(em,) 1 giad tri cia @ng sudt triwde khi cat tii xac dinh theo do thi
a1 ~ e1. X6t song Riemann ndo diy truyen véi tde do ae;), séng nay gip
song cit tal tad vi trf

_ 2aler)f
ap +ale))

Vi e la ham da biét cda ey, tir day ching ta xde dinh bién dang tai tit
ditn x trwde khi cit tai e; = e1{z). Theo quy ludt cat tai, bidn dang dir xdc
dinh bdi comg thire

01((31) )

E

*®
€ = €] —

Ngwoc lai, biet phin bd bién dang dw sau khi va cham cé thé xay dung do
thi ddng lién hé gitvra 1ing sudt va bien dang o) = oy{e}).

8.4 Vat liéu cltng déo trong bai todn dong

Vi bién dang déo khd 1ém ¢é thé bé qua bién dang dan héi, vat lién xem nh
14 clrng déo. Hom thé niva tai bén khong ding ké ta ¢d mé hinh vat liéu ciing
déo 1y twdng. Bo gua bién dang din hai ldim gidm nhe tinh todn khid ubitu
va trong nhiéu bai todn dong cho nghiém kha don gian.

A& hinh nay thwdng sit dung rong rai frong bai todn ve tde dyng cia
xung hre lén dam (thanh). ban trén, vo mong v.v... N viy, dium con cing
khi mémen uon chira virot mémen gici han M, tiép d6 trong dim xudt hién
khép déo (nhw da trinh bay trong 4.2 chwong 4) tai d6 [M] — M,. Nghién
civit chuyén déng cia midn ciing v mien déo eia dam tinh dén dicu kién trén
bien cia elming cho phép xdc dinh bién dang dw va thdi gian bidn dang (6
thé x4c dinh diroc i trong trudng hop d6 vong lom).

8.4.1 M6t vai dinh ly vé nang lugng

Trong ddng hre hoc cde vit thé adng déo hién chwa thict 1ap dwoe nhimg dinh
Iy tong quat cho phép gidl bai todn mét cdch ¢é hiéu qud. Martin [67] thiét
lap mot vai dinh Iy don gian.

Gia si¥ tal thoi diém ban dau ¢ = £ ta bict t8¢ dd 7; cla cdc diém vat (hé
citng déo, con vl § > fy (rén mdt bién vat thé lwe miat X; = 0 hoic 1 tde @6
v; = 0. Ngoai ra, su thay ddi hinh hoc vit thé khong dang ké va bé qua hee
khoi. Vai cde gid thiét ndy ta bidt dirge dong nang ban dan. dong nang ndy
hao tdn cho bien dang déo cia vat thé trong qui trinh chuyén dong. vi rang
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lirc ngoai khong ginh coéng khi t > tg. Do do dén théri diém i = t, nao day
chuyén dong sé két thiic.

Dinh 1y 8.1. Thot gian bién dang t, — to ¢d cdn dudi

f]fp'ﬁw?dV
—to 2
///0” EO dV

Trong dé p la mdt 49 vit thé, v la téc d khd di déng hoc khing phu thudc
thot gian, € ;.] lo téc do bién dang kha di dong hoe, con ay; wde dinh theo téc
d¢ bicn dang nho quy luit chdy déo (2.13)

of

f)ﬂij ’

(8.18)

E'g_.j:, Az(]A

Chirng minh. Nhin hai vé phwong trinh chuyén dong (1.7) vl ¥ roi tich
phin trén toan b vat thé ta dugc

]/ / 094 Lay = /‘ ] f iV,

Bién déi tich phan vé trai din dén

// Jgjvj'v?ds - f/f O’ijé?jdv = /j/ pf)(ﬂ?dv.
) Vv Vv

‘Pich phan mit bang khong vi hodc la lye mét bing khong hodc la tae d6 bang

khong. Vay
—j]j ptivddV = ]// oij€is 0.4V,
Vv V

trong do oy, % 1a ung blldt va gia téc thwe. Theo dieu lap ludn trong 3.8
chirong 3 ta cé (01:r or,;.) . > 0, nén

[/f oV < //f ofeldv = W,
Vv Vv
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WY 14 mot dai heong khéng phu thude vao thot gian, Khi dé

- / / / pldv < WO,

1

Tich phan theo thoi gian tir § = #g dén t = 14, ta dwoc

- / / j puieddV
Vv

Tai t = tg t6c do v; = 75 cOn tai £ = ¢, t8c do v = 0, ta di dén bat ding thic

(8.18) 0

t 0
< W (t* - f{}).
tg

Dinh ly 8.2. Vi chuyén dich cho trudc trén mat ul, trong thoi gian wit
thé bicn dang ta o bét dang thite

// Srulds < ///%pnf(ﬁv; (8.19)
S v

trong dé LY 1o tee tieong dng véi tng sudt kha di tinh hoc cho phép o:;(:) vg

ng khéng pha thude thar gian.

Chitng minh. V&i cich lAm twong tw nhu trén, nhan hat v& phwong trinh
- - 4. # ~ ~ n -~ 4 e ks B
chuyén dong véi v, tich phin 1én va qua mét s6 bign d6i dan dén

- ]// pyodV = /f] aij€idV.
Vv 14

Ta lai ¢6 theo 3.8 chrong 3
#(a)

if

/// U:J{(r]égjdv = // E:'U.g(fs,
5

(o —aij)éi =0

vi theo 3.7 chwong 3

v

L . -
cudi cung nhan dwge

- " fd 1l 2
— — oty dV = ohuds.
// dthU‘dV_// JidS
V 5

Tich phan bit ding thire ndy theo thid glan tir t = tg dén t = t,; chi ¥ ring
¥* khong phy thudce thod glan va véi t = 1o, v = 0, v = T, con vl t = t,,
w; — u? (chuyén dich trén mit). v, = 0; ta di dén bhat dang e (8.19) O
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8.4.2 Dam dudi tdc dung cda xung lwe

Gia st dam ¢6 do dal 2¢ twa ty do tai
hai dau, chiu tdéc dung cia xung lwe gy
ra tai moi tiél dién thanh tée d6 ban diu
bl } |7 khong doi . Liy tée do kha di dong hoc vV
i khong phu thude théd gian phan bé theo

hinh tam gide nhie hich 8.7. Khi d6 tai
z ' tiét dién gitta hinh thanh khdp déo, mdi

Wﬂ»‘?o phan niva thanh quay quanh géi tL_ra nhur
¢G thé vdi tée dd ghe w. Khi @6 v° = wa

(z-hwdmg theo truc thanh), W0 = Qﬂf*w
Hinh 8.7 va

£
//_/ prividV = 2 / powr Fdy = mvtéw,
V 0

troug dé r = pF 1 khéi hwgng ctia thanh trén mot don vi dail. Thay thd vio
bt ding thite (8.18) ta dwec

; (> mue?
a3 0 = 211!*
Bay gi¢r tiép tuc tinh
¢
1 1 1
/// §;m 24V = E/E;JUJFd.r = lT.
I8 0

Ta chon tai kha di tinh hge cho phép 13 tai tap trung X* dit tal gitra thanh
va tuong ng vdi ndé ton tai trang thai givi han, tie 13 5% = ;ﬂ'{*. Tir bit
ding thic (8.19) ¢6 thé ddnh gid do vong ub tai diém gitra thanh

p 1 miew?
w K = .
-2 M,

8.4.3 Ban tron chiu tai trong dong

Bai todn déng ctia ban tron citng déo twa tw do theo chu tuyén, chiu tdc dung
mot cach dot ngdt clia dp suit phan bd déu p dd dwoe Hopkins va Prager khao
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sat. Phirong trinh can biing (6.13) dwoe thay bing phueong trinh chuyén dong
2 24 : . ) J ;

Y
2,

i P |
DALY — My = — / (p " paT;U)rdr (8.20)

dr
0

trong dé p 1 khot lweug (rén mot don vi dién tich mit ban, p la dp sudt (gia
thift n6 tac dung theo hwdmg = dm). Dicu kién chiy déo Tresca-Saint Venant
drege bidn dién trén hinh 6,13, Ciang nlur trong trwdmg hop tinh, trang thdi
déo cliia ban ng véi trang thii CA, trong d6 diém C dmg véi tadm ola ban,
D6 voug cia ban ¢d thé 1dy dang hinh con

wirt) = —A@(1- 1),
a
trong dé A(t) 1a dd vong cua didém tam cia bin.
Dit bidu thite nay vao phwong trinh chuyén dong (8.20) va hé thire ciia
dieu kién chiy déo Tresca-Saint Venant My = ALy, ta 6 thé tich phan phuong
trich va nhin dwgc

?.‘2 . -r2 T‘:;
Mo(r,t) = My — p— + pAl(l (__—)'
M(r,t) s P I pA(E) 6 12a
‘ .. F2A
trong dé dé cho gon ta ky hicu A = lfc')fz '

Dicu kién bién tira ti do trén r = a, M,(a,t) = 0 cho ta pA = 2p — ),

. 6 . 1 " . A L e , Y
trong do ps = —~7§ Khir pA ta ¢d thé viét bieu thnre cia M,
a

e r
M, = M, — [p — (p— pd) (2 _ —)} .
6 it
Két qua nay chi ¢ nghia khi bién thive bén v& phai khong viegt qud M, ke
14 pig tri trong dau ngodc phal khéng dm véi mei r. Do vay ditu kién cin
v dit 1a p < 2p,. Cdc dp sudt thda man ditu kién nay goi la dp sudt thong
thomg, con cac Ap suit 1om hon 2pg goi la dp sudt cao.

V&i dp sudt cao ta cd thé gia thidt do vong c¢é dang hinh ndén eyt véi vong
tron udi ban kinh rg phan chia mién hinh ¢én ngoai véi mien trong, tai dé
chuyén dich cimg véi vin tdc w = —A. Mitn trong twwong tng voi diém C
trén cdwong luc gide Tresca-Saint Venant, tiée 1a M, = My = M, va phwong
trinh chuyén ddng v&i r < rg dan dén

pA = .
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o — 7
wir t)y = —A{t}———
I — Ty
- . s - ~
nén pia toc se la
. a-r
g — —p
P

Phwong trinh chuyén dong bay gicr tro thanh

d e ]

Gpd o 23
. My — ———(2¢r" = 311 - 74
dr 6(a — rg)
Tich phan len va cho théa man dien kien M, = M, tai v = 7g. ta nhin dwoe

, (f —ro)i(r +ro)
12{a — rp)

P = v, —
bitu kien bicn tai r = a, AL, = 0 cho ta phirong trinh x4¢ dinh bién phan chia

2 : T
(1 _ m) (1 . ’_U) _ s (8.21)
7] f1 P

Béy gitr gid st tai thoi diém ¢+ = £y ta klnk 4p snAt mot cach dét neot.
a) Trwomg hop p < 2p

ry

-

Vil p < 2py dang cna nghicm trude day van dhing vyl £ > tp bang cich
¢ho p = 0. Gia toc ea didin gifta bay gitr cho b p& = — )ps Dé vong cna
didm tin phn thnoe v thad glan co dang

. L .
Alt) = ~(p - pt?, void <t <ty
f?

ZIn(2kgt — t2) — pst?] VO te <t <ty
p L! 1] J

b ] . A X - P
trong do ¢, 13 thir diecm dirng chuycn dong, tire 1A A(t.) = Ddanden t, = I—t(].
s

Khi dé d vong cia didém tam ban

L plp—pe)
A, = Alt,) = —-_——tf,.
s
K& qua ddi v ¢, triimg véi cin dud cho boid dinh 1y \Ir1[1111 (8.1). Ta lay

trvime van téc kha di déng hoe khong phu thude than gian u A“(l - )
il
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Al — const. Khi dé man s0 troug bitu thire bén vé phai oa (3.1) bing
2 M AD con tir 80
[
; \ AU ry? Loat AU o’ L0
2x | pA{lo}A (1 — E) rdr = 2’3’Tﬁ{JA(t{])A = 271'—(—),—(1}— [IREATANS
0
I3 b [12 - . . . 1 ~ 2
Viring M, — P nén gid tri cta nr 506 bang
)

Q?Tf(]AUJ't-I,,- (£ -1 ) .
Ps

B4t ding thire (8.1) dan dén

te — to = ("& - 1)fu
s

va v& phai trimg vai nghiém chinh xdc.

I} Trwdmy hop p > 2py

Khi p > 2p, vice kiny dp SUAl ¢6 nphia 13 tai mitn trung tém gla tGe bing
khong, tire 1a A =0, nén

A(f) — A(t(]) = {J‘;_O ,

o - o . - LIRS 1. A N - - .. . - “
Vi van téc trong nien hinh con 1 le voi A ¢on gia téc khong triét tiéu, nén doi
héi ban kinh cila veng tron nudi phai 1a ham cia thod glan 7{t) v T{t) = 1o
Vi e > Pt} van 1o v gia tée 6 dang

FiL8 -1 . P Pt a—r
P 8T Gt = _ pior{t)

Wt - = POk

phirong trinh chuyén dong dira vé

o 'pt()?

A nn) = M, ¢ 0 [3ag? - ) - 20t -
(it(, ) o G((L-—F)‘Z[ a(r® =7%) - 2(r* = 7))

Tich phan phweng trinh nay véi Al = M, tal r =7 ta duge

ptn?( F—r

2
rM, = 1M, + T F)l [2a(r + 2F) = (#% 4+ 27 + 37))

hat M, =0t r=u dian dén phwong trinh vi phan dé xa¢ dinh T
: ] 1 g I 1

: 5. dF 2psa’
(a® + 20F — 3?2)(— S
dt pto
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P oA A . dr Lt = e
Thira s6 hén vé trdi dwong nén = < 0, bén kinh 7 cia vong tron udi glam
r

dan. Phwong trinh vira nhan ¢é the tich phan dwoc va cho két qua

=14 [@®(ro = 7) + alrd —72) ~ (3 = ™).

to 2psal

Gid sir t; 1a thoi diém tai d6 bén kinh cia vong tron néi dan dén khoug.

Khi d6 ta dwge
t oI o 2 roh 3
o))
ty 2psla €@ a

trong do g cho héi phurong trinh (8.21). V&it > t; trudmg viu toc hoan toan
dang hinh c¢omn.
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