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L651 NOI DAU

Hién nay ddt nudc i1a dang xay dung nén céng nghiép héa mot cdch khdn
truomg dé dén ndm 2020 1rd thanh mot nuéc cong nghiép. Do do chiing ta dd vit 5€
dp dung nhiéu mdy moc. thiét bi hién dai, cong nghé cao va xdy dung nhiéu cong
trinh lom, vinh ci.

Do dé chiing 16i thdy cdn gict thiéu mot tai liéu ma né nhdc cdc nha thiét ké,
kiém dinh khi tinh todn cdn huw tam dén thoi gian tdc dung cia tdi trong nhat la
céng trinh sir dung bétong, chdt déo cimg, vat liéu polyme ngay ¢ nhiét d¢ binh
thieong va nhiing vat liéu nlt thép, gang d nhiét do cao. D6 la tai lisu vé 1y thuyét
dan nhot ndm trong kién thic nganh co hoc vdt rén bién dang, noi réng ra la cua
nganh hau bién hoc. '

Ly thuyér dan nhot gom 2 phan: 1y thuyét dan nhot tuyén tinh va 1y thuyét
dan nhot phi tuyén.

Trong tai ligu nay ching 16i chi wrinh bdy phdn co sd 1y thuyét dan nhot
tuyén tinh & moi ruomg ddng nhiét. Khi can tink dén dnh hudng ciia nhiét do sé s
dung nguyén Iy cong téc dung.

Néi dung duge trinh bay thanh 8 chiong, mot chuong phu va mdot phu luc.

Chueong 1 va 2. Nhdc lai cdc phioong trink co bdn vé chuyén vi, bién dang
umg sudt, quan hé giia pién dang vmg sudt va 2 dinh lugt quan trong ciia var thé
dan héi suyén tink, dong rhdt, déng hiong nham hé théng lai kién thic dé phuc vi
cdc chuong sau.

Chuong 3 va 5. Trinh bay vat dan nhot khi chin lgc I chiéuva 3 chiéu.

Chuong 4. Trinh bay phuong phdp mé hinh trong luu bién dé xét quy ludt
doi xit irong vt liéu dan nhot.

Chuong 6. Trinh bay phwong phdp todn tf néu Ién quan hé giita img sudt
bién dang.



Chuwong 7. Trink bay cdch gidi quyél bai todn dan nhot theo cach bién doi

Laplax.-
Chuong 8. Di sdu vao cdc bai todn song dé thay sw khac nhae gia vl the

dan hiéi va dan hoi nhot.
Chuong phu. Trinh bay mot vdi nét ve phuong phap moden phuic biéu dién
var dan nhot.

Phu luc. Dé cdp phuong phap biéd wa biét
wip nay o thé nam digc not dung

nay trudc khi doc toan bo cudn sdch nay.

phuc vu cdc ky su xdy dung, ché
ido trinh cho hoc vién cao

n da: Laplax giip doc gid ch
phuong pl ciia phuong phdp tink. Doc gid ¢o thé
doc phan

Tai Liéu nay
gian 101 tre thanh mot g

nganh xdy dimg, ¢J khi.
bién soah, chdc con nhien thiéu sét. Chung 101 rdt cam on vd

nghiép va cdc doc gid dong gop ¥ kién. Cdc y kién
két cau, khoa co khi, Truomg Pai hoc Bidch
thugt, 70 Tran H:mg Bao, Ha Noi.

¢ tao mdy va hy vong trong thot

hoc sau dé cho sinh vién cdc

Vi ldn dau tién
ng cdc ban dong
mén _ca hoc val liéu -
ban Khoa hoc va Ky

chan thanh mo
xin gt vé: Bo
khoa Ha Noi va Nha xudt

Tac gia



Chuong 1
CAC PHUONG TRINH CO BAN CUA
LY THUYET BIEN DANG UNG SUAT

Trong cac gido trinh cd hoc cAc mét truong lén tuc, Iy thuyét dan
héi da trinh bay kha day du vé nhiing kh4i niém, dinh nghia vé chuyén
vi, bién dang va fing sudt.

Déc gia ¢6 thé xem [1] [2].

Trong chuong nay chung téi chi tém tit cac phudng trinh cé ban
d¢ dde gid doc phan sai duge lién tuc.

§1. LY THUYET BIEN DANG

1. Khai niém vé chuyén vi

Xét mét vat thé chiu lue va gia st tai thai diém t = t, vat thé chua
chiu luc cé thé tich 1a V. Duéi tac dung ctia ngoai lyc vat thé bi bién
dang ¢6 thé tich 1a V’ (dudng chdm cham hinh 1.1). Mét diém M naoe d6
¢6 toa d6 %, v, z ban dau hic chua bién dang, sau khi bién dang chuyén
dén vi tri méi M, ¢é toa dé x| ¥, z.

Goi vects MM, 1a chuyén vi cia diém M khi bién dang.

Cac thanh phan hinh chidu eva vecelg MM, duve xac dinh bl cac
biéu thiic sau:

u=x x
" >
vEy -y
—_ »
W =Z — Z

w, v, w - cac thanh phan chuyén vi ctta vects MM, tuong tng vé
cde truc X, y. z. Chuyén vi cua nhiing diém khac nhau 1a khong bang
nhau va la ham s6 toa 46 cta diém:



u=1fxy, 2
v =1, y,2)
W= fS(X: Y) Z)

Hay viét gon  w = fi(x, y,z) 1= 1,2,3.

(1.1)

4
Hinh 1.1

2. Cac phuong trinh déng hinh hoc

>

Bidu thiic lién hé giita chuyén vi va bién dang tai mét diém trong

vat thé cé6 dang:

fu &l

By — Sx.x - Yoy — —
% - oy

_ _ov _ow

€y TEByw— Tz = 7
oy v

oW fa

&, T E;— ’sz -
(7 oz

trong d6: € - 46 dan dai ty dbi
y - d6 bién dang géc.

o

ox

oy

+— (1.2)

Cz

W

-

.4



Bién dang dai kém theo mot chi s6 chi phudng xét bién dang hodc
<6t 2 chi 56 nhu nhau. Bién dang géc kém theo hai chi s& chi méat phing
xét bién dang.

Céc phudng trinh (1.2} goi la cAc phuong trinh dong hinh hoc, ¢on
6 tén 14 phuong trinh cosl {Cauchy).

. . e . 1(6u; 2y
Céng thie (1.2) dude viét gon dudidange; = =| — + 7 (1.3)

2\ 0x;  Oxy
i=1,2,3.
=123

3. Trang thai bién dang

Tyang thai bién dang tai mot diém duge dic trung boi tenxo bién

dang &; va duge biéu didn bdi cac thanh phan bién dang sau: .

1 1
€11 Biz B3 £, ny}_ EY“
1 1
£g) Boz Buz (T ET}'X Ey Esz 14
1 1
€4 Eq9 €qa EYZx -Z—sz £,

Chiing ta c6 thé chia tenxd bién dang nay thanh tenxd bién dang

cdu cong tenxd bién dang léch.

Tenxd bién dang cau:

g, 0 0
0 & O {1.5)
0 0 g,

Trong d6: £,-4ién dang dai ty déi trung binh:
B9 tEp T 835 _ Bx &, TE,

3 3

Ep =

(1.6)

Viét gon £q = (1.7

Ei
3



Tenxo bién dang léch e;;

[ ] 1
L en o fu | B, g, ljf“ — Y 1
| I 2 . 2
; . i 1 1 i
g e; e‘_‘ €y = { o fvx E'\- —E, _-qi'r\'z (1'8)
| 21 €92 €2 T 2 _ AL
i i 1 1
| €5 Cum Ca ‘ B L2 o fu €, ~ %,
hay e, = g, — £.0, (1.9)
trong d6: 8;; - ky hiéu kronecke:
§;=1 mnéu i=] (1.10)

5,=0 mdu iw]

4. Lién hé giira cac thanh phdn quay cimg véi cac thanh phan
chuyén Vi

P& hinth anh hinh hoc vé bién dang tai mot thai diém duge day du
va dé sy tinh toan duge dbi xing ta phai dua thém vao 3 thanh phan
quay ciing theo 3 truc. Cac thanh phan quay cling duge xac dinb theo

cae biéu thie saw:

1((?1' (?"J\I
W = —! —-—m— - —
Tolay  oz)
- oY

w, = l(i_ﬂ‘ (1.11)
2’\62 &x
4 -0

| v
W= | =
S ol
trong do: w, ; W, w, - cic thanh phan quay ciing d81 vl cac fruc X,y,2.

5. Cac phuong trinh lién tuc

Giifta céac bién dang dai e va cac hién dang géc phai lién hé v

nhau theo mét biéu thic nao do, dé seu khi bién dang cac phan to trong

]



vat thé khéng ¢6 su gian doan vé cung bé. Vit thé sau khi bién dang

van 13 moét méi trudng lién tuce. Cac biéu thite d6 1a:

=2 -~ 2
e, CE, & Vye
—+- =
-~ - -
&z cy 0z
2 2 22
0%t, 0%, O,
~o 2 2 o ’}X
Ox 1574 ¢z.C S
- ~ P ) (112)
é (Gsz Ofax _ Yxy -9 0%e,
0z L &x oy iz xdy
- bl -
& (v " My Oy S g,
ex | Oy z &X Cyoz
5 {6 (o) & 8%
o ! xy Yz x| _ 9 ¥
vl dz ax v Cz0x J

Cac phuong trinh nay gol la cac phuong trinh lién tuc hay céc
phuong trinh tudng thich ¢6 tén 13 phudng trinh Xanh Voning (Saint

Venant).
Viét gon:
3 ~3 ~2 2
&%y 0'e; 07y 0%y,

+ = +
E‘XJ-E?XI 0x,6x, f)xj(?xk ox, 0%,

(1.13)

§2. LY THUYET UNG SUAT
1. Cac thanh phan img suit tai mét diém

Ung suit tai mot diém M bat ky trén mit cdt 1A mot vectd ky hidu
I; Téng quat cia 1:; cb gia tri va phudng bat ky. Dé thuan lgi ta phén
ing suit ra 1am hai thanh phan:

Thanh phin nam vudng géc véi mit cit goi la ting sudt phap, ki

hiéu o kém theo mét chli s6, chi phutang ctiia phap tuyén, vi du o,.



Thanh phin nam trong
mit cit goi la Ung suit tiép.
Trong hé toa dd vudng goc
duge phan thanh hal thanh
phén ing suit tiép ki hiéu la t
kém theo hai chi s6, chi s6 th
nhat chi chiéu cha phap tuyén
ngoai mat cét, chi s6 thi hal
chi phudng {ing sudt tiép song
song, vi du, T V& Ty (hinh 1.2).

Mat trén d6 khong cb
{ing sudt tiép, ta gol 1a mat
chinh. Ung suft phap trén
mat chinh goi la ing sudt
chinh. Téng quat qua mét
&iédm bao gid cling tim dude 3

mat chinh vuong gbe vi nhau

ting dé1 mét. Ung sudt chinh trén 3 mat c

vé gia tri dai s

2. Trang thai (mg suat tai mot diém

Hinh 1.2

hinh dude ki hiéu ¢, > 6, * O

Trang thai ing suat tal mét diém dic trung bdi tenxd {ing suit o
va duge bidu dién bdi cac thanh phén iing sudt sau: '

G;1 Oz
Cyy Tag
O3 Om

Tenxo 1ing suit o; dudc chia thanh hal tenxd Ung sudt sau:

+ Tenxd (ing sudt cdu

o, O
0 o,
0 0

10

T T

¥ Xz
O, Ty (1.14)
T, Oa

(1.15)



+ Tenxo Gng sudt 1léch Si;

S S S Oy ~ 0Oy Ty Tyz
Ser Sgy Sgy p = Tyx G, =Gy Tyz (1.16)
S35 Sa Say Tox T O, 0O
Hay S5 =0y - 0g.5; (1.17)
Trong dé o, — ling suit trung binh o, = G; = %Sij.cij (1.18)

Tenxd ting sudt cau chi gdy nén bién dang thé tich con tenxo tng
sudt léch chi gdy ra bién dang géc, nghia 13 gdy nén bién d6i hinh dang.

3. Phuong trinh vi phan can bing chuyén dong trong hé toa .dé
vudng goéc

Xét phéan t6 hinh hép c6 cac canh d,, d,,"d,, hinh 1.3, dugc tach ra
tir mét vat thé chiu tic dung cla hé luc. Hé lue nay goém cé cac luc bé
mit trén bién vat thé va hic thé tich & bén trong vat thé. Theo nguyén
1y Dalambe, & thoi di€m t phin t& & tfang thai can bing sé chuyén dong
khi dit vao cac ldc quan tinh. Bing cach 14y téng hinh chidu cac lue
trén ba truc sé duge ba phudng trinh vi phin cin bang sau:

acx arl-'x tr}':Z)r. aﬂu
+ + +f, =p——
ox oy 0 a2
ot oo a2
LA ay" +—2 +f, = pe j (1.19)
($s.4 CZ '
on,, vz 0O, O*w
+ + +f; =p—;
&x oy 8 2
. 0o 8™,
Viét gon Lt =p atI; (1.20)

trongdé: 1=1,2,3 3=1,2,3
f,, f,, f; — cAc thanh phan hinh chiéu chia cudng d6 luc thé tich
lén cacMruc toa dd; '
p — khéi lugng riéng;
&%u P2

ol oat?’ at?

v 8w C e, 2.
- gia téc cua cac chuyén vi.

11



Téng mdémen cac luc d6i véi 3 truc:
ZMZ =0 ta dude 1, = 1,
> M, =0 tadudcr, =1, (1.21)
ZMx =0 tadugert, =1,

Bigu thiie (1.21) duge phat biéu thanh dinh luat d6i ing cia ing

sudt ti€p: “Trén mit cat nao d6 cb fing suat tiép thi trén mit cit vuéng

goc vl mat cat dé cling cb ling suit tiép eiing gia tri nhung nguge dau”.

Y
48y
LB e T
7 “
"'_-f/ X
Gx Tff[ f i 16,
- | 7 A e

<

b Y

N
hY

N

W

Hinh 1.3
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Chuong 2
QUAN HE GIUA CAC UNG SUAT VA BIEN DANG
CUA VAT THE DAN HOI

Chuong trén ching ta di xét vé ting suit nham giai dap khia canh
déng hic hoc, tinh hoe ctia bai toan va da xét vé chuyén vi, bién dang
nhidm gidl dAp bai toan theo quan diém déng hinh hoc. Ban than hai ly
thuyét d6 khéng dn dé giai cac bai toan vat Iy cua co hoc vat rdn bién
dang dudi tac dung cia cac luie ngoai dit 1én né. Vi gifia 1ing suit va
bién dang chua ¢6 mdt dinh luat vat 1y nao rang bude nhau. Trong
chuong nay ching ta dé cap dén méi tudng quan gitta dng suat va bién
dang clia vat thé dan hdi tuyén tinh mét cich so luge dé sau dé sé trinh
bay chi tiét hon cho vat thé dan nhét tuyén tinh, nghia la, dé cap dén
tinh chAit vat Iy cia bai toan.

§1. SU LIEN HE GIUA CAC THANH PHAN NG SUAT V&I THANH PHAN |
BIEN DANG & VAT THE DONG NHAT, DANG HUONG DAN HOI
TUYEN TiNH

Trong 1¥ thuvét dan héi tuyén tinh, duge bidt 6 vat thé déng nhat,
déng hudng thi quan%é gitta ing suit, bién dang duge mé ta bang dinh
luat TTuc, téng quat ¢é dang:

+ P31 véi bién dang dai:

G,, = A8 + 2ue,,
o, = A8 + 2ue,, 2.1

GZ'{ = )\’B + 2}'1871

1=



+ D& v6i bifn dang trudt:
Ty = Wiy = 2HEL2
Ty = Wier = ZHE2 (2.2)
Tpe = WYue ™ 2HE3:

Hai biéu thitc (2.1) va (2.2) c6 thé vidt gon ¢ dang sau:

o, = 2ue; + A8S; 2.3)
trong d6: &; - ki hidu Kronecke;
A, 1L - cac hang s6 Lamé;
8 - d6 bign dang thé tich ty déi.

Ta thiy 6 vat dan hdi tuyén tinh dhng hudng chi cé hai hing s0
dan hoi 1a doc lap. Vi du, hai hing s6 Lamé A, u, va tén tal hai dinh luat
quan irong la:

_ Dinb luat bign 481 thé tich: “Ung sudt trung binh tai 1 diém
bang bién dang ty 461 trung binh tai diém d6 nhan véi hé 88 3K,

~ Dinh luat bién &&i hinh dang: “Tenxd Ing suat léch tail diém
bing tenxo bién dang léch tudng Ung nhén véi hé s6 2G7.

_Biéu thitc toan hoc ciia hai dinh luat trén la:
5, = 3K. & (2.4)
S, = 2G. & (2.5)
trong dé: o, — UNg suat trung binh;

¢, — bién dang ty d61 trung binh;

s, — tenxo ing suat léch;

K — médun thé tich;

G — modun trugt.

§2. HE THUC GITA CAC HANG 5& DAN HOI

Vat lidu ding hudng chi cb hai hing s6 dan bdi 1a doe 1ap, vi du,
hai hing 6 Lamé: A, n. Trong kv thuat nhiéu khi con sit dung cac hing
& dan héi khac nhu:
E - médun khi kéo nén {médun Young)}.
G — mddun trugt.
K — médun thé tich.

v— hé s8 bién dang ngang (hé 56 Poatxdng)

14



Ta hiy tim cac hé thic gitta cac hing s6 néu trén véi hai hang s&
Lamé: A, u.

1. Médun dan héi khi kéo nén (médun Young), E

Xét truong hop vat thé ddng huéng chiu kéo theo truc x.

Trang thai dng suélt tai méi diém clia vat thé 1a trang thai ddn
duge xac dinh theo bidu thiic:

0,70 ; 6, = g, =1, =1

e =T, = 0

Dat hé thdc nay vao (2-1) ta nhan duge hé phudng trinh:
G = AD + 2pg,,

0 =48+ 2us, (2.6)
0 =26+ 2ps,
Cong theo v& cac phuong trinh trén duge:
o= 1 g @.7)
34 + 21

bt 8 vao phudng trinh ddu duge:

GX=U(37L+2P~)E

X Xx = ngx 2'8
"t (2.8)

T d6 suy ra:

A+

2. Hé s Poatxdng

- a -
Khi kéo thanh theo phuong x ching han, theo dinh nghia, hé sé
bién dang ngang duge xac dinh bdi ty s6 4m gitia dd gidn dai theo
phuong ngang va phuong doc, biéu thitc toan hoc ¢6 dang:
-

ve=_ E-‘-‘f == (2.10)

Xy XX

Trong dé: ,, ~ bi&n dang theo phudng doc.
Tt hai phuong trinh sau cta (2.6) va chi ¥ téi (2.7), suy ra:



A (2.11)

_ a0
EWw=E,= ——=— 470313(
’ 2u 2u(3h + 2u0)

Thay gia tr tal o, theo (2.8) vao (2.11) ta duge
_ Y
Epy T €5 = Eyx
N 2(% + u)

Vay hé s8 Poatxdng duge ¥ac dinh bdi hé thiie:
A
2(h + )

(2.12)

3. Mddun thé tich K
Trong trudng hdp nén déu vé moi phia, trang thal Gng suit tai 1

diém dude xac dinh bai cAc thanh phin sau:

Opy = Oy = G, = —P } (2.13)
Ty = Ty =T, = 0
Thay cac gia tri theo (2.13) vao (2.1) ta dudge
2ue, +A0=-p
2pe,, + A0 =-p

2ue,, + A8 =-p

Cong ting v& 3 phuong trinh lai ta cé:
(3A + 2u)6 = -3p

Y

Suy ra p= —(l+%uJ =-K®6
Trong dé médun nén thé tich s& la:
2

1. Modun trugt G
(Gia si1, hinh tru dai tiét dién chii nhat ¢é true hudng theo truc x,

chiu lue t18p F tac dung 16n mdi don vi d6 dai cawh.

Médun trugt duge xac dinh boi hé thiic sau

16



G=

E (2.15)
¢

Trong d6  «p - gbe trugt.

Véi bién dang nhu vay, moi thanh phan bién dang bing khéng,
ngoai trii 7, = F.

Theo (2.1) ta co:

1, = 28,

Vay G=u

Ta thdy ring, cic hing s& dan hoi phu thude lin nhau. Néu ldy
mét doi bat ky lam hing s§ déc lap, cic hang sd khac sé& biéu thi qua né,

bang 2.1.

8dng 2.1. Bing lién ha cic hing s& dan hdi

Hang s8 £6i chinh
dan hai L 0 |
Ao L K, G [THRY E, v E,G
'y K —EG 20y 2v G(E - 2G)
3 1-2y (1+ V(1 - 2v) G -E
E
h=G H G H 2(1+ v)_ ¢
4 2 2u(1 + v) E EG_ _
K 3t K 31-29)|  30-29) 3(36 )
E pn(3r + 2u) 9KG 201+ vin E E
Ao+ K+ G 4
x K - 2G E
v — i v v =
200 + W 8K + 2G ; 2G
I e L _

17



Chuong 3
QUAN HE GIUA CAC THANH PHAN UNG SUAT VA
BIEN DANG & VAT LIEU DAN NHOT TUYEN TiNH

Vat lidu & thé dan héi nhét c6 nhitng dic ¢iém co Iy khac vat liéu &
thé dan héi. Dic diém néi bat 14 quan hé giita cac thanh phin ing suit
va bién dang phu thuge vao lich st dit tai, y8u t& thoi gian va hat hién
tugng déc trung 1a rdo va tring.

Hién tugng rao: khi itng sudt cé gia tri khéng ddi nhung bién dang
cua vat thé vin ti€p tuc giam theo thdi gian.

Hién tugng tring (Rélicxasi): khi bién dang c6 gia tri khong d6i
nhung Ung suit trong vit thé vin tiép tuc giam theo thoi gian.

Dé x4y dung qui luat d6i xi ciia vat ligu, trude hét hay lam mét s8
thi nghiém co ban & trang thai tng suft mét chidu sau.

§1. CAC THI NGHIEM CO BAN
1. Thi nghiém rao (tir bién)

Kéo mét mau vat lidu pélime hay nén mét mau hinh tru bing bé
tong sé thiy: giit tai trong khéng ddi nhung bién dang van tién trién
theo thai gian mic da gia tri e dat vao bé hon gia tri luc pha huy (vat
liéu déo 1a gidi han chay, vat liéu dan héi la gidi han bén), tham chi hue
dit vao con ndm dudi gi6i han ty 18. Su tién trién bién dang cén phu
thude vao lich st dit tai, van téc dat tai va cdt tai.

Chiing ta hdy xét mét trudng hop dic biét vé lich sit ddt tai don
gian dudc dinh nghia nhu sau:

18



Tai thoi diém t < t, vat & trang thai khong thi o = 0, dén khit > t,
{tng suat cé bude nhay vé bién d¢ o, nghia la:
| o(t) = oph (¢ - to) (3.1)
Trong dé: h — ham Héviside'"' (hinh 3.1).
Quan sat su tién trién cta bién dang & theo thoi gian, s& thay:
+ Khit<ty;thi e=0.
+ Khit = t, thinh linh & cé budc nhay bing gia tri bién dang dan
héi cua vat lidu.
+ Khit > t, bién dang & ting theo thdi gian.
Dé don gidn ngudi ta viét su tién trién cia £ 14 ham cua thoi gian
dudi dang sau:
e(t) = op.d(t,, t, Go) (3.2)
Trong dé:
J{ty, t, ) =0 khit<t,
J(t,, t, op) ting theo t kh1t >t
Thi nghiém nay gei 12 thi nghiém rio (tu bién) thuc hién & thai
d&iém t., ham J tuong ling goi la ham rao.

-4

. e
0 ty Y 0 t, t
a) b}
Hinh 2.1. Thi nghiém rao & thai diém t,
a} budc nhay ing suat;
b) duding cong bién dang.
1 Ham Hévisaide h(t)A
khi t . 1
= 1Kt <0 e bidu iEn tran hinh 1*
1khit > 1 >
Hinh 1%
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2. Thi nghiém trung (Rélacxasi)

That 1a ty nhién khi nghi &&n moét thi nghiém “d&i ngau” ddl véi
thi nghiém trén.
Tai thoi diém t, biéh dang ¢6 bude nhay v8 bién d6 g, Biéu thuc
toan hoc cua né ¢6 dang:
g(t) = g, h(t — t) (3.3)
rong do: h —ham Héviside.
Quan sat 161 giai cha Ung suit, ta thay: ‘
+ Khit <t, ing sudt bing 0,
+ Khit = t, ting suit cé budc nhay tuong iing véi {ing suit dan hoi
ctia vat lidu sau dé no giam dan theo thot gian.
Ban chit & diy tuong tu nhu ¢ (3.2). Biéu thiic toan hoc cua o tién
trién 14 ham cua thoi gian, ¢é dang:
olt) = g, Rty t, £)
trong d6: R(to, t, 80} =0 khit <ty
R biéu dién bude nhay khit = t;
R 13 ham giam dén theo thoi gian khit > t.

a) b}

Hinh 3.2, Thi nghiém trung & thi digm t,.
a) budc nhay bién dang;
b) 18i gidi cua img suét.

Thi nghiém nay goi 14 thi nghiém trung thyc hién 3 thai diém t,

v(i bién dang <6 bién dé £, ham R goi 1a ham trung tucng ung.



3. Thi nghiém vé sy phuc hdi (thi nghiém bo tai)

du.

Khi t = t, ta bat ddu bd tai (cat tai tie thoi).
Biéu thilc ting suit c6 dang:

o) =y [h (t~t) —ht—t)] tu<t. (3.5)
Quan sat bién dang ta thdy:
+ Khit <t, db thi giong hinh 3.1 (thi nghiém réo).
+ Khit = t, né c6 budc nhiy xudng mét gia tri bién do bing budc

1ihdy khi t = t, néu tinh dan héi titc théi ciia vat liéu khong déi.

+ Khit > t, bién dang tiép tue giam nhu hinh 3.3.

Qua trinh nay goi 14 su phuc hoéi. Bién dang con lai la bién dang

Trd lai tc thoi

t t, t Ol t t t

Su phuc hoi
a) b)
Hinh 3.3. Thi nghiém vé sy phuc héi.

a) dé thi cla (mg suat;
b} d& thi qua trinh bign dang.

4. Thi nghiém vé su xoa ting suit

Day 1a mét thi nghiém “déi ngdu” véi thi nghiém vé sy phyc héi.

Ti&p tuc quan sat thi nghiém sau tac dung.

Biéu thiic toan hoc ciia bién dang sau tac dung c6 dang:
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e(t) = sofh (t -ty —hGE-t)]  t< ty (3.6)
6 nghia 12 tal thai diém t,, ta cho bién dang & nhiy mot budc xudng gia
tri g, = 0. Quan sat Ung suat tiép tuc bién adi theo thai gian ta thay:

+ Khit <t, @ thicua Ung cuit theo thi gian nhu hinh 3.4b (thi
nghiém trung).

+ Khit=t, gia tri Gng suit nhiy xuéng mét gia tri bing gia tri
khi nhéy lén e t = t, néu vt lién bi bién dang dan hoi khong
bi bién diéu. Liic nay ung suit bj thay d6i dau (hinh 3.4b).

+ Khit > t, ngudi ta nhan thdy ring gia tri tuyét doi cha iling
suit giam dan (hinh 3.4b). D6 thuc chit la sy xod ng suat (nd
c6 thé 12 téng thé hay tiing phan).

Ung suét con lai trong vat Lidu goi 1a {ing suat du.

FT c?

Hinh 3.4. Thi nghiém vé suf xoé ing sudt-
a) dé thj bién dang;
b) 46 thi img sudt

§2. DAN NHOT TUYEN TINH

Trang thai tng suat mot chidu (trang thai Ung suit ddn).

N&1 mdt cach téng quat, qui luat d51 xU cua vat lidu dude thé hién
bing phiém ham tudng {ing gitta lich st ctia Uing suit va lich sit cua
bién dang. Trong trudng hgp Ung suat modt chiéu (trang thai Gng sudt
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ddn) chinh 14 sy tuong tng gida lich sl cla {ing suat ¢ va lich st cla
bién dang .

Vay tai thai diém t, bién dang &(t) phu thude vao lich st IIng suit o
ma biéu thiic toan hoc ¢6 thé viét § dang.

et)=F, [o] . (3.7)

1. Pinh nghfa

bé1 xt vat ligu 1a tuyén tinh néu phiém ham tudng iing giita hch
sU clla ing sudt ¢ va ca bién dang ¢ thudc dang (3.7) la tuyén tinh.

2. Tinh chit cla vat liéu dan nhot tuyén tinh

T dinh nghia trén ta suy ra mét s6 tinh chat sau ctia vat liéu dan
nhdt tuyén tinh.

+ D& véi thi nghiém ro thyce hién & thoi diém t,. Loi giai g(t) la ty
1& véi o5 hay néi mt cach khac ham rao J(t, t,, o) la dée lap véi So- Co

nghia:
- Néu Iye tac déng la:
o{t) = o, h{t —ty) (3.8)
Thi ta c6 161 giai e(t) = oo dt —tp) (3.9)

Diéu nay tudng tu véi thi nghiém tring. Ham tring R(t,, t, &) 1a
dée lap vdi &, c6 nghia:

— Néu luc tac déng 1a  e(t) = goh (t — t,) (3.10)
Thi 13i gidi 1a olt) = e R(t —t) (3.11)

+ Cdng tac dung hai lich st ta dude két qua 1a cong tac dung cia
hat loi giai.
e(t) = flo® (1) + 6 (' = {6 @)]'a + f[0? ()] (3.12)
T4t nhién ta c6 cac cong thiic tuong tu khi hoan vi vai trd cia o
va g,
Biéu thic (3.12) biéu thi nguyén 1y céng tac dung theo nghia
truyén théng va cé tén la nguyén ly céng tac dung ciia Béizoman
(Boltzman).
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§3. QUAN HE GIUA UNG SUAT VA BIEN DANG (CONG THUC 8OIZOMAN)

Ta biét, sii tuyén tinh d6i x cho phép mbd ta tat ca 181 giai cua lich
sit tac dong (ing suit hay bién dang) ké tir khi bi€t duge ham rao hodc
ham tring.

Thét vay, xét mot vat thé chiu mét dng suét o(t) 1a ham cia thai
gian nhu hinh 3.5.

Ung suat

| |
. e

ﬁ\..k ¢ _.4 At” Thot gian

Hinh 3.5

Ung suit nay cé thé xem nhu tdng nhidu phin ti Ac khong &8 tac
dung dudi dang budc nhay khéng d6i:

Ac(t); AG(t): e AG(L)
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Duéi tac dung ciia mbi bude nhay, vi dy, Ac(t) sé giy ra bién dang
phan tu 1a: '
Ae(t) = J(t - 7). Ao(t) (a)

Ta thay bién dang nay chi 1a ham cta théi gian (t - 1)) va né khéng
bi anh hudng bdi gia 8 {tng suit nao trude va sau nd.

Theo &6 ta co:
e(t) = J(t - 1). Ac(t) + I(t - 12). Ac(ty) + ... + J(t - 1), Acit,) (b)
Khicho At = (t - 1) din téi 0, ta b thé viét (b) dudi dang sau:
t
)= (1 - Ddo(v).ds (3.13)

A

Cong thiic( 3.13) cing cd thé viét dudi dang tich phan:

)= [J(t - Do(v).ds (3.14)
Bdi vi: do(r) = o) 41 = 6 (e).dr
T

Né&u ta x6t mdt lich st ma chi bit dAu & thdi diém t, hodc ¢ thai
diém ban ddu t = 0 thi biéu thie (3.14) viét 4 dang:

&(t) = jJ(t - 16 (1).de (3.15)
hay
£(t) = jJ(t - 06 (1).dr (5.16)
{

Béang cach 4y tich phan ting phan biéu thiic (3.14), ta difge:
t ~
()= o(t).J(t, t) - J O‘(T)‘-{f-]- (t.t).dt (3.17)
s

o

Va d8i véi lich st bat ddu & thoi diém t. 1a:

et ) = o(®).J(t, ty) - JO'(t')‘—(;]—(r,t).dt (3.18)
N T

Vi d81 v6i lich st bat ddu & thoi diém t, = 0 la:



t

£(®) = oIt - Ic(‘t).

o}

@(T,t) dr (3.19)
ot

.o ) od P (e in L
Trong cac cong thic nay —(t,t) thé hién nhu loi gia1 quan sat ¢
bt

ihdi diém t do xung don vi thuc hién 4 thai didm T < t. Bo chinh 14 mot
ham s6 trén tat ca khoang tich phén.
Lam tudng tu, bang cach hoan vi vai trd cha c va e ta nhan dugc:

L

s(t) = [R(z, £).e(1).dz (3.20)
Va d6i véi mot lich st bat dau ¢ thoi diém to 12
i
o(t) = J[R_(T; £).e(1).dt (3.21)
tO
3 thai diém ban daut=0 la:
L
(3.22)

olt) = js(‘c).R(t?t),d‘c

0

Bing cach 14y tich phan tung phin biéu thite (3.20), (3.21), (3.22)

ta dwdc:
o(t) = £(t). R(t.t) - js(r)_‘?ﬁ(z,t).dz (3.23)
I
o(t) = e®). R(t.1) — ja(r)aTR—(-:,t).dx (3.24)
i T
' : oR
o) = e Rt.L) - j s(‘t)—g(t,t).dt (3.25)

4]

Nhiing cong thitc (3.17), (3.18), (3.19) va (3.23), (3.24), (3.25) no
16n ring quan hé gilia bién dang va Ung sudt (hay gida 4ng suit va bién
dang) 8 trong trang +hai (ing sudt mot chidu cua vat dan nhot tuyén

tinh, c6 tén 1a biéu thic Baizoman.
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§4. VAT LIEU DAN NHOT TUYEN TINH KHONG LAO HOA
1. Binh nghia

D&i xit vat liéu goi la khong 1ao hoa khi ban chat cd hoc cia vat
lidu khong tién trién véi thai gian. Néi cach khac vé mit toan hoc ban
chat co hoe cha vat lidu 1a bat bi€n véi thdi gian, cé nghia 161 glai 6 thoi
diém t do tac dong 8 thii didm t, ciing gidng nhu 1i gidl 6 thdi diém t + 1
do tac dong & thai diém 1+ t,,.

2. Tinh chat

Sy bit bién do tinh ti&n kéo theo bam rdo va ham trung J{t, t) va
R(t,, t) chi 13 ham mét bién.

Thuc vay ta cé:

Jt,, £) = J©O, t—t;) bat bién vdi su tinh tién (3.26)
Cé nghia la-
J(to, ty = £(0, t — to) (3.27)
Trong d6: f(t) = O néu t < 0.
Ciing vay: Rit,, t) = gt — to) (3.28)
Trong dé: g(t) = 0néut<0.

Do dé6 nhiing coéng thic (3.14), (3.20) va nhiing céng thic
Boizoman khi thay J(z, t) va R(z, t) theo biéu thic (3.27), (3.28) bing cac
ham f va g c6 d6i s6 (t - ) ta dude cdng thitc Boizoman:

+ Cho &:

e(t) = o(1).f(0) + j o(n).£'(t - 1).dt (3.29)

+ Cho o:
L
o(t) = &lt). g(0) £ Js(t).g' (t - 1).d (3.30) .
Nhut da néi, cac ham f va g c6 gia tri R". f(0) va g(0) biéu dién budc
nhdy ctia ham & gbc, f va g 1a nhitng ham trén tdt ca khoang 14y tich
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phin nhu nhitng dao ham % % 6 muc (§3). Mit khac nhitng Lich su
cua ¢ va £ ¢b gla tri gidi han bén trai: kich déng 1a bang khéng ¢ thai
giant = .x va bat ddu & thdi diém hiu han.

Ta thdy, biéu thic (3.29), ¢é thé bidu difn ¢ nhu la tich chap (cta
Rieman) * cua ham o va dao ham cla f. Theé nghia ciaec ham suy réng ki
hidu * la tich chap® ta cé;

e={*g (=xf*o) {3.31)

Tich chap nay cing duge goi 1A tich chap Stiltje cia ham f va
cua a.

Tudng tu, xuit phat ti céng thiic (3.30). ta cé:

o=g*e (xg¥e) (3.32)

Nhiing dao ham tham gia trong cac cong thite dudge 14y theo nghia
cac ham suy rong. Thl‘f(! vily 6 ddy chinh cac ham f, g, o, e 1a nhiing ham
cua thal glan lién tuc vit ¢é dao ham titng doan.

‘Y Binh nghia tich chap cla hat ham s&:

Cho hai ham s& f(t) va gt). (3.35)
t
Tich phan | f(1). glt - 1).d=
0
l& mot ham s cdat va dudc goi 1a tich chap cda hai ham a8 f(t) va g(t). Né duoce ki hiéy
laf*g.

t
frg= Jf(':).g(t - 7).dt (3.36)
0
Tinh chat:
- Tich chap c¢ tinh giao hean, nghia la;
f*g = g*f
That vay.

Dung phép bién ddi t, =t - 1; dr. = - dr, ta co:
t o
g= [fo). git - thode - - [Hr-2)gte).dy
o r
t
=] glm) f(t - v).dr, =g°f

- néLi f(t) va gft) 1a nhimg ham gde thi *g cing la ham géc (dinh nghia ham gdc xin xem
ohu tuc).



Tit nhitng cong thite (3.31), (3.32), ta thdy ring f va g la nghich
dao trong tich chap Rieman:

P g =5" (3.23)
trong d6: & - ham Birac - Delta f*g=f%g =h{) (3.34)
h(f) - ham Héviside
¥ Ham Birac - Delta:
. a{t,n)
I~ khiQ<t<h
|h
At h) = %[h(t)—h(t—h)]:*o khi t < O FI
»
\khi t>h o Hr
Hinh 2*

nhy hinh 2* néu xem 8(t,h) nhu mét [ue ¢d cudng

dé % téac dung trong thdi grlan 0 <t <h, thilue nay tao nén mét xung bang 1:

g h
jﬁ(t,h’)dt - J
0
Xung nay Iuén ludn bang 1 véi moi h.
Cho h — 0, theo ly thuyét giai tich cd dién ham &(t, h) khdng dan tdi mét gidi han nao
ca. Tuy vay DirAc coi nhu é (t, h) ¢ gidi han |a ham § (t) va dugdc dinh nghia nhu sau:
T (0 khit £0
{= Kkhit =0

dt =1

|-

jé(t,h} = 5() =

Vi J-S(t,h).dt = 1 v3i moi h nén 1ap lan cha Dirac dBn téi hé qua:

1
[sh).a = J lim &(thy.dt = 1
. Oh—)O

vé mat vat ly ham &t} cé thé coi nhu mét Iuc ¢b cudng dé vo cung 1on khit = 0 va
trigt tidu vai moi t = 0 Iue n2y tao nén mdt xung bang don vi.

Cac tinh chat (khong ching minh) khac:
al N&u @it} 1a mot ham lign tuc thi: Jtp(t)f‘s(t).dt = (0)

-

dt
Ham Birac, ham Birac - Delta da dua vao mét cach khdng phu hop vai lagic toan hoc,
Tuy vay sif dung né trong cac bat toan vat ly, ky thuat lam don gian rat nhidu cac
phép toan. Vi thé né van ducc st dung rong rai. Chi méi gdn day nhd 'y thuyét ham
suy réng cac nha toan hoc mdi dat co 58 chinh xac cho ham Birac.
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Chuong 4
PHUONG PHAP MO HINH

Ngudi ta thudng st dung cac md hinh luu bién nhu mét sy ho trg
trong viéc cong thite hoa cich d6i xit dan nhét tuyén tinh don true.

Lgi ich ctia phuong phap nay 14 dan dén viée céng thitc hoa dinh
luat d6i xit ma né thod man mét cach tu ddng cac nguyén ly ctia nhidt
déng hee.

O diy chi dua ra mét vai chi din vé nhing mé hinh dan nhét
khéng ldo hoa lién quan dén viée 4p dung cho tinh toan k&t cau trong k¥
thuat.

Dan nhét tuyén tinh khéng lio hoa la sy hgp thanh tit hai mbd
hinh co ban: dan héi tuyén tinh hinh 4.1a va nhét tuyén tinh hinh 4.1b.

1 .

> :

a) b)
Hinh 4.1
a) md hinh dan hdi tuyén tinh (dic trung bai mét 1 xo);
b} mé hinh nhét tuyén tinh (dac trumg bdi mét giam chan).

P - (hay o) luc tac ddng 1&n phan tu.
§ - (hay &) chuy8n vi (hay d6 dan) clia phan t.

§1. CAC LOAI MO HINH
1. Mb hinh dan hdi

Mé hinh vat lidu dan héi tuyét dé1 tuyén tinh duge déc trung béi
mét 16 xo hinh 4.1a goi la phan ti dan héi (hay vat Hue).
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Néu xem 16 xo0 ¢6 tinh chat dan héi tuyét do1 thi tai trong va ds
dich chuyén ctia 16 xo 1a ty 1¢ vii nhau. Khi tai trong théi tac dung thi
d6 dich chuyen s€ trd lai vi tri ban ddu, vat thé tuin theo dinh luat Hue:

§=kP (4.1)
trong dé: 8 - dd dich chuyén ctia vat thé theo phudng tai trong tac dung;
P - tai trong tac dung 1én vat thé;
k, - hiing s6 ty 18 phu thuse vao ting leal vat liéu.
Bay gi¢ ddi tit dich chuyén sang d6 bién dang ty doi, lyc sang ving
suit phap o va thay hing s6 k, = %, ta ¢ dinh luat Hue & trang thai

iing sudt don:

c
£E= —

(4.2)

=

hay o=FEK.se (4.3)

trong d6: E — médun dan héi khi kéo hoic nén, né déc trung cho d8 cling
cla vat liéu.

2. M hinh 16ng (m& hinh nhét — Niuton)

M5 hinh long duge dic trung bdi mét gidm chan hinh 4.1b goi la
md hinh Niuton (phan ti Niuton). N&u xem pitténg dich chuyén trong
ch4t 10ng chiia trong xilanh thi tée d6 dich chuyén ty 1é vai Iue tac dung.

Biéu thitc toan hoc ¢6 dang:

® _,p (4.4)
dt
trong dé: k, - hing s& ty 1€ phu thugde vao titmg loai chat long;

% tée d6 chuyén dich;

P - luc tac déng.
Chuyén tif chuyén dich sang o bién dang dai ty ddi e, tir e sang
. : oo 1A 1 ) A 2 s
ung sudt phap o. VA thay hing s6 ty 18 k; = = (trong d6 n - hé s6 do
m

nhdt clia chat 18ng). Bidu thite (4.4) trd thanh:
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de _ & 4.5)
dt n
hay o= n.d—g (4.6)
dt

3. Mo hinh Macxoen

D& tim quan hé giita (ng sudt va bién dang cta vat dan nhdt
tuyén tinh dang hudéng Macxoen dua ra mé hinh hai théng sd bang cach
méc néi ti6p hai mé hinh: mé hinh vat thé dan héi tuyén tinh va md
hinh chit 1dng Niuton nhu hinh 4.2.

A -

Hinh 4.2

Tinh chit ctia md hinh: lye tac dong lén hai phin tu 1a nhu nhau,
d5 dich chyén toan phan bing tong cac dich chuyén cta phén tii dan hoi
8, va do dich chuyén clia phan tit giam chéin 8. Dudi tac dung cua luc P
cH ngay chuyén dich 8. Khi bd luc P thi bién dang dan héi khoé1 phuc.
Bién dang nhét con lai. Tinh dan héi va tinh nhét & day.déu la tuyén
tinh.

3.1. Thiét lip phuong trinh trang théi (tim qui lugt doi xa ciia mo hinh)

Theo hinh 4.2 mé hinh vat Macxoen la sy 14p néi tiép cua hai md
hinh Huc va Niutcn nén chuyén dich 8 cua phan tit Macxoen bing téng
d6 chuyén vi cua phan tu dan hoi 8, v phin tu Niuton §,, ta co:

6: 6:ih + 611 (a)
Pao ham theo thdgi glan hidu thiic (a) ta duge:

dd dsllh d6n

S 4

dt dt dt ®)

. . dd dé
Thay cac gia tri cﬁl theo (4.1) va FE_ theo (4.4) vac (b), ta dugc:
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dd
— =k, EIB + k,P (4.7)
dt dt

Chuyén ti d6 dich chuyén & sang dé bién dang dai ty doie, tit uc

. . N . N ” N 1 .
P sang ting suidt phap o va thay cac hang sé k,, k, hang: k, :_EE va

k, =

-1—, ta nhan duge phudng trinh trang thai dang:

n
d d .
de_ldo,o (4.8)
it E dt n

Phan t& Macxoen cé nhiing tinh chét sau:

3.2. Tinh rdo

Phan ti chiu ng sudt khéng &61 o(t) = o, = hdng s8, dudng cong
rio s(t) duge tinh nhu saw:

I 3

£

: do
Thav gia tri — = 0 vao
yEg '

phuong trinh (4.8), phudng
trinh trang thai tré thanh:

de o, 1
&E = (c) o
n E
Tich phan hai v& bidu 1 .
thic (c), ta duge: t
g-g,= —>t Hinh 4.3. Budng thing rio cha phan tir
' n Macxoen,

e(t) = Doy ¢ €9
n

Pudng rio e(t) 124 mot dudng thing, hinh 4.3.
3.3.Tinh trang

Khi phin ti chiu bién dang e(t) = &, = hiang s6. Tim duong thing
riio cui phan tit Macxoen, dudng cong tring a(t).

A 1ia \ d e s
Tt dieu kién e(t) = g, suy ra HT— = 0. thay gia tri nay vao phudng

trinh (4.8) ta dudc:
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_1_d5+220

L e
E dt n (©
Tich phén bidu thic (e) vl didu kién ddu t = 0, o(0) = op ta duge:
C = OpeXp (- }—W {4.10)
E
Trong doé: T, — thdi gian trung, T, = —% (4.11)

Thdi gian tring chinh l1a thoi gian cin thiét &8 (ng suét ban dau
o, giam di mét lugng e = 2,718 1an.

Ung suét tring giam theo qui luat ham s6 mi, hinh 4.4

Sy
e

Hinh 4.4. Budng cong trung cua phan tir Macxoen.

Cén chi ¥ hai truong hop thue t& thuong x4y ra la: ¢ giai doan dau
t6c do tang tai khong aéi cho téi khi dng sudt dat dude mbt gla tri xac
dinh, hodc d giai dogn diu toc d6 tang bién dang khong asi cho tdi khi
bién dang dat té1 mot gia tri xéc dinh. Trong khoang thdi gian nay hién
tudng rao va trung chua xay ra khi dé phuong trinh trang thai c¢é dang
nhu {f) sauw:

3.4. Khi téc do tang tdi khing doi

do N .
V,= — = hang s0
m g 4y

T () tasuyrat= g—— , sau khi lay tich phin phuong trinh trang

thai (4.8) 61 véi e va chi ¥ dén gia tri Vo & trén ta dude phuong trinh
trang thal biéu didén quan hé giia bién dang va ng suat, hinh 4.5:
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[8) 02
= — 4+ 4.12 =
€ B QEVmg ( ) CFA g=Ezs

Ta thdy khi tdc d6 ting tai cang
nhanh dudng cong cang gin dudng
theglng o = E. e Vi viy E duge goi 1a

médun dan héi tite thoi. artgE
3.5. Téc d6 tang bién dang V, khong déi >
d . . i
V.= g hang s6 Hinh 4.5
dt-
Thay gia tri V. = hing s6 vao phuong trinh trang thai (4.8).
Tich phan phudng trinh d6i véi o ta tim dudce:
c=V,n|l-e "% (4.18)
d —..'S
VA 29 _g.e Ve (4.14)
de

Ta thdy tuong tu truong hop trén, tai gée toa dé dudng cong tiép
xtc vét dudng thing o = B.e.

4. M4 hinh Kelvin- Voigt

4.1. Phuong trinh trang thdi

M6 hinh Kelvin — Voigt 14 mé hinh loai
hai hidng s&, duge méc song song cla hai E ]_J—_] n
phén ti Hue va nhét Niuton nhu hinh 4.6.

Tinh chdt cia mé hinh 1a 46 chuyén
doi ciia phan ti 8 biang d6 chuyén ddi cla

phan ti 1 xo 8y, va cling bang dé chuyén dai
cua phin ti nhét §,,. Hinh 4.6
3=08y =06, (a)
Tai thoi diém ban ddu t = 0, vat thé khéng c6 do chuyén ddi, khi
chiu lye tac déng, 16 xo va giam chin ciing chiu lue nhung gia tr] Iuc P



tai thot diém t thi bing téng gia tri lye tac di:- w3~ 18 xo va gla trl hic
tac dong viro giam chin, ta co:
P=Py,+P. ®)
trong d6: P - gia tri luc tac dong;
P . - gia tri lye tac ding vao phan tu dan héi = Pis s = Paan nais
P, - gia tri lue tac déng vao phan ti nhét.
Thay gia tri Pey, e theo (4-1), gia tri P, theo (4.4) vao (b) ¢6 cha ¥
dén (a), ta c:
5 1 dd

P= FR—
K, k, dt

(4.14)

Chuyén ti Ljc chuyén ddi sang Ung suiit, bién dang va cac hé sd

1 . , .
ki, k; sang %; ~ mét cach tuong ting ta nhan duge phudng trinh trang
n

thai cho mo hinh Kelvin — Voigt la:
de

o=Es+n— 4.15

| e (4.15)

4.2. Tinh rdo

Khi phan tii chiu ing suft ot) = 6, = hang s8, ham rdo s(t) duge
tinh ti biéu thie:
de E S
+

R ©
E ol

hay de + —edt= —2dt (d)
n n

véi chc didu kién tait =0, € = 0, va sau khi 14y tich phéan, ta dugc:

elt) = (.):F:’ [1 - exp(— :—J} (4.16)

trong dé: 1, — thoi gianrao, = % 4.17)
g(t) 1 R

ham rdo f(t) = —{1—exp| -—— J (4.18)
o, E T¢

M5 hinh Kelvin — Voigt phan anh duge tinh réo cua vat liéu, khi
bign dang khong d5i thi khone xav ra hién tudng trang.
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4.3. Tinh khéi phuc

N&u tai thsi diém t, ta cdt nhanh ti trong thi d¢ bién dang gidm
dan theo thoi gian, khéi phuc din kich thude ban diu theo hinh 4.7-

1- dudng cong rdo thuan theo

phudng trinh: o A
a@:“°1—mﬁﬂi}(¢wm 1
E T 2
: >N
2- dudng cong rio nghich theo | >
phudng trinh: b t
_ t )
E‘(t) — E;p.8X]P| — 1_'_ | (419B) Hinh 4.7
. f .

&
4.4. Téc do trng sudt khong doi
V,= E = hi'mg s6
~dt

Dao ham phudng trinh (4.15) mét lan theo thdi gian, thay gia tri

(31—: =V, ta nhan dude phudng trinh:
de d%e
Vo=E—n-—-— (e
a " dt? )
Nghiém phudng trinh () c6 dang:
e(t) = g T—ﬁV (9--\,;“ - ]W (4.20)
W=F*E ﬁL > | .2
/
rao ham -
1 1 4 _ Y /
ag l Vit
—==|l-e ¢ 4.21]
dt E: (421
\ J
Ta thay dudng cong tiép xic tai gac
toa d9 va khi V, tang né tién dan téi truc —»
o, hinh 1.8. &

Hinh 4.8

oo
~1



4.5. Téc do tang bién dang khong doi
_ ds
Y
Khi téc a6 ting bién dang khéng adi, phuong trinh trang thai
(4.15) c¢6 dang:
oc=Ee+V.n (4.22)

)

o A

quan hé giiia o va € 1a dudng thing,
hinh (4.9), khi V, tang thi d6 clng

cua phan t tang.
Hai md hinh Macxoen va Ven

Kelvin 14 hai mé hinh cg ban duge ' >
nghién citu cho vat dan nhdt. Hinh 4.9

5. Ma hinh ba hing s& (md hinh tuyén tinh tiéu chu@n)

M3 hinh ba hing s6 cé cac dang sau:
bF i t
T__ 1 =2
1

|
= 5
‘“ﬁj\éL wgi

a) b} e A
Mo hinh Thomson M8 hinh Zaner M4 hinh ba thanh phan

Hinh 4.10

Hai mé hinh Thomson v Zener thudng ¢6 tén la mé hinh tuyén
tinh tiéu chuin.



5.1. Mo hinh Thomson

5.1.1. Phuong trinh trang thdi

M6 hinh Thomson gom vat thé dan héi duge mac néi tidp véi vat
Kelvin-Voigt nhu hinh 4.10a. Trong md hinh nay khoang cach gida cac
d&1ém dit luc P sé bang téng @6 din 8, clia 16 xo 1 va dd din dai 8, clia 16
x0 2 hay la d6 chuyén dsi 8, ciia cic gidm chén 3:

§=8,+3, (a)
Dao ham (a) theo thoi gian, ta cé:

46 ds, d3,

DU VTR

dt  dt dt (®)

Quan hé giita chc chuyén vi 8, va 8, va luc tac dung P 1én mé hinh

nhu sau:
8, = k,P; 3y = KoPog 3 % = k3P, (c}

Trong dé: luc P bang lue P, tac dung 18n 13 xo 1 va cling bang tong
Tue P;;.. tac dung 1én 10 xo 2 va lyc P, tac dung 1én giam chén 3.

Ta cé: P=P,=P,+P, hayP=P,,+P, (d)

Thay biéu thitc (¢) vao (b) va chi ¥ dén biéu thite (d), khi d6 ta
dugc:

da dP dP dP k
—=k, —t +k,P, = kla + k(P - Py, = kl'&? + kP — k—352

dt 2
=de +kP~—"‘(6 6)—k£+kP—B—16 1{kP
at k, at K,k
Tit 46 P | kytky rky) p 1 48 Kok (4.23)
& Kk, k, dt |k,

Chuyén tit dé chuyén doi é va luc P sang bién dang £ va ¥ing sudt o

L a1y - s . P O -
va thay cac gia tri hang s6 k, va k, tuong Ung vl T va — hang sé k,
1 2

sang 1 . Sau khi sip x&p lai ta dude phudng trinh trang thai:
n

ds
+ = .
: oG E[ " + BE] (4.24)
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_E +E, E,

: p=—; E=E (4.25)
n n

Tit (4.24) ta thdy trong trudng hop dit tai rdt nhanh khi d6 dao

ham theo thdi gian cua {ing suit va bién dang la dai lugng dn 1én so véi

Trong d6 o

thita s6 o va s. Trong (4.24) méi v& ta ¢6 thé bd qua s6 hang thit hai sc
v6i thit nhat, phuong trinh (4.24) c6 thé viét:
do _ Eﬁ
dt dt
Suy ra o= Ee (4.27)

(4.26)

Do @6 dai lugng E dude goi 1a médun dan hdi tic thoi.

\ - . . : d
Trong truong hgp tai trong tang rdt cham khi dé dai lugng -&% va

de . . PP \ L LR s X .
« 14 nhe so véi dail lugng o va g, ta c6 thé bé qua va phuodng trinh

(1.24) cé the viét:

o= g (4.28)

Do dé dat lugng EB duge goi 1a modun dan héi lau dai.
G

T (4.27) ta thiy ring 8 < 1 nén médun dan hoi lau dai r 4 hon
194

médun dan héi tice thai.
5.1.2. Tinh rdo
Cho o(t) = o, = hing s8, xét qui trinh bién dang &(t).
Nghiém cua phuong trinh vi phan.

uc = E‘ de + Be \!
\ dt

V41 didu kién ta1t =0, € = 0 26 dang:

c |
8:_.:}_ 1+
£

a;}- [1 - exptpt] (4.29)

Fi

hay sau khi bign dai:
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N S I R t\‘—]

Trong dé: = ETL - thoi gian rio. (4.31)
2

Ham rdo ¢é dang:

et) 1 1 t
f(1) = =— + 1- e 4.32
W="2=g F[ exp Tf,J (4.32)
Trong tinh toan ngudi ta con dit:
EIE S Y (4.39)
K EE, E +E,

Sau khi sp xép lai ham réo c6 dang:
L1 1y
f)=l=+|—-"|em™ 4.34
0 [K{E K]e } (4.34)
(E — biéu dién médun dan héi tie thai). (4.35)

Ta thay f(0) =

fo) = = (K - biéu dién médun dan héi lau dai).

S

7y - dac trung cho thdéi gian rio. i ;r
5.1.3. Tinh khéi phuc
Néu qua trinh rao tién téi
théi diém t, sau d6 ta cit tii mét
cach d6t ngét thi bidn dang dot T

(53

ngét giam di mét dai lugng bing E
bién dang dan héi % (hinh 4.11a) _}

L i

va sau dé qué trinh riie nghich

duge xéc dinh bai biéu thie: Hinh 4.11a. Biéu di&n tinh khai phuc clia
mé hinh Thomsom.
-B

E

o - f
B

e,

£ =

[o.exp[-pt - £)]de =

L

.%{ exp[-P(t — t1) - exp(-Bt)]} (4.36)

41



Tu phuong trinh (4.36) ta thdy khi thdi gian tang vo han thi bién
dang € dan t6i khéng. C6 nghia 13, bién dang rdo nghich va thuan trong

vat thé Thomson 13 dan héi.
5.1.4. Tinh trung
Cho &(t) = g, = hang s, tim tng suit bién thién theo thai gian o(t).

Nghiém phudng trinh vi phan:

do +ac = Efe
dt
cb dang:
o = Eg, {1 L2 [; B [1 - exp(—at)]} (4.37)
Dat W= o +"E2 - théi gian tring. (4.38)

Biéu thitc (4.37) trd thanh:

o= Eg, {1 - -a—_EI:l - exp[— —EH} (4.39)
B T

Ham tring cé dang:

g(t) = Ps(—tl = E{l -2 f; B’:l - exp[— S—H} (4.40)

Hay gt) = [K + (E - K)exp[— iH (4.41)
T
g
So séanh véi (4.31) va (4.38), ta c6:
1, K
T _K 4.42
it (4.42)

Vay thdi gian dic trung cho sy trung lé.ngén hon théi gian cho su

rao.

Day 1a mét tinh chAt rdt quan trong.
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5.2. M6 hinh Zener
5.2.1 Phuong trinh trang thdi

M6 hinh Zener gdm phédn ti dan héi méc song song vdi phan tu
Macxoen, hinh 4.11h.

K¥ hiéu P - Iyc tac dung vao phan ti Zener.
8 - d6 chuyén ddi toan phén.
8, - d6 chuyén ddi cia phan tii giam chédn.
8, - 46 chuyén ddi cla phan tit 15 xo.

Ta cé: p
=8, +5; (a) T )
Luc tac dong P bing luc tac dong ,i
1én 16 xo 1 va 16 xo 2 hay giam chén 3:
1 & 2
P=P,+P, hayP=P, +P, v %2
Trong d6:
Cop o 8 p 8y S‘L‘J)
1 Kl] , ’ K].]. ? dt P fL
k,, — hing s&§ ty 1& cua 16 xo 1. /]%7
k,, — hang s6 ty 1& ciia 16 xo 2. Hink 4.11b

k; — hing s8 ty 1é cua giam chin.

Chuyén ti Igc sang {ing suit, tit do chuyén 48i sang bién dang ¢

vA cac hiing 6 k), = %; K, = E% va k,= % khi d6 cac bidu thitc () ()
trd thanh:
£e—g +&, (c)
s=Fe+ E.gs (d)
de N
va Ese, = n«—(ﬁ-l‘ (e)
rit g, tit {¢), ta co:
£,=5-§ 6]

Thay gia tri &, theo (f) vao (e) ta nhan duge phuong trinh vi phan
theo thai gian d61 véi g, c6 dang:
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ﬁ"" EEE_EI:E,‘Z_SI (g)
dt n n

Thay gia trie, ¢ (f) vao (e) ta rut ra
_E+E)e-o

£
E,

(h)
Dao ham biéu thie (h) theo thdi glan, ta dudc:
de, _ (E+E,)de 1 do

-2 )
dt E,at E, 5t

Thay gia tri g, va %}- theo (h), (1) vao phuong trinh vi phan (g),

sau khi sap xép lai ta nhan duge phudng trinh trang thai ciia mo hinh
Zener dang:

fo, by migy & EE
dt 7 dt

£ {4.43)

Phudng trinh trang th4i cta mé hinh Zener ¢6 thé biéu didn dusi
dang khac nhu sau:
Giai phuong trinh vi phan (g), ta dugc:

__E;'.’.T t

Bt
E, =t —e r1je“mdt (k)
0 dt .

Trong d6 14 bién s8 thoi gian tuin theo didu kién 0 <t < t.

Theo (¢} (d) ta cé:

c=Eze+Eye-¢) D
Thay (k) vao (I) ta duge phudng trinh trang thai dang:
i Eftm
c=E;:&g+ Eg_[e n ﬂT—)d'r
dr

O

5.2.2. Mb hinh 3 thanh phan gém phdn it Niuton 1 mde nét tiép
vdi phin ti Kelvin — Voigt 2

Ky hidu (hinh 4.11c)
3 - d6 chuyén ddi ctia mé hinh.
8, - d6 chuyén ddi ctia phan tit Nivton.

8, - 40 chuyén doi ctia phan ti Kelvin.
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Tacée &§=8 +38, (a) , P
Goi P la Iyc tac déng len mod 5 11
hinh luc; P, - tac déng lén phan tu
nhét 1 va lie P, — tac déng 18n phén
tl Kelvin — Voigt 2. 5
Tacé: P=P +P, (b) 5, 2 L4
Chuyén tit luc sang ing suit, tit
d6 chuyén doi sang bién dang tudng 4
ddi . W; 5
Ta c6: Hinh 4.10¢
dd
P, =k,,. ! I
1= ko (c)
ds
Py =k, 8, + kyy —* (d)
dt

Chuyén tit luc sang ting suit, d6 chuyén d&i sang bién dang tudng

d6ie vacachdng sé k, = l; k,, = S va k,, = i
E M N
Tw (a) (b) (c) (d) ta dudc:
E=g, t&, (e
o de,
C=0, =N dt ®
de
= <F — E p + fJ"—2
0 =Gy €2 T MNe at (g)
T (e)suvra e,=€-€ (h)
de o
Tl\l' t-(. - ) —] - ')
(f) ta cd Ty (i

ds., og-E{e -¢)

T (g) (e) suyra —= = (k)
an dt My
%
Pao ham mét 1an theo thai gian biéu thic (e), ta dugc:
de de, ds,
= = —=
dt dt dt ®
. , ., . .de deg ] .
Thay cic gia tn W ; TS theo (1), (k) ta duge phudng trinh:



de_ o, o-EE-) o
dt LF)
R .y 12 v . ., . dgy < 2
Dao ham mdt lan theo thdi gian va thay gia trl ta1 TS = — vao
M

bidu thitc (m) va sau khi sép xép lai ta duge phudng trinh trang thai cla
md hinh dang:

do die ds
= A DO =Gy —5 T G- 5T 4.44
P TR0 T % 4 G 3 (4.44)
Trong db6:
— E =
p=mt N Pe= 5l =M-M2: @ = M E (4.45)
N N2

Tinh rao, tinh khéi phue, tinh trung ctia haji md hinh viia x8t déc
gia cb thé tu lam nhu é md hinh Thomson.

Chii § rang mod hinh tuyén tinh tidu chuan dude sit dung rong ral
trong k¥ thuat vi nd thé hién dudc tinh réo va tinh trung.

8. M hinh 4 hing sd

M5 hinh 4 hing s ¢6 nhiing dang sau:

1 1

LF'J
a) b) c}

AW —

AR A

Hinh 4.12
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M6 hinh duge 1dp néi tiép giifa hai mé hinh Macxeen va md hinh
Kelvin-Voigt hinh 4.13a. P #
Lyc tac déng lén moé hinh P

bing luc tdc dong lén phan tu é 8 (ll)

Vi

Macxoen P, va bing luc tac déng 1én e
phéan ti Kelvin — Voigt P, L1 s, 2 Macxoen
P=P, =P, (a) L

D6 chuyén doi 8P cia mé hinh /1
& thdi diém t bing tong cac dd 3 @

chuyén d3i phan ti Macxoen va d6

chuyén ddi cha phan ti Kelvin- {Ketvin
Voigt, hay tach ra bing téng db 4
chuyén ddi 8, cua phan ti Hue, d6
chuyén doi 8, clia phin tu 1ong va
d6 chuyén doi 8, clia phan tit Kelvin Hinh 4.13a
—Voigt:
5=08,+8, +8§; M)
Chuyén tit luc sang tng suit, tit 46 chuyén ddi sang bién dang va
cac hing s6: k,;, = L ik = i; ky,= L; k,= —l—, tir (a) ta cé:
E, E, My N
c=0c,=Ksg (c)
0=, o @
de
o=06,— Eg, +1n; dt3 (e}
Va ti (b) ta co:
E=¢g, tg;+ g3 oy

Tit bén bidu thiic () (d) (e) () bing cach loai tri £, €, £ ta nhan
dude quan hé giiia {ing suit o va bién dang £ nhu sau:
+ Theo (f) ta suy ra:
€3 = € - £ - £ (g)

+ Dao ham theo théi gian mét 14n biéu thic (f):
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de _ de, + de, +d83

dt  dt dt dt ®)
+ Trong d6 theo (c), (d), (e):
d
de, _ 1 do 0
it E, dt
de. G
T - ®
t Mg
ds,
98 _ _ E__Egg )
dt M3 M
+ Thay cae gid tri § () (k) () vao (h) va chi ¥ dén (g), ta duge:
de 1 do c c E,
_—= —— — + — _— — —E.
& T F, at s n (-8 —5,) (m)
+ Dac ham biéu thic (m) theo thdi gian mét 14n niia, ta duge:
2 2
de 1 d6 1 do 1 do E;fde de, de, (4.46)
dt* E, dt* m, dt 7, dt nyidt dt dt

TR d. de, ) s , \
+ Thay cac gia tri % %; —;“— theo Ung suat tu (h) () (k) vao
(m), sau khi sip xé&p lai ta nhan dude phuong trinh trang thai cia mé
hinh:
¢ E
: :El.d—s—;-Jr———'E‘“’.ii—g—
dt  m,n, at? n dt

2 i
ds [E, E +E3] E+%g- (4.47)
dt ln, my my

Tinh rdo va tinh khéi phuc déc gia c6 thé lam theo trinh tiy nhu &
cac mé hinh 3 théng s6. Bay gio ching ta xét tinh rio, tinh trung theo
quan diém toan hoc.

§2 TINH RAOQ, TiNH TRUNG THEO QUAN DIEM TOAN HOC

Hién tugng rao quan sat dude khi cho Iyc tic dung 1én vat thé mot
gia tri Ung sudt hing sé nhan véi ham Héviside.
o(t} = o;h(t) (4.48)
Sau d6 quan sat gia tri bién dang (t) theo thai gian.
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Hién tugng trung la khi cho vat thé chiu mét bién dang bing hing
s6 nhan véi ham Héviside.
8(t) = £, h(t) (4.49)
Sau dé quan sat gia tri {ing suit o(t) theo thdi gian.

1. Tinh rao (tinh tit bién)

1.1. M6 hinh dan hoi

Quan hé gifia dng suft o(t) va bién dang s(t) duge xac dinh boi
phudng trinh:

e(t) = %c(t) (4.50)
Thay gia tri o{t) = o, h{t) vao (4.50), ta duge:
5(t) = -0 h() (1.51)

Ham rdo st dung ki hiéu cho vat dan nhét tuyén tinh khéng ldo
hoa (3.28):

J(t,, t) = f(t — ty) (4.52)
Ham rédo ¢6 dang:
£(t) = h(D) (4.53)
E
1.2. Mé hinh long Niuton
Cho c(t) = agh(t) {a)
Tim ham s(t) bién thién theo thdi gian. -
Thay gia tri (a) vao phuong trinh trang thai (4.5), ta cé:
d
=Py b)
dt 7
LAY tich phéan biéu thic (b) véi diu kign tait =0, e = 0.
et) = o tH(t) (1.54)
l
Ham rio b dang:
=(t) 1
f(t) = = — t.H{t) (4.55)
G, n
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1.3. Mé hinh Macxoen
Cho vit chiu Gng sust khong déi o(t) = osh(t) (a)

Tim ham rio s(t) theo thai gian. Thay (a) vao phudng trinh trang
thai (4.8).
de 1 d

d_t :-E_] Eﬁ (soh(t)) + T: h(t) (b)
dg UU U0
Suy ra Ty = —Eﬁ(t) + ;. h(t) ©

Trong dé §(t) — ham Delta
Vi khit =0 ¢ = 0, tich phéan biéu thiic, ta dude:

g(t) = G{-l— + 1 t]. h{t) (4.56)
E n
Ham rao cé dang:
= (L1 t} h) (4.57)
o, \BE n

1.4. Mé hinh Kelvin - Voigt
Ta c¢6 phudng trinh trang thai (4.15):

Ee + n-% = o(t)

Thay gia tri o(t) = ogh(t) vao phuong trinh (4.15), ta nhan duge
phuong trinh méL

de
Eec + n.— = oyt
v EtTn at o) (a)

/
Nhén hai v& biéu thitc (a) véi expt ] ta co:

ikl o
di n "

L&y tich phan hai v& véi difu kiénkhit=0,£=0,ta nhan dugc :

™y
"’]’5 [1 - exp[%tﬂ h(t) (4.58)

e(t) =
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vay ham réo fit) = ={t) = % [1 - exp[Etﬂ h) (4.59)
n

G

Hinh 4.13 la d6 thi cac ham
bién dang theo thdi gian duéi tac TE“) 3
déng ctia huc don vi h(t) cua 4 loal md

hinh. -
,

2. Tinh tring 4
>
2.1. M6 hinh dan hoi t
Tt phudng trinh (4.3), ta cé: Hinh 4.13. Gac ham bién dang cua
e ’ 4 md hinh_
o(t) = Ee(t) = Eeo.h(t)  (4.60) 1. md hinh dan héi.
i ) 2. mé hinh iéng Niuton.
St dung ki hiéu cho vat dan nhét 3. mé hinh Macxoen.
tuyé'n tinh khéng 5o hoA: 4. md hinh Kelvin — Voigt.
Rit,, t) = gt - ty) {(4.61)
Ham trung g(t) = E.h(t) (4.862)
2.2. M6 hinh long Niuton
Tit phuong trinh (4.6) thay gia tri s(t) = Eep.h(t)
ta dugc: o{t) = 1. % (g0-h(t)) = n.q. 6(t) (4.63)
Suy ra ham trung:
t
g® = 2 = n50) (4.64)
£

0

2.3. Mo hinh Macxoen
Thay gia tri (t) = g,.h(t) vao phudng trinh trang thai (4.8), ta co:
1 dt) o

€. O(t) = T at .

Giai phuong trinh trén, ta duge:

oft) = Eeg.exp(— E t] i) (4.65)
n .
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Ham trung

g(t) = o) g epr—Et] h(t) (4.66)
€, Lon

2.4. Mé hinh Kelvin - Voigt
Lam tuong tu, nhu d8i véi cac mé hinh trén ta duge:
o(t) = Ee,.h(t) + n.e. 8(t) (4.67)

Ham tring: g(t) = E.h(t) + n.5(t) (4.68)

Phin trén ta da c6 nhan xét, dé véi vat Kelvin — Voigt khong
phan anh duge tinh trung, nhung & day vé mat toan hoc ta lai nhéan
duge ham trung theo biéu thite (4.68). Nhung vé miat vat 1y ta thay diéu
do khong thé xay ra duge vi trong biéu thiic (4.68) c6 chita ham Delta.
Diéu db c6 nghia 12 Ung sudt tré nén vé cung 8 thdi diém xuit hién bién
dang. Ta can chd ¥ mot diéu 1a giam chdn khac véi 16 xo khong thé cho
d6 dan d6t ngot hitu han tudng tng véi luc thay d61 hitu han.

Do d6 néu cdn dit vao giam chan mét d6 din hiu han thi lye dat
vao cAn phail c6 gia trl vo han.

Tx trén ta cling thAy mét diéu 1a dé1 véi cac md hinh ¢b nhiéu hon
mbt phin ti thi 46 dan dai dot ngdt hiu han ¢é thé xay ra do luc dat dot

ngdt chi trong trudng hgp mé hinh cé mat ho#ic nhiéu 16 xo ¢b thé kéo
nén tu do ddng thoi véi gidm chén co hodic dén.

Vi dy, 16 xo trong phin td Macxoen la tuy do, con trong phan tu
Kelvin — Voigt 14 khong tu do. Vi vay biéu thiic (4.68) chta ham Delta.

3. M& hinh gém cac phan tir mac ndi tiép

Mbé hinh gém cac phAn tli méc néi tiép thi luc tac dung lén cac
phéan tif 1a nhu nhau, nhung d% chuyén roi bang téng db chuyén rdi cua
méi phin tit. Ham rdo cia mé hinh bing téng ham rao cua md hinh
thanh phan.

Vidul

Vit Macxoen gén hai phan tit Huc va Niuton mic ndi tiép. Luc tac
dung 1én hai phan ti 14 nhv nhau. % chuyén rdi cia phan tit Macxoen
biing tong doé chuyén rdi cia phan t@ Huc va Niuton (hinh 4.14a}.
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Hinh 4.14a
E=g; + &y (a)
1 1
f+ 6 =11 = {— + —t}h(t) (b)
E n
Vidu 2
Mo hinh Thomson dugc méc -

Ea -—7/
ndi tiép gitta hai phan t¢ Huc va V\I\N\/—

Kelvin — Voigt (hinh 4.14b). ;—/\/\- —

C ix 3 \ N\
Tacédddin e=g T {c) ) I~
2z
Ham rao: f=f +1f (d)
Hinh 4.14b
Thay gia tri ciia ham vao f, va 1. phdn tdf Huc.
f,, ta duge ham rao: 2. phan W Kelvin.
1 [ E.
f= {—- + 1 (1 - expt— ~—2tﬂ} ) (4.69)
E, E,| n
Vidu 3. =
1
Mé hinh 4 thdéng sé: / Nz ’
hinh 4.14c duge méc néi tiep /
- . o @ 1
gifta hai phan tu Macxoen 1 I
e e | , |-/ L
véi Kelvin — Voigt 2. Hodc 1 5 k
méc néi tifp cla ba phin tu . 3
Huc 1 véi nhdt 2 va Kelvin - ’
Voigt 3. g —A— B2 T4 fa i
Do dan: g=g, &, T8,
Hinh 4.14c
Ham rdo: f=f+f +1,
1 E
Do dan: &) = 00[—— + Lt} ht) + Ze {l - exp[— —P’-t}—‘ hit)y (e)
E, AP E, 1 ‘



Ham rdo: f(t) = {{i + i) + i-[l—exp[—-gitﬂ} h(t) ®
E !

E, my 3
Vi du, Voigt téng quat, hinh 4.15.

E, E, E.

%ﬂ -~

| 1

M2
s N4 Ta
Hinh 4.15
D6 dén:
s(t) = co[i + —tj h(t) + % {1 - exp[— By tH ht) {g)
E, MNs =3 Ty n
Ham rio:

f(t) = {[Elf + ;12-] + Z% E}13 [1 —exp [— %tﬂ} h(t) (h)

4. M4 hinh gém céc phan tir mac song song

M6 hinh gém céac phin tif mic song song thi d6 chuyén rdi lén cac
phan t 14 nhu nhau, {ing sudt bing téng ung suit tac dung lén méi
phén ti. Ham trung s& bang téng ham trung cia méi phan ti.

Vi dy 1, mé hinh Kelvin — Voigt 1a gém hai
phén ti Hue v nhét méic song song.

Do dé: c=qg,tao,
d ddy: ¢ - {ing suit tring ctia mé hinh Kelvin-Voigt. e

- ng sudt tring cla phan ti Huc.

- Ung suat tring cta phéin tit 1dng.
o(t) = Eeo.h(t) + n.50. 5(t) @

Hinh 4.16

o4



ham tring g(t) = SetY
e

o

= Eh(t) + nd(t)

g(t) = Eh(t) + n.8(t) Q)
Vi du 2, mb hinh Zener méic hA r\ER A
iita hai phin tit Hu
songhs\ontgr’gl;a al p(ha:h ) 17;.1(: A
va phan tu Macxoen (hi A7), a
P - Lww—E
_ c=0c,+ Oy E, : -

o - lng suft trong tac dung &
phan ti Zener. Hinh 4.17°
o, - (ing sufit tring & phin ti Hue.

0, - Ung suit tring d phin tt Macxocen

o(t) = Ee0.h(t) + Exgp.exp [— B, t] ) (k)
n
Ham trung: gt)= o(t) :]:El + b, .exp[— %tﬂ.h(t) 4}
E;0

Vi du 3, md hinh Macxoen tdng quat duge biéu didn trén hinh 4.18.

T Ma T LIF rrln

Hinh 4.18

c=o,to,+to;to,+ ..+ 0, (4.70)
trong d6: o - dng suft trung ciia mé hinh Macxoen téng quat;
o, - iing suft tring ciia mé hinh Huc;
o, - lIng suét tring cia phan ti nhét;
o3 - fing suat tring cia phan t& Macxoen thi 3;

o, - Ung suft tring cia phan td Macxoen thit n.
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o(t) = E.ec.h(t) + nago- 3(t) + E[).ZEt expL—:itJ .hi(t) (4.71)
n

T3 T

Ham trang khibd qua hai phén ti ddu:

gt)= Y E, exp [* %lt] h() (4.79)
r=3

r

§3. PHUONG PHAP THYC NGHIEM XAC DINH CAC THONG 6 CUA
MO HiNH

Nhu d& biét phiong phap md hinh hoé cho phép cong thiic hoa qui
luat d&i xi vt Héu rit don gian nén thudng duge dung trong tinh toan
k¥ thuat. Van &€ dat ra 1a cén chon mé hinh nao phi hop vdi vat lidu
trong c¢ong trinh tinh toan va bibt cac théng s6 cia md hinh dé.

Sau day chiing téi xin trinh bay cach xac dinh cac théng sé cua
md hinh 3 théng s6 1am vi du minh hog, d6 la mé hinh Thomson nhu
hinh 4.10a.

Céc mb hinh khac déc gia c6 thé dua trén cac nguyén thc chung dé
xac dinh.

Trude tién ta viét ham rdo hay ham trung cua md hinh theo 1y
thuyét d3 biét, cin ¢l vao do cAn xac dinh cac théng s§ cia mé hinh, vi
du, mé hinh Thomson 1a E,, E, va d0 nhét n.

1. Thi nghiém rao .

Tién hanh thi nghiém rao (hay tring) véi vat liéu ta st dung dé
1&y s8 ligu tinh toan.
Vi duy, xét md hinh Thomson:

Theo 1§ thuyét, ham rdo ctia md hinh Thomson la:

1 1] [t
fit)y= —+ —j1 - . :
(t) " E?-L EXPL . ﬂ (a)
Trong @6 1, — thoi glanrdo, 4= -E?—
2



Hay khi viét theo 46 mém:

flty=C,+Cy,—C,e ™ )
1 1 .
T dé C==-; C,=—
rong dé =g 7 g, (c)
Theo (b) ta thay khit =0 thi f(0)=C,. (d,)

Hinh 4.19 biéu dién d6 thi rdo k¥ hiéu ham f (t) 12 ham rdo nhén
dude tir thuc nghiém. Ta thiy:
Tait=0cbf,(0)=C, gia tri d6 mém tiic thai. (e))
t =00 ¢6 £ (=) = C, gia tri d6 mém tai thoi diém vé clng (e,),
& day 14y & thai diém cudl thi nghiém, gia tri gin tiém cin v8i dudng
niam ngang.

So sanh (d,) v6i (e,) va (dy) vii {e;) ta nhan dude:

C, =G, (f)
C,+C,=C. ()
Tu (), () suyra C,=C. - C, )

Thay céc gia tri trén vio (b) ham rio duge vidt dudi dang:
t'|

f () =Co—(C.. - Cp). e K k)

folh

Duang corg thue nghiém
_thiang #ém can

e |

Hinh 4.19

Ham f(t) theo (b) so vé61 ham nhin duge ti thue nghiém f (1) c6

cling toa d6 diém dau diém cudi nhung cdn mot théng s6 tu do 1.
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D3 xac dinh gia tri 7 chon trong khoang tit (0 — o) mdt thoi glan

nao d6 t = t, va viét:

L

f.(t) =€, - (C.-Cp. e K
Tinh gi4 tri 1 theo bidu thic ().
T bidu thie (1), ta suy ra.

it

e T = Ccr.- - fm(t‘l)
Cc.-C,
L&y logarit hai v€, ta dugc:
b G )
T; Cc, -C,
Suy ra:
T = b
=
]nc_f T_Ea(tl_)_
C'f. - C(}

1, 1a dai lugng dudng, boivi C. - f.(t)} < C. - G
Xac dinh dude gia tri C,, C.. v g1 tri 1; theo (4.74).

D

(4.73)

(4.74)

Ta hoan toan xic dinh duge ham rdo cia mé hinh Thomson E,, E,,

E-

C,
E, = LI
- C,-C,
n=E.. 1

2. Thi nghiém tring

Ta 6 thé xac dinh cac théng s6 cia md hinh nhd ham trung.

Theo 1y thuy&t ham trung ciia mé hinh Thomson ¢6 dang:

t

gy=[K+E-K.e ")

trong dé

(m)

(n)



EE,

K= —>—
E + E,

(0)

Tai t=0c6g(0)= E. (p)
t=xcogx}=K
Tién hanh thi nghiém tring v vat liéu sit dung, ta nhan duge
ham tring ky hiéu g, (t), ta thay: .
Tait = 0 ¢6 g,(0) = Eq (By— médun dan hoi tdc thoi gia tr1 dau).

G - A Py - ETY
E,= — (o4 — Ung suat dan hdi & diu thi nghiém). Q)
€

Lo}

Tai t = o ¢ gu(x) = E, (E, - mddun dan héi & vo cung). Gia tri

diém cubi thi nghiém khi ding cong g,.(t) tiém cin vl truc t.

Qo sénh cac bidu thic (g) (p) ta rutra E,=E } ®
r
E:x_- = K
T bidu thic (o) (v) ta tinh duge:
E E
E.J — o o
=% _E, (s)

Ham trung g(t) theo Iy thy&t bay gid c6 dude 50 v&1 ham trung
g, (t,) nhan duge bing thuc nghiém cb toa do &ém ddu va cudl nhung
trong d6 ton tai mét thong s& i do 1, DE tinh gia trj T, cing nhu trén ta
chon trong khoang thai gian tit 0 - % mot diém t = t, va viét trén ham
tring thuc nghiém g,.(t) dud dang:
L,
g (t) = Fa+ (Eo- Eo).e t (t)
Gia tri T, duge tinh tu bidu thite (1). T bidu thic () ta cb thé viét:

ty

A gm(tl) - E'x"
e —

LAy logarit hai vé, ta dugce:
LTI, _g‘L(_tl_)__FF_
1 E, -E,

[



- t
Suy ra T, = A (4.76)
1 g m tl) T M
n ot e e e
Trong d6 ga(t) = Ex < E.- E.
Céc théng s cia mo hinh 1a:
_E. B, (4.77)
A EO _ E'f .

trong dé T, duge xAc dinh tif cong thite (4.76).
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Chuong 5
TRANG THAI UNG SUAT 3 CHIEU

§1. NHUNG THi NGHIEM CO BAN

Trong mé hinh dan nhdét tuyén tinh 3 chiéu, cadc bién 1a nhing
tenxd déi xtng do Gng suflt va bién dang (ki hidu §,¢) va duge bidu
dién trong hé toa % vuéng géc bdi cic ma tran trie giao (ki hidu ¢ va ¢).

Nhitng thi nghiém cg ban, van 1a cac thi nghiém rdo va tring,
dude dinh nghia theo cach sau day.

1. Thi nghiém rao

Thi nghiém kéo nén don nhu sau:
+ Dat o,, dudi dang:

o, {t) =c" .hit — t) (5.1a)

va nhiing o; khac triét tiéu, cé nghia la:

o;=0néuy= 1. . (B.1b)
Sau d6 quan sat loi giai cua t4t ca g, ta thdy:

e.5(t) = o' Jinlte, t, 0°1) (5.2)
Maét cach téng quat hon:

+ Dit oy, v6i h, k nao dé, c6 dang:

G (t) = 6" hit- ty) (5.3a)
va nhiing o;; khac triét t18u, ¢6 nghia la:
G]J(t) =0 néu 6ih' S]k =0va 6ik‘ 6;1, =0 (5.3b)

Quan sat 161 giai cac g
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Ei](t) = U?.k . Jijhk(t‘f}! t‘a 5(}}]}; )khéng ting (5'4)
ta thAy khéng c6 téng.
Trong d6, ham J,, tucng ung la ham rdo ¢6 bién a6 uc oy, thuce
hién 8 thdi diém t,.

2. Thi nghiém trung

Viée mo ta giéng hét nhu thi nghiém rio, nhung bang cach hoan vi
vai trd clla cac o va cac & cho nhau.

Dat mot &, dudi dang:

emc(t) = ' hit — o) (5.5a)
va nhiing ; khac trigt tieu:
&; = 0 néu 8. 8 = 0 va 8. 8, =0 (5.5b)
Quan sat cac oy
o;(t) = & - Ripu(to, £, Euhk)khang téng (5.6}

Nhu & thi nghiém rdo: chiu cic ham Jy, (i, t, op) va Riulto, t,
g’,.) triét tidu d6i véi t < to. Cac ham nay cé nhing budc nhay tai thoi
d&ém t = t, tuong tng v4i tinh dan héi tiic thoi cua vat liéu.

§2. DAN NROT TUYEN TINH
1. Pinh nghia

Dinh nghia toan hoc vé sy tuyén tinh cia cach d61 xit dé1 vé1 méi
trudng dan nhdt 3 chiéu thi cling tucng ty nhu di dua ra g trudng hdp

mbi trudng dan nhdt 1 chiéu. Su tudng fing ham gida cac lich sU cla cac
tenxd ¢ va & 1a tuyén tinh.

2. Cac tinh chat cGa sy tuyén tinh

. Nhu trong trudng hop 1 chiéu, tuyén tinh cla cach d61 xu kéo
theo nhitng ham rio va tring la doc 14p.
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Khi thi nghiém réo thi ham rio la ddc lap véi of, , khi thi nghiém

trung thi ham trung la déc lap vdi g%,

D61 véi thi nghiém rao:

&;(t) = Jiaulto, 1), O'th khbng téng (5.7)
D61 véi thi nghiém tring:
oy(t) = &% Rigute, by €% inong 60 (5.8)

- Chi cdn ap dung nguyén 1§ céng tac dung xuit phat tif sy hiu
biét cac Jyy vA Ry ta c6 thé viet ra 181 gidi ciia t&t cd cac thi nghiém
rao va trung.

Vidu.

Khao sat thi nghidm rdo dude dinh nghia theo cach sau:

s(t) = " h(t - to) (5.9a)

C6 nghia, d61 v4i m6i thanh phan cla o (t) ta cé:

Ondt) = o' hit — ) (5.9b)

Lich st nay cila g ¢6 thé xem nhu céng tac dung clia cac lich st
tudng ing cho méi thi nghiém rdo don da dude gidi thiéu & muc §1 cho
méi Ohy-

D51 véi méi g; 1o giai duge viét véi tdng trén cae chi sd lap:

Eij(t) = Jij.hk(toa t). Gohk (5.10)

Tinh téi cac ddc trung cua tenxd gové cua gothi cac Jdyy, 1a nhiing

thanh phén ca tenxd bac 4 ky higu J (t,, t), khi d6 c6 thé viét:

IIen

®)=J(to, t): " (5.11)

ki hiéu J 1a ma tran cac thanh phin J (t,, 1).

I

Ii]

(to, t) 12 ma tran rdo cla vat lidu cho cac thai diém t, va t.

i e

* Bing cach tuong tu cho thi nghiém tring.
Dat g (t) = " ht — ty) (5.12)

e

ta cé 161 giai
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c®=R (tt, ) (5.13)
trong dé E (e 1) 12 tenxd, ma ma tran cua né la E {ty, t).

R (t,, t) 1A ma tran tring ctua vat 1iéu cho céc thoi diém t, va.t c6
cac thén_h. phfin Rijhk(tib t).

3. Nhirng ¢ong thuc Boizoman

Céc céng thite (5.11) va (5.13) cho ta 18i gidi trong cic thi nghiém
rio va trung khéai quat nhit. Bing cach 1§ luan nhu trong trudng hop
mét chiéu va 4p dung nguyén Iy cong tac dung ching ta suy ra 13i giai
cho mét lich st no @6 cua ¢ hay caa s.

Khéng can tinh toan chi tiét ching ta nhan duge biéu thie sau:

e®=d(t o)+ [J(n): o) (5.14)

Ly

Suy ra cbng thiic Béizoman:

t &d
e)=Jt t:olt) ~ {=(ut): o @.dr (5.15)
= = s O =

Tudng ty, ta co:
1
(M= Rty t: &t + [R(z.t):de () (3.16)
va cong thic Bolzoman:

. eR
ot)=R(t t: () - [-=(r.0): ¢ @).de (5.17)
o) =& 2 s 2

o

Nhing ¢éng thie nay biéu didn phiém ham tuyén tinh lién hé cac
lich st cha © va cua &. Tic la quan hé gilia tenxd fing suat va tenxd

bién dang ¢ trang thai tng suit ba chidu (trang thai ting suat khé).
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4. Vat liéu dan nhdt tuyén tinh khéng l3o hoa

Gia thiét cta sy khéng ldo hoa ciia vat lidu ciing giéng nhu trong
truong hgp mét chiéu la nhing tenxd J(t, t) va R (t,, t) khéng phuy

thudc vao d61 s6 (t — t;). Pé chinh la sy bat bién cla su tinh tién.
Jlo )= f1-1p) (5.18)

(Lo, t) = g (t — ty) {5.19)

(Ri}=s)
o

Nhiing ebng thitc Boizoman duge viét duéi dang tich chap: |
=f'(".o (5.20)

g )

nem

1
Il
ft on

(5.21)

I

Cé thé dua vao phép bién déi Cacxbng" va dua dén cac cong thiic
dal s6:

g = £*. g*
c¥=g¥ig* (5.22)

110 ey
*
i e
*
Il
1

§3. CAC DANG PHUONG TRINH TRANG THAI KHAC
1. Quan hé giita tenxo (g suit Iéch va tenxd bign dang léch

L1, Tenxo img sudl

Nhu da biét mdt tenxo ting sust o, bao gid ciing gdm hai tenxd ting
sudt: tenxd ng sudt léch S; va tenxd iing suit ciu o.

Trong dé S; =o;- 0. §;
1 (8.24)
o= gakk

" Ma tran cta tenxd bign d8i ¢ cho cac thanh phan bién ddi cla cac thanh phan ma tran
cla tenxg géc.
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D3i véi vat lidu dan nhét tuyén tinh § qué trinh ding nhigt, trén
cd s¢ ciia biéu thitc Béizoman ngudi ta con sit dung biéu thiic sau dé xac
dinh quan hé giita {ing sudt v bién dang clia vat dan nhét tuyén tinh
khéng 140 hoa: '

8, = j R(t - 1) .de;(1) (5.24)
w0 .

o= le (t-1). db(z) (5.25)
Q

Trong dé:

R(t - 1) lacac ham tring trugt.

Ri(t - 1) 1a ham trang (Rélecxaxi) thé tich.

Dya vao biéu thitc (5.24) (5.25), ngudi ta c6 thé khai trién d8i véi

bién dang, khi dé ham s6 e,(t) va 8(z) ¢6 dang:

e = j I (¢ - 7). dS(t) (5.26)
0

0= jnl t- 7). do (2) (5.27)

trong d6 e; = ¢ - %GSH 14 tenxo bién dang léch;

6 =g 12 bién dang thé tich.
[1(t) 12 ham rdo trugt.
F1,(t) 1a ham rio thé tich.
T biéu thic (5.26) (5.27) c6 chit § d8n (5.23) ta nhan dude bidu

thte tng suit qua bién dange;:

t

o; =& .[I:Rl(t ~T) — éR(t - 1)] d9(1)+j‘R(t —t).dey(t)  (5.28)

0

€5 = Oy I[‘;'H1(t -7y —IT(t — T):|d1:(‘r)+jn(t -1).doy (1) (5.29)
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Cac ham TI(t), I,(t); R(t), R,(t) trong cac bidu thie (5.28), (5.29)
khéng phu thugc vao trang thai ting suit va vi vay co thé xac dinh ti
ching céac thi nghiém don gian.

2. Phuong phap thuc nghiém xac dinh cac ham TI(t), I1,(t); R(t), R,(t)

a) Ham rdo trugt I) 6 thé dige xdc dink tir thi nghiém rao khi
trugt thudn tuy (vi du xodn 6ng méng)

Cho Iyc tac dung1a  o,(t) = o%,h(t) (a)
Trong d6 h(t) 12 ham Héviside:

Okhit<0Q
hty =4
lkhit=>0Q

Cho ta 1 gidi &, = fi(t). - (b)
VEé Iy thuyét, khi thay (a) vao (5.23) ta duge thanh phdn khac
khong €5

1
€12 = 0" Jf Tt - 7).8(t)dr. ()
a0

Trong d6 5(t) 1a ham delta.
Sau khi tinh toan ta dude:
£ =6 LTI}t 20 (d)

So sanh gita (b) VE‘{I (d) ta duge gia tri ham rio truct:
() = — £, (5.30)
Gz

Trong dé ham f,(t) dudge xac dinh ti thuc nghiém.

b) Ham rdo thé tich IT,(t) duoc xdc dinh t thi nghiém rdao khi vit
chiu nén déu theo cdc phuong

Trong thi nghiém nay cho Iye tic dung 12 6,, = 6, = g4, = oy hit)
con cac o;; khic thi bing khéng. Quan sit d6 bién dang tudng d8i theo
thdi gian, ta nhan dude ham rao thé tich:

0 = f{t). (e)
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Theo biéu thiic (5.27) ta cé:
]

8= Il‘ll(t—t).ds(t) 6y

0
Thay gia tri ot) = s"h(t) vao biéu thiic trén, cb chii § dén tinh chét
ctia ham & 14y tich phén ta duge oft) = o'T1,(t) véit = 0.
So sanh hai bidu thite (f) va (e), ta tim dudc:

0, = — £l®) (5.31)
T2

Chi ¢ : c& hai ham TI(t) va TL({t) ¢d thé tim dude ti thye nghiém
kéo don gian nhu sau:
Cho luc tac déng oy, = 6'1 h(t) ()
cdn che o, khac thi bing khéng. |
Quan sat bién dang doc &, va ngang €; = fa- Ta nhan duge cac
ham rao thic nghiém:
en = Ht) (5.32)
€20 = £y = £2(1)
Khi thay biéu thiic (g) vao biéu thic (5.29), ta b

_1 011
£ = 5O [Sﬂl(t) +2H(t)}

(5.33)
1,1
E99 = B33 = _3'01 §n1(t) ~ TI(t)
Giai phuong trinh (5.33) va chii ¥ dén (5.32) ta duge:
N = — (L6 - L0 (5.34)
01
1 [
[,{t) = e [£.(t) + 2£,(0)] (5.35)
!
¢) Xde dinh ham trang trugt R(t)
Tuwong ty, ta lam thi nghiém v& tring khi trudt thuan tuy.
Cho mot bién dang
g, =" hty t>0 (h)
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Quan sat bién dang cia mau thi nghiém. Trong thi nghiém nay
fing sudt triung thay d8i nhu ham ctia thdi gian:
Giz = Yiult) M
y12(t) xac dinh dude tiz két qua thie nghiém.
Vé ly thuyét ta tinh duge:
o = R(). €} ()
T (h) va (1) ta suy ra:

R{t) = w—lo—(t—z (5.36)
P
d) Xdc dinh ham triung thé tich R ()
Cho thé tich ty d&i thay 4610 = 8, hit).
Trong dé 8=g tepten=e =g =g, = 3g, k)

£, — bién dang ty d6i trung binh.
Quan sat ling sudt trung trung binh & ta nhan duge: 6 = w(t) q))
Bing 1y thuyét theo (5.25) ta cé:

c= le (t - 7). d6(x) ()

Thay gia tri 8 = 8, h(t) haygia tri £ = " h(t) vio sau khi tinh toan
tuong tu nhu trén ta duge:

o = g0.R,(t) (1)

So sanh (1) véi (n) ta xéc dinh dude  R,(t) = —— yi(t). (5.37)
EO
1. C6 thé biéu dién quan hé giita Ung suat o; va bién dang &, theo
cach khac.
Tit bi€u thitc thii nhat cla (5.24) khi 14y tich phan phan doan ta
dude:
‘[dR

S;; = R(0).e,(t) - E(t - 7).e,(1).dr (5.38)

0

Véi thél gian t di nho biéu thite (5.30) dan téi dinh luat Hue, ta
dat R(0) = 2G, tu (5.38) ta duge:

8, =2G.e;(t) - [T.(t - 7).e;(1).de (5.39)
(4
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Trong dé

dR(t)
Ity = ——~ 5.40
) =— (5.40)
twong tu bidu thite thif hai cla (5.25), ta cé:
L
c=Kbo- Il“l.(t — 1).8(t).dr (5.41)
0
trong dé
K - médun thé tich, K=R,(0) (5.42)
dR,
I () = —*+ : 5.43
(1) = mn (5.43)

Tuong i, biéu thic (5.26) va (5.27) cling ¢6 thé dua tdi dang:

ey(t) = s (1) - jK(t ~ 7).8;(1).dr - (5.44)
o(t) = —Il-{-c(t) - iKl (t - 9).0(7).dt (5.45)
Trong dé
_ di®) -
RK®=— (5.46)
4, (1) ]
K, (t) = — (5.47)

Cac ham s6 ['(t), [,(t) goi 12 nhan tudng dng trung trugt va trung
thé tich.

Cac ham K(t), K,(t) goi 14 nhéan réo trugt va réo thé tich.
T bén nhan K, T, K,, I, chi ¢6 hai nhéan la déc lap.

That vay, vi duy, trong biéu thie (5.39) ham st S(t) 1a da cho thi
bidu thiic (5.39) ¢6 thé xem nhu phudng trinh tich phén 461 vé bién
dang e;. Nghiém phudng trinh nay c6 dang biéu thic (5.44). Bdi vi thay
bidu thic (5.39) dé1 véi S; & trong biéu thic (5.44) can cho ta déng nhéat
thitc véi ham bat ky e;(t).

Tit biéu thiic nay ta nhan duge hai biéu thie:

2GT(t) + j [t — 1).K(x)de = 2GK({®) (5.48)
G
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Tudng ty, ta dugc:

-
%Fl(t) + [T - 0. K@di= =2KK@0)  (5.49)
0
Tit cac biéu thiie (5.38) va (5.41) c6 chit § dén (a) ta nhan dude biéu
thiic tng sudt qua bién dang: '

.
oy = [K - %G].B.Bﬂ +2CGe; - Oy j{ﬂ(t— t)—%r(t— t)]@(r)_dt -
0

t -r

- jr(t —1)e; (1).dr (5.50)
o]

Biéu didn nguge bién dang qua ing sudt nhan dude biéu thiic c6

dang: '

1 1 1
€. =| -~ o8 +——0,; +
I {3K 2a ) Q9a Y
L

t
+ 98 J.l:%kl(t_T)_K(t_t}'c(‘r)'d{lc(t) + jK(t. -1).dt - (5.51)
1] 0

Néu ham rao IT{t) va I1,(t) va ham trung R(v), R,(t) dugc xac dinh
thi nhan rao K(t), K,(t) va nhan trimg ['(t), [,(t) & trong cac bidu thite
(5.40) (5.43) (5.46) (5.47) tim dude bing cach vi phan cic ham tuong dng
theo cac cong thie trén.

Chu ¥ 1, vi du, nhdn rdo K, K, tim duge t¥ thifc nghiém thi tudng
{ing nhan trang I, T, cb thé tim dugc bang 1y thuyét nhu nghiém
phuong trinh tich phén (5.48) va (5.49).

2 - D& véi vat tai thii diém ban ddu khéng ing suét, phé iing suat
12 lién tuc, theo Bid quan hé gitta lng suit va bién dang c6 dang:

t e t 0 .
oy = 2£a(t-r)—&idz - Sii_ib(t— 9, (5.52)
Trong d6 a(t), b(t) 1a ham thdi gian dic trung cho tinh huu bién ena

vat liéu duge xac dinh tu thuc nghiém. Trong trudng hgp vat lidu la dan
héi tuyén tinh d6 chinh 1a gia tri hing s& Lamé u, A.
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Chuong 6
PHUONG PHAP TOAN TU

§1. TRANG THAI UNG SUAT PON

Trude hét ta hiay khio sat truong hop trang thai tng suat don. T
phutsng phap mé hinh trén, ta thiy phuong trinh trang thai cua vat dan
nhét tuyén tinh dédng hudng khong ldo hod, quan hé gilta ling sudt o(t)
va bign dang =(1) tuong {ing tong quat cb thé biéu didn dudi dang toan tu

sau:
P(c) = Q(e) (6.1)
Trong 46 P, Q 14 cic todn tu vi phin dang:
P:pm" '+pmv +p_ Pun-
E‘tm I atm 1 a |§i "tm
el 11 qn (6-2)
Q = Q- g + Qo1- — .t Qo — qm
" " ot = °" ;J
k=0,1,2,..m
h=0,1,2, ..n

Po; Pi Pati P VA 90 @ Q2! 4, 12 nhiing hé 56 hang s6, dic trung
cho tinh chit vat 1¥ va luu bién cua vat liéu duge xdc dinh bang thuc
nghiém.

Vidu

- Phan tit dan héi.

Phuong trinh trang thaila: o=Exzs (a)

Theo (6.2) ta co:

k=0 p,=1 h=0 q.=E (6.3)

732



- Phén ti Niutdn.

Phuong trinh trang thal: o= n% (b)
Ta c6:
k=0 p,=1 h=1 G=0 q =n (6.4)
- Phan ti Macxoen.
Phuong trinh trang thai:
ldo o _de v o, g0 g% ©
E d n dt dt ul dt
suy ra k=1 Po=E pL=
" (6.5)
h=1 qo =0 qu=E
- Phan ti1 Voigt - Kelvin.
Phuong trinh trang thai:
de
c=Eg+n—
"t
ta co: k=0 p;=1 h=1 @=E q,=n (6.6)
- Phin tit ba hing s&
a) Mé hinh Thomson
Phuong trinh trang thai:
EIE+ E, +\E20=E1.E8—+ EI.E.}__8
dt n dt n
Suyra:' k=1 pD=M pjl:l
N2 6.7
h=1 q= 222 g=F
M2

b) M6 hinh Zener

Phudng trinh trang thax
do E E, +E, de E,.E,
4+ o=l — 4 ——F

i {6.8)
dt n n dt n

k=1 Py =
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§2. TRANG THAI NG SUAT KHO!

Nhut d& biét, & vat thé dan héi tuyén tinh déing huéng tén tai hai
dinh luat quan trong saw
- Dinh luat bi&n d6i hinh dang: biéu thie toan hoc c6 dang:

- Pinh luat thé tich1a: o, = 3Ks,
hay S = 3Kﬁii t

O vat dan nhét tuyén tinh ding hudng, theo phudng phéap toan tu
ngudi ta biéu dién quan hé tuyén tinh gifta ng sudt va bién dang qua
cac toan tit thol gian dudl dang saw:

PS;() = 2Qe;(t) (6.9)
Poy(t) = 3Q.eq(t) (6.10)
m . m-1
Trong d6 toanta P: P = ?SF + Pyt s +..t Py
N - (6.11)
N _ %) I3,
Va Q = Q. + Qe - , + ...+ o
at[] atn_

Poy Prs Ps Pm1 V2 Qo Q1> 95 s 12 nhiing hé s& hang s6 djc trung cho
tinh chat vat I§ va lwu bign cla vat lidu, ching dude x4c dinh ti thye
nghiém.

Tudng tu P’ va Q dude xéc dinh tu cac phudng trinh:

, am , am_l )
P= _— 4P — +..+ Py
ot ot . (6.12)
k] » an ? an-_ 7
Q=q. + o - +..+ g%
ot” ot

Trong d6 céc hé 58 hang s8 pg’, Pr’s P's P q¢s 41> 9 9. 12 nhiing
hé s§ hing s8 dac trung cho tinh chit vat 1§ va luu bién cia vat liéu,
ching duge xac dinh tif thiyc nghiém.
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Trong tinh toan ngudi ta con thay biéu (6-10) bing biéu thiic sau:
P,(D) 8,,(t) = Py(D) e, (t)

(6.13)
P,(D).o(t) = P,(D) 6(t)
Trong &6 ot)=c,+o, +o,=05, + o, + 0, =0,
6(t) = ¢, te,teg=eg, teg tg, =g
M.
PD)=3a®D";a™ 20  i=1234
n=0
1a cae toan tit dao ham tuyén tinh
Dr= = — 13 dao ham bac n theo thai gian.
a{™1a cdc hé s6 hing s6.
So sanh véi biéu thiic (6-10) ta cé:
Toén tit: P =P
P,=2Q
? (6.14)
P, =P
P,=3Q’

Thuan 1¢i hon ngudi ta thudng viét (6.13) ¢ dang lién hé giita ing
sudt o;; vao bién dang I

Néu chd y dén biéu thite (1.17), (1.18) va thay vao bidu thiic (6.13)
sau khi tinh toan ta duge:

P,(D).PyD).o(t) =
= P;(D) P,D) s, + %aifj [P, (D)P, (D) - P,(D)P, (Mo (6.15)

Tinh todn cdc gid tri P,.
1. Mé hinh dan héi
Phudng trinh trang thai:
Trang thai don o=Esg
Trang thai khéi 8; = 2Ge;
o; = 3Ke;



Suy ra

PMD)=1 P(D=2G P{D)y=1 P,D)=3K (6.16)
2. Mé hinh Kelvin — Voigt
Phuong trinh trang than:

Trang thai don: og=Eg+ n—j%
Trang thai khoi: S; = 2Ge; + né;; = 2G(e; + t'e;) (6.17)
a; = 3Kg;;
Trong 6 o= L 6.18
rong dé 2G { }

Suy ra
PD)=1 PLD)=2G(1 +t°D)
P,D)=1 P,D)=2K (6.19)

Biéu thitc o;, = 3Ks, ching t& khi nén hoic kéo theo 3 phuong nhu
nhau, vat thé dan héi va vat thé dan héi nhdt la nhu nhau.

Tuy ting loai mé hinh ngudi ta con dya vao cac hdng sé méi la ty
s8 cac hing s6. N6 vAn th€ hién dude tinh chat vat 1y va luu bién cua vat
ligu.

Vi du: mé hinh tuyé&n tinh tiéu chuan trong phuong trinh toan tu.

Quan hé giita tng sudt 1éch vdi bién dang dang 1éch cé céc ti s6 sau:

Po _ @, (6.20)
dq

Trong d6 G, 1a médun dan héi khi trugt trong qua trinh bién dang
cham va ta c6 thé goi dé 1a médun dan héi tinh khi trugt.

P _gq, (6.21)
Trong d6 G, 1a médun dan héi khi trugt trong qua trinh bién dang
nhanh va ta goi d6 14 médun dan héi tie thai khi trugt.

Py
— = 6.22
P, n (6.22)

Trong dé n 1a thdi gian tring (Rélacxaxi).
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Pido _ Gy _ | (6.22)
Pod G,

1 la dai ludng khéng thit nguyén thé hién t{ 58 médun dan héi tinh
va tie thoi khi trugt. Ki hiéu

n=t (6.24)
T
Ta ¢b
G
Po_P g =20 CpGyn (6.25)
dy PoPs T R

CAc gia tri n va t thé hién nhiing théng 58 luu bién dac trung cho
vat dan nhdt.

Tuong tuf trong phuong trinh toan tu thd hai ciia (6.10) quan hé
gifta tenxd fing suit phap trung binh véi tenxd bién dang phap trung
binh, ta c6 cac ti s6 vA ¥ nghia cua né .

Qo _B, trong @ B, - modun thé tich dan héi tinh (6.26)
Po
91 - B, trong d6 B,- modun thé tich dan héi tie thai  (6.27)
P,
Pi_y (6.28)
Pa
Pids  Bo (6.29)
Pod, B,

Trong d6 1’ - thdi gian tring va 7 1a ti s§ médun thé tich dan héi
tinh va tdc thai.
1 1 ] B .
LE qi—lp—"— n'B, =n'"— =n'n'B, (6.30)
Po PouP, T
Trong tit ca cAc bai toAn sau nay ta sé gia thiét la cac théng s&
hwu bién 14 nhu nhau khi thay déi thé tich cling nhu khi thay déi hinh
dang.

T=T
on=n (6.31)
n=1
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Khi d6 modun dan héi thé tich xac dinh bdi quan ha:

o = 2Gy LY (6.32)
3 " (1-2v)

=26, LtV (6.33)
3 {1-2v)

Trong d6 v - hé sd poatxéng.

§3. CAC BIEU THUC CO BAN
1. Phuong trinh vi phan chuyén dong

Phuong trinh vi phdn c4n bing déng khi bd qua hic thé tich c6
dang:

3 do,
JZIij —p—agl‘"l 2,3 (6.34)
trong dé u,, u,, u, bidu dién chuyén vi theo 3 phuong vudng géc (trong
ky thuat thuong ding u, v, w theo huéng x, y, z).

Thay gi4 tri o; = S;; + 6;. o, theo (1.17) vio bidu thiic thit nhat cla
(6.34), ta co:

S, L0088, 88y %y,

+ = 6.35
ox,  ox, ox, ox, ' o (6.85)

S dung phudng trinh toan tit (6.9); (6.10) va phuong trinh (1.9)
dudgc thay véo {6.35). Sau khi tinh toan ta cé:

o
2 P’ 1 _9 P’-—+3P ——-+2 | ot U P’ =

, O0n ,
=pPP— (6.36)

Thay cac gia tri bién dang theo (1.2):

78



ouy \
axl

1{eu, ou,
2= Sl T Ao
2\ 0x, X,

Ep= — |t 2.
2\ dx,  Ox,

—

(6.37)

3

1 1(6u, ou,  Ou,
go= —(Enteuten)= ol tT o vV
3 ox, Ox, 0% J

Sau khi tinh toan ta nhan duge phuong trinh chuyén dong theo
huébng x,:

[ P ) & _62'1.; :
PP [p—-—-—at2 ]_ Z{ax? (P'Qu;) = oy [3P Qu; + PQ uiﬂ (6.38)

3=l j

Tuong tu, ta thay vao phudng trinh vi phan chuyén déng theo
huéng x,, X;, tong quat ta nhan dugce phudng trinh chuyén dbng cua vat
dan nhét tuyén tinh theo chuyén vi ¢é dang:

, o, |
PP(p &21]:

2 v .
= i[,a__(P'Qui) _ @ [%P‘Quj + PQ'ujﬂ (6.39)

x? x,; 0K,

i=1,2,3
2. Biéu thic déi vai img suat

Theo (1.17) Gng suft oy, o; ¢6 dang.
o; =5 + 0
—r (6.40)

Néu st1 dung phuong trinh toan £ (6.10) va phudng trinh (1.9) va
sau khi didu chinh tit (6.35) ta nhan duge quan hé:

PPo, = 2QP'(e; - €) + 3PQe (6.41)
PG',J' = 2Qsij (642)
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B;img cach su dung cdc phudng trinh dong hinh hoc (1.2) ta s& xac
dinh duge phudng trinh ting sué‘{t theo chuyén vi:

—_ (: V] 2 1 t \
PPo, = g--(QPQu)+Z L 3FQu; + Py, |
. M,
Q;‘_"_*_ il i=1,92,3i=1,23 (6.43)
k('X crx

3. Trang thai bién dang phing

Xét truogng hgp khi bién dang e, = €£,; = £, = 0 hoéic o, = 5,5, =0 ta
c6 trang thai bién dang phéng. Khi d6 phuong trinh chuyén déng c6 dang:

8oy, . 0oy _ &y,
Ox &X. ot
t z {(6.44)
- “12
0oy, 05, _ 0,
%, X, a2

Ung suit o,,, 0,3, 641, s trong phucng trinh (6.39) chiing ta thé
hién theo quan hé:

on =5, t 0
G2 = Sy
Gy = Sy

Tao = B + Gy

(6.45)

va sui dung phudng trinh toan tu:
P SlJ - QQ.E'[J'
Yo, = 3Q. &,
Chiing ta nhan duge:

ey,

e 2 M
2PQ. U 4 3P <2 4 9P = ppp

- (6.46)
X, X, X, o’

-~ P
;) (E & u.

2PQ. 1 L opqQ. SPQ # o= pppt

X, (X, ;), o

(6.47)

Néu tiép tuc st dung quan hé:
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€12 = €12 (6.48)

cua phuong trinh déng hinh hoc tuong ting thi sau khi tinh toan ta
nhan duge phuong trinh chuyén déng cho trang thai bién dang phang

ctia vat dan nhdét tuyén tinh theo chuyén vi & dang sau:

N2 2 Nt s
PP’| p—t J - (P'Qu-l)Jr(iALlP'Qui £ P [ (6.49)
at” L OX; X 0%\ 3 - J
1=1,2

D81 v6l dng suit oy, o, sau khi tinh toan ¢6 dang:

& 2 [ g 2 ‘-I"

PPo; = ——@PQu) + X |- [——P'Q_uj +PQu, | (8.50)
X, 110X 3 J
2 .

P%=Qﬁ§'+£%;i=L&j=L2 (6.51)

Ung sudt o, tim dude tit cac phudng trinh sau:
1
gp’(su +ou+ o) = Qe +ey)

I 1 1
P. Lssss T3 (0, + 05 +0g )} = 2QL_ é‘(au T ey )} (6.52)

Loal trit g,; + £.,. T (6.47) sau khi tinh toan ta duge phuong trinh

-

2pq + LPQ oy = -]
\ 3

f
i
1
i
kY

P'Q - PQ |(o), + o) (6.53)

oo

4. Trang thai (mg suat phing

Xét trang thai ing suit phingo,,=0; 5..=0; a,.= 0.

Phudng trinh toan tu vat I cua vat liéu dan nhét tuyén tinh co dang:
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1., ,
EP(GH+022)=Q(311+922+533) \

1 1
P-[Un “3'(011 +022)}:2Q-\:511 _5(811 T By +333)]

. ) k (6.54)
P-\:Un _% (511 + 522)} = ZQ'[EP.Z Y (‘511 + €y F Ess)jl

1 1
P-\:Uss ) (‘311 + 522)} = 2Q-{533 3 (‘511 T Egy T 833)]
7

Tu phudng trinh thi nhét va thit 4 loal trit oy, 1633 ta nhan dugc
phuong trinh bién dang &3 duige bidu dién qua £, + €x cho bdi phudng
trinh:

[%P'Q + PQ']E% = [_PQ' + %P' Q] (&)1 + €20 (6.55)

Néu st dung phuong trinh (6.55) thay gia tri €, Va0 phudng trinh
thit 2, thit 8 cta (6.54), thi sau khi tinh toan ta dugc hai phudng trinh
a1 véi 64, VA Oy €6 dang:

4 3
PPQ + 5PP*Q] oy =
4 4
- [4PQQ' JAp QQ] - —[— 2PQQ + 5P QQ] s k
3
. (6.56)
[PPQ' + PP Q] Opp =
4 ' 4
- [4PQQ' . EP*QQ]SQE . [— 2PQQ + EP'QQ) e
J
Ung suit o,;; hodc o, cho bdi phudng trinh:
| N
Po,, = Poy, = Q(%;:- + %‘;-‘j—] (6.57)

Bing cach thay vao phudng trinh vi phan can bing dong doi véi
bai toan phﬁng (6.44), sau khi tinh toan ta nhan dudc phuong trinh
chuyén dong cho chuyén vi d6i véi trang thal dng sudt phéng cua vat
dan nhét tuyén tinh, c6 dang:
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(

PPQ + %PP' ]6 Ui

; [PPQ' 1p QQ]
[PPQ' . %PP'Q]p o',

N (PQQ' N %P‘QQJ o'u

@2u1

P u
[ QQ' + PQQ] P

' 621,12
-3PQQ 2t
[PQQ +1p QQ}azul
2
=3P ¢
2 =3 QQ ox ('Xz

)

——

J
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Chuong 7
PHUONG PHAP GIAl CAC BAI TOAN
(phuong phdp bién déi Laplax)

Trén cd s6 cic phudng trinh cd ban ctia ¢d hoc méi trudng lién tuc:
cdc phuong trinh cin biang Navié (1.19), hé cac phuong trinh lién hé
gilta chuyén vi, bién dang Cauchy(1.2), cac phudng trinh lién tue va cac
quan hé xac dinh sy lifn hé gida Ung sudt, bién dang & cac chuong
ching ta c6 thé tinh duge chuyén vi, ting sudt trong cic bai toan ciia vat
dan nhét tuyén tinh.

Cé nhiéu phuong phap khac nhau, méi phudng phap cé nhiing wu
diém riéng va pham vi sit dung, trong tai liéu nay chi trinh bay mét
phuong phap dudge sit dung réng rii trong ky thuat dé giai cac bai toan
tinh, dao déng. D6 1a phuong phap bién d6i Laplax, Cacxéng. Nha phép
bién do1 nay ta di khit duge yéu to thoi gian trong cac phueng trinh cg
ban nhung dua vao théng s& chuyén ddi p 46 nhan duge hé phuong trinh
anh déng nhat hinh thie véi vat liéu dan héi tuyén tinh ddng hudng.

Theo ly thuyét tuong iing, ta suy ra hai bai toan cﬁa vat dan nhét
tuyén tinh v vat dan héi tuyén tinh cé ciung kich thude, eting diéu kién
bién va ban dau nhu nhau thi nghiém duéi dang anh cta bai toan dan
nhét tuyén tinh s& dong nhit hinh thiic vé1 nghiém cia bai toan dan hoi
tuyén tinh. Vin dé con lai la ti nghiém ham anh dang phép chuyén déi
ngudc, ta xde dinh duge nghiém chuvén vi u,(x,t) hay ing sudt o,(x;t) cdn
tim.

§1. LY THUYET O BAN CUA SU TUONG UNG

Bang cach bién déi Laplaxd, Cacxéng, dinh luiat d61 xi cta vat liéu
dan nhét tuyén tinh ddng huéng 1a déng nhdt hinh thite véi vat liéu dan
héi tuyén tinh ddng hudng.
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Vidu.

Xét vat dan nhét tuyén tinh dude xac dinh trong hé toa dé vudng
goc X, X,, X; nhu hinh 7.1. V4t nay chiu cic lyc bé mat Ti(x;, t) trén
phén S, clia mat S va chiu chuyén vi U, (x; t) trén phan S,, ngoai ra cé
thé c6 nhitng lién két ma tai dé chuyén vi bing khéng. Qua trinh ting
tai S,, S, va thé tich V khéng thay déi, cé nghia ta xét trucng hgp bién

dang nho'”.

®
| 4
: / T g at)
‘ F (%508)
| Gxt)
/7 XZ
X4
Hinh 7.1

Trong trudng hogp giéi han 1a nhé theo cac gia thist ¢4 dién thi ta
c6 cac phudng trinh co ban sau;

Phudng trinh chuyén déng khi bé qua Iuc thé tich:

e = 1| My (7.2)

™ Trudng hop bién dang 16n $,, S, va V sé thay ddi theo thdi gian trong qua trinh tang tai,
cac bai todn nhu thé thudng dan dén hé phi tuyén.
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Diéu kién két hgp bign dang:

Diéu kién bé mat:
Ti=opx;, op.ny |, =Tix ) (7.4)

!l = @x, 1)
Trong dé n; 1a cosin chi huéng ciia phap tuyén ngoai.

Trong cac bai toan déng cin thiét thoa man cac diéu kién ban dau

sau
ui’!t=t0 =£(x)
o (7.3)
?t‘l"h:to = Wi(x)

Trong dé ham fi(x), y;(x) 14 cac ham da cho cua vat § trén mién S,,
S, hay 8.

Céc phudng trinh ¢d ban trén ding cho vat thé dan héi tuyén tinh
hodc vat dan nhét tuyén tinh. Chiing khac nhau chi & cac phuong trmh

vat Iy néu lén quan hé gitta iing suat va bién dang.

a) Vi dy, vat dan héi tuyén tinh dﬁng huéng 1a hai phuong trinh

sau:
S;= 2Ge; (7.6)
I, = 3Ksg; (7.7
hay o, = K8. (7.8)

trong d6 S; - iing sudt léch, S; =gy - 0,5,
- bién dang léch, e; =g - £,.5;
K - mddun thé tich.
9 - bién dang thé tich.
O, - Ung suit trung binh,
£y bién dang dai ty d81 trung binh.
Né&u viét bién dang theo ling suat, ta cé:
1

€; = G S; (7.9)
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1
0= — 7.10
KU0 ( )

Vat dan nhét tuyén tinh déng huéng.
b) N&u ta st dung quan hé (5.24) thi ta nhan dugce hé hai phudng
trinh vat Iy sau:
' t
S.(t) = j R(t - 7).de; (1) (7.11)
0

o(t) = le (t- 1).d6(7)

3

ho#c viét bién dang theo iing sudt, ta cé:
L
e; (1) = [TI(t-1).dSy()
0
. )
o) = [T1, @t - 7).do(®) (7.12)
0
AP dung phép bién déi Laplax — Cacxéng dbi véi cac phudng trinh cd ban

& vat dan nhét tuyén tinh déng hudng ching ta nhan duge bai toan bién
& dang anh:

aEij = %

&L Xip = 7.13
o, p [p P ] (7.13)
£ = 1] ou: +@'j— (7.14)

2| ox;,  ox
Si = R.ej
co =K.6 (7.15)
Céc diéu kién bién:
ci.n =T,
ui = @, (7.16)

Céc didu kién ban ddu (d81 vdi bai toan dong):

u = fi(x
b=ty (x)
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du; |

=y, 7.17
& |t=t, v, (x) (7.17)

Néu chiing ta khao sat bai todn duge gidi theo Gng suit, thi thay
cho 4p dung phép bién déi Laplatxd- cacxéng (7.11) ta ap dung phép
bién ddi Laplax- Cacxéng véi biéu thic (7.12), ta dudc:

ey = ﬁ.éij
— 1 —
6 = —o0 (7.18)

So sanh cdc phuong trinh co ban cia bai todn dan nhét tuyén tinh
déng hudng vdi céc phudng trinh o ban ciia bai toan dan héi tuyén tinh
ding hudng ta thiy ching déng nhit véi nhau vé mét hinh thite, do d6
ta tim duge nghiém anh cta bai todn dan nhét nhu di tim nghiém & bai
toan dan héi. Néi cach khac, khi vat thé dan nhét tuyén tinh ding
huéng cting kich thude, ciing diéu kién bién {cing diéu kién diu) véi vat
thé dan héi tuyén tinh thi nghiém anh cla bai toan dan nhét 1a déng
nhdt v& mit hinh thiic véi nghiém cla bai toan dan héi.

T nghiém anh cua vat dan nhét tuyén tinh, ta diing phép bién
déi nguge ta sé xéc dinh dude nghiém clia bai todn dan nhét.

Dé lam r6 thém ta 18y vi du v& cach gidi bai toan theo phuong
phap chuyén vi. Trong 1y thuy8t dan héi tuyén tinh, nhu di bidt xust
phét tif cac phudng trinh cin bang Navié (1.19) bing cach biéu dién tng
sudt qua bién dang nhd cic phuong trinh Cauchy ta nhan duge 3
phuong trinh chuyén déng Lamé véi 3 4n s8 chuyén vi — u, v, w dudi
dang viét gon sau:

- . 9 u .
uvV-u, + (A + 'u)"_x_ +f =p o i=1,2 3. (7.19)
&x,
~2 3 2 2
L. ‘ 3 & 8 3
trong ¢4 V? - toan ti Laplax, Vi _ 4 + =

g p 2 a2 a2 A

ox oy oz &x,

0 -d6 danthétich ty d8i, @ =g, +tey tepn=5, +¢,+¢
f. - thanh phan lyc thé tich.

u; - cac thanh phin chuyén vi (u, v, w).

p - khél lugng riéng.

z
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P51 véi vat dan nhét tuyén tinh ddng huéng:

T hé phuong trinh chuyén déng, phudng trinh lién hé gilta bién
dang chuyén vi va st dung quan hé gilta fing sudt va bién dang theo
(6.15). Sau khi tinh toan ta nhin dugc hé phudng trinh chuyén déng
sau:

P, (D) v, .1 2P(D). P, (D)+P, (D) Py(D) & ot =pP% (700
2.P, (D) 6 P (D).P,(D) X, ot
i=1,2, 3.
Trong dé k¥ higu:
M
w(@) = 2t
2P, (D)
(D) = P (D).P, (D) - P,(D).P,(D) (7.21)
3P, (D).P,(D)
Biéu thiic (7.20) trd thanh:
1(D). V2, + (A(D) + p(D)-2 4+ £, = p L % (7.22)
X, ot-

(14 thiét cac diéu kién ban ddu la bang khéng u,(x, s) = u,(x,5) = 0,
sau khi tién hanh phép chuyén ddi Laplat — xd déi v8i cac phuong trinh
(7.19), (7.22), ta nhan duge cac phuong trinh sau:

Tw (7.19), ta cé:

Vi, o+ (0 p)gxi +fi = ppga; (7.23)

1

va tir (7.22), ta duge:

68 - —
-+ £ = ppiuy 7.24)
~ pp (

N -

k(). V2u;i + (A (p) + n(p)

trong dé: A, b 6 phuong trinh (7.23) 1 cac hang s& Lamé.
Con trong phuong trinh (7.24), AMp), u(p), 1a cac ham s& ctia p:
Pip)-Pi(p) - Py(p) Py (p)
3P, (p)- Fs(p)

() = 2P
2P1 (P)

A(p) =
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Ta thdy nhd phép bién d8i Laplax, cic phuong trinh chuyén déng &
vat dan nhét tuyén tinh ddng huéng khéng 1o hoa 1a déng nhit hinh
thitc véi vat liéu dan héi tuyén tinh ding hudng. Sy khic nhau gitia
ching chi ¢ gia tri A, p.

Do d6 khi hai vat thé cung kich thudc, cing cac diéu kién bién ban
diu, cling chiu tai trong ngoai nhit nhau. nghiém anh cua bai toan vat
thé dan nhét sé gidng nhu nghiém clia bai toan dan héi.

NE&u trong vat dan nhdt, ta st dung bidu thic lién hé giita {ing
suat va bién dang theo (5.52) thi lam tuong tit nhu tren ta nhan dudc
hé phuong trinh chuyén déng sau:

t

2
j{a(t—r)—viu +[b(t-t)+a(t- r)]——.—&}dt+f —p@at (7.25)

0

Sau khi tién hanh phép chuyén déi Laplax, véi cac diéu kién ban
dau bang khéng, ta nhan dude hé phudng trinh cé dang:
_ N _
KEP)- V7w + (M) + u() -~ + £ = ppu;
trong d6
u(p) = p.b(p) (7.26)
w(p) = p.a(p) (7.27)

§2. TINH CAC GIA TRi E(P), G(P), v(P) VA K(P)
1. Tinh gia tri E(p)

Trong nhiéu bai toan k¥ thuat, ngusi ta thudng s dung hang s&
moédun dan héi khi kéo E. P& thuin tién st dung sau nay ta tim quan
hé gitia E(p) véi cdc gia tri A(p), u(p).

Xudt phat ti dinh luat Huc & trang thai don ta c6:
+ D1 vai vat thé dan héi:

o, = E.g, = E@
ox

Sau khi tién hanh phép chuyén déi Laplax, ta cé:
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o(x,p)=E ex p= E—@%’—Q (a)

+ Con & vat dan nhét cé dang:
vl
s 9= B@EG = EE. O )

Sy khac nhau & ché: 81 véi vat dan hdi tuyén tinh, médun dan hoi
E 13 hing sd cua vat liéu. Con E(p) trong biéu thiic (b) 12 ham s cua
théng s8 p-
Dé xac dinh gia tri E (p) ta dua vao diéu kién sau:
Ung sudt 8 trang thai don gia su 13 o,.
Déi véi vat thé dan héi ta co:
6, =06, =E.§;6,2=063;50 7 0x3=0n7~ 0

D#i véi vat dan nhdt theo pbuong trinh (2.1), sau khi thyc hién
phép bién d61 Laplax ta co:

5 1,(p) = A(p)-B + 2(p).£11(p)
5 on(p) = A(p).8 + 2(p).c22(p) = O ©
o 35D = ()-8 + 2u(p).s:a(p) = O
Céng tiing v& clia phuong trinh trén ta dugc:
n(p) + on(p) + o) = oy = [B.Mp) + WP}OE) @

By = B (@)
3h(p) + 21(p)
Thay (e) vao phudng trinh thii nhat cua (c) ta dude:

o) - w3 ) + 2u(p)| - ®
M) + 1p)

Suy ra:

Suy ra:
En(p) = “(p)_[m(l’)f 2p(p)] (7.28)
A(p) + p(p)
Thay céc gia tri A(p), 1 (p) theo cac cong thic (7.21), ta dude gia
tri B (p) tinh theo Py(p), Pu(p). P:(p). Pulp):
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3P, (p). P, (p)

E] . =
) = b . (0) + Po(p) P ()

(7.29)

2. Tinh cac gia tri G(p}, v{p) va K(p)

Cac gia tri G(p), v(p), K(p) 1y luan tuong tu va sau khi thyc hién
phép bién déi Laplax, ta dugc:

G(p) = u(p) (7.20)

T — ) (7.31)
2 (o) - n(p))

K(p) = A(p) + ; wp) (7.32)

§3. CAC Vi DU

Vidu 11 Udn thuin tuy mét thanh hinh tru.

Xét bai toan udn thuin tuy nhu hinh 7.2.

| Y i
7 7 7
¢ e )
M S _ —
1o ;?) z
L4
e ] ,

Hinh 7.2

Mémen uén tap trung dat ¢ théi diém t,va git khéng dai:
M(t) = Mn(t -ty
oy, 0z la hé truc quan tinh chinh trung tdm. Mémen udn nim
trong mat phang chinh trung tim xoy. VAt liéu dan nhét tuyén tinh
déng nhit ding huéng. Tim sy phan bé tng suat teén mat cit ngang,
chuyén vi 1a ham ctia toa d6 x, y, z vi thdi gian.
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Lot giai

PE giai bal toan nay ching ta cé thé sii dung ly thuyét cha su
tuong tng. Theo Iy thuyét dan héi nghiém bai toan nay la duy nhat va
duge viét nhit saw:

- P81 véi nhiing fing sufit:

L

i

5, = —y cac Ung sudt khacg; =V

I
- P3i vdi nhiing bién dang.
£, = %y Eyy = £y = v%y cac bién dang khéce; =0
- P#i véi cac chuyén vi.
M
U= -—
El”
2 2 2
V= Ei— —VE.Z Y
I 2 El 2
M
W=v—
ver¥ 2

. Géc quay cua mat cit ngang x =1 doi véi mat cit x = 0 gia dinh
12 ngam chat la:
M!
El

Do cong cua dudng truc thanh:

- M
LRI

Wy =

Ldi giai ciia bai toan d6i véi vat dan nhét khong lao hoa nhan duge
ngay tiic khdc nhd phép bién déi Cacxéng nhu sau:
- P61 véi nhiing ting sudt:
Oxx = - %I—y cac ving sudt khac Eij =0
- D41 véi nhitng bién dang:
_ M .

Exx = — =¥ Eyy = Ex M cacbién dang khéc &5 = O
El E
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- B&1 véi cac chuyén vi:

—~ M
EI
_ A 2 Y 2
v-Mx Me -y
EI 2 EI A
— -m
WZV_—yx
El

. Gée quay ciia mat cit ngang x = 1 451 v61 miit cat x = O gia dinh

14 ngam chat la:

— Mi
Wy = ——
EI
D cong cua dudng truc thanh.
- M
X==-—
El

Trong dé:
Ki hidu { — ) & trén 1a 4nh cla dai lugng theo phép bién doi
Cacxobng. _
Ta c¢6 thé trd lai ham géc (ham cna thai gian t) khéng khé khan
bang cac chi ¥ sau:

=M, hay M = M,_.h(t)

+ Ham géc cua

+ Ham géc cua — 1a f(t).

+ Ham gbc cua = 1a m(t).f(t)

=il < | |- Zl

Trong dé: f(t) 1a ham rae.
_ By (t)
€41 (L)

Trong cac thi nghiém rdo kéo hay nén don (trong dé chi {ing suit
,, khac khéng). Chi s6 nay thudng duge giai thiét 1a hing sd m(t,. t) = v

m(t) 1a ty s Poatxdng, m(t) =

hing s bién dang ngang. T 46 ham géc cua % 1a v.i(t).

94



Thay vio, ta nhan duge cac bidu thiic Ja ham ctia thai gian:
. . M° . . ,
+ Ung suit: o, = T .v.h(t) cac iing sudt khac o;(t) =0

+ Cac bién dang:

e = - 311— 380

o]

) = £u®) = =5V ) = - V2l

+ Chuyén vi:
0

uft) = _MI— y.x.5(t)

{0 2 2
v(t) = M—[f‘—— yZ ‘YE]f(t)

112 2

a
wit) = —l\fi— y.z.v.f(t)

+ Géc quay ctia mat cit ngang x = 1 d6i véi mat cdt x = 0:
MD
(l)s (t) - — .1. f(t)
H
-+ D cong ducng truc thanh:
. A
x(t)y = T A1)

Ham rio £(t) dude xac dinh tif thi nghiém rio khi kéo nén den. Néu
chon vat liéu theo mét md hinh nao d6 thi ta s& ldy ham réo cua md
hinh d6.

Vi du, chon mé hinh Thomson thi ham rio:

11 (b
e

Ung suit o,,(t) khéng phu thudc vao ham f(t) nén vat dan hoi, dan
nhét nhu nhau. Bién dang 14 ham cua thoi gian:

£, ()= —-Ni—.y.{% + Ei[l - exp[in}
2 Tt
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- _ M f1 1 t
E}'_\'(t) '_.Ezz(t) = ‘_I—_YVTE + E;[l - E!Xp[—-}

Tr

)

Xét phuong trink dao déng doc ctia thanh cg tiét dién khéng déi
lam tit vat ligu dan nhét tuyén tinh khong 1ao hoa ding huéng,
trong phan bg doc thanh chiu cudng dé q(x, t).

Bai gidi.

Vidu 2. Dao dong doc.

chiu tai

Téach tit thanh ra mét phan t§ dx (hinh 7.3). Trén phan t8 c6 cac
lyc tac dung sau:

qix, t).Fdx

Ny N2
—— — >
P .2t2I
dx
Hinh 7.2
+ Lutc doc: N, =qo_F
. o
Nf=lo, + T2 ax |F
+ Lge tde dong: q(x, t).F.dx
&*u
+ Lyc quan tinh - p. Fdx

P

Téng hinh chiéu cac Iuc xudng phuong x, sau khi tinh toan ta
nhan dugec phuong trinh chuyén déng:

-

oo, o2
x P
trong dé: o, - {ing suat phap.
F - dién tich mat cit ngang.
p - khéi lugng riéng.
U - chuyén vi theo phudng x.

qlx, t) =0 (a)
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Phudng trinh (a) ding ca cho vat thé dan hdi va dan nhét. Gia
thiét diéu kién ban diu la:

u(x, 0) = f(x)
u(x, 0) = g(x) (b)
Tién hanh phép chuyén déi Laplax cho phuong trinh (a}, ta duge:
do  , - -
o P.putq=-p pflx)+p.gi) =-p.[pfx) + gx)] (c)
Trong dé:

+ D61 véi vat thé dan héi: o (%, p)= E. (x, p) = E. ‘%‘ p) ()

E — médun dan héi kéo — nén 1a hing s6.
Thay (d) vao (c) ta nhan duge phuong trinh:

-
2 8% u(x,p)

PRI p u(x,p) = {q—(xp’—@ + pf(X)+g(X)J

2

Trong 6 ¢t =

© |t

+ D31 véi vat dan nhét:
_ _ _ _ dﬂ'
o(x, p) = E(p).£ (x, p) = E(p) ﬁ(x, ) (o)

E(p) 12 ham s8 ca thdi gian p.
(14 tri E(p) duge tinh theo ¢6ng thite sau:
w(p).BRE) + 20(p)]

E(p) = = = ®
A(p) + u(p)
Thay (e) vao (c) ta nhan duge phuong trinh: .
,— ) _
T L K C 0 Y RN (@
dx P
trong dé
C*(p) = Ef}) (h)
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Phudng trinh (g) hoan toan tuong ty phucng trinh dao déng doc
el

o

chia thanh tit vat liéu dan héi, sy khac nhau chi 6 ché hé s6 cla —.

vat thé dan héi hé s§ C* = E 12 hing sb, con trong vat dan nhét tuyén
p

tinh khéng ldo hpa thi C2(p) 12 ham clia théng s p. Do d6 phuong phap
giai bai toan dao déng doc § vat dan nhét tuyén tinh, vé mat toAn hoc
dude nghién cftu tuong ty nhu vat dan héi tuyén tinh véi cac diéu kién
bién, diéu kién ban diu gidng nhau.

Vida.

Xét bai toan dao déng doc clia thanh hai dAu ngam, cac diéu kién
ban diu la:

u(x, 0) = f(x); u(x, 0) =g

Bai gidi

Xu#t phat tit phuong trinh (g), sau khi giai ta xdc dinh duge gia
tri:

sina, .X

— 23 1 :
u(x, p) = — = | afu, p).sine, .udu ;> +
% ») enZ;pz +ai-C2(p){P‘r[q( P }

1 1

+1{8w).sina,udu + [gu) sina, udu @
Po 0
Trong dé o, :%

D€ tim gia tri ufx, t) ta phai st dung phép bién d51 Laplax nghich
phudng trinh (3).
Thi duy, v4t dan nhét tudn theo mé hinh Voigt — Kelvin. Theo cong
thite (6.19) va (7.29) ta cé:
Fu = 3P, (p)- P(p) __9G(1+t%p)
2P, (p)P, (4) + Py (p).P5(p) g4 _I(i 1 +t°p)

(k)

Do ds6

Cp=2® _3C 0 oy E rtopy=cta+ip) O
PP P
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Truong hgp vat khéng nén khid6 K » cva v = %
Biéu thitc (1) tré thanh:

E®) _ 3G 4 vopy = £ 144%) = €2 (1 + 1)
o P p

Trong @6 C — téc 40 lan truyén séng trong vat thé dan héi tuyén
tinh.

¥yt
Pat Y.=a? .C* va p, = “é
Thi ! !

p’+al.C*(p) p* +2pB,v, + 12
Sau khi tién hanh phép bién d6i Laplax nghich (i) ta tim dude gia
tri u(x, t) c6 dang:
Ux,t) =

:Ei sng,X Isma u.duj‘q(ut)eﬁ“""(t B sm[ J1-B, (t_-;)]d-H

Priy, 41-82

EZ sina, X g Pevat sm[ynt V1- Bi:[jf(’c:,) sina, £.dE +

Ladiy,y1-p2
2 < sina,.X 1
+TZ Po¥at sm[yn t.41-p2 ] Ig(EJ) sina  £.dE .
n=ly, 1-P2 0
. 1 2
Trong dé ¢, = arctg| +— 1-p2 >0

Vidu 3. Dao dong ngang cua didm.

Xét phuong trinh dao déng ngang clia didm c6 tiét dién khong d6i
lam tif vat ligu dan nhét tuyén tinh khéng ldo ho4 ding huéng, chiu tai
trong phan bd doc didm c¢é cudng dé q(x, t).

Bai gidi

Tach ti thanh ra mét phan t& dx (hinh 7.4). Trén phin t§ ¢ cac
Iuc tac dong:
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+ Lue cat: - Qx, 1).

+ Luc cit: Q) + &Y G
ax

+ Mamen: M(x, t).

+ Mémen: M(x, t) + M dx
ox

+ Luc kich thich: q(x, t).dx

8%y (x, t)

+ Lyc quén tinh: m. >
ot

+ Khéi lugng trén mét don vi chiéu dai, m.

gix, t)ax
m"'ﬂﬂ—ﬁ—t
oM (x,t) t)
M{X,f)]/ N’r‘f{x:'tj L Ax

Y

&\&(x t) + aaa(x;t)

I . 52{)’; t)

ot

Hinh 7.4

Khi bd qua lyc cdt, lic quan tinh quay cua phén tit thanh thi
phudng trinh cé dang:
20y #y _alxt)
xt &t m
,_EI

Trong do = —
m

(a)
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Phuong trinh (a) diing cho c& vat thé dan hdi va vat thé dan nhét.

Tién hanh phép bién dé Laplax véi cac diéu kién ban dau y(x, 0);
y (x, 0), ta dude:

+ Vat dan héi:
d'y | sz
dxf +ply =

el

2
&

(Y | by(x 0) + 5(x,0) )
nm

+ Vat dan nhét:

Chi cdn thay c(p) 12 mot ham cua théng s p, khi dé ta cd phudng
trinh:

¢ ; 2 (X p)

cp) —=-+py= + py(x, 0) + y(x,0} (©
X m
Trong do
ep) = HRL (@
nm
ﬁ(p)‘l?»i(p) + 2ii{p)J
E(p) = = = {e)
! A + 1 (D)
Vidu.

Cho diAm c6 chidu dai 1, chiu dao déng cudng bic véi luc kich thich
phén t6 q(x, t), didu kién ban dau y(x, 0) = f(x); ¥ (x. 0) = g(x). Tim gia

tri y{(x,t).

Bai gidi

D& giai phudng trinh (¢} 6 nhiéu cach, ¢ day ta sé si dung phuong
phap thong dung trong k§ thuit. Gia st cac ham y (x, p); fix); glx) =&
o Ix, p) khai trién duge thanh chudi cic ham riéng vy, (x) dang:

y(x, p) = iFn(p)-yn(XJ
n=1

n 1l

fix) = ifn v, (x) &

. (e)
g(X) = D g,-¥alX)

400 p) = 3P0, ()

n=1
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Trong d6 ham y,(x) 1a cac ham tric glao dude xac dinh tit phucng
trinh sau:

4 :
% Mya=0 ®
Trong dé:
2
M= 2 = (®

Thay ga tri (f) vao (c) ta duge:
1
[CZ(P)- k“n + pszn(p) = “r;l‘Pn(P) + pfn + En
Tit dé:
1 rin
_‘pn (p) + p'fn + gn

F,(p) = 2
SR e ()

Thay (h) vao phudng trinh diu cla (e) ta dudge:

v _v 1 p(p+pf, +g, .
y(x,p) = Z;m ) A ¥ (%) @)

Hodc viét:

1

— ' 1 o
yi{x,p) =— :
D TR

1 1
Y2 ()| p [£W).y,(w).du + [g().y, (w).du

-
+ 2

n-l CQ(P)X: +pz'

D61 véi cac ham f(u); g(u); q(u, p) da cho, ta 1dy tich phan trén, sau
d6 dung phép bién d6i Laplax nghich phudng trinh () ta tim dude gia tri
y(x, t). '

Gia tri cX(p) duge tinh nhu sau:

cor=L i L IP®PD
m m 2P, (p).P,(p) + Py(p).P;(p)
Vi du d81 véi vat Voigt — Kelvin:

(k)

102



Thay vao ta dudc:

)= .

m

9G (1+t°.p)

G 0
+ —(1+t".
K( p)
Thay (k) vao () va tién hanh phép bién ddi Laplax nghich ta tim
duce ham y(x, t).
Trudng hop vat khong nén, khi dé k — o thi v= %

3IG

Gia tri ¢’(p) dua vé dang: py= — (1_, +t%p) 0
Thay gia tri 3G = E ta dLIQC'
py= — (1 +t".p) (m}

Thay (m) vao (j) sau khi thuc hién phép bién d6i Laplax nghich, ta
duge:

f(u)-yn(U)-du. 1 'e_BnTnt

y1-B3
sin 1, T BE +, [+ e
Yayl-Ba

yx, t) = iyn(x) sin(nt 1—Bijig(u)yn + (n)

—_—
) My,

l & YalX) o Fatalt-0)
m;T (1-;32>jy (u)dujq(u-c)

{sm[yn(t—t)ﬁ}.dt

Trong dé:

Yot -2 3 Qﬁ 2 . \‘l_Bi

5 (0)

Bn =

Nghiém bai toan dan héi tuyén tinh tim duge bang cach chot =0
trong hé phuodng trinh (o).

103



Vidu 4. Dao déng cua tdm

Phuong trinh vi phan dao déng ctia t&m mong hinh chit nhat lam
ti vat liéu dan nhét tuyén tinh, khéng ldo hoa, ding huéng, chiu tai
trong kich thich phan t& ¢é cudng dd qly, 1).

Tach tit tAim ra mot phén t& (hinh 7.5). Phan t& chiu tac déng cia
cac thanh phin néi luc, ngoai luc sau:

+M,, M, - mémen udn trén mét don vi chiéu dai.

+ M,, M, - mbémen xoén trén mdt don vi chiéu dai.

+Q,, Q. - Iuc cAt trén mét don vi chiéu dai.

+ gly, ty.dx.dy - lyc kich thich.
O*w(x,y,t)

+ gl(x, ¥, t) - Ite quan tinh: g(x, y, t) = -ph.

at‘zl
/!
/ /
' P
i )
4 X | /
(st
|(/’ B \
. (A
/ / Y | M)’
'(){f b3y N
i ! |
f-f; -'; ( ! ; Mf |
RS, o,
.
Z
Hinh 7.5



Xét su can bing cla phan {8, lam tuong tu nhu 361 vai vat thé dan
héi, sau khi tinh toan ta nhan duge phuong trinh vi1 phan chuyén déng
sau:

Fw
6t2

D.Viw(x, y, 1) + ph =q{x, ¥, t) (a)

Cac néi Iue dude xac dinh bang cac biéu thitc sau:

~2 ~2
MX(X, y) — -D ¢ w():: Y) + v ¢ W();:Y)
% oy
2 2
M,(x, y) = -D 0 W(i,y) + 8 W(f,y)
oy &x
) -2
M, =M, =-D{ - V).ﬂ(_’ﬂ)_
ox0y
23 3
Q,=-DS W(i’Y) 0 W(X1Y)
X oxoy*
3 3
Q.=-D e W(f,y) 9 ng,y)
oy’ ox" oy
trong dé wix, y, t) - chuyén vi cia mit nao d6 trén mat trung gian;
" Eh®
D- 3 ciing tru cda tdm, D= —————.
12(1-v*)

h - bé day tAm moéng.
v - hé& 6 bién dang ngang.
p - khél lugng rnéng.
ot ot &t

V= + 2 ——
axd aXZGyZ 6’}71

Phudng trinh (a) ding cho cd vat dan hoi va dan nhét.
Ap dung phép bién déi Laplax déi véi phudng trinh (a).
Véi didu kién ban diu W(x, y, 00 =f(x,y)  W(x,y,0)= g%, ¥)
Ta dudc:
DV’ w (x, y, ) + phip’w ~ pw(x, ¥, 0) ~ W (x,7,0) = d (. ¥, P)



Hoic ) V'W + pW —p.f+g= ih
p

D3i véi vat thé dan héi tuyén tinh D 1a hing s6 con. Dé1 véi vat
dan nhét tuyén tinh thi D 13 ham clia thong s6 p.

Gia tri D(p) dugc tinh nhu sau:

+ O3 vat dan héi.
__EW 26 n®
131-v%) (Q-v) 12
G=p v= A E= W3R +2u) Vi vay 2G _ 4y A+pu
20 +p) A+ 1-v) A+2n

+ O vat dan nhét, ta thay cc gia tri D va v 13 ham chia théng s§ p
ap dung tuong ty ta dudge:
= ~ . Mp)+A
D(p) = 4u(p)-——(u)—
A(p) + 2u(p)
Mp)

2 o) + (o))

Né&u tinh quan hé giita itng suét bién dang theo (8.15) thi ta cé:

Dip) = 2 Pa(®) 2P (0).Py(p) + Py(p).Py(p)
12 Pi(p) Pi(p).P,(p) + 2Py (p).P;(p)
v(p) = S1P)-Py(0) - P, (p). Py (p)
2P (p).P,(p) + Py(p). Py (p)

Né&u tinh quan hé gifta iing suit va bién dang theo (5.52) thi ta co:

v(p) =

= — . b(p) +a(p) h?
D = 4 .8 =, ——
{(p) = 4p.a(p) b(p) + 2a(p) 12

b(p)
2[b(p) + 2(p)]

Nghiém cia phuong trinh (¢) véi cac didu kién ban dau wix,y,0) = f(x,y}
va w(x, y, 0) = g(x, y) ¢ dang:

v(p) =
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= 1S M (xy)
W 1Y = "L‘_ » Tls -Wm ’ JdE.dn +
(x,¥,p) phéx;ﬂ%mpZQ“énm o (5,10 G d

23 Wm0 VIP e ) W ). dg.dn +

n,m lz'm '02(p)+p2

+ i an(x’ Y) j- g(g,‘rl)_wmn (g,‘l’])dg.dn (g)

ki el (p)+p?
Trong dé:

W, »(%, ¥) 12 hAm tryc giao dudc xac dinh tu phudng trinh:

V4an - l4nmwnm =0 (h)

e, = o g

nm - 1
02

Thue hién phép bién déi Laplax nghich phuong trinh (g) ta nhin
dude gia tri W(x, vy, t).

Vi du.
Nham minh hoa ddn gian ta xét truong hgp vat khong nén (K — oo;
P 2P
y = l) khi do, theo {e): Di{p) = h_ . (P) '
: 12 Py(p)

o) vat Voigt — Kelvin, thay vaoe ta dude:
4Gh®
12

D(p) = (1 +1°%)=D(1 +t°p)

2 . . A . 1
Trong dé6 D 1a d6 cling tru cua tdm dan hoi khiv = 5
Trudng hgp nay ta cé:

2

}.4 CQ( ) —_ 0"»"" 2 —_ 2 1 + 0
nm p)= o -C (P) = nm( t p) (m)
cC

. . . . . A . 1
o, 14 tan sé dao déng riéng cua vat dan héi kh v = 5

Thay (m) vao (g) stt dung phudng phap dé1 Laplax nghich, sau khi
tinh toan ta dugc:
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oo 1
oo ot (E 1, 1) 5001 g €~ D1~ P, e +
i}

e W (x,¥) -nmm,.;n t1-BL, +Pum
D= el e )

ab
X jjf(g’n)wnm(%’n)dédﬂ +
g0

Wom & 3) —am P g e e sin(mnm.tﬂfl—-ﬂfm +cpnmj><
2, T

. ﬁg(&,,n).wmca,n).d&,.dn.
o0

Hwnm (&) d&.dn.x

w t 1- ?nn
Bnm = o (pnm = arCt’g .

2 - Bnm




Chuong 8
SU LAN TRUYﬁN sONG TRONG VAT DPAN NHOT

51. SY LAN TRUYEN SONG HINH SIN DOC TRONG THANH MONG 10
VAT LIEU DAN NHOT

Chung ta da bidt vé sul lan truyén song hinh sin doc trong thanh &
vat hidu dan hdi, trong phan nay ta chi yéu xét anh budng cua su tan

shc trong vat ligu dan nhét.
Gia thidt thanh rat manh va ing sudt 1a bé d8 6 thé bo qua su

thay 3¢i hinh dang. Vi tri mat cit ngang caa thanh duge xac dinh béi
toa 40 X, chuyen vi cua t16t dign 1a u(x,t), (hinh 8.1).

Hinh 8.1. Bién dang ctia thanh mong gy nén bdi song doc.

Ki hiéu nhu sau:
¥ - dién tich mat cit ngang.
o - ing suit phap.
p - khél lugng riéng.

109



Phuong trinh can bing chuyén déng ciia mét phan t§ chidu trén

truc X ¢6 dang:

A2 :
Fp.dx, &2 - F[c+§‘idx] o
ot ox
Suy ra &u_o
Y P x

(8.1)

(8.2)

Dol véi cac vat liéu ¢ nhiing quan hé giita Ing suit, bién dang

phu thudc khac nhau, thay ga tri 6 quan hé vé u ta nhan duge cac

phudng trinh séng khéac nhau.

Vi du: vat dan hot, thay o = E% ta duge phudng trinh séng doc
%

trong thanh méng c6 dang:

Trong d6: C,; - tdc 46 séng doc trong thanh,
Cn = E
P

Vidu. Vit dan nhét
1. Vit Kelvin - Voigt
Theo (4.15) thay o nhu sau:

e
c=EKse +n—
”at

Phudng trinh c.h'uyé’n déng cé dang:
paQu _ Eﬁgu £ 5%u
o’ ox’ otex’

Chia hal vé& cho p ta dugc:

52u 9 52
=G,

ot &x?

=1
1vy o u
.

p Otox?

Trong d6 C2 1 toc db lan truyén trong thanh vat dan héi:

cz-Z

P
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2} L
"
C/Co / /co :
2 [ '//
wlyb ‘ [
H _/// "f-f-— occo‘b
/ '
| e
0 1 2 3 4 5 &

Hinh 8.2. Sy phu thugc t8c d6 va hé s6 clia mé hinh Kelvin-Voigt

D3&i véi séng hinh sin ¢ bién d6 ban diu 1 A, tan s6 1a -23 thi
i

nghiém phudng trinh (8.6) ¢6 dang:

u(x, t) = A.e™.exp [:im [t - Eﬂ (8.7)

C
trong d6 b - hé s6 gidm chén;
¢ - toc dd pha ctia séng.

Dt gia tri u(x,t) nay vao phuong trinh (8.6) ta nhan dugc hé hai
phuong trinh déi véi b va c.

c = —2—(1+a2w2[\/(1+a2m2 - 1:[ (8.8)

C:  ale?

aCob = ﬁ[\/a rolel - 1] (8.9)

Trong dé
(8.10)

Q

I

[
==
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Nho déng thitc nay ta vé duge dé thi cac dai lugng ci va acyb phu
o
thudc vao aw nhv hinh 8.2.
Tat ca dai lugng f— va acgb 12 khéng thit nguyén.
0
Ta thdy:

. PRI N 1 .
- N&éu ow nhd thi < = 1 vaach = Eazmz.
Co

Vi vay tée d6 pha khéng phu thudce vio tin s8, con hé s6 gidm chan
ty 1& véi binh phuong clia tin sé.

- N&u aw 16n thi £ = 2o va acggh = J-;—am . Trong nhitng diéu

Co

kién nay rd rang xuét hién tan sic va hé s6 gidm chan ty 16 véi can bac
hai cuia tan s6.

2. Vat theo mo hinh Macxoen
de 1 do o

Th 4.8 hé gt acla — — = 811
o {4.8) quan hé gilta o va ¢ 1 a& Ed ( )

Dao ham (8.11) theo x ta duge.
o’u  1do . lﬁ[@}
oox?  xox  Eét

(8.12)

Thay gi4 trj ia:‘ tt phuong trinh (8.12) vio (8.2). Sau khi tinh

todn ta nhan duge phuong trinh chuyén d6ng dang:
'33 =2 3
sz_g +££_u=_étu_2 (8.13)
Co &t x 87 atex
Déi véi séng lan truyén, chung ta gia thiét nghiém c6 dang (8.7).
Thay (8.7) vao (8.13) ta nhan duge hé hai phuong trinh dé xac dinh toe
dé va su suy giam clia séng:

2 r -
(C—O] = lLl et : J (8.14)
C 2 azmz
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aCob = %N[nﬁ?] -1}2 8.15)

(14 tri nhiing dai lugng khong thit nguyén L va ocgh nhu ham
Co

cua aw chi trén hinh 8.3.

Hinh 8.3. Su phu thudc tdc dd va hé sé cua vat liéu mé hinh Macxoen.
Ta thdy:
- Né&u ao nhé thi

c . o
— = y2a0 va aCb= —=.

Ca V2
Khiamn =0thie=b =0, c6 nghia 13, miic ddu nhém séng bao gbm
nhiing séng ¢é chiéu dai 16n vo han sé khéng bi giam chan, né cling sé
khéng tach khéi ngudn.
. ) . R 1y s .y .
- N&u ao 1én thi = =1 va weyh = 5 T d6 ta thay rang su tan

Cy

séc bién mat va trong diéu kién niy hé s& giam chan la khong doi.
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3. Vit theo mo hink 3 hing sé

Phudng trinh quan hé c6 dang:

1+E=_2_ o+ —n—E=E2.s+n-§E— (8.16)
E, E, &t ct

Pao ham theo x biéu thiic (8.16) ta duge:

1+ 2\6‘0 &%a 82u+52u (8.17)
E, Jox Eatax Tkt oo '
Pao ham theo t phuong trinh (8.2) ta cé:
o*’n  do
Pot?  atox 8.18)
L

s
Thay gia tri
YEA Y Mex

& (8.17) vao biéu thiic (8.18) va chi y dén (8.186).

Sau khi tinh toan ta nhin duge phudng trinh chuyén déng cia cic md
hinh 3 hing sé:
63 ad 63
+pE, +E) — E,—— - E, E
n—s *e 2) “nki 17

Y0 (8.19)

Tinh chét ctia phudng trinh nay khéng chi phu thuge vao hé s6 can
néi m ma cén phu thuge vao ty s6 modun dan héi E, va E,. Déi véi vat
liéu dan hdin = 0 va tde dd séng ¢é gia tri sau:

1 1
RPN U0 I I e (8.20)
cPlE "R TE

Tréi lai khi 1 — oo md hinh Kelvin — Voigt trd thanh phan ti ciing
va tit phudng trinh chuyén déng ta nhan duge téc db:
E,

o= [ (8.21)
p

Téc 36 séng sé nam giila hai trudng hdp bién.
2

. C
Thay (8.7) vao (8.19) ta nhan dugc hai phudng trinh xac dinh E‘;—

2 2
% nhu sau:

-

va

2
Lol
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1
9_?,_ 1 |(E +Efm?"t2\é . E, +E, 0%
CZ 2E1 J 2

1+t 1+ ot

1

b2C; 1 {Ef +Eo’t? ]2 N E, +E_ o’

8.22
1+ @?? ( )

Trong d6 1 = El ké&t qua nghiém dudc biu dién trén hinh 8.4,
2
5/ 43
F [ !
g 7 / W
19 e |
az
. f I= b
48 7] \& w
- < a1

Hinh 8.4

Ta thay khi ting ot tit 0 d&n 100, tdc dé pha tang tw 0,7C, dén C,,

Co

con dudng cong cé gia tri cuc dai khi et = 1,8 va theo hai phia

giam dan téi 0.



§2. SU LAN TRUYEN SONG PHANG TRONG MOI TRUSNG DAN HOI NHOT
vO HAN

D&i vl bai toan hai, ba chiéu ta hdy ding ciAch nghién ciiu theo
huéng trén dé gidi thiéu cach 4p dung phudng phap toan tu.

Gia thi6t ring su lan truyén séng tng sudt phang trong méi
trudng dan nhét vé han theo hudéng x,, chuyén vi sé thé hién bdi ham
e et b trong 46 © 12 tan s6 vong, f, phai 14 s8 phite dé ¢6 thé thoa min
phuong trinh vi phan chuyén dong tudng tng.

Gia thiét la f, =f+1a. (8.23)

2n

Trong dé: f—soséng, f= - (8.24)

A — chiéu dai séng.
o — hé s0 tat dan. (8.25)
Tinh chat vat 1y thuc 13 chuyén déng sé tat dan néu o < 0. Gida
van toc pha C, tin 56 véng o va s6 séng f cé quan hé sau:

o=C.f {8.26)

2.1. Su truyén séng Ung suit phing trong ban & trang thai img suat
phéng

Chuyén vi u,, u, theo huéng x, x,gia s cho bsi hé phuong trinh:

u, = U] _ei((nt faxgd
8.27
u, = U., -ei(r;}l fpxy) ( )

trong dé U,; U,, 1a cic hang s6.
Hé phudng trinh vi chuyén déng (8.27) déi vdi trang thai dng suat
phdng, sau khi tinh toan cé dang:
{ 4

LPPQ'+§PP'Q]pu2.u, - 4[PQQ'+P'? ]fg.ul

(8.28)

[PPQ' +%PP‘ Q] pu’u, = [PQQ‘ + 4PI3QQ]f§ u,
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Vidu: Gvat tuyén tinh tiéu chuin.
Liy céc dao ham céac todn ti tuong tng, ta nhan duge phuong
trinh ¢ dang sau:

p-0’[(po + prie)(po + Priw)ay + q,ie) +

4 . .. )
+§ (po + pie)(po + pioNq, + q,iw)].u,=
= 4[(py + piiw)(q, + g i)(qy + q,710) +

1. ., - .- . .
+ E(Po + prie)(qe + qyi0)(qe + g ie)(f + i) : 0, (8.29)

Chia t4t ca phudng trinh cho pyq,qy va chd ¥ cde quan hé, sau khi
tinh toan ta duge phuong trinh:

2 1+imno

po’ — G, (f+ia)*=0 (8.30)

1-p 1l+ine
Tach phan thiye va phdn ao ta dude 2 phueng trinh sau:
+ Phdn thuc

po’(1-p)

5G (1 +n’e” - £+ o® — fn’e” + ann’e’ + 2fano(n - 1) =0 (8.31)
0

+ Phdn do
2fa + 2famn®e’® + (f* - adnw(n - 1) =0 (8.32)
Phuong trinh (8.32) c6 thé thé hién nhu ty s& clia hé s§ sina véi s
song .

Sau khi diéu chinh (8.32) ta dugc:
[E] _Eglﬂ _1=0 (8.33)
f f aOm-1
Trong dé 2= no
Gia si nghiém 4m cla phuong trinh (8.33) duge thé hién bdi quan
hé sau:
a  1+nQ° [1+nQ’

= + (8.34)
f aQm-1) yamn-1
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T phudng trinh (8.30) ta c6 thé biéu dién ty s8 téc d6 pha C véi
tﬁ’c dé CL:

CL=\( 2G0 :\/ Er) : (8.35)
p(l-p) p(l-pu®)

C* oo (1400%) + O*(n-1)*
c £ a+a)Ham-1)

Bdi quan hé:

(8.36)

Hoic thay gié tri -‘;i theo (8.34) vao (8.36) sau khi tinh toan ta dudge:

2 242 2. 182
2_2: 2la+n0»)? + %(n-1)?] P
L (1+QE)[1+1192 +J1+Qz+n292(1+Qz)J

Phuong trinh (8.37) va (8.34) thé hién phu thudc cha téc do pha
cla séng doc va hé s tit ddn vao tin s4.

Béng cach tudng tu tinh toan tit phuong trinh thi 2 cua hé (8.28)
ta dude:

1+inno

pa’ — G, (f+ia)*=0 (8.38)

+1inw
Khai trién ta thdy phan 4o din tdi déng nhat thic véi phuong
trinh (8.34) con phéan thuc cho quan hé toc &6 pha véi séng truot C vao
tdn s6 & dang:
c* 9% 1+nQ%) + Q*(n-1)" _

¢ T a+0hHom-1
2[(1+n§22)2 +Qg(n—1)2]

(8.39)
(1+Q'-*)[1+n92 + J1+Q” +niQ7 1+ Q%) ]
, G,
Trong do: C,= |— (8.40)
o

R3 rang rdng trong ban dan nhét v6 han c6 thé lan truyén hai loai
song ting suit phing séng doc va séng ngang. Chuyén dong cua cac hat
trong séng doc hudng theo phudng séng lan truyén trong khi d6 chuyén
ddng cac hat séng ngang nam trong mat phing vudng goc vdl séng lan
truyén.
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Khac véi vat thé dan héi tuyét @61 c6 hai tée d6 lan truyén la
khéng d6i con d vat dan nhét do tac dung ciia tinh nhét thi séng bi tan séc.

2.2. Su lan truyén ing suit phing trong vat thé khong han ché &
trang thai bién dang phing

Gia thiét séng phing lan truyén theo phucsng truc x,, nhu vay
chuyén vi u,, u; duge xac dinh bdi quan hé (8.27). Sau khi thay vao
phuong trinh vi phin clia vat dan nhét & trang thai bién dang phéng
(6.49) ta nhan duge phuong trinh:

PPpolu, = [PQ' +§P’Q]f"oul (8.41)

P. po*u, = Qffpu,

Tién hanh 14y dao ham céc toan td tusng (ng, gid st & vat tuyén
tinh tidu chuin va chu § ¢iac quan hé (6.20) va (6.21) sau khi tinh toan
ta nhan duge phuong trinh:

201 -w) 1+innoe

2 Gy . f+ia) =0 8.42
Pe’ =G0 Ty (rine) (5.42)
ow? — Cg, 22IMO (e 2 =0

1+moe

Tach phin thue va phdn 4o va cho né bang khong, tif phuong trinh
thit nh&t ta nhan duge su phu thuée téc dé pha clia séng dén vao tin sé
va tif phuong trinh thi hai - syt phu thudc téc d6 pha cua séng trugt vao
tan s8, tuong Gng 1a sy phu thude clia hé s6 can vao tan sé.

Trong ca hai trudng hgp ta d8u nhan duge phuong trinh (8.34) cdn
do1 véi téc @6 pha la:

(ET } om0 (8.43)
¢ (1+Q2)[1+~qg"‘ +‘/1+Qg+n2§22(1+§22)}

Trong do
+ D61 véi séng dan:

C=C, = \/EO———}:L (8.44)
p{1+p)(1-2p)
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+ Va déi1 véi séng trugt:
- G
C = C‘g = |90
p

Ta thdy rdng hé s6 can, téc do pha trong trang thai bién dang
phing, phu thuée vao tin s& 1a nhu nhau.Chi ¢6 t6c d C” 1 khéc nhau
hoéc 1a séng din hay song trugt tuy theo bai toan phing.

2.3. TINH CHAT CUA SY PHY THUOC TAN SAC

Nghién ciiu sy chuyén déng va tinh chat su phu thude tan séc dsi
vél s can, ¢6 nghia, sy phu thuse ham % dén tich tdn s§ vong va thoi
gian trung Q cho bdi phudng trinh (8.34).

. . N 5 VS PNV . o,
Phan tich toan hoc ty my ta thiy rang, hé s§ can rit gon 7 cé cuc

tri khi Q= 1 va dat gia tri cuc dai cho béi bidu thie:
Jn
(EJ = E_‘/I—l_:n_:_l (8.46)
£ s n-1

Vabing 0khiQ - 0, O — «. That vay:
Lin0? \ﬁl 10" + Q- 1)?

-1 -1)?
lim < = lim n (-1 (8.47)
Q5 f G0 )
Theo qui tic L’hopital ta duge.
lim— =0
(0 f
" Tudng tu
lim 2 = lim - (8.48)
Qs f {1 o 1 Q2 ] o2 2
__+.TI.__ + _-_}h :r_]__ R + Q2
n-1 n-1
Va bang cach sit dung qui téc L’hopital ta xac dinh dugc
lim < = (8.49)
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Sy phu thude tan sic cua toc do pha vao Q duge xac dinh bdi

phuong trinh (8.43) khi Q2 = O thi _(_J(;; = 1. N&u dem chia t1i s6 va mau s8

ciia phuodng trinh (8.43) cho % Ta nhan duge quan hé:

2
fla] o

2
|(E'*_1 = : (8.50)

b

Tit d6 ta thiy ring khi Q — o« thi % = u.

-

. C . ; .
S phu thude tan sac e xdy ra ti khi Q = 0 tifc ti g4 tri ——=1.
Téc 46 pha ting dan va tiém cdn khi Q — = gin 161 gla tri:
C
At Jn . (8.51)
N f. . > G B 1
Vi du: § vat tuyén tinh tiéu chuancé 1= 0 -0 - =07
1 B, n
e 0 C - - -~ - [ » ~
Do thi o % phu thude vao Q cho trén hinh 8.5 va hinh 8.6.
| 1
=S R
! |
; |
|
, |
| |
| .
: |
| .
: |
i !
|
i '.
R T S
J50 48,0 02

Hinh 8.5. D6 thi su phu thudc tan sic cho song Umg suat dan
va séng img sudt trugt o vat liéu dan nhot.
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Hinh 8.6. D8 thi sy phu thudc tan sic cua hé s can khi lan truyén song (ng suat
¢ vat dan nhét.

000

2.4. Sy lan truyén séng g suat phing trong tim c6 mat tu do

Trong trudng hop su lan truyén ciia séng (ing sudt phing & vat thé

dan nhét phudng trinh vi phan & trang thai bién dang phing ¢6 dang:

2 2
PP’{pa ! J = i(iP'Qul + PQ‘u1]+

ot ) oxIl3

% (o +PQu, |+ 2 PQu (8.52)

6X16X2 3 3 X 2 i 1 .
{ &%u, 2 (4, ,
PP {p at2 J:ax—f[gP Ql.l2 +PQ u2}+
o2 1 hE

N lpQu +PQu |+ 0 P 8.53

parey [3. Qu, Qulj o Qu, ( )

Gia thiét séng phing lan truyén®theo hudng x,, khi dé chuyén vi

‘u,, U, gia st cho bai phugng trinh:
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= Ul(x2)-ei(m “foxp)
(8.54)

u, = Us(xy).e @ fer?

Trong @6 U,(x2), Ua(xy) 12 ham cua bién x, chua biét, §, 1a s8 phiic-

o5 séng cho bdi bidu thie (8.23)-
gau khi thay vao phuong trinh vi phén c
(8.53) va 14y dao ham ta nhén duge phuong trinh v1

huyén dong (8.52) va
phén thuong:

. ) au? a*u .
06U, — EZ @)U - ﬂozg(w)ﬁ%+ 2o =0 (8.55)
2
U L@, - 20 s B9 S0 (B9
dx, dx;
Trong dé
Z q, (10)"
2= (@)
S p )"
3]
7,(0) = -‘;‘;Z(m) + Z(0) ®)
(8.57)
Z.@)= %Z@) + (o) (©
3, )"
()= = (d)
P (@)
1]
Trong dé:

" 1a nhiing hing s8 thong s&

. . ¥ ? - > 2
qos Qs --e» p(]a P s q o, q re-es pD! p‘l’
bién cna vat hdu.

ctia vat lidu, dic trung cho tinh chat vat 1y va tu
P& tim nghiém hé phuong trigh vi phan thydn nhat (8.53), (8.56)
nhd ham $(x,) ta dat:
d
U = if Ty,
1 (il dxz [b
(8.58)

U, = (pw2 -7z, +z—i—;2v}¢
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Thay vao phuong trinh (8.55) thod min dong nhét thitc va thay
vao phudng trinh (8.56), sau khi tinh toan ta nhan duge phuodng trinh vi
phén hang 4:

d*¢ 2 a 476
Z,. + [po (Z+Z1)+fnu(£ -z 1 — Z7)] <2
X} X3
+ P’ - pa’f’y(Z, +2) + £Z,Z] $ = 0 (8.59)
Pat qg°=a+b
sf=a-b
Trong d6
2
a——lm%l+i-nﬁgi—EL~51 (8.60)
/ { 72 i 2
b= |1 pwe:gi}ﬁga Z, 2, Z) [p L zfz(_+ 1 ]+f }
4 Lz Z, \z,2 7 1z, WA 7 Z
(8.61)
Nghiém phudng trinh (8.59) c6 dang :
0.(x.) = A e+ A e+ AL e+ ALle™ (8.62)

trong dé A,, A,, A;, A, 12 cac hing s6 bat ky.
Ham U,, U, duge tinh nhd biéu thite (8.58) va (8.62).

3.5, Séng (mg suat mit

Trudc tién chiing ta phan tich sif lan truyén séng {ing suft trong
vat thé dan nhét trong tim. Ta biét rang sy lan truyén séng mat Raylay
trong méi trudng dan nhét ban khéng gian ma mit phing gidi han la
Xa = 0.

Né&u gia thiét ring nghidm q va s la s8 phiic sé& c¢6 phén thuc dudng
14y trong phuong trinh (8.62) thanh phin thit hal va tha bén. Bo di
thanh phan th nhat va thi ba clia ham ¢(x.). Vi véi chiéu siu tif bién
tu do cua ban khong gian ting v han. Do dé ham ¢$(x,) s& la:

blx) = A e ™2+ A e ™ (8.63)
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(8.64)

Thay (8.63) vao (8.54) ta duige
= _i-fl'JZ'E[AQq e M4 A]-Se""“c ]ei L fuxy )
= [(Pm - fuZ + q DAe P4 (pw2 B fE(]Z + 5 Z)A_;e =X ] oty

L7 o+ g
Ung sudt phap o,, va iing suit ti€p o,, theo phuong trinh (6.46)
2 , .
—[-2PQ-PQ |y, B.65)

g
-0
=
L
~
m[l-'
+
a)
P

cho bdi quan hé

Po,, =
E;}XZ
Sau khi thay biéu thitc (8.64), dao ham va si dung quan hé

(8.57a,b,c,d) ta s& nhan duge ing suit cho bdi phudng trinh
2 g2 2 2 s
Coy = {A, ‘:—qu(pc-J -2, +q°2) - £:Z [~—Z+Z']q}e RACHES
2 1 -5y mt-fx,)
-=Z+Z'le™ |l g 01l (8.66)

+ A,l[:- sZ,(po® — 27, + s%Z)
(8.67)

0= ~if,Z A, lpo? ~ €22, + o2 (Z - Z,)|e
+A, [po? - 122, +52(@ -2, e foror o)
Trén mit bién cla ban khéng gian, dé thod mén didu kién bien
cac Ung suit oy, 0,; cAn phai bing khéng. Tai x, = 0:
(8.68)

[c25] =0 }

[0y2] =0
Thay gia tri 64, 5, theo (8.68) vao (8. 67) ta dudc:
[qZ (po” —£2Z, - q’2Z) + f; Z[——Z+Z' 1
2 ) }
-ZZ+Z'sl =0 (8.69)
J ]

+ A,l[szl(pm2 €27, - $27) + £27 (
A lpm 5%, +q (z—z,)J+A lpcoz-fffx +p (z——z,)_OJ

2 [P - 0
Phudng trinh tan sd nhan duge khi cho dinh thic cua hé phuong
trinh thuan nhat (8.69) bing khong. Tinh toén dinh thic trén c6 dang:
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{qzl(pw2 —{,Z, +q%Z) + ngz[—§Z+Z'Jq:|.[pm2 22, +s*(Z —ZQ]—

-
- |Lle(po;n2 -17Z, +s“ZZ)+f0222[—§Z+Z']s:|.[pu:s:.2 ~ 27, +q2(Z—Z2)]=O

{8.70)

Phuodng trinh tin s6 nay cé gia tri cho vat dan nhét téng quat .

Téch phédn thic va 3o clia nghiém ta thiét lap dude hai hé phuong
trinh siéu viét ma nghiém ctia n6 cho ta dudng cong tan sdc cha téc do
pha va dudng cong tan sic hé sé can.

Gid thiét v4t la tuyén tinh tiéu chudn tit quan hé (6.20); (6.21).

Cac ham Z(o), Z(0), Z,(»), Z,(®) theo (8.57a,b,c,d) sau khi tinh
toan cho ta cac bidu thite sau:

7 = G, 1t (8.71)
1+102
3(1-2uw 1+10
z,= 2~ ¢ 1+inQ (8.73)
1-2p 1+10

1-2p 1+10
Trong d6 Q2 = @n va n 1a thai gian trung.

Nghiém phudng trinh dic trung g7, s* theo (8.60) cho bdi quan hé:

Q*F 1+i0 '
=l — 8.75
q ot Cin® 1+inQ2 (8.75)
2 -
gr=gr__SL 1+i0 (8.76)
anz 1+1inQ2
Trong 46
= 1- 2“
201-w

G .
C, = [~ 1a téc db song trugt
p
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Trong phuong trinh (8.75) ching ta thé hién dai lugng phte f; theo
(8.23). Chia (8.75) cho s& séng binh phuong. Sau khi diéu chinh c6 dang:

a

ol Q% +ig" (8.77)
Trong dé
+ Phén thuye:
- 1+mQ*
g =1 -’k —HoX L+ (8.78)
+ Va phén ao:
— 2 Q1-n)
q° = 208 PRTey (8.79)
o= = (8.80)
f
C
= 8.81
Lo (8.81)
Thi ty s6 cé thé viét:
%= r¥+im? (8.82)
Trong dé
: I qf 1 R :
+ Phén ao: my= \‘, 2 +-2-,/(qr 3 +(af)? (8.83)
qt
+ Phin thue: rhi= —5 (8.84)
2m,
Tuong ty chia (8.76) cho f* ta nhan dude phuong trinh dang:
SY' _aryigR
—f- = Sr + I.Si (885)
Trong dé:
1+t
SR=1-a%-y’ 8.86
T R X 1+TIEQQ { )
Q-1
SR =90, — % . — 8.87
1 R x 1+n292 ( )
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Ty s6 ¢6 dang:

§ =r® +im® (8.88)
Trong do
[ gk ‘
mR= \(_s, L JSF)? +(SRy? (8.89)
2
R
re= S; (8.90)

2ms

Thyc hién 14n luot cac biéu thiic trong ddu ngodc vudng cua
phuong trinh tan sd (8.70).

Bidu thitc thi nhdt trong ddu ngodc vuéng cia thanh phan thi

nhat cua phuong trinh (8.70) nhan véi sau khi tinh toan ta

szlfs ,

nhan dude phuong trinh:

{qlz](pmz _fgzl +q'z) + fgzz[_gz + ZIJQ] =

GGZlf3
= rfrf -mg mR +(r mR +mq qu) {(8.91)
Trong dé:
Qn-1) 1+n0*
e =92 + (2,05 — ¢ 1-a?) 8.92
aQ i ( HOg q]) 14 Q‘* [ p‘l( ] +Q2 ( )
1 1+ 102
B ) L R T SR CLD
1+82
Trong d6 ta da ky héu
2-5u+p2° 2-

A 2(-p 1-u
Tuong tu biéu thic thi nhdt trong ddu ngodc vudéng thanh phén
thii hai clla phudng trinh (8.70) nhan véi

- Sau khi tinh toan ta
01

s& nhan duge phudng trinh:
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1 2 _ p2 2 2 2 \
——|s5,z,{po° -z +sz)+fz.[——-z+z‘s =
Gz, fd[ 14 0Zy 0%20 73 )
= rRrR —mfmfl +i(rSRmf] + mi{r:f) (8.95)
Trong doé:
Q-1 1+nQ‘a
=%° +(2u, 1-a%) 8.96
= %" +(2u, 05 - )1+Q_ [ —w{l-ag o (8.96)
; ]Q -1 1+ 92
= [Slli{ _pl(l_o“ﬁ) (n 2) + (S R) i (8'97)
1+0 +0?
Biéu thiic thit hat trong d&u ngoic vuéng clia phu'dng trinh tan s&
(8.70) nhan véi lfz sé cho ta quan hé: P
1
; . 1 .
-2, +q*(2-2Z,)| = —(qF +ig}) 8.98)
f Z (&4 q ( 2 ] 1_“(qr ql (

Va biéu thitc thit hai trong d4u ngodc vudng cua thanh phan thi

ohilt cia phudng trinh (8.70) nhan voi - L
1

cho bdi bidu thitc:

1 2 p2 2 1 "R | 'R
o —f;Z, +8°(Z-2) = — 8,0 +18, (8.99
f221 [P 04y 2] 1—M( ) )
Trong dé:
4 2
¥R 2 X 1+T]Q
Sr :1—(I.R‘—?.‘i+—n{£? (8100)
2 —
SR = 90, —X_.ﬂl-% (8.101)
2 1+1n°Q

Phuong trinh tan s§ (8.70) déi véi séng mat Raylay, sau khi thay
(8.91) (8.95) va (8.98) va sau khi tach phin thuc va phéan 4o ta dudc hé
phuong trinh:

S:R(rqﬁrq“l - mffmfl )~ S:H(RR 5 rnR]rR Y- qR (r§r - mgmb )+

R
+ q; (rSm

+mErd)=0 (8.102)
“R¢ R R R R "R, R_R R( R _R R R
S, (rgmg, +myr )+ S (rlr! L -mgim? ) - qP (g m, +mgrg ) -

- 4 (15'rg, —mfmg§ )=0 (8.103)
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Phudng trinh thit nhat la phan thic cia phudng trinh tin s6 bang
khéng, phuong trinh thit hai la phén &o clia phuong trinh tan so (8.70)
bang khéng.

Nghiém bang s6 clia phudng trinh (8.70) ¢6 thé nhan duge dusng

cong tan sic phu thude x vio 2 va hé s6 can thu gon oy vao Q. Néu cho
- . A - - 1 .
hé s6 thu gon o, =0 va thong s6 iubitnn=0;n= == 1,0 thi (8.102),
T
(8.103) sé la phuong trinh tan s§ chia vat thé dan hdi tuy8t dél. Va1 cac

théng sb trén thay vao phuong trinh (8.103) s& bing khong, con bibu
thie (8.102) c6:

af =1-py’; af=0; mg=0; rit = y1-pox”

St =1-%" ; st =0; mf =0; X =l
=M1 -po) + 1 mh =0;
* x'}. -
r:{=l—p¢1 ; m?:O; rstlw-—;siRzo
Sl 1 1 2
Sau khi diéu chinh (8.102) ta duge phvang trinh: .
<% —8x1 +x2(24 -18p,) + (-16+16p,} =0 (8.104)

D6 1a phuong trinh séng mit trong ban khéng gian dan hoi ma
ching ta biét.

Trén cé s cac bi toan trén ta cb thé nghién cu cac bai toan sau:

- Séng ing suft d4i x(ing trong t4m — séng doc.

_ Séng ting suit phan déi xing trong t4&m — séng udn.

Chiing *5i khéng trinh bay céc bai todn nay & day, doc gia cb thé
tu nghién citu hodic tham khao trong tai liéu tham khao [4].

130



Chuong phu
PHUONG PHAP MODUN PHUC

Ngoai cac phudng phap trén dude sit dung réng rai khi nghién ciu
viit dan nhdt tuyén tinh, mdt s& tac gia con nghién clitu modt phuing
phap goi la phuong phap médun phic. Phuong phap nay thuan lgi khi
gial cac bai toan dao déng cua vat dan nhét tuyén tinh chiu tai trong
thay déi hinh sin. Nho phuong phap chuyén déi Furié va st dung
nguyén 1y tudng iing c6 thé giai quyét don gidn bai toan & vat thé dan
nhét. Trong gido trinh nay chi gidi thidu mét vai nét dé doc gia tu
nghién cu khi doe sach.

§1. KHAI NIEM

(Gia s md hinh chiu lyc thay d6i hinh sin cé tan s6 géc o san
khoang thdi gian dao déng dit dé diéu kién ban ddu 6 thé bd qua thi
chuyén vi ciing nhén tan s6 géc o. Néu goi Ru(z) biéu dién phan thuc cla
z thi dé1 véi lye dao dong hinh sin va chuyén vi duge xac dinh bdi
phuong trinh.

F = R,[F'().exp{iot)] (1)
§ = R.[8"(w).explint)]
Trong dé: F - lic kich thich tac déng. {2}

8 — chuyén vi dao déng do luc kich thich giy nén.
F'(); 8"() 1a bién dd Ige va chuyén vi khéng phu thude vao thdai
gian t, tong quat chung la gia tri phiic.
Lién hé véi viéc xac dinh su can khi dao déng cudng biic ¢6 tan sé
goe khong d6i, ngudi ta da dua ra mét phudng phap khac dé mé ta ban
chi't cua vat liéu dan nhét.



Ta biét trong hé tuyén tinh, (ing suit va bién dang dudi tac dung
cia lyc hinh sin sé thay i c6 dang hinh sin cung tan sd cua luc kich
thich ¢6 tdn sb gbc o khéng doi thi ty sé gilia bién dd ting suit, bién
dang va hiéu pha s& git nguyén khéng @61 va khéng phu thuée vao bién
dd ctia e kich thich. Do d6 tinh chat dan nhét cua vat liéu dan nhét
tuyén tinh 6 thé biéu dién nhu médun phitc nhu sau:

Theo (7.1) (7.2) ta viét phdn thue cua iing sudt, bién dang.

o = Re[o"(w).exp(iot)] (3)
£ = Re[e"(w).exp(int)] (4)

Gia tri médun phitc bang ty sé gilta hai bién d¢ cua ung suit va

bi&n dang, con d6i s6 bing sut cham pha cia bién dang so vdi ing sudt.
c o’(e)

Y(o) = — = —— =Y (0) + 1Y, (0) )
€ & (o)

Y(i0») — mddun phic

Gia tri ty 1é nghich cia médun phiic goi 1a 46 mém phic ky hiéu
J(iw).

J(w) = = d,(@) — 1d(0) (6)

Y (1w)

§2. TINH MODUN PHUC VA D& MEM PHUC CUA CAC MO HINH

Médun phiic va d6 mém phiic 12 cdc ham cia ©. Do d6 1 trong 2
théng s6 nay la phudng phap bé sung md ta tinh chat vat dan nhét cua
vat héu.

1. Md hinh dan héi

Theo (3), (4) tuong (ng v6i (4.3).ta suy ra:
Re[6"(0).exp(iot)] = ERe[s"(0).expiot)]
D&t v6i méi thai gian t, tit ddng thite nay, ta duge
o (w) _

e%(0)

(7)
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1

. N n 2 M - . PR
Trong trudng hdp nay ty so 2 bang modun dan hot F.

£ (1)
Vay
Y(iw)=E+.0=Y.(0) + 1.0 > Y/ =E (&)
Y. w)=0
Pd mém phiic
) . 1 1
J(w) = Jy(e) —1d.4w) = rE 1.0 - dy{e) = 5 (9
J(0)=0

2. M hinh 1ong - Niuton

Thay (3), (4) vao (4.6) ta cé biéu thic saw:
Re[c"(o).explint)] = nRs_:[sC(co).im.exp(iwt}]

1 .
Suy ra cr) ©) _ 10N _ (10)
£ ()
Vay moédun phice
Y(o) =0 + ion -» Y, (iv) =0 (11)
Y.(1w) = vn
b6 mém phic  J{w)=0-- i-l— - J(0)=0
on
J.(w) = L (12)
un

3. Md hinh Voigt — Kelvin

& mé hinh Kelvin, ting suit bang téng ang sudt d phan tu 16 xo 1
va phin Lt giam chin 2:
g=0o, to,

ta cd

o) 51(_(,-))+_cg(r,i)

St A =E + 1w 13
' (w) e (o) +10m (13)
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Vay

Moédun phiic Y(o) =Y, () +1Y.{w) = E + 10n (14)
Suyra Y. w)=E; Yy o)=oon (15)
. A . : 1 1 .
Pé mém phGc J{w) = Y o) = E+ion = J{w) ~ 1 J,(w) (16)
Sau khi tinh toan ta dude:
. E : no
dJ (1) = -1 17
( ) E2+r12m2 E2+n2m2 ( ‘)
E ne
Suy ra Jiw)= ————,; doln)= ————— 18

4. Md hinh Macxoen

G mb hinh Macxoen, bién dang bing téng bién dang cla phan ti
16 xo 1 va bién dang phén t giam chan 2:

2 =¢% +¢%
Tit 46, ta cd thé viét:

£ (w) 3 a?(m)+sg(m) 3 s?(m) N sg(m) 1 N 1

= = = - 19)
o(w) c’(w) c’(w) o%w) E iom
o -1
giatygy @ _ 1 1, 1 (20)
) 1 1 E ino
E ine
Vay médun phiic sau khi tinh toan 6 gia tri:
) ) o’n’E . E'noe
Y(o) =Y (o) + 1Y,(0) = B rain? +1 N (21)
w’n’E E*now
Suy ra szf;Y1mf'_"‘" 22
y l() E3+w3n3 2( )E2+m2n2 ( )
D6 mém phiic
J(in) = J (o) — id, (o) = l—ii _1 +_i 23)
E nmoe E 1ine
1 1
Suy ra J@)= =5 Jofe)= — (24)
E no
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Qua cach tinh mddun phiic cia md hinh Voigt — Kelvin va d6 mém
phttc clia mé hinh Macxoen, ta ¢6 thé tdng quat nhu sau:

— Né&u hai mé hinh M,, M, mic song song, thi 46 dan ctia mé hinh
téng hop va thanh phan 14 nhu nhau, nhung lue dit vao mé hinh t8 hop
bang téng luc dat vao cac md hinh riéng ré. Ki hidu médun philc cia md
hinh thanh phdn va ctia mé hinh téng hop.1a: Y,(ie), Y.(io) va Y(a), ta
cé:

L] 0
Y(io) = :_z W 1 ;"2 =

Y, (o) + Y,(10) (25)

— Néu hai mé hinh M, va M, dit néi tiép thi luc dat vao md hirh
téng hop va riéng ré 1a bing nhau nhung 46 din dai cia mé hinh tb hop
bing téng @6 din dai cia mé hinh thanh phan.

Ki hiéu 46 mém phiic cia md hinh thanh phin va d6 mém phte
ctia mé hinh t6 hop 1a J, (i), J.(ie) va J@o), ta cé:

J(io) = 8 _Eites J,Go) + J,(i0) 26)

] 0
O

a

Ti hai nhan xét trén ta dé dang xac dinh dé mém phitc va médun
phtic eila cAc md hinh ba, bon théng sé.
D3&i v8i mo6 hinh mic noi tiép, ta xac dinh ¢ mém phiic trudc.
P61 v6i mé hinh méc song song, ta xac dinh'médun phiic trude.
1
J(iw)

Sau d6 dung céng thiic Y(io) = (27

dé€ tinh gia tri chua biét.
Vidu.
+ M6 hinh Thomson hinh 4.10a.

Ta xem md hinh Thomson gém hai mé hinh Huc va Kelvin mac
néi tiép. Ki hiéu J,(i0) la d6 mém ciua md hinh Hice va J.(ie) 1a d6 mém
cia mé hinh Kelvin. Theo (26), ta cé:

J(e) = J,(1e) + J,(0e)

Thay gia tri J,(lw) theo (9) va gid tr1 J,(1e) theo (17) ta duge dé

mém phifc cla mé hinh Thomson: '



Jiw) = J 0w + J.(lw) = ! L b = 1 M40 i 28)
By ED+nte” J E; +n0°
Trimg do:
1
J, (i) = — « 1.0
G0)= ¢
E, , L .
Jlioys ——2 RO 29)
E, +no” E; + nje”
Médun phiie cia mé hinh Thomson:
L E, 1 L Ny
y (E/ Ei+n'e’,  Ej+njo’
Y(o) s —— = . \ (30)
JGo) (4 . E. h N M, I
Vidu
M6 hinh Zener gédm h: i md hinh Huc m#c song song véi md hinh
Macxoen.
Do dé
Yo} = Y, (10) + ¥.{in)
Trong dé

Y{i») - modun phic md hinh Zener.
Y, (i) — moédun phitc mé hinh Huc.
Y.(1e) — modun phitc mé hinh Macxeen.
Theo (7) va (21} ta cé:
Y, (10) = E; +1.0

I3 " 5
. ; s'nE, Eine
Y(u.j} = El +% ' =+ "_T,"':'TJE.,')__T (3]:\}
L E, +ne”; Ej-nuw’
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D3 mém phiic clia mé hinh Zener la:

(E o*nE, W ﬂ?__
!

. EZ + E2+
Jio) = o v Farnel) G

(314)
© nE \| +[ Ejnm _}

(B, +
L : El +n’n’ ) E2 +no
M6 hinh Voigt téng quat duge méc néi ti€p mot phan t Macxoen

vdl cac phan t Voigt - Kelvin. Do dé d6 mém phiic ctia mé hinh Voigt
téng quat bing:

. 1 =
J(io) =— + - LI > 1A (32)
El 1097 2 r-3 Er + lmnr

Vidu
M6 hinh Macxoen tang quat, hinh 4.18.

Mé hinh Macxoen téng quit gébm mét phan ti Voigt ~ Kelvin mic
song song vdi nhidu mé hinh Macxoen. Do dé6 mé hinh Macxoen tong
quat bing:

-1
Y(io) = B, + ion, + Z[EL,+ im;_ } 33)

rod r

Néu chii ¥ dén toan td vi phan tuyén tinh (6.1): P(c) = Ote) trong
trudng hop dao déng cudng bite thi toan td & diy cin nhan thém véi i
vi ham thai gian cé dang ™. :

Gia tri médun phitc dude tinh theo bidu thiic sau:

Qi)
Y = 34
(o} = Plio) (34)
Gia tri d6 mém phiic:
. P} -
J{1iw) = {33)
Qin)
Trong dé Y(i»), J(1w) 1a cac ham hitu ty cia iw.

§3. CAC ViDU

Dé minh hoa bidu thiic trén day, ta xac dinh gia tri médun phic,

dé mém phic cua ciac mé hinh don gian sau:
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1. Mo hinh hoi
Thec dinh nghia, médun phc:

Yiio) = 0’0(@32
0e) £4(0)

Theo (6.3), cac hé s8 ctia toan tii ¢b gia tri sau:
k=o;p(]= ]-;h:O; q(]=E
Viy thec (34) ta cé:

Y{(io) = EPQ{% =E

Ty s6 nay chinh bing médun dan héi cia vat lidu.

2. Mo hinh Niuton

Tudng tu theo (6.4) cac hé s cla toan ti dudl cé gia tri.
k=0;pp=1,h=1q=0q=n

Do dé

Y(iw) = %E)z = ioh

3. Mo hinh Macxoen

Theo phueng trinh (6.5), cac hé s6 cua toan tit cé gia tri:

k=1; pﬁE; p. =1
n
h=1; Q0= 0; Q1:E

V(i) = Q00 (11 ] R Fen
Ple) | E an
4. Mo hinh Kelvin - Voigt
Theo (6.6) cac hé sd toan tu ¢b gia tri:
k=0; po=1 h=lL q=E a=n

Tu phudng trinh o = Es +n %s ta suy ra:

Eo..exp iot = Eg.exp io + 1. i - g.exp 1ot

(36)

(87

(38)
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Vay Y(o) = Qliw) L N 1on (41)

P(io) e,
5.M06 hinh ba théng sé
Mo hinh nay ¢6 dang:
do d
—+p.o=q,. —c+q,t 42
It Po q €L dp (42)
Theo phuong trinh (6.7):
k=1 po=—-—2; g =E; gq=—-2
N Nz
Thay cac g4 tri trén vao (42) va sau khi tinh tcan ta cé:
E, +E,
. My . ©
Y(io) = +1 (43)
My N2

O trang thai (ng suit khéi néu chiing ta chi ¥ dén toan tu vi phan
(6.13), tuong tu c6 dang:

P.(10)S; = P,(1w)e, (44)
Pi(iw)o; = P,(iw)e; (45)
Goi mddun phiic 1éch Y,(io) va médun phiic thé tich Y, (ie) ta cé:

. P, {iw)

Y = 280 — 46

(iw) B, (i) (46)

Yio) = 202 (47)
P, ()

Do d6 ta c6 thé viét bidu thitc lién hé giita ting suat va bién dang
saw:
oi = Y, €i
Si = Y, e
Phudng phap nay thuc ra khéng chi han ché& ¢ tue kich thich diéu
hoa hinh sin vé tin s6 o khong d6i. Nhu da biét nho 1y thuyét Phurie,
ta c6 thé khai trién ham bt ky lién hé giiia tng sudt va bién dang vio
thdi gian ¢ dang tong cac thanh phan hinh sin. Do @6 ta ¢6 thé ap dung
phudng phap trén cho tai trong bt ky.
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6. Vidu

Xét st lan truyén sang doc trong thanh ban v han lam tir vat Héu
dian nhdt, thanh hinh tru dudng kinh d, chiu luc kich thich tai diu
thanh. Tim chuyén viu, van tée v, bién dang ¢ va ling suit o,

Loi pidi _

Trudng hop chidu dai soéng rat I6n so véi dudng kinh (d < 0,11, khi
dé phudng trinh séng cho thanh dan hai nhu da bist c6 dang:

Mu 8l

. ()

at? e

Nghiém theo Dalambe la:
ulx, t) = fix — ct) + g(x + ct) (b)

Trong d6 f(x), g(x) 1a cac ham bat ky cia x.
¢ - téc dd lan truyén séng doc, ¢"= =
p

Néu taix = 0 dat chuyén vi ban diu thi phuong trinh chi con lai
song lan truyén theo chiéy dudng:

u(x, t) = f(x — ct)

T dé:
+ T6c db hat séng : v = ? = cf(x — ct) (d)
+ Bién dang g = i—u = —ct) (e)
£x
+ Ung sust - o= Ee = Ef(x - ct) H

Ham f duge xac dinh nho diéu kién bian.
Gia st tal x = 0, t = 0 ta dat vao xung [. Khi dé diéu kién bién sé
la:
Gyon = - Lo(t) (i)
Thay vao ta duge:
Ef(~ct) = - 1.5(t) )
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Khi dé ta tim duge:

" '/ i
+ Chuyénvi u=f(x— ct) = —Ci hlI - X | (k)
"\ c /
Ly N
+ Téc db hat v = -C!-aLt _ X Q)
E CJ
. { !
+ Bién dang £= - —I 8| t-X | (m)
.E.. ' c
- x\l
+ Ung sudit o= - 15(1: - —J (n)
4\ C

D01 véi thanh lam ti vat liéu dan nhét,

ap dung nguyén ly tuong
ing, sit dung phép chuyé

n d61 Phurié mét chidu déi vai ing sudt

. oo NI, X K —

o= ---I'fe TS t—2 ldt = Jo mvic (o)
0 \ <)

I{_hl thﬂy ¢ theo glé trl madun phﬁ(‘ bf“tlg [pe](lf:})]lfzs

nhan duge phép chuyén d8i doi vai Ung suat cho thanh |
héi nhét:

ching ta

am to vat dan

G- - Iexp[— imepjﬁ_mj J (p)
Cén ting suat:
C = £R€' [eimh "p-][im).x ] dl’,‘) (q)
P
Vi du déi véi vat Macxeen. Theo (23):
?](i(l)): -]‘—-{-L_:_.l__i_l_ (r)

wn  E “n
Thay (16) vao (15) ta dude:

",‘l‘:‘ L+
o=-le " x
N H:f_. | .'f;_)E‘(| { E . p- {, gyt e Ilrp_-_\!]
cfole - [T LyPi], [ B - e Py (P f
o Yo 2y | L 2nd E- L ET) . VE )]
(s)
J, -~ ham s3 Bessel loai mét c6 d6i s& phite, ¢ diy xung lan truyén
5 L F
véi tée db fE v hé sé' tiat dan 1a (‘—’

p o
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PHU LUC

§1. PHEP BIEN DO! LAPLAX

Phan nay chi trinh bay nhiing noi dung co ban ctia phép tinh toian
td Laplax nhim gitp déc gia hidu duge cac van dé di trinh bay & trén va
van dung vio tinh toan cac bai todn don gian khi cin si dung dén
nhiing kién thitc théng thudng cia phép tinh toan ti Laplax.

Khi can tim hiéu siu vé cd s6 toan hoc, cic tinh chat cd ban ciia
phép tinh todn tit Laplax, déc gid cé thé doc cac tai liéu chuyén &é vé
todn: phép tinh toan ti, phép bién d6i Laplax.

1. Khai niém vé phuong phap clta phép tinh toan tir

Cho hai tap A va B. Mgt anh xa T cho ting v6i méi phan tii x cia
tap hgp A, mét phan i x4c dinh cla tap hop B. Ki hidu Tx, duge goi la
mot todn tu. Phan td Tx duge goi 1a danh cha x, eon x duge got la gdc
hodc nghich anh etta Tx.

Vidu:

Néu A la tap tit ca cac s6 duong va B = R (tap hop tat ca sé
thyc), Anh xa cho ling vé1 méi s6'a € A mot so thuc theo qui tdc:
Ta = ina (1)
dude goi la toan ti1 1oga.

Nhd ¢ toan ti léga ma phép nhan cic géc dude chuyén thanh
phép cdng cac anh tudng tng:

T(a.a)=Ta, + Ta_ (2)
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Do dé mudn tinh a,, a, ta ¢6 thé tim anh clia né theo céng thiic (2),
sau d6 dung bang ldga tra nguge lai tim gée.

Muc dich ctia phép tinh toan la chuyén cac phép toan phic tap doi
véi gdc thanh cac phép tinh don gian hdn déi véi anh, sau d6 tim nghich
anh ctia k&t qua. D61 véi mot 1y thuyét vé phép tinh todn tif ¢b hai vin
dé ¢co ban phai giai quyét la:

1) Bai toan thuén: biét ham gdc, tim ham anh.

2) Bai toan ngudge: bist ham anh, tim ham gée.

Toan ti Laplax ciing cé tinh chdt va muc dich nay ndi dung
nghién cfu 1a bai toan thuan va ngudge.

2. Binh nghia ham g&c

Ta goi ham £(t) clia bién thyc t JA ham géc néu né thoa man cac
ditu kién sau day:

1) Ham f(t) lién tuc tdng khic khi t 2 0, nghia 14, néu lay mét
khoang [a, b] bdt ky trén nua truc t 2 0, bao gid cling cé thé chia thanh
mét s6 hitu han khodng nhd, sao cho méi khoang nhd, f(t) lién tyc va tai
cac nit cia méi khoang nhd né gidi han mét phia.

9) Khit — + o ham f(t) tdng khéng nhanh, hon mét ham s6 m,
nghia 13, tai cac s6 M >0; 8, 2 0 sac cho:

lft) | < M.eB wt>0

Trong d6, s0 S, dude goi 1a chi s& tang cia f(t).

3) ft)=0khit<O0.

Piéu kién 3 duge dit ra vi trong Ung dung, hién s t thuong la thoi
gian, ham f(t) biéu didn mét qua trinh nio dé ma ta chi can khao sat lae
{>0.

3. Dinh nghia toan tir Lapiaxd (hay con goi la phép bién déi Laplaxo)

Néu f(t) 1a mét ham géc, khi ham F(p) x4c dinh béi tich phan (3),
la mét ham gidi tich trong nia méat phéng Rep > S,. Ta goi né la anh
chia f(t) qua phép bién déi Laplax hoac goi tit né la phép bién do1 Laplax
cia ham f(t).
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Ky hiéu F(p) = #f(t)} hay {(t) = F(p)
Ta co:

7)) = [ e f(1).dt (3)
.Vi du i

Tim anh ctia ham f(t) = e” trong dé a = o + if = hang 9.

Lot giei

- et’a P
Tll Cé: F(p) - .?{eut} :jeme it dt - e(-.,.p,‘tdt -

0 a-py

Khi t — 0 thi e*** — 1. Néu Rep > Rea {s > a) thi kh1t —» +x,

p-Pot

eiu-[:]t — eia-s?t-e - O-

1 .
Vay: et = — Rep > Rea {4)
p-a

Chi y: Sau nay ta chi quan tam tdi sy tén tai cua anh trong mién
nio dé6 ma khéng chi ¥ tdi ban thin mién dé, nén bén canh céng thic
cho Anh ela mét hiam goc ta sé khong viét mién cé nghia cua céng thic
dé nila.

Vi da 2:

Tim anh cua ham f(t} = t*, a> -1.

.’f’{t:'l} — J.t“.e ol dt
o]

Lot gidi
Ta xét hai trudng hgp:
1) trudng hop a > 0 khi d6 ham t* thod miin tit ca cac diéu kién

ctia ham géc:

A= [the "t
0

Gia st p 14 6 thue duong, doi bién 8 pt = ©. N6 dan téi tich phan
Ole loai 2, ta cé:
Ma+1)
T=—

L]

Pty p
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Vay anh cia ham t* la

M 1)

At = - a>1 6)]
P
Ki hiéu [ - ham gama.
- . . , sn . Cla+1) . .
Ngudi ta con chitng minh diuge rang |e ".t%.dr = fa+D vl mot

. B
8] l-)

s8 phiic p ¢é phan thuc dudng.

2) Truéng hop -1 < a < 0 khi d6 ham f(t) = t* khéng phai la mét
ham goe vi khit — 0 thi f(t) - =.

Tuy vay tich phédn jt".e"’I .dt vAn hoi tu va c6é gia tri bang
¥]
[(a+1)
pn—‘l '
Trong trudng hop nay, ta goi t* la mdt ham gde bat thudng va

Ha+1) 14 anh bat thudng cua né.

pnvl
Vay anh cua ham f(t) = t* (a la mot hang s6 thuc 1én hon — 1) 1a:
+1
sy = LD (6)
p“ A
h{t)
Vidy 3:
Tim anh cia ham Héviside (hinh PL.1} 1
Okhit <0 >
h(t) = rhe >
“lkhit>0 ¢

Bai giai: Hinh PL.1

Ham h(t) 12 ham géc vi |h(t)] < 1 nén diéu ki¢n 2 trong dinh
nghia dudc thod man. Néuchon M =1, 5. =0 va d& dang kiém tra dudge
diéu kién 1.

Anh ctia ham f(t) la:

I Pt ||f 1 i |! 1 ) i
AR} = AL = fe Mdi= - o o=p T L Ze e
0 P | p o P i
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Néu Rep = s > 0 thi khit >+, e” = 0.
Khit — 0, thi e 1,
Vay Jh(t)} = —; Rep>0 (6A)
p

1
Hay #1}= —; Rep> 0 (6B)
P f(t)
Wau budc nhiy don vi xdy ra g

théi diém t = h = 0 (hinh PL.2) chung
ta nhan dude ham: "T

f(t)_(O 0<t<h
“11 t>h ¥

Anh etia ham (1) la: Hinh PL.2
—ph

HAf(E)) = je I"cl'r,~f'”.—-— Rep >0
p f{t)

-

Vidu4
Tim anh ciia ham f(t) hinh PL.2:

Bt = |'1 O<t<h
L t>h :

A

1.5i gidi: Anh ctia ham f(t) 1&:

, ph
Al = [e ™ = _lee
t

Hinh PL.3

p

Vidus
Tim anh cua ham Delta - Dirac ky

hiéu &(t) (hinh PL.4):
[0 khit#0

5(ty = limd(t, h
(t) = lm3(t,h) = *.-xkhitzo

Hinh PL.4

Trong dé:
khiO<t<h

=al e

|
l

8(t) = [h(n ~h(t-h) :{0 khit <
| va khit =
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Lot gidi:

Anh ciia ham 8(t) duge xem 1a gidi han khi h — 0 clia anh cia ham
&(t, h).

Theo (7) anh cia ham 3(t, h) la:

1 1-e™
5(t, h)t = —,
#3(t, h)} L
' _ . 11-e? B
Suy ra #B(LY) = 1‘1%5 T =1

4. Tinh chét tuyén tinh cGa phép bién déi Laplaxd

Gia st f(t) va g(t) 12 hai ham g6c: A va B 12 hiing s6 thue don hodc
philc.
Néu f(t) = F(p); g(t) = G(p) thi:
Af(t) + Bg(t) = AF(p) + BG(p).
That vay theo dinh nghia:

an

Af(t) + Bg(t) = j e ™ [A(f(t) + Bg(t)].dt
h

Do tinh chat tuyén tinh cua tich phén thi.

j e [ A(f(t) + Bg(t)].dt = ATe““ f(t).dt + BTe‘p‘ g(t).dt
h h

h

Nhung theo gia thiét thi:

j e £(t).dt = F(p)

e g(t).dt = G(p)

Tt— =

Thay vao trén,. ta duge: Af(t) + Bg(t) = AF(p) + BG(p)
Vidu 1.

Tim anh cila ham f(t) = sinot.
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Lov gidi:

Theo céng thic Ole:

wwt iwt . .
sinot = e__-.e— - i.ew)t _ L 1ot
21 21 2]
Nhung theo (4):
e 1 Lo 1
e = ——; #e™) = —
P p+1e

Ap dung tinh chit tuyén tinh ta dugc:

#Asinwt} = i{ ! ! :\— © 9)

21} p~1i0 - P +iw - p? +’

Lam tuong tu ta cé thé tim dugde anh cia cic ham:
f(t) = cosot
f(t) = ch(wt)
f(t) = sh(ot)

#cosot) = pTE—U)_Z (10)
dehot = pm; (11)
#{sinhot) = — —— (12)
p’ -

Vidu?2:

Tim anh ctiia ham f(t) = sin{et + ¢).

Loi gidi

Ta bist sin(wt + @) = sinot.cose + sing.coswt.

Do tinh chat tuyén tinh ta c6:

Asin{et + @)} = sinq).—é—p—2 + cosp—; @ ;= psm(g i m:omp

p’+oe p’+o p’+o

Tuong t:

Acos(ot + gy = PO~ ONMP (13)

p2+m2



Vidu 3:
Tim anh cua f(t) = sin’t.

Loi gidi:
Ta cé: sin’t = :11- [3sint — sin3t]
Vay  fsing= |- 8 1.3 1 1
4 p*+1 p*+9) 4(p?+1 p2+9
5. Tinh chat déng dang
Gia sit A 12 mot hing s6 duong bat ky.
Néu f(t)=F(p) thi fOr)= %F% a4)

Chimg minh:
Theo dinh nghia, ta cé:

oo

for) = j e ™ f(ut).dt.

4]
Trong tich phan bén phai, d6i bién s& At = t,; dt = %dtl. Do dé ta

dudc:

|

o w Ly
[er fon.dt= 2 e fit).ae, = ZFP
b , LA

6. Tinh chat chuyén dich anh

Cho X 1a mét s8 phitc bat ky:

f(t) = F(p) thi e™.f(t) = F{p - &) (15)
Chirmg minh
Theo dinh nghia, ta cé:
e™(t) 2 j e* f(t).ePdt = je-“’-”‘ f(t).dt = F(p ~ &)
0 o]
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Vidu I

. . P - i il P
Vi sinot= nén e'snetsz — o 16
p? +w? (p-A)?+0? (16)
Tudng ty ta cé:
- X
Petcosoty = — P A 17
R } o) ra? (17)
- A
Pet.choty= ——B & 18
Vit } B —o? (18)
e shot) = ——m— 19
A } b 1 o (19)
Vidu 2
Gia st Af(t)} = F(p) hay tim anh clia f(t)sinet.
Lot gidgi
wt -¥at
Ta cé: f(t)sinot = f(t) ige—
1
Do céng thiic dich chuyén anh:
RE(L).e) = Fp - i)
L (). = Flp + in)
Nén theo tinh chit tuyén tinh ta cé:
P sinot } = 2i [F(p - io) - F(p + io)] (20)
1
Tuong tu
Fif(t)cosot } = é[F(p ~ie) + F(p + )] @1)
Vidu3
Tim anh cla ham  f(t) = t*.e a > -1
Vikimt'csdnh {14 = At
Nén theo céng thiic dich chuyén anh ta cé:
Pty = LD (22)
(p-A)°



That vay d6i bién s6 (p - At = < ta dugc:
r 1
——l—qje “tdr = &% Rep > Repi
(p-2)°" 5 (p-A)

7. Tinh chat tré

Cho 7 12 mét hing s6 ducng.

Néu f(t) = F(p) thi h(t — v).f(t — 1) = e™ F(p). (23)

Truée hét ta nhan xét ring néu h(t).f(t) c6 dd thj la dudng cong C
thi d6 thi doc clia ham h(t — 1).f(t — 1) 12 duong cong ¢6 duge bing cach
tinh tién theo truc hoanh sang phai mét doan bing «.

Néu t va 1 1a nhiing dai lugng chi thdi gian, thi qua trinh bidu didn
bdt ham h(t - ©).f{t ~ 1) Xay ra giéng nhu qué trinh bidu didn bdi him
h(t).f(t) nhung cham hon mét khoang thai gian 1 (hinh PL.5).

Rt

Hinh PL.5

Ching minh.
Theo dinh nghia, ta cé:

o

ht — 1).f(t - 1) = je PCh(t - 1).£(t - Tdt

4]
Okhit <<

vi h(t-1) = .
l1khit>n1
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nén hit - 0).f(t - 1) = Te'm f(t — t)dt.
]

L&y tich phan v& phai, d8ibién s t, =t — 1, ta duge:

fert ft-ndt= [f(,)e ™ dty = e®. [£t)e™ dty = " F(@)

o] 0 0

‘8. Anh ctia mdt ham tudn hoan

Né&u f(t) 1a mét ham géc, tudn hoan chu ky T, nghia la:
f(t + T) = f(t) vt >0
thi anh cta né dude tinh theo cong thite sau:

P = —2 24)

Trong 46 ¢(p) 12 anh cua ham:

o) = je-P‘ £(t).dt (25)
0
0 khit>0
ot)= 4 ft) khi O <t < T
0 khit>T
Chitng minh
Theo dinh nghia, ta co:
oo T o
F(p)= [e™ f().dt= fer fw.dt + ferr fv).at *)
0 4] T
Trong tich phan thi hai bén v& phai, d6i bién st =u + T, ta dude.
j o Pt f(t).dt = Ie_p(‘”T) du=e™[e™ (u+Tdu
T 1] [H

Do tinh chat tudn hoén fu + T) = f(u) nén:

[err ) = ef’tf # f(u).du = e”".F@)

T %4

thay vao (¥) ta dudc:
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F(p) = ¢(p) + e""F(p)
Tit d6 rit ra:  F(p) = — 2P

Vidul

C6 mét hé thong tuin hoan cic xung, db thi duge bifu didn trén
hinh PL.6 trong d6 ham f(t) = 1 khi 0 < 1 < T. Tim 4nh ctia him f(t) biéu
dién hé xung dé.

&
1 1 I 1 1 !
{ t ! 1 1 i
Hinh PL.§
Bai gidi
Theo (25), ta cé: _
T T e—p.t T 1
o) = [e " f(1).dt = [ef.dt = =—{1-e")
0 0 & 0 P
1 1-e™
Vay Fp)= - ———
-p.T
p 1-e

Vidu 2

C6 mét hé théng tuin hoan cac xung hinh sin, 46 thi duge bidu
dién trén hinh PL.7. Tim &nh cfia ham £(t) biéu dién hé xung do.

Loi gidi
Theo db thi ham £(t) = ! sint| tudn hoan véi chu ky T = 7.
Ta biét:
T ) T 1
o(p) = je "Tit).de = [e" Isint|.dt = — (1 +e™)
0 0 p +1
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Do do6:

{ 1 l+e ™ 1
SRR S LA WY .
1-e” p2+1 1-e " p +1 2
Fitn

Hinh PL.7

9. Pac ham gbc

Gia st f(t) 1a ham gdc ¢6 dao ham f(t) cing 1a ham goc.
Néu f(t) = F(p) thi £(t) # pF(p) — f(0).
Chimg minh.

Theo dinh nghia thi f(t) = jf’(t)e Bt (26)
{

Dung phuong phap tich phén tung phan tich phan vé& phai dat
u=e"; du=-pe®.
dv =ftydt v =f(t)
Sau khi tinh toan, ta dugc:

jf'(t)er‘“ dt = f(t).e™

it

= w“r | =
o+ pjf(t)ev" dt = e*'f(t) |0 + pF(p)
[}

vi [(t)| € Me™ nén néu Rep = s > s, thi | f(t).e ™| < Me™ ' — 0 khi
t —» oc.
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Vay f(t).e™]o = -f(0)

Thay vao trén ta dugc:

ac

j £ (t)e ™ dt = pF(p) — {(0)

0

Pao ham cdp cao |

Néu f(t) c6 dao ham téi cép n va céc dao ham nay déu la ham gdc
thi bang cach ap dung hén ti&p cong thic (26) ta dude:

£(0) = p[pF@) — f0)] - £(0) = p’F(p) - pfO) - £O)

£9(t) = p{p*F(p) ~ pf(0) — £ - £(0) = p'F(p) - p*f0) - pf(0) — (0}

Mot cach tong quat:

() = pF(p) — pO) — p O - - - 1(0) 27)

10. Tinh tich phan géc

. ] ¢ R . :  F(p)
Né&u f(t) = F(p) thi jf(t) dt 13 mot hiam goc va [f(t) dt = —=  (28)
0 0 P

Chirng minh
Dit (t) = jf(t) dt v6 rang o(0) = 0. Ham @(t) c6 dao ham f(t) hién
1]
tyc titng khic bai vi:
t L M
Lo < froyars [ Mes at = M ogrt o <M. e

) 0 Sp
nén @(t) 1a mét ham géc c6 cling chi s tang v f{t).
Goi $(p) 12 &nh cla nd, ta phal tim &(p)-
Vi @'(t) = £(1), nén theo cong thiic dao ham géc, ta co:

f(t) = po(p) — p(0) = po(P)

Vi _ o 4 _ F(p
ay F(p) = po(p) tit do ritra &)= ——

p
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Nhdn xét;

Nhin tit cac céng thitc dao ham géc va tich phin goc ta thdy cac
phép tinh dao ham va tich phan géc dude chuyén thanh cac phép tinh
dai 86 v6i anh tuong fing. Nh3 d6 ma phép bién déi Laplax c6 nhiéu Ung

dung trong viée giai phugng trinh vi phan.
11. Dao ham anh

Néu f(t) = F(p) thi -tf(t) = F(p).
Theo mét céng thic da dude chiing minh thi ta ¢é:

o

F'(p) = [ - th(t).e ™at

4]
Ap dung lién ti€p cong thite nay, ta dude:
(- V2.A(t) = F(p)
(- Y"f(t) = F™(p)
Phan chitng minh déc gia c6 thé xem [3].
Vi du:

Vils 1 nén theo (30) ta dudgc:
p

(1) 1 !
-t=]—|=— suyrat= —

2 2
p p p
Mét cach tong quéat:
n'
tl] =
n+l
P

12. Tich phan anh

f(t)

Néu tich phan JF(p) dp héitu thi né la anh ciia ham e

p

Nghia la: @ = j F(p)dp
p
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Chirng minh

Ta cé:
TF(p)dp = po Tf(t).e""dt. (a)
o ] 0

L4y s, 1a mét s6 16n hon s,. Gid sit duong 14y tich phdn (p, ) nam
hoan toin trong nia mait phang Rep 2 s; khi 46 ta cé:

j f(t).ePdt
4]

< Mje—“l-%"dt
)]

D& dang nhan thdy ring tich phan bén v& phai hji tu. Vay tich
phan jf(t).e-mdt héi tu déu d6i véi p.

aQ

Vay trong (a) ta c6 thé ddi thit tu 1dy tich phén:

TF(p)dp = Tf(t).dt Te"’tdp = T%)ve"ptdt
P 0 0 0

R ft)
hay F(p)dp = —*
ay j (pydp = —
P
Vi du
ebt _ eat
Tim anh cia ham _ (b}
t
Loi gidi
. 11
Theo (4) et —et= —— - (c)
p-b p-a
bt _ _at -« —
Neén theo (9}, ta o6: & = j[pfh -pfa]dp -mP=2 @)

13. Tich chap cla hai ham sé

Pinh nghia:
Cho hai ham sé f(t) va g(t). Tich phan Jf('r).g(t —1).dr 1A mét ham
0

s6 cnia t, va dude goi la tich chap clia hai ham s6 f(t) va g(t). Né duge ky
higulaf*g.
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*g= j f(t).g(t - 7).dx (34)

Tinh chdt
~ Tich chap ¢é tinh giao hoan:

f*g=g*f (35)
That vay: dung phép bién ddit, =t - 7; dt, = -dr, ta cé:

*g=[f(1).gt-1).dt = -t -1,).g(r,).dx = Je). £t - <,).a0
3] a u]

~ Néu f(t) va g(t) 14 nhiing ham gée, thi f x g ciing 1a ham géc.
Vidu 1. Tinh tich chap.

t
et*t= je‘(t —-1).dt
o]

Loi pidi
Dit flt) =", pgt)=t
L
ta cé tich chap et*t= je’(t -1)dr.

o}

Tich phdn bén v& phai duge tinh bing phuong phép tich phan ting
phan, ta duge:

e*t=tle'-1)-(te'—e'+ 1) =e'—t_1.
Vidu 2. Tinh tich chap.

L

Sint *t = J-(t—t)sintd'r =—sint+1
t

Cost ¥t = I(t-—l’)COST.dI =-cost +1
0

14. Anh tich chap
Néu f(t) = F(p) va g(t) = G(p} thi anh clia tich chap bing tich cac
anh.
F*g=F(p).Gp) (36)

3 trén ta da nghién citu cach tim Anh cia mot ham gée. Bay gid ta
& giai quyét v&n d8 tim ham gde khi biét anh.
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15. Quan hé gi{ra gdc va anh

Dinh Iy

N&u f(t) 14 mét ham gdc véi chi sé ting 1a s, va F(p) 1a anh cia né
thi tai moi diém lién tuc cha f(t), ta cé:

A+

1 t
f(t) = ot je F(p).dp (37)

Trong d6 a 12 mét s6 thyc bat ky 16n hon s,. Tich phan bén v& phai
hiéu theo nghia gia tri chinh.

Cong thie (37) duge goi 14 ebng thitc ngude cia Mellin. Ta thita
nhan céng thic nay ma khéng chiing minh.

* Biét ham anh tim ham gdc 12 bai toan nguge réit quan trong khi
st dung phép bién déi Laplax. Mic di ta da c6 cong thiic lién hé giita
ham géc va ham anh theo (37) nhung nhiéu khi ta khéng xac dinh dude
tich phén trén dusi dang giai tich.

D& tim ham géc khi biét ham anh ¢6 nhidu phudng phap. Dudi day
chi trinh bay phuong phap thuc hanh dé tim ham géc khi ham anh 1a
mét phan thic hitu ty thuc sy va tim ham gée dusi dang chubi.

16. Diéu kién dd dé F(p) 1a mét ham anh

Dink ly. Gia s F(p) 12 mét ham bién phitc thoda man cac didu kién
sau:
+ F(p) gidi tich trong nlia mit phing Rep >s,.
+ F(p) > O khi |p| > +co trong nita mat phéng Rep < s, déu
A6t véi argp.

+ Tich phin jF(p).dp hdi tu tuyst déi.

a 1m

Khi dé F(p) 1a anh cua ham f(t) cho bdi ¢6ng thic sau:
f{t)= i je"‘F(p).dp a>s,;t>0
2m

a—iw
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17. Phuong phép thuc hanh dé tim géc clia mdt phan thic hitu ty

Pé tim gdc clia mdt phén thitc hitu ty thuc sy véi hé 6 thue, trong
thyc hanh ngudi ta phén tich né thanh chc phan thic t&i giam loai I va
loai I1.

Cac phan thic t6i gidn loai I ¢6 dang:

1 1

hay
p-a (p-a)"

(a thuc; n nguyén ducng).
Cac phan thic t81 gian loai II ¢6 dang:

Mp+N Mp+N
2 hay 2 n
p +2pb+c (p~ +2pb+c)

M, N, b, ¢ thuc; b? — ¢ < 0; nnguyén duong)

D6 véi chc phan thic t81 giam loai I ta chi ¥ rang:

n-1
1 =1 '1T = t
p p (n— 1)
Do d6 ding céng thie dich chuyén anh, ta duge:
1 '_: eat; 1 _' eat. tn_l
p-4a (p—a)® (n-1)!

D& véi phan thic t61 gian loai Il, ta lam nhu sau:
Ta dua tam thitc § miu s8 vé€ dang chinh téc:
Mp+N M(p+b)+N-Mb M(p +b)+ N -Mb

> +20b+0)"  [+D) +(e-b") [(p+b) +a’]"

Trong dé a?=c-b?
e Mp .
sau d6 ta tim gbc cua — ——— va cua (N - Mb) —
(p +a) (p +a )
Réi diing céng thiic dich chuyén anh.
F . 1
Khi tim gdc cua ham _Tf—z— hodc cia ham — ——— ta
(p’ +a ) (p” +a)

thudng diing téi cong thitc dao ham anh.
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Vidu I
. w p+1
Tim ham goc cua F{p) = -

p +p+1
Léi gidi

2
Y R . - 3
Dua miu s6 vé dang chinh tde: p’ +p+ 1= (p+—;—) +Z

ta co:
i 1
1 P ,
+
F(p) =~ —> = o 25
bl o)l i)
p+—| +- p+=| +- p+—1] +-
2) 4 2) 4 2) 4
Theo (10), ta cé: = cos-\g—gt
P+
4
P .2 . 43
= —sn—-t
P 3 2
p +—
4
Ap dung cong thic dich chuyén anh, ta dudc:
1
p+ - t
-———22——_:392C05—-—t
by,
p+—| +-
2/ 4
1
p+— .
s 3
3 :ez—g—ﬂn——t
[ 1] 3 3 9
p+=| +-
2 4
¢ i J3
Vay ft)= e 2cos—t + e 2 —sin—t
2 J3oo2
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Vidu?2
3p-4

Tim géc cia ham F(p) = ——
(p -2p+2)

Loi gidi

Bua mau s6 vé dang chinh téc I:
F(p) = 3p-4 _ 3p-1-1 (p-1) ) 1

2 ‘ '
® -2p+2)  [(p-D'+D] [0-D'+D'1 [p-1*+ 1]
) 3p 1

Dit G(p) = (}f +1)2 —GH)Z thi G(p - 1) = F(p). Vay tim dude

goc ciia G(p) ta sé diing céng thitc dich chuyén inh dé tim gde cua F(p):

Vi 1 1] p L1 1 . p _1f 1
PRI 2p% 41 (1P 2lptel
(p +1) p +1 p (p+1) P+

. _ 3 1 1{ p 11
N Glp)=—= - = - =

= cost nén ap dung tich chat dao ham anh, ta

pZ+1 p°+1

dudc:

t

1 . 1
; = -tsut; 5 = -tcost
p +1 r +1

Tt (a) ta suy ra: g(t) = -g—tsint + %tcost - %tsint

3t t sin t
f(t) =e' g(t) = €' | —sint + —cost —
2 2. 2

Vidu 3
3p° +2p+2

Tim géc clia ham anh F(p) = -
(p-2}p +4p+8)
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Lai gidi
Trude hét ta phéan tich F(p) thanh phan thic té1 gian.
Dia theo dinh Iy Bodu chdng han ta dude:

1 2p+3
F(p) = + Z
p-2 p +4p+8
Hay
1 2p+2)-1 1 +2 1
F(p) = L, 20 2) _ +o_ (P 2) ~ :
p-2 (p+2) +4 p-2 (p+2) +4 (p+2) +4
L 2p 1
Vi — =™ - = 2cos2t; - = —sin2t
p-2 p +4 p +4 2
Theo céng thite dich chuyén anh, ta cé:
+2
QLQZ—— = 2.e% cos2t
p+2) +4
1 . ;
— = g%, —sin2t
p+2) +4 2

Cudi ciing ta dugc:

1
f(t) = e® + 2e%coslt - %, —sin2t
2

18. Tim ham géc dudi dang chudi

Dinh Iy
Néu F(p) giai tich tai diém p = , nghia la, gan diém & 1an can
diém p = x, khai trién Lérang cia né, ¢6 dang:

C C C = C
Fp)= L+ 2+22 =)
P p P n:l p
Thi F(p) 12 anh cua ham h(t).f(t), trong d6:

C C o n—l
fit)=C, + -2t + —2t* +
®=C+ 2! z; " (n-1)
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(Nghia 13 mudn dugc f(t), ta 18y gia tri cua timg s6 hang trong
khai trién ctia F(p)).

Vidu 1
- k] 1 o
Tim gdc cua ham F(p) = e k
o
Loi giai
- 11 (- 1)" 1
Khai trién eP?P=1-—+ 5 Z )
P 2!p P
Vay F(p) = “Tar
kgj kl pn kil
n-k
1 t k ter
Vi = nén f(t) = Z( 1) ;
Pn+k+1 (n 4 k)‘ k=0 k! (I'l + k)
Vidu 2
g
Tim ham géc cua phan thitc F(p)= 11:
p -1

Bai gidi

Khai trién F(p) tai 14n can diém p = o, ta duge:

9 9

P P 1 1 1 1 1
Flp) = w0 B Tt T o T T e

o —1 1 1 P P D p
P p
Theo dinh 1§ tim gdc dudi dang chudi thi:
10 20 10
t t
fity=1+ — + — +...+
00 20 (10n)!

Bang PL.1 cung cip cac anh théng dung.
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Bang PL.1. Anh thong dung

Goc Anh Goc Anh
1 1 t 1
p 0?
eat 1 t“ n|
p —-a n+1
sinat a e nl
p® +a’ (p-ay
cosat p t.5inwmt 2pe
p? +&° p? +6°)
shat a t.cosmt p? —a?
p° -a? (p* + o?)?
chat p t.shot 2pm
p2 _aZ (pZ _m?)2
e* sinot o t.chot p? +@?
(p-ay +o° (p* —0?)
e*.cosot p-a e“sin(mt + @) mcosg+(p-a)sing
(p—a) +o? (p-ay +o°
ecos(ot + ) (p-a)cos@—msing
(p-a) +o°
Bit) 1 5.(t) =1
Joft 4 J.(t n
(D) : [ JF_)? ~ p]
pe+1 S
pZ+1
t &E:Q A =1
p
- 1 _agp 1 o*
1 y e ™ ———cos(2JaE) 1 3
a it ——e
nt JE JE JE
1 . - 1 -
— sin(24at) I —L_ch(2vat) e
Jnt | 5 N 5
! shiavat) 1
T e
PyP
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§2. PHEP BIEN DO LAPLAX - CACXONG
Anh Laplaxo - Cacxéng ctia ham gde f(t) duge dinh nghia tit tich

phin:

p[e™(t).dt (39)
o]

F.(p) 12 anh Laplax - Cacxdng cua f(t)

Néu ki hidu:
F(p) 12 Anh ciia Laplaxo cua no,

thi theo (39), ta cé lién hé:
pFp) = Fx(@)
Nhu vay khi 6 bang anh Laplax, néu dem nhén

s& duge bang anh Laplax - Cacxong.
Zu déi Cacxéng thuding gap khi gidi cac bai toan
dan nhdt tuyén tinh khéng lao hoa

méi anh v p, ta

Bing PL.2. Bi

Bién déi Cacxéng ¢
P

B4 thi

Ham géc
§(t)

c.ht)

£ h(t)

i}

1

=N LI —

(1 e™phit)
1 -Z
5 i-e ]h(t)
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Ung dung:

1. Giai phudng trinh tuyén tinh véi hé s6 hang s6 va giai hé

phucng trinh vi phin tuyén tinh véi hé s& hing sd.

2. Giai phuong trinh tich phan.

3. Giai phuong trinh dao ham riéng.

Trong hal muc trén nguyén tic chung la céAc phép tinh dao ham,
tich phan ¢ cac phudng trinh vi phin véi cac ham géc duge chuyén
thanh cic phuong trinh dai s& d6i v6i bam anh tuong tng. Tim nghiém
dnh & cac phitong trinh anh. Tit nghiém anh ta tim ham géc nho phuong
phap bién d6i nghich. Doc gia c6 thé doc vi du & cac tai hi¢u [3] [5). Riéng
cach giai phuong trinh dao ham riéng cdn c6 vai luu ¥, chiing t6i s@
trinh bay dé ddc gia tham khao.

§3. UNG DUNG GIAI PHUONG TRINH VI PHAN DAO HAM RIENG

Phép bién dsi Laplax mét chiéu quan hé dé&n bi€n s6 thoi gian ta
c6 thé s dung d€ giai cac bai toan phuong trinh dao ham riéng don gian
khi ham chua biét U(x, t). Trong d6 bién s6 x thay doi trong khoang
0 < x <1 hodc trong khoang 0 <x<xva-x<x<ow, Bién s6 t thay doi
trong khoang 0 <t < oo. Mit phéng x, t x4c dinh mét mién xac dinh cho
Uz, t).

Vidu: ~Métdai0<x<], 0<t<ow.0<x<0,

—M@tphﬁntdmétphéngOéxSw, O0<t<oo.
— Mét nita mit phing —wo<x <, 0 <t <.

Pidu kién d6i véi U cho t = + O nhu da bist goi 1a didu kién ddu.
Diéu kién quan hé dén gidi han x = hing s goi 1a diéu kién bién.

Phép bi&n déi Laplax chi lién quan dén bién s¢ t > 0. Con bién s8 x
ta khong dé ¥ tdi va xem né 14 hing sé.

Anh U(x. p) ]a ham cla x va p tif d6 ta suy ra quan hé:

Ead

AU, t)} = je »U(x, t)dt = ulx, p)

0

Theo dinh 1y v& phép bién déi dao ham, dac ham ddi véi t 1a:
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7 {w} = p.u(x, p) — U(x, +0)

U (x,t) ) oU(x,t)
(/@ RS20 ulx, p) —pUx, +0) - ———=
{at}p(p)p() x|
DPao ham theo x:
7 {20} - L g )
ot ox
va P {aUz(x,t)} _p, up)  0UG10)
ox.0t ox ox

Ngay lap tfic ta thay ring, it phudng trinh dao ham riéng trong
mién géc sau khi sit dung phép bién d6i Laplax thi xuit hién phuong
trinh vi phan thudng trong mién anh. Dé1 véi anh u(x, p) nhu ham caa
x. Khi d6 phép bién d6i Laplax dua ra nghiém phuong trinh vi phan
thudng trong mién anh.

¢ phuong trinh vi phan thudng, diéu kién dau trong mién goc dude
thé hién trong mién anh nho cach tinh dao ham anh.

Diéu kién bién trong mién géc anh duge tinh tit cach bién d6i
Laplax diéu kién bién trong mién géc.

Vidu Tinh didukiénkhix=aviax=h.

UG, ], = lim UGk t) = G,
U(X, t) x=h = xlig-}ﬂ U(XJ t) = GZ(t)

Pua dén diéu kién bién trong mién anh.
uep)|, , = lim W p) = 216,0) = g0

uxp)] ., = lim Wxp) =G0} = £:p)

Biét ham anh u(x, p) ta tim duge ham géc U(x, t).
Vidu

Mbt thanh ¢é6 mét ddu ngam va mét diu tu do 6 chiéu dai ), lic
dau nidm c6 vi tri cAn bing, trung véi doan OH ctia truc x nhu hinh
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(PL.8). Tai diu H thanh chju 1 ic P hudng theo truc x va phu thuée
vho thoi gian theo qui luat P(f) = Asinot. '
Tim dao dong doc cua thanh.

N\ 2
\g —
H X
Hinh PL.8
Bai gidi
Theo 1y thuyét dao dong, phuong trinh dao dong doc clia thanh 1a:
o’'u ,0'U
, 2 2 (@)
ot ox
. 2 7s 1% O E
trong dé a’.la hingsd, a = |—
p

E - médun dan hoi.
p - khéi lugng thanh.
Utx, t) 1a d6 léch doc ciia diém x phu thuge vao thai gian t so véi vi

trf can bing. Theo diu bai, ta cé:
cuJ

Cac didukisnddu Ul =0, —|, =0 (b)
ct
i v ) du ]
Cac diéu kién bién UL:O =0, —|,., =—-smnot
ox
Lap phuong trinh anh.
Bién d6i Laplax biéu thiic (a) véi cac chi §:
jetul o aU(x, t)
7 . =P 'I..].(X, P) - PU(X'; +O) - L,:;—D
ot L
Jul _ad" &"u(x,p)
i ; =__? u(x,p) = _. Z i
0x ax ox
Piéu kién dau Ux, +0)=0 (c}
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ou

_,._L.:.U =0
ot
Phudng trinh anh cua (a) la:
2
. , ¢ u(x,p)
pe. u(x,p) = a". — (d)
ox

Céc difu kién bién gdc dude chuyén qua diéu kién bién anh la:

~ ou(x, p) _ A ® ©

o =05 IR
ox E p +o
D& tim ham anh U(x,p) ta giai phudng trinh vi phén cdp 2 bién 6

u(x,p)

14 x thoa man cac diéu kién bién.

Nghiém téng quat cua (d) 1a:

U=CochEx+Cehlx )
a a
C,, C, 1a cac hang s8 tich phdn dugde xac dinh tit cac diéu kién bién:
U(x,p)|,.o =0 taduge C,=0. (g)
A
ux,p)l,, = —- ; ta dwge Co:
E p +w
b Az
C,= trong @6 b= —— (h)
2 2 1 E
p(p +o jch—p
a
Vay
X
bsh —p
u(x,p) = & o)
2 2 1
p(p +o Jch—p
a

Pé tim ham goe u(x, t), ta diang phép bién déi nghich cia u(xp),

ta co:
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. W
sin —X

. . 2 - .
U(X, t,) = _-.—-]l—s]'n%s}nmt_F__E}_j_Z(ﬂl)n a : SlIlQnt (j)
2 ol a 1 n=1 0)2 —0}2 0]
w8 Cos5— 2 n n
a

Ulx, t) = 3 |Resu(p).e ™, py |
K

Véi p, 12 cuc diém cua u(p).

Ham u(p) c6 vb s6 cac cye diém 4o la nghiém cia phudng trinh

p? + »* = 0 va phudng trinh ch. 1 p=0.
a

Phuong trinh p® + @ = 0 c6 nghiém 1a p = + 10.
21

1 "a 1 -
Phuong trinh ch. —p = 0 hay er = -1 = & b nghiém la
a

2u+l . . .
p= — —ani vé unguyén bat ky.
2e

Nhiing cyc diém 4o ndm phia trén truc thyc la:

) anl 1 )

P=in; p,= —|a——|=io, m=1,2.)
e 2

N&u o, # ® véi moi n (tdc khéng xdy ra cong hudng) thi céc cuc

=2 = - ~ - s A : s
diém néi trén 1a cac cyc diém don. Kh dé:

ix
bsm{—m}
a el(ut

2iu)2 cos [lmw

a

[Res.u(p).e™, o] =

[Res.u(p).e™, 0] = ab i
o, (0 -o’)isin o,
a

. X
5| —
ab a st
e n

l o (of ~w2)icosrnt
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Thay cac ké&t qua vao (), ta duge:

Ufa, t) = 2Re {[Resu(p).ep‘,im] + i[Re s.u(p).e‘“,imn]}

n=1
Hay:
sin - - X
1 . 0X . 2ab & ) t
Ux, t) = —~—lsm——~—smmt+—a—2(—1)“ 5 a ; sin 2n
©? cos - a = @o =@ @a
a
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