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Ji ndi dau

Bo gido (rinh ndy ¢6 lién quan dén cdc chuong trinh méi cta cice 16p du bi vao cic truong dai hoc (Grandes
¢eoles), duge dp dung cho ki tyu truomg thang 9/1995 daoi véi cde I6p nam thd nhiat MPSI, PCSI vi PTSI, vi cho
ki tiru trudmg thiang 9/1996 doi vai cace 1op nam thit hai MP, PC, PSL

Theo tinh thin cha cic chuong trinh mdi, thi bo gido trinh nay dua ra mot sy doi mai trong vice giang day mon
vat i ¢ cic 1op du bi dai hoc.

e Trii v&i truycn thong da in sau diam nét, ma theo dé vat Ii bi xEp vito haing mon hoc thid y&u sau todn hoc vi
cde hicn tuong da bi che 1ap bai khia canh tinh todn. Tuy nhicn & day cic tdce gia di ¢ gang thu xép dé dat todn
hoc viio ddng chd cua né bing cdch uu tién din dat wr duy va lip luan vat i, dong thoi nhim manh Ién cdc tham
80 ¢O y nghia vi cic he thite da ket hop chidng Tai voi nhau .

e Vit Ii [a mot mon khoa hoc thue nghiém nén phai duge gidng day theo tinh than do. Cic tic gia da quan tam dac
hict dén vice mo ta cic thict bi thi nghiém nhung viin khong bo qua khia canh thue hinh. Mong sao nhimg ¢6 gang
el cde e gii xS thiie ddy thity va trd cai Gén hodc tao ra cac hoat dong thi nghicm [uon luon day chat sing tao.

e Vit If khong phai 1a mot khoa hoc coi thuong vat chit, chi chi trong dén Lap ludn trire twong ma dimg dung
v6i thue Gién cong nghe. Mai khi vin dé duoe néu len, thi cic tdc gia da dinh mot ¢hd xdng ddng cho cic dp
dung khoa hoc hay cong nghicp, dac bi¢t d¢ kich thich cdc nha nghién cru va ki su tuong lai.

e Vit Ii khong phiti Id mot khoa hoc thicu tinh doc ddo va vinh hiing, ma vat I 1a sin pham ciia mot thoi dai va
khong tu tach ra khot pham vi hoat dong cua con nguai.

Cic e gid da khong coi thudng céc ¢t licu lich st cdc khoa hoc trong vice mo (4 sur bién doi ctia cdc mo hinh
Ii thuydt cling nhu thay thé cic thi nghi¢m trong boi canh cua ho.

Nhom tdc gid md Jean-Maric BREBEC di phdi hop, gdm cic gido su cde 1dp du bi rdt timg trdi, da ¢ mot bé day
cac kinh nghi¢m trong cdc ki thi tuyén vao cde truomg dat hoc va 6 nang lue khoa hoc cao dugc moi ngudi
nhit rf cong nhan. Nhém nay da comg Gic chat ¢hé véi cde (de gia cua b gido trinh cha DURANDEAU va
DURUPTIY cho ¢dp hai cde truomg trung hoc (tuong duong trung hoc pho thong clia Viet Nam).

Sdch cho cic 16p du bi dd k& tiép hoan hio sdch ¢ ¢ip trung hoc ca vé hinh thie, ndi dung 1in y twdng.

Chiing 61 bao dim ring cic cuon sich nay 1a nhimg cong cu quy bdu cho sinh vién dé chudn bi ¢4 hicu qui
cho céc Ki thi tuyén, ciing nhu d¢ ¢6 duge mot su trau déi khoa hoc viing chac.

J.P. DURANDEAU

Co hoc chit 1ong i mot phin quan trong cua chuong trinh vat i ; thit vy, né cho phép -

* ¢6 duge cde "hinh anh" cu thé vé y nghia vit If clia cde todn tr khdc nhau nhu todn tr dive va todn (i rota, 1a
cdc cong cu thuong dung trong di¢n trhoc ;

* vl "nhin thily" mot cich cu thé cdc dang can bing.

Trong ba chuong diu, tic gia nhin manh vio viée mo hinh hdéa dong chay caa mdt chat 1ong vaGi hai cdch mo d
kha di : hinh thice Tuan Lagrange va hinh thiic Tudgn Euler. Hinh thae ludan Euler dan dén cdce cong cu dac biét
nhu phép 1ay dao ham toin phan @ cdc cong cu nay cho phép nghicn ctiu trong thoi gian ddu cde phuong trinh vi
phan vé bio toin khai luong (ma khong quén dang tich phan), v sau d6 mé ta mot s6 dong chay cua cide chit
long, dac biét cac dong chay thé.

Gido trinh sau d6 chia thanh ba phan 16n.

* Dong e hoe cde chdt 1ong 1T nidng - Sy bién déi cla trudmg van 10¢ cha cde chit 1ong nay tuan theo phuong
trinh vi moé ECLER, ma cdc tich phan din dén cidc bat bicn (trong dé ¢d bl bicn BERNOULLI.

» Cac chdr long thure - Sau khi xdce dinh do nhdt cda mot chilt 1ong NEWTON véi cdc he qui khiac nhau 1én céc
dong chiy (dong chiy POISECILLE, COUETTE), ta d¢ cip dén viee mo ti cde dong chay cta cde chit 1dng thuc,
ma dac tinh roi hay khong tuy thuoc viao s6 REYNOLDS Re. SO Re nay ciing cho phép "luong tir héa” phéin
trong ng vai cdce hién twong don luu va khuéch tan.

* Cde dang can bang - DA danh hin mot chuong cho vice dp dung cde dinh luit dong luc hoce va nhiét dong hoce
cho cic chat long khic nhau dang chuyén dong theo dong chiy, nghia 1a dp dung cdc dinh luat dé cho céic dang
cin bing (dong luong, nang luong,..).

Cdc khai ni¢m khidc nhau niy duge minh hoa bang nhic¢u vi du dura vao mot s6 16n ciac mo phong va édnh chup.
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SU MO HINH HOA
MOT CHAT LONG
DANG

CHUYEN DONG

THEO DONG CHAY

\

M 2 5’ A
Tu ¢ thé mo ta dong chay clia mor chdt long néu
hiét chuvén dong ciia timg hat nguyén to ciia chdr

long. Tuy nhién, vi s6 hat qud lon, nén ta khong thé
1ién hanh cdch nghién citu nhw vay diegc.

Viéc nghién cieu dong chay co thé dwoc gidi han &
chd chi can biét chuyén dong tdp thé ciia mor nhom
hat nguyén 16" cau thanh cdai ma ta goi la mot hat
chdt long.

Vay ta sé mo ta duoc chuyén dong nay nho mot
trong cdc dix kign sau day :

e hodc Diét quy dao ctia timg hat chdt 1ong theo thoi
gian va vi tri ciia moi hat & mor thoi diém ban ddu

1y cho truecc : do la cach mo ta Lagrange, theo tén
nha todan hoc Phap Louis LAGRANGE (1736 — 1813) ;
e hodc biét van toc¢ ciia moi hat chdr long & moi thoi

diém t: do la cach mo ta Euler, theo tén nha rodn
hoc Thuy St Léonhard EULER (1707 — 1783).

Thanh thir ta ¢o thé nghién citu dong chay ctia mor
chat long voi mor trong hai cach mo ta trén. Tuy
nhién, cdach o ta EULER (truong van toc cia cac hat
chdt long phu thudc vao cac toa do khong gian va
thoi gian) la thue 1€ hon ca.

Mvuc TI1EU

B Cic cich mo td mot chat long dang
chuy¢n dong cta Lgarange va Euler.

B Phép ldy dao ham toan phin.

DIEu cAN BIET TRUGC

B Hong hoc cia chit diém.



1 Mau chat luu

1.1. Chat luu la gi ?

Ta da duva ra khai niem v& chdt lvu (xem H. Prépa, Nhiét dong luc hoc,
ndm thit nhdt). Céc trang thai 16ng va khi déu 1a cic chdt lvu d6i 1ap véi

trang thai rdn.

1.1.1. "Bién gigi" 16ng- khi

nuoe khi
(P =1 bar va nude long
T~400K
P ~0,5kgmi> Prong = 1,0.10°kgm™
g #2100 m7 | npy, #3.107m

H.1. Khéi luong riéng va mdr do hat
cua nuoe khi (hoi nudc) va nuoce long.

Ton tai mot sy khéc biét chi y&u vé céch hoat dong ciia chét khi va chat
10ng, chdt khi bao gid ciing choén toan bo thé tich danh cho nd, trong khi

chat 16ng lai khong.

Bién gici 1dng - khi dugc dic trung bdi su khac nhau vé cdp do lon cia
khdi lugng riéng va mat do hat. D6i vaéi chdt 10ng thi cac dai lugng d6 1on
gap khoang ngan lan céc dai lugng tuong tng cha chat khi : d6 1a két qua

ma ching ta quan sat dugce déi voi nude (h.1).

Khéi lugng rieng lon ¢6 nghia 1a cac hat rat gdn nhau, va do dé, cac luc

trong tac phan ti trong céac chat 1ong la rdt 1on.

14’p dung 1

Mait do hat cia nude

Tinh mat do hat n* :
* cua nudc 6 trang thdi long ;
* cia nudc o trang thdi khi & nhiét do T = 400 K,
dwoi mot dp sudt P = 1 bar. Gia thiét chdt khi nay
tudn theo dinh ludt cia céc chdt khi ly tuong.
Dir lidu :
Khéi lugng riéng cia nuoc long :

p= 1,0.10° kg.m_3
Khoi lugng mol cia nuée : M = 18.10‘3kg.m01—l
S6 Avogadro : N =6.10% mol™!

Hdéng so khi ly tuomg : R =8,31J.K " .mol™!

* Nuvc long : mat do hat bing :

3
nt=LN, = —10—3—6.1023 ~3.10%m™
M 18.10”
* Nwoc khi : chdt khi nay duoc coi la khi ly tuong,
nén luong var chdt n = 1 mol chiém thé tich :

RT  8,31%x400
y=20 82X h
P 10°
Biét ring N4 hat chi€m thé tich d6 nén ta c6
n*=1,810"m>.
Ta thdy khéi lugng riéng vao co :
-3
_M_ 1810 © ~ O,Skg.m_3
Vo 33107

=3.3.10%m3

1.1.2. "Bién gidi" 16ng - rdn

Thiét 1ap "bién gidgi" 16ng - rin khong don gian, nén ta ciing khong ¢4 dua
ra mot dinh nghia chit chg vé chat 1dng doi 1ap véi chat rin.
Trong khi cac chdt rin (gin nhu ) khong thé bién dang, thi nhur moi nguoi
déu biét, chat 18ng (trai ngugc voi chat rdn) lai ¢6 kha ning :

* "troi chay" (manh yéu tiy theo d6 nhét cia no) ;
* khit v6i hinh dang cha binh chita n6 ;

* duge khoi phuc lai mot khi né bi "phan tan" d6é day (vi du, ta hdy hinh
dung céc giot nhd li ti clia mot may phun diu ma ta ¢6 thé thu hdi lai vao

trong mot céi coc).




Su khic biet vé tinh cach hoat dong gitta chat rin va chit 16ng duoc giai
thich la do tinh linh dong cao hon ciia cac phan ti & trang thai 1dng.
Ta s& lai tim thdy mot sy khac bigt chi yéu khac gitta chdt 16ng va chat
rdn khi nghién cttu dong hoc : cdc van tdc cla cac diém khic nhau cla
mot vat rdn, lién két cling v6i nhau, da lam xudt hién vecto quay tic thoi
0 cia vat rén. Nhu vy, van toc cda hai diém M va P gén vao mot vat
rin s& c6 dang :

O(P) = 5(M)+ 2 A MP
(xem H— Prépa, Co hoc vdt rdn, ndm thit hai). Vin d& sg trd nén tinh t&
hon nhiéu d6i v6i cic chat 16ng dang chuyén dong.
Mudn dé cap dén viéc nghién ctru dong hoc nay, ta cin dinh ro pham vi
nghién ctru ¢é x4c dinh dugc van tdc vi mo clia chét luu.

1.2. Chat luu 1a méi trudng lién tuc

Ta hay xac dinh céc chiéu dai dic trung cho sy quan sat.

1.2.1. Thang vimé

0] thang vi md, chat luu 1a mot moi trudng lién tuc.

Chiéu dai L dic trung cho sy quan sat & thang vi mo nay bi dp dit diéu
kién bai vdn dé nghién ctu (k. 2).

Chiéu dai dac trung clia dong chay nay la do rong ciia song dao.

Vidu:

vi du

chon chiéu dai dic trumg L

dong chay cta mdt con sdng

d0 rong cda long song

dong chay cia chét luu trong 6ng din

dudng kinh 6ng din

dong chay clia chit luu quanh vat can

kich thuéc "ngang” clia vat can

nghién ctu mt dai duong

dd sau cia dai duong

duong kinh cha mdt tinh mach hay
dong mach ; gigi han dudi clia L c6 thé
dugce xéc dinh trong c4c 6ng mao mach
ching han (L lic ndy vao cd mot phan

dong chay clia mau

s0 ctia milimét)

H.3. Mot s6 chiéu dai ddac trung L.

1.2.2. Thang vi md

O thang vi mé, chat lwu chi yéu 1a gidn doan : né gém céc phan tir
chuyén dong nhiét khong ngimg.

Dboi véi mot chét khi, thi chiéu dai dic trung [ két hop vai thang vi md
nay c6 thé 1a quang dwong twe do trung binh cia cdc phan tir (khoang cach
trung binh ma mot phan tlr chay qua gitra hai va cham, vao c& micromét
trong cac didu kién thong thudmg) hay la khoang cich trung binh gitra céc
phan t& d6 (h.4).

Céc thang vi mo6 va vi mo nay chi khac biét ro rang néu L >> [ ; sy phan
biet nay khong thé t6n tai dugc ntta, néu ! 16n hon ro rét (chdt khi & 4p
sudt rat thdp), trong khi L lai nho di rdt nhiéu (vi du céc 6ng din cia mot
mdi truomg x3p).

Chilu dai dic trung clia dong chay nay
la d¢ rong clia sdng dao

H.2. O thang vi mo, chiéu dai ddic
trung cua dong chay nay la dp rong
ctia séng dao (cdu Tho Dai & Venise).

quing duong trdo —
trung binh clia cac
phan tr

e /
phan tir

—— chidu dai
dic tnmg cla

dong chay &

thang vi md
H.4. O thang vi méb, chdt hwu duoc
mo ta boi chuyén dong cua cdc phdn
tir khdc nhau. Chiéu dai ddac trung
ciia thang nay cé thé duoc biéu dién
boi khoang cdch trung binh giita hai
phan tr hay quang dwomg tu do
trung binh cta chiing.



14’p dung 2

Khoang cich trung binh gita cdac phan ti

binh gitra hai hat la :

Tinh khoang cdch trung binh gigu cdc phdan
doi voi ;

* nudc ¢ trang thdi long ;

* nudc O lrang thai khi ¢ nhiét do T = 400K,
duci dap sudt P = 1 bar. Gia thiét chdt khi nay
twan theo dinh ludt cac chdt khi Iy tuong.

* Nuvc hoi

Dirliéu :
Plong = l,().103kg.1n_3 ; Nj= 6.107 0 mol ™!

M= 18.1()‘3ks‘1.mol_1 . R=8317.K ' mot!

d

I

¢ diy, khi duye coi nhu khi li
. N o RT

tuéng, N, phan wr chiém the tich V = ? , v

khodng cach trung binh gitta hai hat bing :

5 8,31x400

L[ RT
PN 4

~ 40107 m

* Nuve long : bict ring s hat N:%NA

chi¢m mot the tich 1m™, nén khodng cach trung

10° x 6.10%

- Vss.10°27 l

1.2.3. Thang trung mé

Thang trung md la thang trung gian giva (thang) vi mo va (thang) vi mo,
trong do chit luu vin con 13 mot moi trudng lién tyc.

0] thang nay, chit lyu bi "cdr" thanh nhimg ¢ ¢o ban (hay 0 vo cung nhd)
goi 14 ciac phdn tie chd@l luu, hay cac hat chdr vy, (chira mot 6 1on phian
(0r). Ich 1od clia sumd ta lien tye chit luu 13 & ¢hd cie dai lugng vi mo ¢o
thé duye k&t hop voi cdce hat chat lau nay. Cice hat nay ¢6 mot khii lugng
co ban khong ddi trong ién trinh van dong cda chil luu.

Van toc ctia mot hat ¢hat luu, ¢o tam (ai diém M & thoi diém ¢, bing gid
tri trung binh cda cdc van oc cace phan tr cta hat. Thanh thir ta thu duge
mot gid (ri vi mé dia phuong ¢ha van (0¢ chit hou, nghfa 1a duge xdce dinh
tai mot didm M & thoi didm 1. Lyu ¥ réing van (0¢ nay sé khiac khong néu
chit luu dang chuyén dong vi mo.

Xudt phat tir khai ni¢m nay, ta ¢6 thé nghién ciu duge sy phan bo nhict
d0 hay phan bo dp sudl rong chat tuu, Higu lyc ¢cia cich mo (i néi trén
(mi ta s¢ (rd tai sau) gdn Hén véi gid tri eta a [ kich ¢ cta hat ¢hit hn.
Kich ¢o niy phii dd nhd ¢ mice vi mo dé ¢o thé coi cac dai tugng L lien
tuc, nhumg lai phii di Ién & mic vi mo (lde ndy hat chit luu chia mot so
rat Iom cic phan (r ) dé ¢6 hé bd qua nhimg (hing gidng két hop vai
chuyén dong nhi¢t chiing han.

St md 14 chdt vy xudt phit ar chuyén dong cda cdc hat cht luu nay s
cho phép ta st dung phép linh tich phan.Ta hay thir xdc dinh cde kich
thude cia hat chit lwu né€u gid thiét hat ¢ dang 1§p phuong canh a : nhu
vay chidu dai ddc trung nay s€ xdce dinh thang (rung mo

Vidu :

Xét chuyén dong cia nude 10ng rong mot ong din ¢o dudmg kinh 10cm :

* dGi vi dong chdly nay, ta co L=~ 107 ' m;

10



* khoi lugng rieng cia nuéce 1a p = 103kg.m_3 . Khéi lugng mol (phan tir

gam) clia nudc la M = 18.10_3kg.m01_l , khoang céach trung binh gira hai

phan tr nudc vao co 3 M z3.10_10m, nghia la 11070 m veéi
NAp

Ny= 6.10% mol ™! ;

* Cho a gia tri thda man / << a << L, vidu 100 %m <<a<<10"'m. Gia
thir ta 18y az10_6m:1,um.

Mot thé tich lpm3 nuéc chira mot khoi lugng dm = 10—15kg nudc, nghia
10715 x6.10%
18.1073

dmN A

1a chita ~3.10'° phan tir !

phan tr nude, khoang

Nhu vay hat chdt 16ng ¢6 khdi lugng dm bang 10_15kg, chiém mot thé

tich dz=10""8m?> (hinh lap phuong ¢6 canh a = 1 pm) va chia khoéng
10'% hat (1.5).

Mot cach lya chon khac cling hoan toan c¢é hiéu lyc d6i véi tinh hudng
noi trén la 1dy mot hat chat 16ng c6 khdi lugng dm béng 10_6kg, chi€m
mot thé tich dr=10""m? (hinh lap phuong ¢6 canh @ = 1 mm) va chira
khoang 10'° hat. Nhung su ton tai cac lyc nhét o thé khién cho cach lya
chon nay (a tuong dsi 16n) bi sai 1&ch & lan can cdc vat chudng ngai (vi
xudt hién cac 16p gidi han, xem chuong 5).

& thang trung mo, cac kich thudc dic tumg ciia hat chat 16ng phai nhd, so
vGi L va 16n so vai [ (1a khoang céch trung binh gitra hai phén t&). Phai cé
mot s& rat 16n phan tir (10'°) tao thanh hat chat 16ng d6 dé dat t6i cac
trung binh cuyc bd ¢ tinh chat vi mo.

Thang do hat chit lvu, thang trung md, 1a trung gian gia thang vi
mo va thang vi mo. N6 cho phép két hop vao hat do, cic dai lwgng vi
mo dung dé mé ta chat lvu nhe mot moi truomg lién tuc.

2 Quan diém Lagrange

Ta hay chi y t6i mot chdt 16ng (vé mit vi mo) dang chuyén dong trong
hé quy chiéu nghién ctru, chuyén dong thuomg dugc goi 1a dong chay.
Nghién ctru dong chay nay, vi du nhu mo ta chuyén dong clia timg hat
chat 16ng (da dugc dinh nghia & trén) hgp thanh chdt 16ng d6. Biét quy
dao R(r) cia mdi hat (dat & toa 40 R;(0) hic # = 0) ma ta theo st
chuyén dong ctia nd, thi ta s& 1ap lai dugc chuyén dong ciia toan chat 1ong
(h.6). Cach mo ta nay twong iung v6i quan diém Lagrange, do tén nha
todn hoc Louis LAGRANGE (1736 - 1813) (h.7).

» Vidul : Nguoi cdu cd

Trén bo song, mot nguoi di cau, 4n minh trong quan nigm Lagrange,
ngim nhin soi day cau (ma anh ta quang xudng nudc) troi dat theo dong
nudc, hay nhin nhitng chi€c 1a troi trén mat nudce, khi nguoi d6 doi theo
chuyén dong ciia cic hat nay bi cudn theo nudc trén song (h.8).

H.5. Dong chay cia chdt long. O
thang trung mé, cdc kich thuoc cua
hat chdr long @éu nhé so véi L va lom

déi voi l la khodng cdch trung binh
giita hai phan ti.

c4c toa do quy dao R;(¢)

ban diu cia hat clia céc hat

&t =0: R(0)

H.6. M6 ta Lagrange : chuyén dong
vI mé cua chdt long dwor xdc dinh
khi biét cdc quy dao cua timg hat
chat long tao thanh.

H.7. Louis LAGRANGE (1736 - 1813).

H.8. Nguwoi di cdu ddat minh trong
hinh thitc ludn Lagrange dang nhin
theo nhitng chiéc ld xudi dong.



* Vidu 2 : Giao thong trén dudmg truc 0 19 (irén xa 10 hay trén duong

cao 1¢).

Khi ¢6 mot dong x¢ ¢d urén dudmg cao to¢, thi ¢ khi ning mo ti ludng

giao thong niay nhd biél quy dao cla timg xc¢ 0 10 @ sy mo (A niy (wong

tmg vdi quan diém Lagrange (1.9).

Chit luu duye mo (4 & mdi hoi didm bdi (dp hop cde vin (8¢ cha cic hal

¢hit Iuu tao thianh no, ¢ic hat ma (a cho "dan nhan" chi s6 | bidng céch

xdc dinh vi trf ban diu cla ching R,-(()) & thoi diém ¢ = 0. Tap hop cic
N . ARy (1) 5, o o

van (Oc nay co dang V(1) = T = V(R;(1),1), cac dai luvong nay chi phu

1

thudc tuong minh vao thei gian doi vai mot hat dang dugc xem xét (R,-(l)

12 mot him $G da biét).

Thanh thit, theo hinh thire ludn Lagrange, thi vin (0¢ clia mdi hat chi phy

thugc thoi gian ¢ (dd biét qay dao) va nhu vy, phu thudce cic 19a do ban

diu cha hat (xem dp dung 3).

Vay (a ¢6 thé xdc dinh cdach mo ta chdl huu caa Lagrange nhu sau

Chuyén dong ctia chat luu sé duye mo ta hoan toan néu biét cic quy

dao R,;(#) cia timg hat duye ddan nhan "i" cia chat luu,

Van toc cia cac hat nay duye xdc dinh bdi :

dR;(¢) dR(t)
{

Vl(,) = = V(R,([),[) ) eey V(’) = 7 = V(R(t)y t)

Vi f(i(t) la vi tri ¢ thei diém ¢ cia hat ma hic ban daut =0 no & vi
tri R;(0).

Cac van toc nay duge két hgp véi cic hat chat luu, chi phu thuje
tuong minh vao théi gian va cac toa do ban dau cia hat, va nhwr vay
chi phu thuoc vao R(t) .

Poi voi cdac dai luong "Lagrange”, ta sé gig cdch viél R(1) (chu khéng
phai 1), va X (1), Y(1), ... V(1) (chit khong phdi U ).

Alp dung 3

Biéu thic cda van toc trong
hinh thuc luan Lagrange

Co m¢t dong chay dwoc xdc dinh trong hinh
thic ludn Lagrange dudi dang :

Xi ()= Xo;(1+bt) voi b khong doi

Y1) =Yy,
trong d6 Xo; va Yy, biéu dién cdc toa do (ban
ddu) cia hat dugce dan nhan thiv i ¢ thoi diemt = 0.
Xdc dinh van t6c¢ V,-(t) cua cdc hat nay.
Bi&u thi van t6c nay dudi dang V,-(R,-(l) ).
Van toc ctia modt hat dugye cho béi

(e : Vi) =

dao f{,-(l) va .

ViR (1),0)=V,(1) =

do d6 : Vi(R;(1),1)=

quy dao

H.9. Khi ta quan sat cac quy dao
ctya cde xe ¢ khdc nhau (gita 1 =1,
va (=1, ), thi tu ding trén hinh thitc

ludn cua Lagrange.

dR; (1)
dt

diéu nay cho, doi v&i hat duge dan nhan "7, van
dX;(1)
dt

€, = X bé, , nghia ta :

V1) = Vi(R;(1),1) = Xy be, .

Xi0) o
1+bt

Ta duge dung mot van ¢ Vi(t) 1a him cda quy




3 Quan diém Euler

Ta xét cing mot dong chdy ciia chat 16ng trong hé quy chi€u nghién ciu.

3.1. Cach mé ta dong chay cua Euler

Ciing tdn tai mot cdch mo 4 kha di khic vé chuyén dong ciia toan bo chdt
16ng. Ta ty ddt minh tai mot diém M trong khong gian va nghién ciu sy
tién trién cla mot dai luong vi md nao d6 cla chdt 16ng theo thoi gian.
Vigc nay tuong Ung v&i cdch mé ta dong chay cia Euler

Vidu I : Nguoi di cdu.

Mot nguoi di cau, mét mdi vi khong ki€ém duge gi, c6 thé bét diu nghi vo
van bing cich quan sat mot chd nude xody dang xay ra & gdn mot mdm
da ndi gitra song. Lam nhu thé, nguoi dy khong con quan tam dén mot hat
chdt 16ng dang chuyén dong nira, ma la quan tam dén mot diém rieéng biét
trong khong gian ma tai d6 c¢6 nhiéu hat méi clia chat 1ong chuyén t6i
khong ngimg. Ong ta quan sdt van téc cda nhimg hat dé, tai mot diém co
dinh trong khong gian, theo thdi gian ; nhur vay, 6ng ta da ty datminh theo
hinh thic luan Euler dé mo ta dong chdy nay (H.10).

Vidu 2 : Giao théong trén truc duong o t6

Thinh thoang, cac canh sat giao thong ding bén ria dudng truc 0 0 dé
"quan sat" van toc cac xe c0. Ho c6 thé mo ta dong chay giao thong theo
thoi gian nhd biét van tdc cac xe di qua chd ma ho “ditng quan sdt".
Nhimg ngudi canh sat nady da ding trén hinh thicc luan Euler dé mo ta
dong chay giao thong (H.11).

Su mo ta Euler vé mot chdt 16ng, xudt phat tir tén nha toan hoc Léonhard
EULER (1707 - 1783) (H.12), cho phép xdc dinh, tai mot diém cho trudc
trong khong gian, cac sy bién ddi theo thoi gian clia mot vai dic trung clia
chat 1ong nhu van tde, ap suat, nhiét do....

3.2. Tinh ddc 13p cua cac toa dé khéng gian

va thoi gian
Ta lai 1dy hai vi dy trén.
Vidul : Nguoi di cau.
Nguoi di cu, trong khi quan sat mot cudn xody nude dang van dong & lan
can mot médm da ndi gitra song, da chi quan tam dén dong chiy tai mot
diém riéng biét trong khong gian. Ngudi 4y quan sat van t6c cla céc hat
chat 16ng, tai mot diém cho trude trong khong gian, theo thoi gian. Nhw
vdy, khong coé bdt ky mét moi quan hé nao gika cdc toa do cua diém do
VoI thoi gian.
Vidu 2 : Giao thong trén duong truc 6 16.
Nhimg ngudi cdnh sét giao thong "quan sdr" van toc céc xe theo thoi gian
tai mot diém rieng biét wen duong. Nhaw vdy, khong co bdt ki mor moi
quan hg nao gika cdc toa dj cua diém ma ho dang dimg voi thoi gian.
Khi ding cich mo ta Euler vé dong chay clia mot chat 10ng, thi tap hop
céc van toc tao thanh mot trudng vecto U(F, 1) =U(M, t)=U(x, y,z,¢) phu
thudc dong thoi vao khong gian va thoi gian : 7 var (hay x, y, z va 1) déu
1a cac bién sd' doc lap.
Vay ta c6 thé xéc dinh cach mo ta chat luu ctia Euler nhu sau :

ok 1' : b
L

Se

1 ean

s O
H.10. Nguoi di cdu quan sdt xem
chdt long chay nhw thé nao quanh
mom dd; nguoi dy diung trén hinh

thike ludn ciua Euler.

R K(sa]

___________ [
i =l P3°
- ] 2«3
%l O

(]

» L

H.11. Hai canh sat, trong khi quan

sdt cdc vdn t6c xe 6, da ding trén
hinh thiee lugn Euler dé mo ta dong
chay giao théng. O cing mot thoi
diém t, ho khong quan sat thdy cang
nhing xe nhw nhau. Vay hai canh sat
khong nhdt thiét quan sdt thdy cung
mot vdn téc nhu nhau.




Chuyén dong cda chat luu sé duye mo ta hoan toan néu bi€t cic van
toc cia cac hat chat luu di qua mot diém M cho truve trong khong
gian ¢ thei diém ¢ : v(M, 1)

* Cic toa dj khong gian va thi gian la cice bién so doc 1ap.

* Hinh thic luan nay duye sir dung dé mo ta sy bién déi cla cac dai
luyng dic trung khace cta chat luu theo thoi gian, nhu dp suat P(M, 1),
nhiét do T (M, £), v.v... cia no.

* Quan diém cGa Euler mo ta trang thai cda chat luu dang chuyén
dong la két hgp cic truyng vei né nhw : truong van toe, truvng ap
suat, truwng nhiét do, v.v...

Dai voi cdc dai lupng "Euler”, ta lai ding k¥ hidu r (khong phai R ) va
U (chii khong phai V).

. N .2 . 2 ~ ~ Y
3.3. Vi du vé biéu thuc cua truong van téc theo
hinh thurc luén Euler
Thuong khi nghién ctu chuyén dong cta chit luu, bao giy cting ¢d mt
dai tugng cho phép mo (& dong chiay nhu @ mice chit tuu trong ong, luu
lwong chily ra (r mot bé chur, ..
Dai lugng niy cho phép mo (4 vi mo sy van dong cta chit heu,
Theo hinh thae ludn BULER, thi ta phii im (M, 1) tai moi diédm M cla
chit luu ; bao gir cang phii chon mot moe dé xace dinh vi tri diém M sao
cho khong "mau thudn” vai dai ugng rude diy.
Khi mo ta chuyén dong ctia mot chit luu theo hinh thic luin Euler,
thi ton tai mot bién s6 so mae (hay mo ta) trang thai (su van dong)
ctia chat luu va mot bién 6 cho phép xac dinh vi tri cia diém M theo
quan diém Euler.

14,p dung &4

Truwvng van tde cia chat luu

trong mot ong thing ding o AT

Hay tim biéu thiic vé truomg van 16c cia mot o
chdt luu trong mot ong thdng ding, biét rdng “ .

T . s I
van 10c la thang dung va dong nhdi, ¢ thot dién Lag!
1, d6i vai moi ha. ‘ ‘ ! o i}

| i!c’: | 4 H.13a. Mixe cia mdt

Mar thodng caa chdt luu trong ong dugce xdc : I 2=0 thodng chdt long bién
dinfy vi tri hoi do cao () ctia no (H.13a). b ] d6i theo van 16c h(r)



Van 16¢ ma ta cé thé bidu thi tai didm M la
U(M. 1) theo hinh thite luan cta EULER, con fi(r)
12 toa do phu thudc thoi gian va xac dinh do cao
cta chét fuu trong dng (H.13a).

Ta xdc dinh vi tri diém M bing do cao z clia nd

* cac toa do khong gian duwoc thé hién hoi trung
gian é. ;

* thoi gian dirge thé hién boi trung gian h(t)
h(t) la roa d¢ xde dinh vi tri ciia muke chdr long,
con zla toa do Euler.

trén truc (z z') hudng 1én trén (H.13b). Van 10¢
U(M. 1) theo hinh thice luan Euler duoc cho bdi
bidu thirc :

O(M.t)=h(1)é. .

Chay :
Nhdr thiér phai diang hai ky hiéu h va z, vi h (1)

biéu dién miic chdt long va z la do cao cia diém
M. Su phu thupc cia 6(M.t) theo :

4 H.13b. Miic mdr thodng

chdt long bién doi theo
van tdc  h(r). Van toc
trong  hinh thic  ludn
Euler  duoc cho  boi
M. 1) = h(né. .

» DE tap luyén : baitap 1va 2.

3.4. Tinh duy nhat cua van téc cua mét hat
chat luu

* Theo quan diém Euler, ta phdi biét van ¢ cta hat tai M ldc 1 :
U(M.t)=0(F.1)

* Theo quan diém Lagrange, thi phai bi¢t hat (nghfa la tim ki€m nhan ctia
no, xem §2), ma qay dao di qua diém M luc 1 (F = R(1)) . do vay phii biét
cdc toa do ban ddu ctia né R(r=0) lic + = 0.

Biét hat nay di qua r lic r (F = R(r)), thi van (oc clia n6 lic 7 1a -

_dR(1)

V(r) =V(R(1).(t) , vatacod V(R(1),1) = U(F.1).

Van 6¢ Euler 6(M.r)=06(F.r) va van 10c Lagrange V(R(1).r) nhdt thict
phéi ddng nhat nhuw nhau. Tuy nhién, vi¢e xit ly todn hoc céce van (8¢ nay
lai rat khac nhau (y thudc hinh thire fuan duge st dung :
* Cich mo & Lagrange danh cho cac hat chat 1éng ma ta dang theo doi su
dich chuyén cta ching, va két hop vao chdng mot van toc.
* Cach mo 4 Euler danh cho cae diém ctia khong gian ma ta két hop vao
chiing mot trudng cac van toc phu thuoc khong gian va thot gian (1a cac
bién s0 doc 1ap).
O thoi diém 1, @i didm M ta ¢6 © VIR().0) agrance = V0 Fusn
D¢ "lai Gm thay", xudt phat wr trudng vecto Euler U(7.r), van toc
Lagrange cua hat tai 7 = OM liic 1, thi cén phai tim hat ma quy dao R(r)
di qua M & thoi diém 1 1a

F=R(1).
¢ Ciing mét van téc nhw nhau ¢6 hai cach thé hién: 6(r,¢) = V(R(1),1) .
* Theo hinh thic luan Euler thi ta ¢6 : v(M,f) hay v(r,t) voi r = oM .
* Theo hinh thic luan Lagrange thi ta co : V)= V(R(t),t) , va hat
dang xét 1a hat ¢6 quy dao & R(f) = OM lict.
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Alp ding 5

Biéu thic cia van toc Theo hinh thie ludn Lagrange, ta da thu dugc :

theo hinh thic luan Euler

Ta tro lai dp dung 3, lién quan dén mor dong

Vi(0) = VIR (1),1) =

A1
—X’( )béx
1+ht

chay duge xdc dinh theo hinl thic [udn Sy chuyén wr hinh thire luin Lagrange sang hinh

Lagrange dudi dang : thire Tudn uler duge thye hién bii)ng cach coi hat
X,(1)= Xy ;(0+ b1) voi b khong doi duge dan nhan 7 s¢ di qua mot dicm ¢d hoanh do
i - 00 :

x & thoi diém 1 néu x = X;(1)

Y () =Yy,

trong dé Xy ; va Yy, biéu dién cdc toa do (ban
ddu) cia hat diege ddn nhan i lic 1 = 0.

V(r,1) =

Khi do, tai didm ndy, ta ¢6 thé vict :

1+ bt

;
"

Hay xdc dinh truong cde van (6c caa dong chay — Pay 1a truong ¢de van (3¢ theo hinh thie ludn

nay theo hinh thic ludn Luler. [uler.

Biéu dién va thé hién
cac dong chay

Ta s¢ lai tim thdy doi tinh Lagrange - Euler trong su bidu dién bing do thi
cic dong chay.

4.1. Quy dao : quan diém Lagrange

Ta hay thir tim cdc quy dao cta cdc hat (quan diém Lagrange) bing cich
str dung truomg cac van (0¢ ctia mot chit 1ong (quan diém Euler)

4.1.1. Binh nghia

Tap hop cdc qay dao cia cdc hat chdt 1ong theo thoi gian ¢ hi¢n nhu
MmOt y&u (0 thong tin ddu ticn. Loai bicu dién nay di theo cdce hat chit 1ong
hién nhien 1a cdach mo 14 Lagrange

Ta ¢O the twong wong hinh dnh clia giao thong O (0 rén MmOt mang dudng
cao 10¢ : hinh dnh nay khong phii hoan toan [a vo tu, vi viée nghién ctu
s giao thong nay thé hi¢n sy nghién ctu mot dong chily (va lai nguoi ta
cang noi v& sy luu thong ctia chat 16ng ...). Thanh thi, su biu dién cic
quy dao clia cic xe ¢d cho phép thu duge cice (hong tin vé "dong chiy"
clia sy giao thong (H.14). Co thé lam ro cac qay dao bing cach chyp dnh
ban dém vai thot gian 10 sang dai. Cac diu vét dén pha xe ¢ rén Am bin
da cy thé hoa cac qay dao cla cic xe ¢ do.

BE lam ro ¢dc quy dao cta cde hat chit 10ng, ta cd thé cho thém vio chit
léng do c¢dc hat nhom min nhd v chyp dnh vai thad gian 1§ sdng dai
(H.15).

Xudt phat tir d licu cla truomg Luler cac van toc ¢lia chat 1ong 6(7,1), va
dong su wong dng cla cdc van (0c duge dinh nghia ¢ § 3.4
cO mat & r lde 1 bang cach iy tich phan theo thoi gian cha mot he cdce
phuong trinh vi phin.

16

H.14. Cdc quy duo cua cdc hat (¢
day la cac xe ¢9). Moi qiry dao tuong
limg voi mgt xe khdae nhau.

H.15. Khi ¢o dong chay nay (song
limg), cdc hat ve cdac quy dao gin
nhievong tron.



Trong tga dd Descartes ma & do R([):X(f)dv\,‘f Y{t)c,+ Z(r)c_thi he

phuong trinh vi phan thudc dang :

dz

dX—V (X(N),Y(n.Z(1),1); —V(Xt) Y1), Z(0), 1) —=V.(X(1), Y(1), Z(1).1).
dr dr dr

hay ta con ¢6 (h€ dac trumg dong chdy cia mot chdt [6ng nhe bidt cde giy
dao clia cic hat chat 16ng ma phuong trinh vi phan duge xac dinh baéi ¢
dX dY dzZ

(XU)J%rLZULI)‘\@(X(U.YULZ(MJ) K(X(O.YULZ(MJ)_

Hing so tich phan cho phép nhan biét hat di qua diém M ¢ thei
diém 1.

Ta s¢ nhan duge nghi¢m biang mot phép tinh tich phan, thuong chi ¢6 thé
dugc thye hién theo phuong phip so.

4.1.2. Vidu

Ta hay xét chuyén dong & van (oc khong doi V() ctia mot hinh try trong
mot chal 1ong ban diu ndm yén. N&u dat minh trong h¢ quy chidu gin vei
chil 16ng thoat ddu ndm yén, thi ta ¢6 thé lam thdy ro dan dan cac gay
dao cta cac hat khac nhau cta chl 10ng thy theo su dich chuyén clia hinh
tru (H.16).

b)

a) Ary

. /IA D

vy /0.37 X
— T 7T T T +
42 28 -1495 J1a21

> |
~1,54

-2
-2.5

H.16a. Hinh tru trong mor chdt long

liic ddu ndim yeén.

H.16b, ¢, d va e. Cae mnd phong cho
thay cdc gny deo cia cac hat char
long, khi ¢6 chuvén dong rién lén

ctia mot hinh trie trong mor chdr long

lie ddu ném yén.
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Ta c6 thé dua ra nhitng nhan xét va binh chi gi v& cdc mo phéng nay ?

* Ta da coi cac hat chat 16ng dugc phan bg déu lic £ = 0 trong mot mit
phéng vuong géc vdi cac duong sinh cda hinh tru (cic diém 4;) . Céac hat
nay khong tim lai dugc vi tri ban dau cda chiing sau khi hinh tru di qua.

* C6 nhimg qily dao cdt nhau, nghia Ia ta thdy ro cac diém khong gian ma d6i
v4i ching thi van toc cac hat chat 16ng phu thude tudmg minh vao thoi gian

V(P,t)) = V(P,1ty).

Truong van td¢ Euler trong hé quy chi€u nay khong phai la truong dimg :
n6 phu thudc twong minh vao bién so z.

4.2, Puong dong: quan diém Euler

4.2.1. binh nghia
Su biéu dién, & mgt thoi diém t cho trudce, @ap hop cac duong dong (cac
dudng sitc cda truomg van t6c Euler clia cac hat chat 1ong) cia mot chat
l16ng dang chuyén dong, cho ta cac thong tin rét 1i thd vé dong chay cia
chat 16ng.
Ta trd lai vi dy vé giao thong 6 (0.
Ta s¢ c6 kha ning nhan duqc mot ban am cac dudong dong cia sy luu
thong o to : trén mot birc anh chup v6i thoi gian 10 sdng ngdn, thi cac vet
sang dén pha la nhimg doan nho bY¥u thi, bing phuong va chiéu dai cla
chiing, van t6c¢ cia mbi xe. ‘
‘Véi cac dudng siic cla trudmg cdc van toc cla chat long (cic dudng
dong), thi ta lai tim thdy quan nié¢m cla Euler vé mot dong chay. '
Phuong trinh céc duong dong nay ¢6 thé dugc thiét 14p béng céch veé mot
phan ti dM cia duong dong, cong tuyén vdi vecto van tdc U(M, 1) .
Ta c6 thé dic trung dong chay ciia mét chit 16ng bing cdch xdc dinh
cic duong dong (duong sirc clia truong van toc Euler cla cac hat
chit 16ng) ¢ thoi diém 1y, ma phuong trinh vi phan duoc cho béi :
dx 3 dy _ dz
Ux(x,y,z,t()) Uy(x,y,z,t()) U;(x,y,z,to)

Sy 1ay tich phan hé nay, & 7o cho trudc, s& cho ta phuong trinh cac duong
dong & thoi diém d6.

Phuong phép tinh nay giéng hét phuong phép dugc diung trong dién tir
hoc dé’nghién citu cac dudmg sic cla dién trudng hay tir truong.

4.2.2.Vidu
Ta lai xét vi du vé chuyén dong & van t&c khong déi V, cia mot hinh try
trong mot chat 16ng thoat ddu ndm yén.

Khi ding trong h¢ quy chiéu cta hinh try : thi ta ¢6 thé nhin thdy ro céc
duong dong (H.17).

Hinh 17b biéu dién mot cach khac dé lam thdy ro dong chay nay.
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H.17a. Sw mo phong cho thdy dong
chay cia mét chdt long xung quanh
mot hinh tru.

H.17b. Dong chdy xung quanh mot
hinh tru chiéu day nho va & vdn téc
nho. Sw thé hién ro dong chay nho

cdc tia ddu lanh trong ddu vazolin.



¥

Chiy. dutmy chdl long duomy dong
Khi xem cdc hinh mé phong hay cdc bic anh ndy, ta c6 thé nght rang mot : '
"duomg chdl 1ong”, thoat 1ién vudng goc voi dong chay ban ddu se it bicn
dang ; tuy nhién khong ding thé.

Trén hinh mo phong 1iép sau (H.17¢), ta da lam ndi bdt su bién doi cia
mot "duong chdt long" nhuw trén. Cdc duong nay dugc ve ¢ nhang khodng
thoi gian déu didn © khodng thoi gian dé mér hat chdl long di 1w A dén B
fa mgt bat bién khi dung hinh mé phong nay. Sw bién dang cia "duong
chdl long" rdt manh,

mot “duong chdt long". Khoang thoi
gian ma mot hat chdl long cdn dé di i
A dén B la mot bat bién trén hinh nay.

ﬂIp dung &

Cic cach biéu dién mot truvng quay : thi ta duyc

mo hinh song ling " "
_ O s P _ 01 e

Truomg cdc van (dc (hinh thitc Tudn Euler) ciia X=X+ (U(l Sinar) va ) =Yo+ w(l cosar).
mot dong chay hai chiéu co dang : ., R e e .

b = Uy (COS@IE, +sin i, ) trong do X;; vd Y, bicu dién cic tga dd cla vi

= VRIS IE, e v ; N e o

Hay xdc dinh cdc qoy dao cua cdc hat va cde tri ban diu cta hat duye x¢t lie 1= 0, hode :

dudng dong.

2 2

2 Yo Yo
o (Cae yne done (X_X) +£Y_Y __j :(_j
Cic duvng dong 0 0 @ LW

Luc ¢ thi truomg ¢de van tdc a déu : cie duomg
dong 1a nhumg dudmg (hiing hop thanh mot goc

. P U e U,
oI Vi true (Ox) kinh =L va ¢6 tam & (XO, Y +—OJ .
w w

nghia i phuong trinh c¢a mot vong tron bin

N

* Cac quy dao .
* Cic duong dong va quy dao duge biéu dién
e o dX . dY . A DY
Khi 1ay tich phan 3, " eesel Vi —=upsina, tren hinh 18.
{

H.18a. Cdc duomg dong luc 1y la nhing dwomg  H.18b. Quy dao cia cde hai khdc nhau theo thot gian
thing. la cdc vong tron ¢6 cang bdn kinh.
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4.3. Cac duong phat xa : cach tiép can thuc nghiém
Trong thue (€, khi ta mudn nghién cau chuyén dong ctia mot chat luu & lan
can mOL vat ¢an (nhu dong chay clia mot chat ong xung quanh mot chan vit
dang quay, hay dong khong khi xung quanh canh ctia mdy bay). thi vin dé
"co 1ap” ttmg hat chat 1ong dé theo doi qay dao cta no, hay bicu dién cac
vin (10¢ ctia ¢ac hat & mot thoi diém da cho [a khong don gidn.

Muon thdy ro dong chdy, ngudi ta phii dung dén cdc chdt danh ddu : (ai
cac diém rieng bigt cta dong chly, ngudi ta co (¢ tha mot chat (cang it
lam nhiéu loan chuyén dong cda chat 1ong cang (161 duge chit luu kéo
theo. Co e 1a cae khoi trong mot chit khi, cde bong bong hay cic giot
chat nhudom mau trong mot chit 1ong.

Nhu vy, ¢ mot hoi diém da cho, odn b cac hat di qua di¢im nay déu
duge "danh dau” va tgo thanh mot dudmg cong goi la duong phdr xa (hay
duong danh diu).

Tren hinh 19, ta Fam hi¢n ro cde duong phit xa khi ¢6 mot dong chdy
quanh mot vat cian, Qua c¢dc 16 nhod, mdt chdt nhudm mau duge phit ra
huding vé bén ngoii vat cin nay & dudi dp sudt rat thip.

Trong bai tdp 1, ta s¢ xétmot vi du xdce dinh duong phdr va.

Ta ¢6 thé dic trung dong chiy ctia mot chat 1ong bing sw nhan biét
cac duyng phat xa ¢ thoi diém ¢, duyc tao ra béi tap hgp cac diém
trong khong gian bi chiém bai cic hat, trudge day da di qua mot diém
My cho trude.

Chii y :

Dot vai mor dong chay bar ky, thi cdc gay dao, cde duong dong va cdc
dudng phdt xa la nhang duong khde nhaw. Tai mor diém M da cho rrong
khaong gian, o thoi diém 1, thi gay dao cua hat ¢ dé, duong dong va duong
phdt xa di qua diem M la ba dudong 1Ep wivén giia chiing voi nliau (xeni
bai ip 1).

4.4. Truong hop cac ché dé dung

Ta goi dong chay dimg, hay khongddi,ddc ldp voi thoi gian, 1a dong chiy
ma truomg cic van (Oc Euler khong phu thuge ro rang vao thoi gian,

U(F,1)=U(F).

‘Trong logi dong chdy nay, van (0¢ cta chat 1ong tai mot di¢m da cho bao
ei¢r cing nhu nhau,

N6i cdch khic, a3t ¢d cde hat chat tong khi di qua cting mot diém ¢ nhimg
thod didm khdce nhau, déu ¢o cung mot van (¢, dic trung cho diém do.
Cic duong dong déu "ding im" va thoi gian lde d6 khong con giwr bit ki
mot vai (rd nao nda (MOt bue dnh, chup & mot thoi diém bat ky voi mot
thot eian 19 sang bat ki, s¢ cho cung mot hinh dnh dong chdy nhw nhau :
nhu vy, ¢o sy dong nhat cha ba loai duome cong nay.

Mot dong chay dung ¢(r) (doc 1ap vii thoi gian) phai sao cho truong
cde van toe cda chat 1ong khong phu thudc ro rang vao thei gian ; khi
do, ¢6 mot s dong nhat gida cac quy dao, cac duong dong va cdc
dudng phit xa (duing dianh diu).
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H.19. Sw (hé hién cdc duong phat xq.
Cac ché nuoe xody trén mot val thé
hinh thot dang di 10, Swe lam hién ro
hdng cde tia phdt xg nhudrm mau.
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Alp ding 7

Dong chay trong mot nhi dién vuong

1) Ta xét mor dong chay hai chiéu thu nhdt ma
truong cac van 1oc, duoe xdc dinh trong hé guy
chiéu (O ; x. v, 2), trong mién x > 0 va v > 0,
co dang :

U(F,1) = —kxe +kye,.
Tu o thé noi gi vé dong chay nay ?
Hay xdc dinh cdce quy dao ciia cde hat va cde
duong dong.

2) Cang cdu hoi ahie trén doi voi mot dong chay ©
ba chiéu thii hai : H.20. Cdc quy dao va cac duomg dong trong mor nhj
U(F 1) = —kxé, + kve, + aw coswie. dién vuong.
2) Trudng hop thit hai wong tng véi mot dong
chdy khong dimg.
1) Dong chiy thit nhdt gia thicét la dimg, nhu
vy, s¢ ¢0 sir dong nhdt gitra cac gay dao va cac  Cdc quy dao la X = Xoe M. ¥ =veM va

duong dong. dz . )
¢ & — =aw coswt, dodé Z=Zy +asinwt.

Cic quy dao nhan duge Wr cac phuong trinh : dr
ﬂ:ka(,)_, nghia la x:x()f"” Nhu vay. c¢O sy chong chit len chuyén dong
dr trude, mot chuyén dong hinh sin cta z vai bien
)/ X A
VLT = RV () nghia 2 Y = Yo K. do a.
1

Dol vai cace dudng dong taco :
dodo: XY =XpY, .
Nhtr vay, ta thu dugoe mot ho duomg hypebon déu.

dv  dy dz

~kx  +ky amcosmi
Cac dudmng dong nhan duge (r: . L o
ma sur lay tich phan & 7y cho taxy =cle ;

dx dvy o dx dy .
——=——_, nghiala —+—=0 viy xy =cle. . :
—kv  +ky X y E ) COSM I N a COSWIy

: ’ - Z:A———l\ Inx+cle va :::——F\ —=Iny+cle.
Ta lai im thdly ding cing mot ho cic dudng
cong. vi la dang & ché do dimg. Trudmg cdc van t6¢ phy thudc ro ring vao thoi
Cic quy dao v cde duong dong duge bidu dién  €ian. nén khong con ¢6 sy dong nhil gita cac
trén fiinh 20, qu¥y dao vit cde duong dong nira.

4.5. Tam quan trong clGa hé quy chiéu nghién ctru
Ta hay minh hoa nhdn x¢t nay bing cac quan sdt truge day doi vai dong
chay dn dinh (khong déi) cda mot chat 1ong xung quanh mot hinh try rin.
Nh¢ ring hinh tru dang chuyén dong tinh tién véi van oe khong déi V),
trong ¢hat long thoat diu ndm yén.

* Hé quy chiéu ctia hinh tru

Trong h¢ quy chicu ciia hinh try thi truomg cac van (8¢ khong phy thude
ro rang vao thoi gian : ta ¢ sir dong nhat gita cdc duong dong va cic
quy dao.
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* Hé quy chiéu cua chat 16ng thoat dau nim yén

Trong h¢ quy chicu cta chdl 1ong thoat diu ndm yen, thi truomg cdc vin
t0c phu thude rd rang vao thoi gian : khong con ¢d sy dong nhat gitra cac
duong dong va cic qay dao nira.

Ap dung 8 chimg 10 riing ta khong ¢d sy tring khdp gitta hai ho dudng
cong theo h¢ quy chicu ma ta dang lam viéc trong do.

14,p dung 8

Chuyén dong cia mét hinh tru

trong mot chat long thoat ddu niim yén
Mot hinh tru ban kinh a dich chuyén voi van rdc
khéng doi Vi, vuong goc voi cde duong sinh
ctia 1o, trong mot chat long ban ddu némn vén.
Goi .# la hé quv chiéu gdn voi chdt long thoat
ddau nam vén, duoc xdac dinh vi tri boi hé truc
triuc  chudn, ¢6 dinh
Vy = Ve (Vy > 0) va (0Oz) song song voi cdc
duong sinh caa hinh try.

RO 6, 6,.6.) Vo

Goi .# " la h¢ quy chiéu gdn véi hinh tru, diegc
dinhvi i boi hé toa  do
ANO" 6, 6..C.) o goc la truc hinl tru di qua
diéin O'. Liic t = O nguoi ta gia thiét O va O’
tring nhau (H. 21).

xdace cuc

Truomg cdc van toc trong hé quy chiéu .7 dioc
cho boi :

~J

a”

+ V()EI - |cosb ¢,

¥

1) Havkhao sdt van t6c doi véi r = avar= o

Xdc dinh van 16c nay ¢ v =a doi voi .

6:0,0:+%,9:——v36=n.

2) Xdc dinh truong cac van tdc 6(M.r) trong hé
quy chiéu .# ciia chat long thoat dédu ném yén.

3) Chimg 10 ring cdac dwong dong la cdc vong
tron trong he quy chiéu 7.

4) Hay vier cdc phuong trinh vi phan cia cdce
qiy dao cdce hat chat long trong hé quy chiéu .#°
{nguoi ta sé khong tim cdch gidi cac phuong
trinh nay !).
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H.21. Hinh tru co tam O’ va ban kinh a. Van tdc ciia
hinh tru doi voi chdt long thoat dau ndm vén, ¢ dang
Vi =-Ye, -

1) DGi vdi = o, (hi van (8¢ xuyén tim.
@) .
U,(r,0.0y=+Vy| I - TJC()&@ £,

2

bang khong, nghia 12 van 8¢ cia chil 1ong tiép

tuyén vai hinh tru va bing :
U'(r0.0)=-2V,sinb g, .

Doi vii r =9, thi van toc bang :

v(r0.1)=+V,cosbe, —Vysinb.gy . diu nay

=V, c0s0 .4

tuong tng v&i van 1oc =V, vi Vg = o
+ Vjysin0.¢y

& xa hinh try trong he quy chicu ctia hinh tru.

Ta hily xét cac truomg hop dac bigt {r =a ;0 =0}
vi {r=a ;0 =%} :van (0c clia chal 1ong bing
khong, hai diém dac bi¢t nay duge goi la edc
diém dimg.

o | o m :
Do1 vii {r =9 —2—} T U Ea, 7 r] =-2Vyg) ;
boi vdi {r:u;O :7} ) [a, % rj =+2Vyey -



2) Cong thirc cong van 8¢ khi cé sy thay ddi he
quy chi&u cho phép ta viét : O6(M,1)=0'(M,1) + \70,
diéu nay cho ta :
a2
-V — Cos 6.é,

0ro.n=0000-Vo=| "

a ..
~Vo—sinf.ég
r

N ~ -Vpcosb.é,
biét rang Vp = L
+Vysinf.ég
3) Gior ta di tim cac duong dong, nghia la céc
duodng trudng van 8¢ (M, 1) trong 2.
Vi thoi diém 1y 1a ¢ dinh, nén c6 thé nghién
citu céc dudng truong nho mée (0';€,, €4, ¢,).
Phuong trinh vi phan cda ching dwoc xac dinh
(ic 1y, nhung & day thoi gian khong can du
vao) bai :
dr _rdég
v, (r,0,1) " vg(r,0,1) ’

Adr  rdo dr cos6d
> = hay ——— =0.
Wl asf  Viyfsinf r o sind
ma nghiém la r =2Rysin&, phuong trinh cia
mot vong tron ban kinh Ry va tam (x'=0,
y'=Ry) . That vay, khi nhan v6i r, va nhéan thay
rang y'=rsinf va r? =x'2+y'2, thi ta dugc :
x'2+y 2= 2Ryy', hay
x'2 (y'— R0)2 _
Ry Ry
Nhu vay, & thai diém 1, cac dudng dong duge
cdu tao bing cic doan clia cac vOng trdn ma cac
tam déu & trén duong thing (O’ y). Didu nay
dugc thé hién rdt ro nho cac hinh mo phong két
hop (H. 224, b, c va d).

nghia la

1.

™~ N

vitrd "B"

H.22.a.Lam hi¢n ro cdc quy dao va cdc vdn tdc cia
cdc hat khdc nhau o mot thoi diém t cho truoc.

4) D& nghién ciu cic quy dao, ta biéu thi ro cic
thanh phin van t6¢ trong hé quy chiéu
(05€,.6,€,) :
a5 2o
Vo — (sin” & —cos” 0) &,

o(r.0,=| " )

a” . -
-2V ;—z—smﬁcosﬁ é,

. % . ' 'x' ' '
Biét rang smﬁzl, cosf =—, r2=x2+y2.
r r

x'=x+Vyt va y' =y, ta dugc

G -+ V) .

Vi
[(x+ Vot)2 + y2 ]2

U(x,y,t)=

2
i a“(x+Wyt)y .

[+ Vo) + 921

Néu dat o(x,y,r) =V(X(),Y(2),1), thi cic quy

dao s la céc nghiém clia cac phuong trinh vi phan
dX dy

sau day = ,
Ve(X@),Y(0),0) V,(X(1).Y(1)<1)
nghia la :
dx
Vo (Y(1)? = (X(1)+ Vyt)?)
_ dy
2V (X (1) + VoY (1)
dr

XD+ V) Y@

nghia 1a chi duy nhat phép tich phian md&i cho
phép lam thdy ro céc quy dao (H.22).

vitri C

H.22b. Lam hién ré cdc quy dao va cdc vdn téc cia
cdc hat khdc nhau doi voi hai thoi diém t cho trudc.
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H.22¢. Cdi nhin hao quadt vé triuong cde van toc ¢ mot
thoi diém 1.

H.22d. Cdc duong dong la cde vong tron.

5 Phép lay dao ham toan phan

5.1. Y nghia vat ly cia mét bién thién toan phan
Ta hay x¢t chuyén dong roi clia mot ngwdi nhiy du (H.23) ¢ van (0c
thing dimg khong ddi v = vé, voi v <0 trong biu khi quyén ma nhi¢t do
khong ddi, nhumg lai phu thuoce do cao theo dinh ludt

T()=Ty+az vi1 a<(

Nhu vay, ton tai mot gradien nhict do grad 7 = —¢, = aé, .

dz
Gid s ngudi nhiy du mudn nghién ciu c¢ic do bién thicn nhiét do

dszu‘u N e AT 1S ~on N .. N
TIWl :vT mi nguoi dy "nhin (hady" trong thoi gian roi cda minh.
ar
B Phuuvng phap 1
Gid slr ngudi nhdy du (61 dat lae £y, nén do cao cta ngwyi 4y lie nhy
Zpara (1) duge cho boi

z =v(l—1y)vol v <.

para

Vi chi thi cla nhi¢t k¢ [a tae thoi, nén nhict k¢ s¢ chi ro nhidt do :

Tp:u‘u =Ty + azpam =Ty +avt—1y).
A dTp;uu
Nhu vy, ta dugc ———=cov >0

B Phuung phap 2
Trong thoi gian dr, ngudi nhay du da dich chuyén dwye dZ = vdr ma ta

con ¢o thé viet dM =vdr. Do bien thién nhi¢t do twomg tmgp dwye xic

dinh béi dT,

dT . e :
para = sz ma ta cang ¢o he vict d7T =grad 7. dM .
azg
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H.23. Nguoi nhay di nghién criu sie
bién ddi ciaa nhi¢t dj trong thoi glan
rot cng minh (gid thiet la nhiét ké
cho nhiet do e thoi 1, 10n tai &

pari

dé cao ctua nguoi nhay du,).



Pat dZ = vdr, nghia 13 dM=0dr, do d6 dT, =1—Tvdt, hay
Z

para
dTpara =v grad Tdr.
dTpara ° <
Ta con nhan dugc ——d-—=av. Hg¢ thic nay cing c6 thé dugce viét
t
dT, S
— P 5 grad T .
de

D0 bién thién nay biéu di&n do bién thién cuc bo cla nhiét do "duoc nhin
thdy" bdi ngudi nhiay dit ma ta coi nhur mot hat. N6 mang &n bién thién

toan phdn hay dao ham toan phdn cta nhi¢t do dugce ky hiéu %—T dé
t

s L N e e e T ..
khdi nham lan véi dao ham riéng phan ddi véi thoi gian : aa— (dai lugng
4
trigt tieu trong truomg hop ta quan tdm) hay dao ham riéng phan d6i vai

T .
docaoz: g— (dai lugng bidng « trong trudng hop nay).
z

Thanh thir mot ngudi nhay di, khi cAm trong tay mot nhiét k€ va quan sat
nhi¢t do bién ddi theo thoi gian, thyc ra 1a do dao ham toan phan %7;
Trong vi du xét trén (thi nhig¢t do la dimg nhung khong déu), ngudi nhay
di quan sat mot do bién thién (goi 1 bién thién ddi lwu) % =0, 57(1&’ T

Néu ngudi d6 ¢6 thé 1am ngimg sy roi ca minh, thi anh ta s& quan sét
thdy, & ch€ do khong dimg, mot sy bién ddi cuc bo v& nhiet do :

DT T . ez .
—— =-— ciia nhiét do tai diém ma anh ta dimg lai.
D:r Ot

Trong trudng hop t8ng quat, ta 6 : DT _2r +U.grad T = 9 +U.grad |T .
D: ot ot
5.2. Y nghia vat ly cia mot bién thién toan phan
ddi véi mét chat luu
Vi du trén day cho phép hiéu ro khai nigm vé phép 1dy dao ham toan phan.
Ta hay trdng tugng mot ngudi (H.24) "ngdi trén" mot hat chat luu: cac do
bién thién clia cic dai lugng ma anh ta do duge la cic do bién thién toan
phén. D3i v6i hat chat heu nay, thi cac phép ldy dao ham ciia mot dai luong
~ , D DG
v0 hudng g (hay dai lwong vecto G ) duge ky higu la D—g hay Dr
t t
Nhuw vay dao ham toan phan ciia mot ham vo hueng g sé c¢6 dang :
Dg _ g(M+dM, t+dt) - g(M,1)
D¢ dt
Va véi ham vecto G ciing nhu thé :
DG GM+dM,t+d)-G(M, 1)
D¢ ds

voi dM =06(M, t)d¢

voi dM=uv(M, t)dt.

nguoi nay dang lam
cac phép do cuc bo
vé hat ma minh
dang ngbi trén dé

hat
chét luu

UM, 1)

H.24. Sie lam néi bat khai niém bién
thién toan phdn hay dao ham todn
phdn.



Chi ¥ .
Gida thir khi do dong chay ciia mgr chdt o, ta thu duec cde k6t quda sau

D DP s a N . s
lTp =0 hay D O, Pieu nay cd ¥ nghia var I gi 7
i ! ’ ’ ’

Khi ta di theo mot hat ¢hdt huw thi khdi luong riéng p et hat do khong bién
ddi theo thoi gian. Vay hat chd luu nay ¢o khoi luong khong déi (theo dindi
nghia), thé tich caa no cang khong bién déi theo thoi gian. Va nhu viy dp
sudi P e dung 16n hat chdi luu cang khong bién ddi theo thot gian.

5.3. Phép ldy dao ham toan phan cua mét dai
luong vo hudng g
Trong sy md & dong hoc cde dong chiy, ta da di tir khdi nicm Lagrange
dén khai nicm Luler, thicn v& truomg cie vin toc ¢la chit leu, Ta thir tim
¢dch bicu thi sy 1dy dgo ham toan phin cda mot dai lugng vo hudng.
Ta bict ring U(F, Dpger = VAR, D] qoranee rong do R(1) bidu dién qay
dao cla hat di qua M lde . Vay, ¢ thoi diém, 1a ¢o
F=R()=0M .

Ta hay xét mot dai luyng vo hung ¢(7F, £) (viel theo hinh thie luin Luler),
vai @ ¢O thé bidu dién Khai lung rieng p, dp sudt P, .. v tim cach tnh :

Dg

Di
Trong thoi gian dr, hat di chuyén (i dicm M (X, ¥, Z) dén diém
M(X +dX, Y +dY, Z + dZ) voi dX =0 dr, dY =0 di va dZ =0.dr,
nghia la dM = udr . bai luymg ¢ bicn thien ”l)g” sao cho

Dg= Eox s Eay +Lyz
Ox v 0z Ot

a O Og ag , —
do do : Dg:[ 8 U, + f +—;u 8 ]dl , tuong ang var mot phép lay
ax &y Tz ot

dgo ham toan phin.
Dao ham toan phan cta mot dai luong vo hugng g bing :
l)gv(“wgJr cg g og og

- +U0,—+ U
Dt Tox Yoy for o

+U.grad g = [(Tr + li.gradjg .
(7
Dao ham toan phan nay duyc phan tich thanh :

* U.grad 1a dao ham ddi luu, n6 biéu thi tinh chat khong déu clia g ;
. :vr la dao ham riéng, n6 biéu thi tinh chat thay doi cua g.
(‘r

~Thanh thir ta ¢ thé vict dao ham toan phin cta khoi lugng rieng nhu sau

l)p (p

+o.erad p
D ot grac e
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5.4. Phép ldy dao ham toan phan cua mét dai
luong vecto G

Ta gitr nguyén cdc ky hi¢u nhu trén, va xét mot dai luong vecto G(F.1)
(thco hinh thace luan Euler), vi du G ¢6 thé bidu dién van ¢ 0(F.1).
Ta viél G dudi dang : G =G 6, + G.é, +G-¢é.. Cic veelo é., ¢, é. I
cac veeto don vi ¢o dinh (hé toa do Descartes true chudn) ctia he quy
chiu ma a dang lam vige rong d6. Cac vecwr don vi nay déu bdt bién
thco thoi gian,

DG, . DG, DG. .

. DG }
Viy, dao ham toan phan cua G ¢6 dang = Ld, + —¢, + SN
Dt Dr - : Dr ~

~ -~

Jo .o Gy
~ =g.grad G, + —-( va cic h¢ thic wong duong

Dt ct

Nhung ta biét ring

doi vai cac 1oa do cda G theo ¢, va é. la: G va G.), nhd d6 ta duge -

DG Gy . - oGy S (eG,
— = —+vgradG, ¢, + — 4 v.grad G, e, +| —=+uv.gradG, |é.,
Dr cr S cr T cr T)

DG (& ) . C o= ¢
nghia la : —:((—+U.gradj0\.e\, + L+U.gmd G.é, + (—+U.gmd G.e,.
D \ ¢ o ct c ct T

DG (& . - o
vay thi: —= {:—+ U.gradj(Gxév\. +Gy6, +G.e.). hay:

Dy ot
DG (o 2 a o < ) .
— =ty oy — 0. — (G e +Gé +Gél).
Dt \¢r ~éx &y vaz) T o Ve

D¢ gitr Iai mot he thie vecto, ta dua vao toan [L’I’(U.él’raﬁd), ma biéu thic ky
hi¢u trong toa do Descartes ¢6 dang:

o A o)
. M [¢] (& «
(vegrady=v, —+uv, —+0. —
G SRS

Dao ham toan phan ctiia mot dai luong vecto G dwyc xac dinh bdi :
DG .
—= £+v.grad G.
Dt ot

Dao ham toan phan nay con dwoc phan tich thanh :

. v'.grad la dao ham déi luu, né biéu thi tinh chat khéng déu cia G ;

0 . ; , . .
i > la dao ham riéng phan, né bi¢u thi tinh chat khong 6n dinh cia G .

Chii y .
* Nhuevay, trong toa do Descartes, bidu thitc khai trién ¢é dang :

DG, |G, | ¢G. oG, - 0G,
A U Uy = Uy U —
Dr o A oy &z
DG, |G, | &G, oG, oG,
- —— Uy~ + Uy ——— + U, —
Dr Ct ax T Qv Y0z
pa} -~
DG, oG, oG, cG. oG.
— U, —=+vU 4y —
- X A
Dr ct Cx Y oy cz




Trong cdc hé toa dp khdac voi cdac toa d¢ Descartes, biéu thic

DG (& . N , .
— =| —+v.grad |G van con hiéu luc, va co dang (H. 25) trong :

Dr Cr
DG C ¢ | ¢ EW .. . .
cwaddlry: —=| —+0, —+) ——+ 0. — [(G.¢, +Ggy +G.¢.)
Dt it r réd Tz o
..DG (e & 1@ I PP
*laddciu: —=| —+u —+i——+U —— = (G + Qg TG6,)
Dr \ & cr rc® rsind Go '

v dimg queén ring chinh cdc vecto ¢

L & ViU €, dCu cd the lay dao ham

duge doi vai cace bién s0 khong gian.

5.2. Ap dung : gia téc cua mét hat

Bay gio ta tim cdch bicu thi gia (0¢ cia mot hat chdt 10ng xuat phac tir

trudmg Euler cde van (6c. Theo dinh nghia, thi day [a @ bicn thien van

0¢ cta hat nay khi ta di theo né ; va nhu vay day la dao ham toan phian

L . Du _ .. Duv oM+dM,r+dn-vM, )y .

cua van oc : a=—_.nghtala : —= VOl
Dr Dr dr

dM:u'(M.r)dr.

Ta phai ¢6 (didu ma ta s¢ kiém nghi¢m trong cdc dp dung khic nhau va
cdc bai 1gp):

q= DM, gy i _d V(k(l)*r)L,\(;R/\N(;li _ dv)
Dr dr dr

Ap dung cong thire 13y dao ham toan phin ctia mot dai lugng vecto cho
van toc cia mot hat chat luu, thi ta duoc :

. bv ow . -
d=—=—+(v.grad)v.
Dr Ot

Xuat phat tir truwong Euler cdc van toc, ta sé co duge gia toc cia mét
hat chat luu biing cich tinh dao ham toan phan cia v :

- o —
a=—=—+(v.grad)v .
5 g

Ta ky hiéu I)D—t = ﬁ.gHi.Jrg la dao ham toan phan nay. N6 duge
phan tich thanh :

. ﬁ.ﬁ 1a dao ham dai luu, né biéu thi tinh chit khong déu cia van toc ;
. % 1a dao ham riéng, né biéu thi tinh chat khong 6n dinh cda van
téc nay.

2 ———
Chuyla (v.grad) = t;nﬁld 17 +rotv Av (xem phu luc).
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H.25. Cdc h¢ true duge st dung.
a. Cdc toa do tru.
b. Cac tpa dp cau.




P& hidu ro sa ligng doi ey, ta 18y vi du vé miot ghénh song.
van (0c ctia chit [ong tai mdi didm cta dong
U7, 1y=0(r).

e

Ot

Ta dit minh & ché do dime
song déu gitr nguyén mot gia tri khong doi theo thoi gian :

bang khong .

Cac dueong dong lae dé s¢ dong nhit vai cde quy dao cla cic hat (H.26a).
Long song ¢o mit ¢dt nhd hon & ngang muace cua diém B, va bing "trye
gidc”, ta thy van 8¢ & B [6n hon van 10¢ & A, Mot hat ¢hat 1ong, di tir A
dén B, se (hily van 10c¢ cta no tang Ién : nhw viy, nhat thiél hat di tang
1oc, tuy ring trudmg van 8¢ cta chit 1Bng khong phu thude ro rang vao
thoi gian. ¢ ¢hd do dimg, gia (0¢ 12 thudn doi luu, nghia 1a duge gin véi
chuyén dong hay sy doi luu clia chit 1ong.

Chiiy .

Trén hinh 206b, ta da ve su bién doi ciia mot duong chdt 1ong © duong nay
bi bién dung manh, nhung triong cde van 10c ¢ mdt cdr lai gdn nhu déu.

Alp dung 9

I

H.26a. Ong dan c6 mot ché hep lai :
chdt long & ché' dé on dinh duge dng

toc.

7 duomy chiit 1ong bun diu

truomg ¢ van toc

L
L[ l uomg chat 16ng

H.26b. S bién doi cdc duwong chat
long cia mgt chat nwoe khi co ché
hep lai

Dong chay trong mot nhij di¢n vuong

Gia siv ¢6 dong chay hai chiéu (xem dp dung 7)
ma truong cde vdn 10c, dugc xde dinh trong
mién x> 0va y>0,la (M) (—kx, ky)
trong mot g quy chiéu (05 x, y, 2).

Hay xdc dinh gia t6¢ caa mot hat chdt 16ng.

¢ Cong trong hinh thuic luian Eoler

Ta co:
Do, 3 3 3
dp=—2 = S S ke =k
' D1 ot o Ty
Du, A o 5
Uy =—=—=| ——kv—+ky— |+ky=k")
: Dt ol ao Ty
. - ol 7
dodo: da=k"OM.

* Cong trong hinh thuc luan Lagrange
Cic quy dao cta dong chiy nay duye xic dinh bai
X = X()(f_“ va Y= Yi)(fﬁka .

Ta tinh van 8¢ V(/) (hinh thtre luan Lagrange)
| dx &
Vo) = == = ~kXye ™M = —kX (1)
dr
dY !
V) == = +hYye ™M =1k (1)

va gia 10¢ d :

~kt
AV, (1) d(—kXe ,
o = I O 7)oy g2 v
dit d¢
AV dikrye™) :
ay = (o —kZYO(:“’ = kY1)

di di

Nhu vay ta thu duge diang cimg nhimg k&t qui
nhu nhau doi veéi

F=R(1)=X(1)é, +Y1)e,
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Cha y ring mot sy tinh todn ¢o hé thong gia toc ¢lda mot hat chit luu md
st dung phép iy dao ham toan phdn, thi doi khi 1a vo ich, nhit 1 rong
a do try, didu ma ta co the thiy trong vi du sau day.
Gia str phdi tinh gia (0¢ cda mot hat chat luu doi vai mot dong chiy phing
cha chlt Juu ma trudmg cde van 10ce trong hinh thite tugn Buler dugce xac
dinh bdi
u(r, D=u(r, 1)éy .

Dung phép 1dy dao ham toan phin ta dugce
. A . o 16 X
d={—+v(7, D.grad |v(r, Déy =| —+v(r, )= - vir, 1)éy

ol o

\

ro

2 2
alr,y..  v(r 1y 0. ar, 1y . vt
=Ll t————Cy = ¢y — ¢,
3 ob ot r

Cdc bién xd klidng gian va thoi gian la cdce bién déc Idp, nén khong cdn
phai dong dén phép 1dy dao han theo thoi gian cia cdc vecto don vi ¢,
va E(;.

* Cic duong dong va cic qay dao déu la ¢de vong tron (U, = 0). Tren
mot qay dao ban kinh R = r (R doc 1ap vdi thoi gian), thi van (e
[Lagrange cda hat & M duyc xic dinh boi V(R(I),f) =V(R, 1)y (R=cle).

Vian (0¢ ndty phu thude 1o rang vao thoi gian, nén gia toc cha hat duye xac
dinh bt :

CAVR ) AVR ) . VAR 1)
Ud=—"-—"= Cy — Crs
dr dr R

12 bidu thic ¢b dién cta gia (Oc duge tinh todn theo hinh thice luan
Lagrange. Bidu thice ndy hodn toan ddng nhit vai

5

ovr, 1)y .. vt 1) .
= ()'() — L’,. .
ot r

» Dé tap luyén : bai tap 3, 4, 7 va 8.
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DIEU CAN GHI NHO

B Thang do kich ¢é hat chit luu la thang trung mé, trung gian giita cac thang vi mo va vi
mo. N6 cho phép két hop voi hat nay cdc dai lugng vi mé dé mé ta chat luu nhu mot méi
truong lién tuc.

m CACH MO TA CHAT LUU CUA LAGRANGE
Chuyén dong cua chat lvu dwoe mé ta hoan toan néu biét ciac quy dao R,‘(t) cua tung hat

) o . v GE dRi() .. .
chat lwu. Van téc cuia cac hat nay duoc xdc dinh boi V(R;{f),f) = (1) voi Ri(t) la vitri

& thoi diém f cia hat ma ban dau hat ¢ Ri(()) lict=0.

Cac van toc nay, két hop voi cac hat chat luu, chi phu thude ro rang vao thoi gian va cac

toa do ban dau cua hat, nghia la chi phu thudc vao R(1).

m CACH MO TA CHAT LUU CUA EULER

Chuyén déng cua chat lvu duoc mo ta hoan toan néu biét cac van toc cia cac hat chat luu
di qua mét diém M cho trusc trong khong gian ¢ thoi diém ¢: v(M, 1).

* Cic toa dd khong gian va théi gian 1a ciac bi€n sé doc lap.

* Hinh thic luan nay duyce stt dung dé mo ta su bién doi cua cac dai luong diic trung khac
cta chat luu theo thoi gian nhw dp sudt P(M, ), nhiét d6 T( M, t) cta no, v.v...

* Quan diém Euler mé ta trang thai cia chat lvu dang chuyén dong bing cich két hop cac
truomg vai chit luvu nhu : truong van téc, truong dp suat, truong nhiét do ...

* Khi md ta chuyén dong cia mot chat luu theo hinh thire luan Euler, thi ton tai mot bién so
danh dau (hay mo ta) trang thai (chuyén dong) cua chit luu, va mét bién s6 cho phép mot
swdinh vi Euler ctua diém M

m KET LUAN

« Cang mét van toc ¢6 hai cach thé hien : #(F, 1) = V(R(), 1).

* Trong hinh thic luan Euler, ta ¢6 : v(M, ¢) hay v(F, t) voi r = oM .

dR©)
d¢

¢ Trong hinh thirc luian Lagrange thi : V(f) = =V(R(t), t) ; hat duoc khao sat Ia hat

¢6 quy dao & R(t) =OM & thoi diém 1.

m DONG CHAY CUA MOT CHAT LONG

* Dong chay cia mét chit long dwoce diic trung béi :

- cdc quy dao ciia cdc hat : quy dao ciia mot hat duge tao thanh béi tap hop cdc diém trong
khong gian ma hat chiém gii theo théi gian

— cde duong dong : ¢ ¢, cho truge, dudng dong la mot duong cong ma vecto van toc tiép
tuyén voi né tai moi diém ;

— Cdc duong phat xa : ¢ ¢ cho truge, duing phat xa duge tao thanh bdi tap hop cic diém

trong khong gian bi chi€m béi cic hat truge day da di qua mot diém M,y cho truoec.

3



* Phuong trinh vi phan nghiém ding quy dao cdc hat chat heu ¢6 dang ¢
dX dyY dZ

= = =dt
Ve (X(0),Y(0), Z(),t) - V(X(O), Y1), Z(1), t)  VAX(0), Y(1), Z(1), 1)

Hing so tich phan cho phép ta nhan biét hat di qua M ¢ thoi diém ¢.

* Ta cd thé dic trung dong chdy cia mot chat lwu bing vice xdc dinh cic duwong dong (1a
duong trudng cia truomg cic van toc Euler cia cdac hat chat hw) & thoi diém ¢;, ma

phuong trinh vi phan c6 dang :
dx B dy _ dz
vx(xﬁyszst()) Uy(x»y,Z,t()) U;(x,y, Zyr())

* Mot dong chay dimg 0(F) phai sao cho truong cic van tée cua chat lvu khong phu thuge

ro rang vao théi gian. Khi do ¢6 sw dong nhit gita cic quy dao, cic duong dong va cac

dwong phat xa.

m PHEP LAY DAC HAM TOAN PHAN
* Phép liy dao ham toan phan cia mét ham vo hudng g o
Dg  g(M+dM,t+di)— g(M,1)

va cing tuwong tw voi mot ham vecto

Dt dr
VG G i H-G(M, t . ,
%: GM +dM, t;d )G, ) voi dM =uv(M, t)dt trong ca hai trwong hop.

¢ Dao ham toan phan cia mot dai lwyng vo husng dugce cho béi :

Dg _og
Dt ot

+v'.grad>g: (—aa—t+ v. gradjg.

Dao ham toan phan cia mot dai lwong vecto G duoc cho bdi :

DG _F9 G orad |G
D¢ ot

Cac dao ham toan phan nay dwoc phan tich thanh :

« v.grad la dao ham déi lwu, n6 biéu thi tinh chat khong déu cia dai luong ;

0 . . 0 ,
. E 1a dao ham ri¢éng, no bicu thi tinh chat khong on dinh caa dai lwgng.

dang

* Xuat phat tir trwong van toc Euler, ta nhan dugce gia toc cia mét hat chat lnru bing cdch

tinh dao ham toan phian cia v ;
. Dv 0vu L T
a=—=—+[v.grad)v.
DI o1 (6 rad)
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ai tap
A DUNG TRUC TIEP BAI GIANG

1+ Trudng cac van téc va gia téc

trong hinh thuc luan Euler
1) Hay viét theo hinh thitc luan Euler truong céac van
tdc clia mgt chat luu chdy ra tir mot ng c6 dang mdt
phén tu vong tron ban kinh R véi cac dic trumg nhu
sau :
* van t6c cda mot hat 1a tryc xuyén tam
* cac van t8c cda cac hat, & thoi diém 1, déu giong
nhau vé do 16n.
Miit thoang ctia chat hru trong 8ng dugc dinh vi béi
goc a(r).
2) Hay tinh gia tc clia mot hat chét luu.

X

.
el
-
e’

O Trudng Euler cac van téc cia mét chat
idng trong mét éng hinh chir U
Hay viét biéu thic cla
trwdmg cac van téc cla
mot chdt 16ng trong dng ()
chir U, biét ring van toc
giong hét nhau vé do Iom,
& thoi diém ¢, d6i véi moi -
hat chat 16ng.

-=z(0)

Mit thoang cua chdt
16ng & nhanh phai 6ng
chir U dugc dinh vi bdi Ty am™
do cao z(r) cia nod.

3* Nghién ciru trudng cac van téc
trong hinh thuc luan Euler

Gia sir c6 mot dong chdy duge xac dinh theo hinh
thire ludn Lagrange dudi dang :

X(1) = Xo(1+ br) v6i b khong ddi
Y(f) = YO .

Hay xac dinh gia t6¢c cia mot hat, truc ti€p va bing
cach dung hinh thic ludn Euler.

Ll-* Pudng dong va quy dao
Gi sir mot truomg van tdc, véi truc (0z) thing dimg
R . . . .. - |Ux = Ho
va hudng 1én cao, duge xac dinh bdi ©
v, = —gr+vy.

Hay xac dinh cic quy dao, cac dudong dong va dudng
phat xa xuat phat tir diém (0, 0).

VAN DUNG VON KIEN THUC

5 Truong cac van téc trong mét nhi dién

Cho mot h¢ quy chigu #'(0'; x', y', z) chuyén dong
tinh ti€n véi van toc Vo = Vjé, ddi voi he quy chi€u
RO ; x y, z). Trong A’ c6 thé c6 mot dong chat
16ng chay trong nhi dién vuong (0 ; x', ¥) (cic vach
(Ox’) va (Oy") lic d6 trd thanh di dong d6i vai he
quy chiéu ) dugc mo ta bdi trudng van toc :

a-(i,_L,o).
T T

Hay xac dinh trong &% phuong trinh :

* clia quy dao hat di qua My (xg,yp) lic t4;

* cia duong dong di qua My(xg , yo) ltic 1g;

¢ cla duong phat xa di qua My(xg ,¥p) ldc 1.

6* Tinh surc dién dong cam tng
Mot khung day c6 dang hinh vuong canh a chuyén
dong tinh ti€n v&i van téc Vo = Vjyé, , truc giao vdi
mat phing cla né, trong mot mién cé tir trudng.

B = By cos(kx —1)é, .
Hay xé4c dinh stc dién dong cam tmg e trong
khung.




Ve Dong chay gida hai hinh tru

Done chay cta mot chat 1ong gitra hai hinh try ddng
tam. ban kinh R} va Ry, quay xung quanh truc
chung ctia chung v ciac van 10 g0¢ 2 va €25, ¢o

the duge mo 1a béi ruong cac van (1o¢ v :L Ar+—éy.
s

1) Xic dinh cic hing s0 A va B bang ¢ich vict tinh
lién (ue cta cac van 1o¢ cua chat 1ong va cia cic
hinh tru & K va Rs.

2) Hay binh chu truong hop 2, = €25

3) Hay xic dinh gia toc ctia mot hat chit 1ong.

& Tinh gia téc cua mot hat chat long

Neudi ta khio sit dong chdy cda mot chat 16ng
eita vO cyc v mat phang v = 0 dugc kich thich
mot chuyén dong dao dong dang X = a sin o,

Neudi ta dé xudt mot truong van (de cuia chat 1ong
dang

v,y ) = a(ufk-' Costal ~ kv, = vy, ()¢,

Hay xac dinh gia 10¢ cia mot hat ¢hat 16ng.

) chit long

! - 2 .
— miit phing dao dong

L0 GIAl

/l D) Newor ta xae dinf vi td dicm M trong he woa di cue (6, .0 .
Tat ca cde hat déu oo cing mot van e vo do lom, bang Reeit) .

Van toe vy rong hinhy duie fudn Euler, dwoe xde dinh boi hé
e sau ddy

UM = Ra(t)d, .
Chiy
O didy can thice phai dane hai Ky hidu a va O thay har h¢ toa Jo). vi
ity bicu dif mie chat long vi Ol d cao cia dicm ™M, St phy thude
cia UML) vao cdc toa d6 khng gian duge thé Intén boi trung eian
¢y Vil vao toa do thot vian duoe e hicn bot trung eian ait). adl)
Ji o do, xde dinh vi ot mie chit fong vi Ol toa do Luler.

2) Bidt ring G(M ()= U(F.0)= Ra()d, . ndn gia toc cua hat dire
choboi
R0 = Ritl)6, = Rac (16, .

v rang (il todn phdi duge thue hi¢n tong hinh thie ludo Luler

hayLagrange.

2 Ta xde dinh vi of didm M bang hoanh do cong s. Vin tic
GUM L) rong hind i fudn Fuler duoe o botbidu thre :

SIM) = 20T

cie toa do s Az
cho phép ]
xi¢ dinh 0 1+ <.
Vil ot A boz(f) (L bicu dien
did M chidu dii cua
s=0- - -+ *l -1-0 doan chitt [ong)
S =g e oppepoe e ameeno ptge - 2(1)
==l tou do
l cho phép
i, xdc dinh moc

ctia chilt long

Chii y

Cin thidt phar ding hai b ta d6. viz bicu dicn nue chat long vis Li
JG cao cia Jicm M,

S phy thudc cua M) vao cde a &5 kiiGuy 2ian dugpe ¢ i
boi tung eian T, va sw phy tudc vio (o7 eian dioe the hidn boi

trung gian z(0) .

3 Vin the cda mat hat dwge cho bot % ( /\;(/ L=V (()y=——.

dodi

dX()
dt

¢= X, nehia b VIR, O = X,

X

Bict ring VIR =
1+ bt

hiy . nén hifu thite cda vin (0c¢ tong

X

hinh thee fugn Puler ¢d dang © 0(7,0) = hé . Trroug cie van

[ +ht
tic fi Klidng dine. Gia (¢ i mot hat hziny khoug, vi V (/é(l,)./)
khadng phu thudc thot i,

St tintrtodn gia (6¢ trong hindy ke ludn Fuler cho G

ﬁ( xb “( xb }
o p ¢! R
cooovo U b } L 1+ht Xir
(I(():T‘ﬁ/'*:——A—‘*' — -

o f | +ht

/2
XN
= +— =()

ox (417 (+hty
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q o (e gy dao la cic duomg cong co phuong tind)

dX 4
==
t, oty

I . o .
A= ——etm vl + 7, ughia la cac duong parabon,

nphia  ld Xiy=uyt + X, v

L e . Codx dz
* (e duome dong i cae duvmg cong co phuomy (i) — = ———
Uy gty
e L I T
nghia b e dimme thing co dg dic — = ———" G thor dicm .
dx U,

 Duomg pht xa khing ¢o thang gidng, nehia ld phuong ol cia e
vany neuyen o moi thor dicm . NG duve cau thands ar duong parahon
xudl pht nrdiém (0.0),

Trén d6 i dudi ddy, nguot G lam thay 1 dong thor cae gy dao vi
cac duong dong o cde thor dicm khde nhau (> 1))

cic quy dao /
\ duomg dong

duong dong &1 =1~ di=1
5 Ta thu duge udng cde viu (oc trong . bing cich cong cde

vin toc ;
UM, =U(M), -+ 0,(M) nghiald 5=0"+ V¢,

(vor x=x"va y=y+ V0. dodo:
X y=W

U —, ==
T I

+V,,0

* Quy dao

Ta ahidn duoe quy dao hiang phép 1y tich phin cic phuong tinh vi
phin

v -V

dt 1 di r

vor cdc dicu kicn ban dau x)=x, va viy) =y, . Phuong moh

thain s6 hda cda quy dao phai dm i
[, [

X=x,e (va y=Vi+on=Vie © ().

Kiurttrong hai phirong tinh. ta duge quy dao y = £1x)

X i =Vl
}':‘/T)((;-FW]THIL—"' + xS

at
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Quy dao duge bicu dicn bor duomg cong dieni ddy: quy dao cd Ui
dupe lam thay 10, doi voi mot hat "dupe danh ddu” teén buc anh chup
VOT Lot gian 10 sdng rie dad.

x
3
* Buomg dong

Ta nhdn duoe duomg dong hang phép lay tch phiu, o thot diém .
phuoug tnh vi phdn

de dy

X Y=V, + Wt

nohiala: x(y =V, + rh=cle=x,(y, =V, + 7).

Dav i phuong tinh cda mot hipehon (nG khone dcp wycn voi vich
di dgne 1), Dwdmne dong di qua My, lic t, . dwoe bicu dicy bor dutng
cong dirdi diy © ta ¢ hE fam thiy 1o duong dong (én mat dnh chup
lic t, vou thor eian 10 sine 3t nean, Liice do, cic hat di dioe ddnli
diu dé fai udn kinh anr cac vt vecto Wy I vor veeto vin 16¢ ik thoi
ctha clidne. va dinh hudng theo viu (e ndy © hic d6. can phds dume
mét duwomg (iép uycn vor cde veetr ndy xudt phat iy M, .

¥

* Buong phat xa

Duong phit xg dic tnme. o mdt thot didm A cho trde, tan ho cde hat
Ja di qua didm M, G cde thor dicm rde div. N viy. ta b dinge
durong phit xg 0 thor dicm ¢ pang cdcl kit «, trong hai phwong tinh
(1} v (2) fa cde pluong tinh bicu dicn gdy dao cda moi bat di qui
M, vait, alwr mt tham 0.

N X SN
Phuong tind (1) cho ty =1 —rin) — | . nghia fa
.



V.grad @+ y, -Vt +Vyrin

X N X
X)) X

Pinrong tinh udy bicu didn, ¢ thoi dicin . phwong ginh v = o(x) cita
duomg phit xg.

Ta nhidn thiy ring a6 chi' ¢ gid ui dGivei x> x, . Phan duong cong
(romg thg vOi x < x, €6 thé duge poi 1 "dwong hap thu" - 16 bicu
dién tdp hop cac hat & di qua dicm M, o mdr thor ofan sau doi vt
i diong phit xa kiing thang gidng.

Ducmg phdt xa doi hoi ong tmg vor fic , . N vdy, phuong trinh
cua no li:

x

y=W+| vy =Vt +Vrln
X)) x

NO duge hidu dién tfn dudng cong dwi ddy v, mdt ngudn cdc chat
déuly ddu nhudm mau dat g M,y . co thé duge lam hidy 16 bang mt

dnhr chup hic t, vor thot gian 10 sang ugdn.

Vige logi bo ba st md phong trién chimg (0 rang ¢d ba duong cong di
qua cding mot diém M\, .t ca déu tép tuyCn vor nhau tai dicéim udy ©

Ay o thot diém t, chi ¢ mt vin toc duy nhdt & M,y !

i

///
T e
~ quy duo
o

duomg dong
e

é Thong hegng cua B di qua khung duoe xac dindr theo ©

p(x.1)= /))U{'IQ cOs(kx — wt) = ¢ cos(hx — cwl ).

s ” D —
Sure dién d0ng cam img trong kg dune chohor e = — IT{p nghia ki
{
D s w0 _ .
o= ——sz —(Vu.gmd (/)+—(pj:V“(/)(,ksm(kx — X ) — Pyewsin( Ky —axX)
{ ot
=(Vok —w)pysinthx —wt) .

Ta nhan xée mt cdclr vt fogic 13 néu khung di chuyén vor cang mit

vén (Oc nfr truong, thi sie dién dgng cani tmg ¢ gt tiéu,

. B . s .
7 1) Khi vidt /\Rl +]T = ‘(JlRl v AR’.Z +T = .(22R2 Lt ta
| 2

dwye :

LR - OR

¥ l}:w '
Ry = Ry

A S
Ry — R}

2) Nou =62, U=QAF. thi ta c6 mit chuyén dong quay

“toan (" cua chit long ta abur chuyén dong quay cda mot vat @n.

ry - - - . T [/,L N e
3) Theo cong thre (U.grad)U = grad By +rotuAv  (xem phu

tue). thi ta dwoe

D BY Y. 7Y
l—b:l—i (/\l‘+——) c,.+2/\c[/\(/1r+l— ¢
Dt 2dr r i r

B BY. B 2AB

= /421'_—T U,*Z/\[/\l#—)crz— /1zl'+—‘+—~ ¢,
o . r ¢ r
BY

[4]

r .

=,
P

Ta lai tim (h;fy [ 1 ctia mot chuyén déug tron déu - thdr vy, cdc
duimg dong, do viy cde qui dao. déu i cde voug tron bin kinh
Theo quan nigm Lagrange, thi R(t) = r= cte va vin (6¢ Lagrauge bicu
higu dudi dang V =0 = v(r)d,) . nghia I doc [ip voi thoi gian,

8 Ta

_ Lo dX . NP S TN S
U(X,y,0) = awcos(ol i, = TC < nelua fa van (oe cua chat fong. o
{

abn  thiy rmg  doi vdioy = 0 (i

y =0, thi bing vin toe cia mat phang dao doug.
ov B vy,

IV o ;
—=(vg - ¢y =—aw e sl —kyle,
Dt ot dr

Gia the ¢0 tindr chat thudn tdy cue b, vi cde dudng dong 1a nhimg
duong thing cong tuyén voi true (Ox) - how wira vin tdc khdng ply
thudc vao bicn s6x.
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SU BAO TOAN
KHOI LUONG

\
Trong dién nr hoc, chiing ta da tung gdp phuong
trinh bao toan dién tich :

div(]) + if—: =0voi J= P, ciing nhu phuong trinh
&

bao toan ndng lugng (trong mot mién khong co
dong dién) :

EAB
o

. - .
div(S)+ ‘_‘; =0 voi S=
el

la vecto Poynting, Ela dién truong, B la twe truomg
2

N ] 2 1 B_ N ~ A N, > o

va u=—&oE~ +—=— la mdt dj thé tich cua ndng
2 2

lwong dién ti.

Ta diw tinh sé tim dugpc mot phuong trinh ¢o cung ban
chdt nhuw thé ddi voi phueong trinh bao toan khoi
lwomg dudi dang tich phan va dudi dang vi phan.
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Muc T1EU

® Cich thiét 13p cin bing khai lugng.

B Cic phuong trinh bdo toan khoi luong
dang tich phdn va vi phan.

DIEU CAN BIET TRUOC

W Hinh thae ludn Euler.
B Phép [dy dao hiim oan phin.

W Phép tinh thong lugng cda mot vecto.



1 Luu luong khai

1.1. Dinh nghia o
' H.1. Cac hat di qua dS déw o 1rong

Ta 12y mOt mit ¢o dinh hudng S 6 dinh trong h¢ quy chidu nghieén ctu.  jiind 1.
Goi dm 12 khoi lugng nguyén (& di qua mit S nay rong thoi gian dr.
Theo dinh nghia. thi khoi luong ém nay bing dm=D,,dr. trong d6 D,,
bicu dién lvu lugng kKhoi cia chat 1ong di qua mat nay.
o . ~1
duge bicu thira kg.s .

Do viy luu lugng khoi D,

Ta hay xdc dinh dai lugng D),

nay.
Cic hat chdt 16ng di qua mot phin wr dién tich dS=dSN (N la phap
twyén vai phan ar dign tich nay) co tam & P, trong thoi gian or . déu duge
chira trong mot hinh tru ¢ ddy dS. duong sinh song song voi ¢(P.r) va
chidu dai 8/ = £(P.nH& 1. vanhw viy ¢o thé tich (H.1) bang :

dt = 6(Pa).dS S 1= ((P).NdSST .

bicu nay wong tng vai mot khoi lugng p(P.ydt = p(P.nc(Pr). dsdr.
vay la wong tng voi mot luu lugng kKhoi nguyén 10
dD,, = p(P.DI(P.. S = p(P.OE(P.1).NIS .

Luu lugng khai di gua mot mat S hiu han ¢6 dinh hudng (kin hay khong)

duge xace dinh bdt 10ng cac luu lugng nguyén 10 nay, va ta thu duge (H.2) - oW
. . / -
D, = H PUP.OGP..AS = H PP OEP).NAS , TN
mait S mals T T
Khong km khong Kin / 5Pt -
lwu Tugng theo dinh nghia s¢ Ta duong néu chat 10ng chiy theo chicu clia <
N. hay : “— mat $ khong kin

H.2. Cdc hicu thie tham gia vao luu

D, = ﬁ p(P.G(P.1).NdS fiegng Khot di quia pidt mar S khang
khép kin.
mit §
kin
day 1a Tvu Tugng khai (dai s0) di ra, phip tuyén N dugce dinh hudong ra
phia ngoai matkin S (H.3).

Ta nhdn manh su gidng nhau ctia dinh nghia nay vdi dinh nghia vé mat do
dong dign j = ps di qua mdl madt ¢ dinh hudng bing cach dinh nghia
o . o L . mill § khép kin,
veelo JP.Yy=p(P.0yc(Po) Tamdr dé thé tich ciia dong khoi lieong. phip tuyén ctia né hudng
. . tr trong ra phia ngoai. /

Luu lwong khoi di qua S ¢6 gia tri D,, = H J(P,0).NdS . /

mat S
Kkhong kin

Luu lugng khéi di ra (dai sd) co gia tri D, = # J(P,1).NdS vei

mit S
kin

j(P,t) = p(P,)v(P,1) 1a mat do thé tich cia dong khai lugng.

H.3. Cdc hidu tuic tham gia vao luu

liepng kot di ra khoi met kin.
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1.2. Nguén va giéng

Tai mot s6 didm hay mién nao do cua mot dong chay ¢hit 1ong. doi khi on
tai cic su hien ra khoi lugng (cic ngudn) hay mat di khoi lugng (cde giéng).
Cac s xudt hign hay bién mat khoi Tugng déu duge dic wrumg bdi mot luu
lugng Khoi Dy, ouan
phan (v diém hay dai (doi khi 1 cac phin i the tich) cung cap mot khoi

luong Dy, auon® ! trong thoi gian: or.

(thuomg duge xac dinh theo phuong phap dai s0) @ ciac

Vidu yé ngudn va giéng

Khi lam ddy (va thao cany mot bé chia bang hai ong dan. thi ta ¢6 theé mo
hinh hoa tinh hudng nay vai mot neudn diém va mot gicng diém (H.4).
Ta hay théa thuan voi nhau chi én cac phdn wr nay bang thudt ngw
"negudn” : nhu vy, ching s¢ duge dic wung boi cac Teu lugng kKhoi (dai
50) duong hay am.

Thuong cac ngudn naty ¢o the duge bicu dién nho mot thong lugng khoi
di gqua mot mt S kich thude nho. Thanh thit trong truong hop trén. Iuu
lugng Khoi co the duge bicu thi nhu sau D, = pSe, khi chat [ong ¢o
Khot tugng riéng p di qua mat S vai van 1oc ¢

1.3. Mat kiém tra, mit chira cac hat chat 16ng

1.3.1. Mat kiém tra - Thé tich kiém tra

MOt mgt kiém tra 1la mol mit ¢& dinh trong h¢ guy chicu nghién cuu
(H.5), day 1o dicu mi ta d@ x¢t trong ¢dc tinh todn trudge diy.

Mat kiém tra ndy gidi han mot the tich kiém tra. Ta da thay ring (0n tai
cac lua Tugng thé tich v luu lugng khoi khac khong (trong truomg hop
(Ong quat) di qua mit nay.

1.3.2. Mat chua cac hat chat 1dng - Thé tich chia cac hat
chat Iong

B Dinh nghia

Mat chuta cac hat ¢hdt Iong la mot mit ma (rén do duge sdp xEp lién e cac
hat chilt [ong. Do vay cac diém ctia mdt nay s¢ dich chuyén vai ciing mot
van toc nhu chat ong. Ta noi @ mit duge "kéo theo” bai chat 1ong (H.6).
Mt chua cde hat chat 1dng nay gidi han mot thé tich cac hat ¢hat [ong.

R H¢ qua

Ml niy tuy duoe kéo theo vat cung mot viin toc nhur chat 1ong . nhung
Khong hé ¢o bat ki mot suchuyn vit chil ndo di qua mat do. Khoi luong
M & trong (h¢ tich chira cac hat chdt long nay (gidi han béi mat chira cdc
hat ¢hit 16ng) do vay s¢ bit bicn theo thot gian, didu mi  ¢6 thé vict

.- DM
dudi dang =0.
D

® Phép 1ay dao ham toan phan cia mot tich phéan theo thé tich
Gid st ta phai tinh toan dai feong sau day :

DG : J'”
VOl =
12N

the tich v
chir cachat chat long

glM . dt

Nhu viy . n¢u g (M, 1) =p (M. 1) (khoi lugng ricng), tht dai lrgng G bicu
dién Khoi fugng chat 16ng nam trong (h¢ tich chira cdc hat ¢hat 1ong (vict
gon : thé tich cdc hat chat 16ng).
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tai dicm nay 1On tai mot
giéng diém dugc dic tung
bt mot luu lugng khoi "di

ra” /)y (am)

(ai di¢m nity (1On tai mot

ngudn diém duge dic trung

bdi mot luu lugng kKhoi "di vio”

Dy (duong)

H.A Vi du vé neudn didm va gicng
diém o sie lam dav Dy ova s thao
can Dy mor bé clhiia mor kot luong

chdt long nao do nhor hai ong dan.

mat kicm tra

H.5. Chdt long di gua gt kién tra &

dinh trong hé quy chiéu nghién cia.

mit chia ¢de hat chilt long

oM, 151
M

G thot diém 1 + 8¢

v(P.0d1
mit chaa cde hat chil 1ong

& thot didm ¢

H.6. Sue van dong ciia mor mar cluia
cace har chdr long = mdr dwpe "kéo
theo™ boi chdt long. Khoi lieong M
cria chat long., dieoc gioi han boi mt
dang chuyén dong nav, la bar bien
theo thot gian,



. . DG e
Theo dinh nghia, dao ham toan phan cta G. ky hicu (——J , duoe bicu thi

Dr
thé tich cac hat chit 1ong

thé tich cac hat chat 1ong
lac 1+31 lacy

la:

(M. 1+0r1)dt — g(M.ndt

Dt or

Khi sir dung cic mién khéac nhau duge (thé hién trén hinh 7, 1a c6 (hé viét :

{J.J.J.g’ﬂll-?-6[)d‘t 'UgMI+5I)dT {.U :Mz)dr+.U IMz)dr}
; 3V 5Y,

DG
_D? ot
hay
H:U‘“M r8adt - J.J.J.a’(Mf)dT} “.ﬂa’(Mw&)dr - '[U M. }
DG 3Y, 5V
H S1
nghia la :
J‘J‘J‘(f; dr 61+“.J. g(M[+5[dT—JJ]:(M; }
DG Vi SV 5V
Dr Y

Khi dung phin wr thé tich duge quét bdi phan wr dign tich dS (H.8), ta

DG _ J‘J‘J‘Q%_W_’)dr +#g(l’,l)ﬂ(l’.i)./\”d5.
Dt ()I
?

S

s¢ dugce :

Dao ham toan phan FG cda dai luong G la tong cia hai s hang :

* do bifn thién cuc bo II ag(M t)

* d¢ bién thién doi luu ﬁ g(P,Oi(P,1).NdS ;
§

nhu vay ta duoc :

DG ” 3gW H +#g(P,t)li(P,t)-NdS'

S
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thé tich chia
cdc hat chal 1ong
V(1 + 1)

& thot didm ¢ + 3¢

thé tich
chda cde hat chat long

V(1) & thoi diém +

H.7. Khi dich chuvén thé tich chia
cac hat chat long, ta da lam ndi bar

ha mién giit cdc vai tro khac nharu.

thé tich ¢ac hat chat 1ong
V(r+d1)

& thoi diém £+ 8t N

v(P,t)

v(P, )0t

thé tich

cic hat chat 16ng

V(1) & thoi didm ¢

H.8. Phdn ni thé tich dt bdng -
dt = £#(P.1).NdS



Vidu:

Néu ta ldy g = 1, thi lic d6 dai luong G biéu dién thé tich chita cdc hat
. Vv .

chdt long V. Dai lupng —DD— khi do sé bang :

DD‘t/ @v(Pt)NdS Jjjdlv(v)dr

s
(bing cdch ding dinh If OSTROGRADSKI)

Néu div(D) =0, thi thé tich chita cdc hat chdt long khong bién doi. Khoi

luong cia thé tich chita cac hat chdt long sé bdr bién, khoi lugng riéng
TN o s g D
cing bdt bién, va day la dieu ma ta da biéu thi dwdi dang Fp (ddc trung
!

ctta mor dong chay khéng thé nén duwoc).

Ta s& trd lai phép 1dy dao ham toan phin nay trong chuong 6.

Can bang khéi luong : phuong trinh
bao toan dang tich phan

2.1. Phuong trinh t6ng quat trong mét méi truong
khéng cé ngudn

Ta hay xét mot thé tich V ¢ dinh (thé tich kiém tra) trong khong gian choan
béi chét 10ng, bi gidi han bdi mot mét kin S ¢’ dink (mit kiém tra) trong hé
quy chiéu nghién ctru (H.9), phap tuyén N dinh hudng ra phia ngoai.

Gia six la khong ton tai bat ki mot ngudn (khoi luong) nao trong thé tich nay.

Khéi lugng chat 1dng m(r) chira trong thé tich V nay & moi thoi diém £ ¢6 dang :

m(t) = J‘J‘J‘ p(M,tdt .

thé tichV
D6 1a phan chat 16ng lien tuc di vao va di ra khoi thé tich V nay trong khi
di qua mgt kiém tra ¢6’ dinh giéi han n6 : do vay khoi lugng m(r) phu
thudc thoi gian.
B Do bién thién khéi lwong dm trong thoi gian & cia chat léong ¢
trong thé tich kiém tra V c¢6 dinh.
D6i véi mot thé tich nguyén 6 dr, chita khoi lugng dm =p (M, r)dr, thi do
C o oo M.t
bién thign &(dm) trong thoi gian &z s& 1a & (dm) = g%d‘lﬁt .
t
Chiy:
Diéu chit yéu phai hiéu ding, la & day ta khong theo doi mot hat, ma bding

cach dé "mdt dan vao" thé tich nguyén t6 dr c6 dinh, bao quanh diém M c&

dinh, thi ta quan sdt duoc dp bién thién khoi luong theo thoi gian trong dé.
Nhuw vay, do bién thién khoi luong trén don vi thé tich & day chinh la do bién
thién cuc bo ma ta két hop vao do phép ldy dao ham riéng theo theo gian.

Khéi lugng tdng cong m(r) clia chdt 1éng & trong thé tich V da bién ddi
trong thoi gian 8¢ mot lugng :

- ] 22t

thé tich V cd dinh

mat §
H.9. Mdt S kin (va ¢ dinh) gi6i han
mgt thé tich V c¢d dinh. Phdp tuyén
duoc dinh hudng ra phia ngodi.



B Khoi lugng &m di vao thé tich V trong théi gian 8 qua mit S ¢
dinh gioi han no.
Swr tang khoi lugng nay twrong tng vai khoi lugng chidt 1ong da di qua mat
kiém tra § tir ngoai vao trong, trong thoi gian 87, nghia la

om=—

i

mat Skin.
¢o dinh gidhanV

m d 1 16[
N6 duge bicu thi dudi dang :

p(P.1)I(P.1).NdSS 1 .

om=-

Nho @6, ta duge phuong trinh bao 1oan khoi lugng dang tich phan -

I 5 4

thétich v mat Skinco dinh,
¢t dinh gidihan vV

p(P.(P.HUS =0 .

vl dS =NdS va N hudng ra ngoai mat kin.

Su can biing trong qua trinh bién déi khoi lugng chita trong mot thé
tich V ¢6 dinh khong ngudn (H.10) dugce thé hién béi phuong trinh

bao toan khéi lugng dang tich phéan III %?d‘c ==Dy, dira -

thé tichV

mitSkincd dinh,
gidi hanV

nghia la :

J‘J‘ 8p(M D i

thé tichv
co dinh

p(P,tYi(P.t).NdS =0 .

Khéng ton tai bat ky mot ngudn nao ¢ trong thé tich nay.

14’p dung 1

Sw béo toan luu lugng khoi
L, , . . IH
Gia s ¢6 mot dong chay chdr ong khong thé

(ry=pu(r0,1)2nrh=

mit S kin

H.10. Sie cdn béng khoi huong kér hop
voi mor thé tich kiém tra V o6 dinh.

D\,(f)

nr

2nrh=phD.(1).

nén dwpe ma truong cdac van 1oc trong hinh thic
ludn Euler dwoc xdc dinh trong toa do tru boi ;

D, (1) .

é,.

(r.0,r)=

2nr
Hay tinh haw luong khoi D, (1) di qua mot hinh tru
cO truc (Oz), ban kinh r va chiéu cao h. Két lugn.

O mol thoi diém ¢ cho trude, thong luwong
pu(M.r) di qua mdt hinh try ¢6 tryc (Oz), ban

kinh r va chiéu cao i1 (H.11) duge xac dinh béi :
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Luu lugng kh&i nay doc lap véi ban kinh r clia
hinh try @ nhu vy, cdc luu lugng khoi di qua hai
hinh tru (H.12) ban kinh r va »' (chiéu cao h) la
giong nhau.

Khoi lugng chat 1dng ¢ gitra hai hinh try nay
khong bién d6i theo thoi gian : didu nay lien
quan d¢n tinh khong thé nén duge clia chi 1ong
(p =cle).

KEU ludin nty s¢ dugce khdi quat hoa trong céc et
tiép theo.



z hinh try ban kinh r
va chiéu cao h

125
4

x pu(r,1)é

2 ey
H.12. Khoi lwong chdt long & gita hai hinh tru ban
kinh r va r' (chiéu cao h) khong bién d6i theo thoi
gian (p = cte) ; vay, cdc luu lupng khoi di qua hai

H.11. Thong lugng ra cia vecto mdt d¢ thé tich cua
dong khéi lugng pu(r,0)é, di qua hinh tru kin nay
bing p2m rhur, t). Phdn déng gép ciia cdc mdt dey
hinh tru bing khong, vi U(M,t) vuéng géc véi
N = é,, phap tuyén voi cdc mdt nay.

hinh tru nay giéng nhwe nhau.

P Dé tap luyén: bai tap 3 va 4

2.2. Phuong trinh téng quat trong mét méi truong
c6 nguédn

Néu ton tai cdc ngudn (& trong thé tich kiém tra V) dic trung bdi mot luu
lugng khai dai s6 Dy, noysn thi dO ting khdi lugng 8m ciia thé tich V
tuong ung véi khai lugng chit 18ng da di qua mat kin S tir ngoai vao
trong, trong thoi gian 8¢ (nghia la dmy =-D,, 4;r, 01 ) lai duoc ting
them mot lwgng dmy = D, dt.

'm, ngudn
Vay , do ting d6 duge biéu thj theo :

odm=— # p(P,r)D(P,r)NdSé 1+ Dy, ngudn ot.

mat Skinco dinh,
gidihanV

Nher vay, ta duge mdt phuong trinh bao toan khéi lugng dang tich phan:

J-J.J- m + @ p(P.NO(P,1).NAS = D, nousn

thétichV mit S kin
gi¢ihanV

v6i dS=NdS va N hudng ra phia ngoai mat kin.

Su can bing trong qua trinh bién déi khéi lwong chita trong mot thé
tich ¢d dinh V (thé tich kiém tra), chita cdc ngudn, duoc thé hién béi
phuong trinh bao toan khai luong dang tich phan :

ap(M t) s
J‘J‘J‘ = _Dm,dira + Dy, ,nguon > nghia la :
thétichV
ap(M D 4o , S
II ﬁ p(P,HU(P,t).NdS = D, ,ngudn -
thé tichV mat S kin
gidihanV

Dy nguén 12 luu lugng khoi (dai s6) cla cdc ngudn & trong thé tich V,

dwgc xac dinh theo phuong phap dai so.




ﬂ’p dung ©

Nghién ciiu mot ngudn
Cho mot dong chay chdt long khang (hé nén
duge ma trueong cde vdn (6c, theo hinl ilhiie ludn
Luler, dugce xdce dinh trong toa do tru hoi :
D,(1) .
—e,.
2ar

0(r.0,1) =
Chimg minh rang 10n tai mot nguon trén truc (0z).

Ta da thay rang, rong dp dung 1, dong chdy nay
dugce dic trung bdi mot luu luong Khoi

aei

E} Y Ha3a. Cac lupng
khoi (di ra) qua cdc mdt

2va X déu nhenhau (16n
tai mot ngudn ¢ 0)

Tinh hinh s¢ khong nhu thd doi véi cic mil
khong bao quanh truc (0z) , thanh tht (H.13b)
luu lugng khoi di qua mat £ bing khong, trong
khi luwu lugng khoi qua mit L' lai bing

D, (1)
D, (1) = puir,0,02mrh = p—‘(—?m‘/z =phD(1).
2rr D R
m, ngudn
doc 1ap vai ban kinh 7 ¢lia hinh tru (chicu cao A).
Bi¢t ring chat 1ong la khong thé nén duye, nhu
vay, ¢O nghia 1 t0n tai mot ngudn ¢o uu lugng .
khoi D (1) = phD, (1), & rén trye (O2).

Vi chit 1ong [ khong thé nén dwye, nén cic luu

m. nguon

P

luymg Khoi, di qua moi mdt kin (A.13a) bao quanh W
truc (0z), déu nhu nhau. That vay, khoi lugng chal
ong & gitra cac mit nay khong bién ddi theo thoi

eian, vi rong khong gian nay khong ¢ ngudn.

H.13b. Liu lupng khoi
(di ra) qua mdr 2 bdng
khong, trong  khi  luu
liong khoi qua mdr 27 lai
bang hoe huong khoi cua
ngudn ¢ 1ai 0.

2.3. Truong hop mét ché dé dung : su bao toan
luu lugng khoi
(J ¢hd do khong ddi doc tap véi thoi gian (hay ¢h¢ do dimg), ta ¢o

g =0 ( p khong phu thudc ro ring vio thoi gian) @ p (M). Vay phuong

ol

trinh bao toan khoi lugng co dang Dy, i1

=D

., ngudn

Co sy bio toan luu lugng khoi @ moi thi di vao rong thé tich V (hay tir do
di ra) phai di qua mot mat ¢d dinh gigi han the tich do.

2.4. Truong hop moét chat 16ng khong thé nén
duoc : su bao toan luu luong khdi

-
e o . 3 . .0 )
boi vai mot ¢hat 1ong khong thé nén duye, ta cang ¢O ﬁp =0. Do vay

ol
phuong trinh bdo toan khdi lupng luon luon ¢o dang Dy i = P, nguon >

Vi cac dp dung 1 va 2 da ching minh didu do. Viy (a ¢o cung cac k&t luan
nhu sau :

Dai vii mot chat 1ong dang ¢ dong chay dung, hay ¢é khéi lugng riéng
khong doi, thi luu luyng khdi Dy, g, di qua mat S gi¢i han thé tich V

bing luu luyng khii cta cac nguon Dy, yesn ¢ trong thé tich do.

44



Néu khong ton tai bat ki mot ngudén nao trong thé tich nay
(Dry, nguon = 0), thi lic d6 lvu lugng khdi Dy, gi, di qua mit S gidi

han thé tich dé s¢ biing khong :

D,

m, dira = 0.

Alpdung 3

Trudng cic van téc cda mot chat long
khong thé nén dugc
Hay tim dang cia truomg van téc cia mot chdt
long khong thé nén duoc (co khoi lupng riéng p)
duwoc phat ra voi mot luu luong khoi D, (phu
thugc hay khong phu thudc vao thoi gian), boi
mot ngudn dai c6 chiéu cao h tring véi truc (0z)
(H.14), biét rdng cdac hat chdt long dupc phdt ra
vudng goc voi ngudn dang chi, nghia la :
B(F.1) = 0(r, 1)E, .
Hay tinh gia téc cia mot hat chdt long.
Ay

ngudn dang chi
chiéucao h

phat ra hn lugng
khéi D, (2)

H.14. Mot nguén dang chi chiéu cao h tring vdi truc
(Oz) phdt ra mot chdt long voi luu luong khéi D, (1).

Chat 16ng 1a khong thé nén dugce, va & mot thoi
diém ¢ cho trude, luu lugng khai doc lap véi viee
chon mit kin bao quanh tryc (Oz), ma qua dé
toan b chat léng chay qua : luu lugng khdi dé
bing D,,(1).

Vi van téc 1a xuyén tam, nén ta hay 1ay mat kin 1a
mot hinh tru ¢6 chiéu cao & va ban kinh r. Phin
déng gop vao luu lugng khdi clia cic mit day hinh
tru nay bing khong : van t6¢c (M,t) nim trong
mit phang song song véi mat day (H.15).

Nhu viy luu lwgng khéi s¢ gidi han & tich cta
pu(r,t) voi dién tich mét bén 2nrh cia hinh tru :
that vay, van toc o(M,t) tai moi diém déu vuong
g6c vai mét bén cia hinh try.

Gia st D,,(t) = p2rrhv(r,t), thi ta dugc :
Dn() 1

O(F,t)= .
.0 2nph r '

ngudn dang chi
chiéu cao 4 phit ra
Iuu lugng khéi D, (1)

hinh tru bén kinh r
va chiéu cao h

H.15. Thong luong ra cia vecto van toc pu(r,t)é, di
qua hinh tru kin nay bdng p2nrh «(rt). Phdn ding
g0p ctia cdc mdt day hinh tru bdng khong, vi (M,t)
vuong géc véi N =&, phdp tuyén véi cdc mdt nay.

Chii y

Ngay khi ta ¢6 mpt dong chay chdt long khong
thé nén dwoc co tinh déi xing try, thi ta co thé
viét(r+0):

(t)

U(F,t)=——2¢

(duy nhdt chi tén tai mot nguén trimg VoI truc
(02) ;r=0).

Gia t6c¢ ctia mot hat chat 16ng bing :

Do _ (K(t)) K@) o (K(r)j 5
Dt roor\ r '

SO K(t) K(t)ﬂd
2 ||
R

e
e
s

D, (t) Dz(t) 1}
(4

nghia la :

2nphr (27'[ph)2 I




2.5. Truong hop mot chat 1ong khong thé nén

duoc : su bao toan luu luong thé tich

Bict ring p1a mot hiing s6, nén ¢o thé xac dinh luu luyng hé tich D, theo :

D, =pD,,nghixla D, = ” G(P,1dS hay 1)\.:@1?(P,1)Nd5.

mit S
khong kin

[ITHTIAY

Kin

Trong truomg hop mot chit 10ng khong thé nén duye, thi sy bio toan luu

lugng khoi s¢ kéo theo surbio toan luu lugng thé tich.

P Dé tap luyén : baitap 1va 2

14,p dung &t

Dong chdy khong dung
¢6 tinh doi xung cau
Gia st ¢6 mgt bé chiga rong ménl mong (cdc
kich thugc Ia vo han 1) kliong ¢6 ngudn. O 1am
O caa no 1on i mot hinh cdu ban kint a(1) bién
thien theo thoi gian (H16). Cde van 1dc cia
chdt long gia thiét la xuvén 1dm, nghia la .
v(F.)=v(r.ae,

1) Tim bicu thiic ctia o{a,t).
2) Viét bicu thie caa truong cde van 16c cia
chdt long nay ?
3) Tinh gia td¢ cua mor hat chdt long.

z

U(z.1)é,

H.16. Nelién  cnu
irieong  cde van 1oc
clia mot chdt long ma
irong long no ton i
mot hinhy cdu  bdn
kinh a (1) bién thien
theo thot gian.

X

1) MOt hat tiép xdc vai hinh cdu ban kinh (1) sé

. o da .

COvANOC — (1) = —¢,.
dr
hat 10ne 1A khone thé nén duoe, nén vecto

2) Chit 16ng 14 khong the nén dug t
van (0c O(F.0) = (06, ¢ thong Tugng bio
wan, nghia 1 & mot thoi diém 1 cho trude, luu
lwong the tich Dy (1) (do vay thong lugng cua
veetr nay) doc 1ap vai vice chon mit kin bao
quanh Q ma toan bd chat 1ong chiy qua do.

Van 10¢ 11 xuyen tam, nén ta tinh thong luong cla
nd di qua hinh cu ban kinh 7 @ bidu thae nay gioi
han & dch cha (7, 1) voi mat ciau dién tich dzr?
(van 16¢ &(M,1) tai moi diém déu vudng goc voi
mat cdu nay) 1 D (1) = 4zrr21'(r,l) , nghta i :

D1 . K1)
=—— 0 =——¢

;
Axr- r-

er,n)

.
VRN da
Bict rang (1) = d_ , 08N ta duye -
!

5
. daa™(1) .
G(r )= —- E)a,u
dr -

Clui Y -
Ngay khi ta gdp mor dong chay chdt long khong
thé nén dupce c6 1inh doi xang cdu, Ia ta co thé
Vier (& r=0):

K1) .

¢y
r2

V(r.t)=
(ton tai duy nhat mot ngudn diem & 0).
3) Gia (Oc cha mot hat chilt 1ong bing :

Di | of @@ +a'(l)a3(r) A awdw

- i,
Dr oy 7 P

@O 2aat) a0

2 2 5 r

r r r

Ta thiy ring khi r = ¢, thi dang ta dugc :

Do ()
— = e,
D1 !
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3 Can bang khéi luong : dang vi phan

3.1. Phuong trinh téng quat

Trude diy. ta da thay phuong trinh bio toan khoi lwong trong mér maéi
trieomg khong nguon ¢ dang :

”J @(_a"iﬂdﬁ <ﬁ> o (P.0G(P.1).NdS = 0
!

thé tich v mat Skin
gidthanV

trong dé N 1a phap tuyén vai mac kin duge dinh hudng ra phia ngoai .

binh 1i OSTROGRADSKI (xem chiong 8) cho phép ta bién ddi tich phéan
thtr hai va phurong trinh bdo toan s¢ ¢ dang

”J {ap ) div(p (MM, r))}dr -0

thétich v

Cho dur thé tich kiém tra V ¢0 dinh nhw thé nao thi ding thic trén vin
duge nghi¢m ding. Tir do ta suy ra mot h¢ thae vi phan, nghia la mot h¢
thire duge nghiém ding & moi diém M clia chat 1ong :

dp(M.ry . dp(M.1)

+div(p(M.r)i(M.r))=0 hay +divjM.)=0.

at

Phuong trinh vi phan bao toan khéi luyng trong mét méi truong
khong nguon co6 dang :

dp(M,1) , dp(M,1)

S V(ML D), 10) = 0 hay =5

Alp dung 5

+div j(M,1)=0

Phuong trinh bao toan khai lugng J‘J‘ ap(M r) (j:J-)p(P,r)z)(P,r).NdS

Hav tim lgi phuong trinh vi phan bao toan khoi

N . S
luwong hang cdch thayv thé dai luwgng g(M, 1),
trong /)ifs’,, thitc todn hoc vé phép /(fy’ dao ham :jjj{ap(M,r) +diV(p(M.l‘)L7(M,l‘))}d‘[ .
toan phan cia mgt tich phan theo thé tich (§3), or

béng khoi liwong rieng p(M.t) ciia chdt long.

Néu p(M.ry=g(M.ry, thi dai lugng G biéu dién
khoi lugng chat 1ong cta thé tich chita cdc hat
(I6ng) . Theo dinh nghia, khai lugng cta thé tich

chira cdc hat nay la bdt bicn, nghia [a 5
!

do do ta dwge :

Bidu thic nay triet ticu cho du chon thé tich V
nhu thé ndo. Viy, ta thu duge phuong trinh vi
phin bao toan khoi lugng -

M
=0 Ip(M.1)

+div(p(M.0iM,1) =0 .
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Chuy .
Cdc phwong trinh nay, vé hinh thikc, giong hét cdc phuong trinh thu dwoc
trong dién ti hoc vé sue bao toan dién tich :

dp . -

—+div j =0,

ot /
trong do p la mdr do dién tich khoi va ] la vecto mdt do dong thé tich.
Ta con ¢6 mot dang khic cda phuong trinh vi phan béo toan khéi lugng
bang cach khai trién div(ps) dudi dang :

div(po) = pdivo +§r§i p.U

va biét ring %_p_{_ 7.grad p =%Fl (dao ham toan phan), nén tir d6 suy ra
t t

phuong trinh vi phan béo toan khdi lugng trong mot moi truong khong
c6 ngudn. .

Phuong trinh vi phan bao toan khéi lugng trong mot moi truomng
khong nguon duoe viét 1a :

Dp | pdivi=0.
Dt

Chiy :
Ta tw dat cdu hoi sau : mot chdt long c6 phdi la khong thé nén dwoc néu
doi voi mot dong chay cho trusc ta cé divo =0 ?

D,
Piéu kién divo =0 budc Fp =0, nghia la cuc by xung quanh mgét hat
t
chdt long ma ta theo doi qity dao ciia né thi khot liwpng riéng la khong déi va
vi du la bing p;. Nhung chdng co gi lai ¢6 thé cho ta biét duge ring ligu &
lan cdn mot hat chdt long khac thi khoi luong riéng ciing c6 cing mot gid tri
p; (HAT) hay khong ? Vay chdt long khong cdn thiét la khong thé nén

duoge, tuy nhién sau day ta cing sé néi toi dong chay khong thé nén dupce.

3.2. Truéng hop ché dé ding :

. . " Ddi vai hat chdt 10ng nay thi p=p
bao toan luu lugng khéi :

trong qua trinh dich chuy&n cia no.

O ché do dimg (khong d8i, doc lap véi thai gian), thi %_p =0.Nhuvayta
t

duge div(pd)=0.

V4 lai, ta biét rang (xem chuong 8) mot truong vecto ¢é dive ddng nhdt céc quy dao
khong cung la truomg vecto ¢é thong luong bao toan, nghia la : >
div(ps)=0, tird6 <ﬁ>p5.d§=6; G
S D&i véi hat chit 18ng nay thi p = p,

khi dé, ta lai tim thdy su bao toan luu lugng khéi D, & ché do dumg. (rong qué trinh dich chuyén ciia né.
Khi c¢6 mot dong chay dung (khong ddi, doc 1ap vei thoi gian), khong  H.17. Dong chay khong thé nén
ngudn, thi luu luong khéi D,, duoc bdo toan. Vecty mat do dong  duoc : dao ham toan phdn cia p
khoi luong j(M ,6) ¢6 thong luong bao toan : frigt tiéu : Dp

div(j(M,0) =0 hay div(p(M,HT(M,)=0. oo




3.3. Truong hop mdt chat 1éng khéng thé nén duoc :
su bao toan luu lugng khoi
Doi vai mot chat 1ong khong hé nén duge, thi p 1 mot hing s¢ dic trung

L . Dyg
cua chat long va =y,
D1

Nhur viy, (a duge divo =0, nghia la
div i =0, do a6 ¢fr.as=0;
s
ldc do ta lai tim thay sy bio toan luu lugng the tich D, doi vai mot chat
16ng khong thé nén duge :
Khi ¢é mot dong chay chat long khong thé nén duye khong ngudn, thi
tuu buyng theé tich D, duyce bao toan,
Vecto van toe (M, f) ¢o thong tluyng bao toan ;
diviv(M,0)) =0
Chi ¥ ;

Tiép tuc phdn nhdn xét truve day, ta c6 thé khdng dinh rdng chi cdn dong
chav khong thé nén dugc la di dé bao dam su bdo toan caa D, .

74’p dung O

(r20).07r =0 (vay la & rén truc (07))

)

—~

cdu, nghicm dang div 0 =0, phii ¢o dang

Cic dong chay khong thé nén duye K .
—¢,.
Cluitng minh rdng cdc truomg van 10c sau day r
nghiém ding didu kien div(i(M,1)=0 : 1On i cde nguon (ven ap dung 3).
. K{1) .
a) v(M,1)= ¢ )(z,. trong 1oa do tru ;
b) Toa do ciu :
- K ’ - A
b) (M, = (2)@,. trong toa do cdu. div(U(M,[)):i
a) Toa do tru : Chi ¥
div(i(M, 1)) = li ’ K -0 Truong vecto duy nhit dang  f(r)é, treng toa do
ror r
Chii ¥ :

Truong vecte duy nhdt dang  f(r)é, trong

toa do try, nghi¢m dang .div v =0, phii ¢6 dang (xem dp dung 4).

(r+0.0r =0 (viy [d & Q) 1On tai moL ngudn
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3.4. Su bao toan luu luong thé tich :

déc trung cta cac duong surc truong
Ta biét rang ddi v6éi mot chit 16ng khong thé nén duge, khong ngudn, thi
luu lugng thé tich duge bio toan, va nhu vay thi vecto 7 ¢6 thong luong
bao toan (divy =0).
Nhung khi mot vecto c6 thong lugng bdo toan, thi thong lugng cha vecto
nay di qua moi mit dya Ién mot 6ng trudng da cho lai 1a mot s6 ¢d dinh.
Khi cac dudng sirc trudmg sit nhau, thi vecto lai ¢c6 modun 16n hon.
Sau day ta s& xét mot vai so do cac duong stc cda trudong van toc dé minh
hoa nhan xét trén.
e Vidu 1 :Dong chay clia mt chat 16ng xung quanh moét hinh ciu ban
kinh a (H.18).
So d6 cac duong dong cho ta thay ro truong tai cac diém A diém B & lan
can hinh cdu, manh hon & vo cing v& modun. Diéu nay phi hgp véi bidu

thitc cla trueong cac van toc :
8
2 [1 - —] cosb
r3

; .
- (1 + —a-——]sine
’;
2r

Modun cha truong lacuyc dai & r=a:v =-§U0 sin6 v6i 6 =%(hay —%j

<
Il

e Vi du 2 : Dong chay clia mot chit 16ng xung quanh mot hinh try ban
kinh @ dang quay (h.19 a va b).

So d6 cac dudong dong cho ta thdy trudmg & 1an can hinh try tai A manh hon
tai B v& mo dun. Didu nay phi hop véi biéu thirc cla truomg cac van toc

2
Yo [1 —%jcose
r

2
—00[1+a—2]5in9 +—£ wic > 0)
r 2nr

1_}’:

=

= ——

—— e " ]}

H.18. Dong chay xung quanh mot
hinh cdu. O C va D, vdn téc bing
khong.

H.19a. Dong chay xung quanh mot hinh tru (C = 0). O C  H.19b. Dong chay xung quanh mgt hinh tru (C #0). O C

va D, van toc bing khong.

va D, van t6c bdng khong.



Ta hay luu y d&n van 18c clia chat 16ng trén mit hinh tru (r=a) :

thy = —2(’0 sind +

2na’
.. T o C T
V&i 6 = ~—, thi van toc bang v 200 +——, va vdi 6 =—, thi
2 E2
2 ( J 2na 2
2
=-2uy + .Tacd dung v N>
lo=L | 2na [O :jiJ [0 :E)
[N— 2 2

Trong mot dong chay ¢6 thong lugng van toc bao toan (div(z) =0),

thi cic mi¢n trong doé cac duong dong sit lai nhau la nhing mién c6
van toc '"dwgc nang cao''.

DIEYU CAN GHI NHO

B LUU LUQNG KHOI
* Luu luong khai di qua S ¢6 gid tri D,, = j' J(P,1).NdS.

mit S
khong kin

Luwu lvong khai di ra (dai s6) ¢6 gia tri D,, = ﬁ J(P,t).NdS vei ](P,t) =p(P,Hyu(P,t) la

mat S
kin
mat do thé tich cia dong khai luong,

» Pao ham toan phan
N ~ A DG ~ 2 >
Dao ham toan phan F cda dai lwong G la tong cuia :

J‘,”_gw_t)dt + ﬁg(Pt)ﬁ(P,t).N.dS .

S
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m CAN BANG KHOI LUONG

* Sur can biing trong qua trinh bién déi khéi lvong chira trong mot thé tich ¢4 dinh V khong ¢é
nguén, duygc thé hién bdéi phuong trinh bao toan khéi lwong dang tich phan

t
‘”- Qp_(aﬂt/!—’)d'c = =Dy, gi va» Nghiala :

thé tich V
J‘J‘ §P_(§%t_) 4o + ﬁ p(P,DB(P,1).NdS =0 .

thé tich v it S kin
¢d dinh ¢0 dinh, gi¢i han V

* Sw can biing trong qua trinh bién ddi khdi lugng chia trong mot thé tich ¢d dinh V (thé
tich kiém- tra), c6 dung ngudn, dwoe thé hién béi phuong trinh bao toan khdi lvgng dang

tich phan:
Bp(M D 4o
IJ‘ = —Dm, dira Dm,ngufm :

thé tich V

nghia la

”I M'—)d + ﬁ p(P,1)i(P,1).NdS = Dy oy -

thé tich v mat $ kin
gidihan V

Dy, nguon * luu luong khéi cda cdc nguon 6 bén trong thé tich V duge xic dinh theo phwong
phap dai s¢

e (J ché& do dimg, ciing nhu doi véi mot chat long khong thé nén duge, lwu luong khoi
Dy, dgira di qua mit S gidi han thé tich V bang luu lwong khéi Dy, neysn clia cic nguén ¢

trong th¢ tich do.
Néu khong ton tai bat ki mét nguén nao trong thé tich nay (D,

m, ngudn

=0), thi lic dé luu

lwong khoi Dy, g;r, diquamits gioi han thé tich dé s¢ bing khong : D =0.

m, dira

* Phuong trinh bao toan khéi lwgng dang vi phan trong mot méi truomg khong ngudn duoc
viét nhwrsau :

92(;;1—)+d1v(p(M Hu(M, 1)) =0 hay g%ﬂmiv J(M,)=0

D -
hay —P + pdiv =0.
Dt
* Khi c6 mét dong chay dimg (khong doi, doc lap vei thoi gian), khéng nguon, thi luu luwong
khéi D, duyc bao toan. Vecto dong khoi lwong j (M, 1) ¢6 luu thong bio toan :
div(j (M, 1) =0 hay divi(p(M,Hd(M,1)) =0 .

* Doi voi mét chat 1ong khong thé nén duge, khong nguon, thi luu lwong thé tich dwoc bao
toan. Vecto van toc (M, t) ¢6 thong luong bdo toan :

divi(M,t)=0.

* Trong mot dong chay cé thong luong van tae bao toan (div(v) = 0), thi ciac mién ma cic
duong dong trong do sit lai nhau la cdc mién ¢6 van téc "'dwge nang cao'.
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Bai tap

Ap DUNG TRUC TIEP BAI GIANG

“1 Dong chay chat 16ng khéng thé nén
dugc trong mot 6ng dan

Cho mot dong chily chét long khong thé nén dugc
trong mot éng ddn co6 mot ¢hd thit lai.

Tiét dign ngang gidm tir §; vé S, . Gia thi€t van to¢
chat 16ng khong déi trén toan tiét dign va bing v, &
muc ctia S; va vy ¢ mitc cla S5.

Tim h¢ thire lien két vy, vy, ) va §; ? Kétluan.

Mo ta cac dudng dong.

EE——h o
£ e ey

9 Dong chay ctia mt chit 16ng

khéng thé nén duoc
Gid sir c6 mot dong chay chat 10ng khong (hé nén duge
di qua mot hinh try 1t dign S, c6 gin mdt tdm phan
cdch chia ti€t dién hinh try thinh hai phin bing nhau.
Khi vao hinh try, cdc van toc chit ldng 1a V; va Vs,
con khi ra khdi hinh tru & xa tdm phan cdch, thi van
toc chat 1éng Ia V4.

Hay tinh V5 thco V| va V,. Khdo sdt truomg hop dic
bitt V2 = ﬁ' .
2

Ve ding di cia cdc dudong dong.

S

Y
LN
4
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VAN DUNG VON KIEN THOC

3 * Sy lan truyén cua mot mat dau séng

C6 mot dong chay chat 1dng & van 16c khong ddi u
trong mOt Ong (iél dién S gid thiét 1a khong thé bién
dang duoec.

Nho mot khoa voi, nguoi ta lam ngimg ddt ngdt dong
chay nay : khi do, xudl hi¢gn mot viing gidn doan ap
sudt va khai lugng rieng di nguge trd lai trong 6ng.
Hay biéu thi cac he thic bao woan khoi tugng -

a) khita & trong h¢ quy chifu ¢6 dinh ;

b) khi ta & trong h¢ quy chiéu gin vdi ving gian doan.,

khda voi E

chit 16ng dich chuyén
v van e e (p, P)

tict dién S
[
/ i u_-

trong mién nay

chat long ding yén
(P2, P)

L

mién gian doan "di nguge
dong chay vdi van toe ¢
vé& phia phai

4 % Su lan truyén ctia mét séng

Ngudi ta mo hinh héa mot song theo cich sau day :
mit ddu song tién 1én phia trudc véi vaa toc ¢. Chit
1ong khong thé nén duge, khi séng tdi tic dong, s& co
van toc u, con khi séng chua t6i thi ding yén. Hay
viét phuong trinh bio toan khai lugng theo cic cach
khac nhau :

a) trong h¢ quy chicu trén mat dat ;
b) trong h¢ quy chiéu gin véi mit ddu séng.

vin 8¢ mat ddu séng = ¢
| 2 S

van (¢ chat 1ong =u

van i8¢ chat 1ong trigt tidu




5 xx% Phuong trinh bao toan khai lugng
trong mét 6ng c6 tiét dién bién thién
Cho mét dong chdy chdt 16ng c6 thé nén dugc. Tai
mot diém c6 hoanh do x & thoi diém ¢, chét 1dng c6
khoi lugng riéng p (x, ) va van t6c ii(x,t) = u(x,1)é, .
Dong chay nay dugc thye hign trong mol 6ng ¢6 tiét
di¢n S(x, £) bi€n d6i cham theo cdc toa do khong gian
va thoi gian.
Hay nghién citu phuong trinh vi phan lién két cic dai
lugng khéc nhau nay.

ti€t dign 6ng S(x, 1) van t8¢ chdt 1ong

i =u(x,0)eé,

N
y
5 -x

0 X

L1 GIAl
/l Vi chét 16ng I khong thé nén dwoe, nén ta cé sirbio toan cic luu
Iromg khoi va Iy luong th tich :

D, =8, =50, va D,,=pD, =pSjv;=pSv; .
Bidtring Sy <8y , ta dwoc vy > vy
Do vy cic duong dong sé sit nhau trong S, hom Ia trong S, .

——
B

—s: — -

2 Vi chit Iong 1i khong thé nén dwoc, nén ta ¢d sy bio toan Iy

Iwomg thétich, do d6 :
v
%VI +%v2 =SV, nghiali Vj =%V2.

. Vi V,
Trong truong hop V5 = 7’ Jthitadimoe : V4= ézl— .

Nguor ta khio sét cic Ong dong sao cho théng luomg ciia vécto vin
téc 13 mot hing s6 doc Iip cua dng dong dd chon va ta goi &, la
théng lwong ndy (14 lru Iwong thé tich cia 6ng dong da chon).

Néu trong phin vin téc Vy, s6 ong dong Ia Ny, con Ny I trong
phan vin tc Vy va N+ I trong phan vén téc Vy, thi liic d6 ta co .
g S, SV, ISV,

Vi =NJ, =Vo=——=N0,va Sh="—=NS$,.
2l 19 22 22 Vv 3 4 v

nghiala N, :% va N, =% . Tanghiém thiy N, + N, = N;.

Ciic hé thizc trén cho phép tim thiy mft ding di ciia cic duong sifc tniong.

ving bi nhiéu loan ma
trong d6 xudt hién cac lyc nhat.

3 a) Ta tr diit minh trong hé quy chiéu c6 dinh. Cho mot mdt kin
6 dinh du&c tao thanh béi mit bén ctia dng din va hai mit =, va
%, . D¢ ting khoi luong &m (trong thoi gian & t), ¢ bén trong the tich
giGi han b6i mit kin nay, bing khoi luong di vio qua mdt nay trong
cung thot gian & t nhu nhau.

mién gian doan lan truyén

voi van tde ¢
%
u=0
(o P)
0 x
L
|
P !
u=10 :
l
(P B)
e
DO ting khoi hrong 6 bén trong thé tich duoc viét :
dm=(p;—p;)Scdt
Luy lrong khi di vio qua mdt X, 6 gid trf Dot divao =—P1SU

Lun long khoi di vio qua mit £, c6gidtr Dy g0 =0
Bict rang & m=(Dpy. givao + P, givao ¥ L »

ta thu duoc hé thir
(p1—p2)Scdt=—pSudt, nghiala (p; —p)e=pu.




by Locdat mindy trong hé quy chicu gidn vor micn grin doan. Cho mot mat

ki o dinh duve ciu o bot mit bén ong dan va hai mat £y va X
Do bicn thicn khoi luomg < bén trong mat kin nay hang khoug.

Thie viv. tal mor dicm caa khong gian, khoi laong riéng khong phu
thude ro rang vao thor gian. Trong cac dicu kicn nay. luu luone Khai

di quandt gioi han thé tich nay bang khong.

Trong micn 1, vin (oc cia chit ling bang ¢ + u vé nddun, nhur vy,

Tuu fuonge di raqua ingt X2 /):fn_«_' D =—pStc+u) .

mlodira

Trong micén 2, van toc char long bang ¢ v¢ mo dun. vay nén huu luong

i oua N 3 — -
diragua X5 biang D5 g = paSc.

Bict rin e D

ml. dira

+D,

o dive =0 0cn a duge paSe=pyStet i,

nghia ki :
prc=plctu) iy (pr—pe=pur.

midn gidn doan (IJL'rng yén

o1
I o I
| ®,p) [l ®,P)

mién 2 =-— j et mién |
[ 1
[+
1]
I
‘o '

trong mién nity

chat [ong dich chuycén
vl van 1oe ¢

vé phia trai.

trong mién nay

chit [6ng dich chuyén
VI VAN OC ¢ + ot

vé phia trii

qa)

Vin (Ge cua mil du song = ¢

Tar dang o trong bé quy chicu co dinh gan voi mat dit. Cho mot mit kin <o
dinh gom mat dar har mar Xy, 25 va mit udn Xy Do ting Khor lmmg
S (trong thor gian & 1 & hén trong e tich gici han boi mit kin nay

banig khoi fupng di vio gua mit do trong cang thot gian 8 ¢ nhw nhau.
D¢ ang kot limg o hén trong the tich duge vict: dm=p(hy—In)Ledt .
Luwu luong khoi divao qua X oo gid tri :

D =phLlu.

mh v
Luru luomg khoi di vao qua X5 oo gida iy

D =0

m2ovie
Liru fuomg khoi di vao qua X5 co gid tri

D =0.

JRRIGH)

Bict ring Sm=(D +D +D WO, nén ta duge

mlvao m2, vio 3, vao

hé thie
plly =) Ldt=phLudt, nghiala: (h—Mh)c=hu.

b) Ta dit minh trong h¢ quy chicéy gan voi mdt dav song. Cho mjt
mat kin co dinh gom mat dat, hai mat X, va o vamitucn Xy
D¢ bicn thicn khdi luong & bén trong mat kin ndy bang khong. That
vy, lai mor dicn trong Khong gian, khoi huomg ricng khong phy
thuge 10 rang vao thoi gian. Trong cac dicu kicn nay. hwu luong khoi
di qua mat gicn han the ueh nay gt ticu.
Trong micn 1. van toc chat long bang ¢ — u v¢ madun, nén hau luong
diraquamit £, bang :

Dy w=phlic—u).

Troug micn 2, vin toc chat long bang ¢ vé médun, nén luu legmg df ra
qua mit Xy hing

D

m2. ra

=—p h‘z Le.
Thong lugng khoi di gua it Xy bang khong. vy :

D =1).

mira

Bictrang Dy o+ Dy + D/n}, w =0 nén i dine

- - o i S
‘l—— I3 hic ¢ phhle=phLic—u), nghiali he=hlc—u)
1
- ! vin e mat ddu séng bing khong
=1 ] - 1
I = !
l ¥
h, | 2 %
1 . . L
an ¢ chi - van oc chit 1ong trigt tcu h, .o .
van (¢ chat 10ng = u { ¢ g tnethe : van t6¢ cla chit 1ong = c~u vinioe v
h LT 2
: : e clia chad 16ng
i i bing ¢ h,
|
|
|
I edt | /
v, l'—’l Tuct +dt / \
3o \ -
! / N
I, micn | —mién 2
Co 1/10'145/) Juin cach khac [);}llg cach I;fy mot mdt chika cic hat chit
h, 2 fong gici fin ot phan chat long. Treag thoi gian 81, khor hrong
hicun mat” & ny s¢ lai "t hicn” o &
u u . hz I M
3 | vantoe Bictring dmy=pLedt va &,y =phLic—u)dt. néu cich vici
van 6¢ chdt Iﬁmé = chal 1dng trigt ticu ] N , )
i Sy =061 s¢ cho cling mt két qud nhur nhau.
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vin tdc cta mat diu séng trigt tiéu
i

van t6¢ cha chdt 16ng
bing ¢

1
|
1
1
]
|
I
1
i
i
'

(c-u)dt

van tdc
clia chdt 16ng
bing ¢

5 Khi xét mt thé tich V c6 dinh bj gidi han b6i mt mt S, thi

phuong trinh bao toan khoi hrong dang tich phin c6 dang :

”f@%ﬂ dt + (j:"f o(P,OF(P,).NAS=0.

thé tich ¥ mt kin §
2idi han V

Ta dp dung cong thirc niy cho thé tich chit Iong trong mét mdt kin cd

dinh T cdu tao bGi T\, o va miit bén T, . D¢ ting khéi lupng Sm

(trong thoi gian 81) ¢ bén trong thé tich gici han boi mit kin ndy,

bdng khdi lwong di vio qua mét d6 trong ciing khodng thoi gian 8t

nhir nhau.

D ting khéi wong bén trong thé tich ¢6 gia trj :
Sm=p(x,t+80)S(x,t+3t)dx— p(x,0)8(x,t)dx

Dai lirong ndy ¢ thé dure viét :

e 1 3(p(x0)8(x,1)
S(x, 1) ot

}S(x,t)dxér.

Luru haomg khoi di vio qua Ty ¢6 gid tri : Dy o = PS(X,Du(x,1) .

L wong khoi di vio qua o ¢6 gid tr :

7y ?g':,

Dy vie =—PS (X +dx,tyu(x+dx,t)

Luru Iymg khi di vio qua £ 6 gidlnj : Dy o =0 .
Luu hromg khot lé}ig cong divaola:
Dm. vio = Ul vio T DmZ. vio T Dml,. vao

dodo :
Dy vie =P () S () u(x, )= plx+dx,t) S(e+dx.t) u(x+dx.0)

__ (7(p(x,l)S(x,l)u(x,l))dx
Ox )

Bidtring 8 m= Dy, 3d¢ , (a dugc ;

olp(x,H)8(x,0) Bt + AP (X, 08 x, u(x, 1))

ot ox

dxdt=0,

dodotaco:

5(p(x,1)S(x,l))+ 6(p(x,1)S(x,l)u(x,())=
ot ox
a8 dp a8 Su

—+Su—+pu
ot ox ox ox

hay 5§E+p
ot

tiét di¢n ctia 6ng din

Stx, 1)
van toc chit long \ z
L

U=u(x+dx,t)é, X

mitkin Z
vin toc chit Iong
U=u(x+dxt)é,

I I,

[-F

x x+dx

( )w(x+dx, s} u(x, 1+6()—\ ux+dx. t+ 340
pxt \ p(x, 0 +31)
ux, ) —\ [ /_

\
o\

S(x, 1)

S(x,t+3¢)

x+ dx
trang thai lic ¢ + &t

X X +dx X
trang thai lic ¢
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Nghien ciru
dong h ;
dng hoc cic
. of 2
chat long.
Mo ta dinh hinh
6 ta dinh hin
mot vai loai
| ]
da hd

Mé dau

Viéc khao sdt truong cdc van téc cua mot chdt long
(quan diém Euler vé chuyén dong) cho phép rit ra
cdc ddc trung riéng cho dong chay cia noé. sw gian
no, tinh xody nwoc (sw ton tai cé thé cé cdc ché nuoc
xody), su bién dang.

Cdc dong chay co thé duoc ghi theo danh muc tuy
theo cdc ddc tinh caa chiing: dong chay dung, dong
chay khong thé nén duwoc, dong chay xody, dong
chay thé...

Trong phdn c6 tinh chdt mo ta hon, ta sé trinh bay
chi 1iét mgt s6 mo hinh c6 dién vé cdac dong chay ma
¢ do ta se lai tim thdy cdc ddc trung da néu

triecc day.

Sw nghién cieu ddc biét cdc dong chay thé, xudt phdt
tix phuong trinh LAPLACE, la ¢6 tinh chdt phd bién.

Muc Ti1EU

B Mo td dinh hinh mot vai loai dong chay.

B Céc dong chay dimg, thé, khong thé nén
duoc, xody, ...

B Xody nudc, cac khu nude xoay.

DIEu CAN BIET TRUGC

B Hinh thitc luan Euler.

B Phuong trinh bao toan khdi luong.



Cac dac trung cua trudéng cac van
toc cua mot chat 16ng

1.1. M4 ta cuc bd: su gian nd, tinh xoay nudc

Su van dong clda mot thé tich nguyen 6 chét 16ng trong su dich chuyén
ctia n6 cho phép dic trung dong chay cla chat 16ng.

Dai v6i cac dong chay phing, c6 thé duoc biéu dién dé& dang hon, thi ta s&
quan sat sy van dong ciia mdt "dién tich” nguyen td chat 16ng.

Hinh 1 chimg minh dinh tinh sy van dong clia mot thé tich nguyér t6 di
vong quanh mét vat can hinh try.

Céc vi dy dudi day s& cho phép rit ra mot s két qua co ban.

1.1.1. Cac van déng co ban: su gian nd, su quay, su bién dang

M Vidu 1: Sy giin né

Ta hay xét mot truong vian t6c cia mot chat 16ng c6é dang
i= UO(1+—E-)EX. Pay la mot dong chay mot chidu 8n dinh ¢6 thé mo
phdng sir gian ciia mot chét khi trong mot dng phun (k.2a). Cac quy dao
Ia nhitng dudng théng song song v&i €, .

Mot phén ti chat 10ng, dit tai diém M(x, y) & thoi diém ¢, s& c6 mot dién
tich dx dy.

Trong thdi gian 8¢, vach thing dimg c¢6 hoanh do x dich chuyén dugc
doan dudng vo(l+%]8t , trong khi vach c6 hoanh d¢ x+ dx lai dich

x+dx

chuyén duge vy (1 + JSt. Phén t& chat 1ong c6 dd rong dx & thoi
diém t, s& c6 do rong dx(l +UT06 tj & thoi diéme+8¢.

Vay phéan t chat 16ng da gidn nd theo hudng x (h.2b).

H.1a. Dong chdy 6n dinh doc lap voi thoi gian (dimg) xung  H.1b. Sy mo phong s6 hoc dong chay nay cho thdy ré su
quanh mgt hinh tru: ddy la dong nucc chay doi ximg (va van dong cia mot thé tich nguyén 16.

thudn nghich) tie trdai qua phai. C6 thé lam hién ro dong
chay nho cdc tia nho ddu lanh trong ddu vazolin.

A9 O

& "ty
*0,
g,
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H.2a. S md phong mot dong chay trong mét dng phun. H.2b. Viéc lam hién ro sie gian no ciia mot phdn e chdt long.

(J day sy gian nd 1a do sy phy thudgc ca van (0¢, cong uyén vdi truc
(Ox), doi vai cung bién s x ndy: van (o¢ bién ddi "theo hudng cta no".
N6i khic di 1a trong vi du nay, ¢6 sy giin nd ca mot phin i chat 16ng vi

~
Uy

=0

-

X
Ta s¢ rd lai diém nay trong phin tiép theo cla gido trinh.
B Vi du 2: Sy quay
Bay gidr ta ¢t mot trudong van (8¢ (1.3a) ¢d dang o = Aréy trong toa do tru.
Trudng niy tuong tng mdt sy mo hinh hoa trudmg ¢ic van toe & bén trong
mot cudn xody.

(J ben trong cudn xody, chdng ta tham du vao mot chuyén dong quay cia
maot phin (r nguyen (o chit 16ng (1.3b).

# Vi du 3: Su bién dang

Ta trd lai dong chiy trong mot nhi di¢n vudng ¢o6 dang o (—kx, ky, ()) da
duge nghién ciu & chuong 1. Sw vin dong cha mot phin tir chit 16ng, c6
dién tich ban diu dx dy, doc theco mot quy dao ¢6 phwong trinh 1y = x5y,
duoc bifu dién trén hinh 4.

} 1.,|HH[ ”H

il i

it

|

H.3a. Sw lam thdy ro truong cde van 0c caa mot dong  HW.3b. Sw thé hign cac bién doi cua mot phdn tie chdt long
chay trong mdt mgt con loc (trung tdm con 1dc). trong dong chay nav. Phdn i "quay" ma khong bién dang.

i



Ta nhan thdy ¢6 mot sy bi€n dang ciia phan tir nay, ma khong c6 su bién
ddi dién tich cdia phan tlt, ciing nhu chuyén dong quay clia no.

N v auy
Tir nay, ta luu y rang dong chay nay tuan theo ;+—g= :
T NN
SEANANE U,
E AN N
g » -— e
|

H.4a. Cdc duong dong ciia dong chay ~ H.4b. Truong cdc vdn toc caa cung  H.de. Sw bién dang cua mot phén
hai chiéu (nhi dign vuong). mot dong chay hai chiéu (nhi dign  trong dong chay hai chiéu nay (nhi

Alp dung 1

Nghién citu mét sy bién dang Chi y: Vi du da chon chimg t6 mot sy bién
dang, c6 di¢n tich khong déi, cua mét phdan ti
chdt long ma cdc goéc van la khong déi. Trong
cdc dong chay khdc, cé thé co thém trong dé
mot bién dang goc (co dién tich khong doi), vi
nhie hinh chi¥ nhdt tré thanh hinh thoi chdng

Cho m¢t dong chay dimg trong mét nhi dién
vuong ma biéu thikc vé van toc trong hinh thikc
lugn Euler co6 dang E(—kx, ky, 0), da duwoc xem
xét trong vi du vé sw bién dang. Hay xdc minh
rdng phan tie chdt long dwoc dinh nghia truce ddy

van gie mot dién tich khong déi bdng cdch gici han.
han & cdc phép tinh cdp mot.
YA
vy chi phy thudc x va v, chi phu thudc y, cic k(y + dy)ot
vach cuia phan tr van song song v6i cac phuong
(Ox) va (Oy): khong c6 chuyén dong quay.
Vach thing ding, & hoanh do x, dich chuyén
dugc doan dudng —kxdt trong thoi gian of, y+dy
trong khi véach thdng dinmg & hoanh do x + dx
dich chuyén dugc —k(x+dx)dt. kydt —
Do rong ban diu dx cGa hinh chir nhat (H.5) & y
thanh: — kxdt ¥ x+dx
dx(1-k81). " kx s dade
Ciing thé, chiéu cao tré thanh dy(1 + k&¢). 0 r
Nhu vay dign tich ctia phan tir chat 16ng & thoi s
diém ¢ + 6 52 Ia- H.S. S bién dang ciia mgt phdn tie chdt long trong
dS = dr(1 — k8¢) dy ( 1 + k81) ~ dxdy. mot dong chay hai chiéu (nhi dién vudng).

Chi y: Cho mot cupn xody gici han bot mot hinh tru thdng dimg ban kinh a.
Trieomg cdc van toc trong toa do tru sé c6 dang v = Aréy doivdir<a, va
- a? y
U=A=—& doivéir>a.

r




Trén cic hinh 6, hai mién nay dugce phan ranh gi¢i boi vong tron. O bén
trong cudn xody, ta chimg kién sw quay cia mot phdn tie nguyén 16 chat
long (h. 6b), nhung phan tir nay bi bién dang ngay khi ta ¢ bén ngodi
cugn xody. Hai phdn tie & trong (r < a) va & ngoai (r > a) cupn xody cho
ta dn tuomg la chiing quay quanh minh ching theo chiéu ngugc nhau.

Doi voi mot dong chay bat ki, thi sy van dong cia mot thé tich
nguyén t6 chat 16ng t6 hop ba dang vé cuc bd duoc nhin thay riéng
ré: su giin ng, sy quay va su bién dang.

Trén hink 7, ta thé hi¢n sy bién dang ctia cac phan tir khic nhau cda mot
chat 16ng khi mo phdng mdt dong chiy xung quanh mot hinh cdu.

Trén hinh 8, ta thé hi¢n sy bién dang cda cac phin tt chdt 16ng khéic nhau

khi mo phéng mot dong chdy xung quanh mot hinh tru dang quay.

o

bén trong
cudn xody

|

H.6a. Truong cdc van téc cia mot dong chay & trong va

I

bén ngoai
cudn xody

H.6b. Su thé hién cdac bién doi caa mot phdn tir chdt Iong

ngoai cudn xoady. khi ¢6 dong chay nay.
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H.7. Dong chay ciua mét chdt long xung quanh mét hinh
cdu trong mot mat phdng kinh tuyén: Sw thé hién cdc bién
dang cia cdc phdn ti khdc nhau.

61

H.8. Dong chay cia mét chdi long xung quanh mot hinh
tru dang quay: Ta lam thdy ro cac bién dang cia cac phéin
1 khac nhau.




‘Irén co s¢ nhicu vi du da néu, ta thiy ring sau khi "nhiéu loan" di qua,
thi ¢ac phin (& chat 16ng déu bién doi rit nhidu.

Sy phan tich phidn dong gop cta mdi dang (tinh tén, gian nd, quay, ...)
khong duve ro riang, Tuy nhicn, ¢o thé gin cic hién wyng gidn nd va quay
cue b vol trudmg cac vin (¢ cta chat 1ong.

1.1.2. Trudng cac van téc va su gian nd: vai tro cua "div v "

Mot dong chay ba chidu duge gid thict 12 moi thanh phin van (oc¢ chi phu
thudc vao toa do tuong tmg M(x, v, 2);

000 21) = 00 (608, + vy (e, +0,(2,0)E, .
Trong (hoi gian &1, cdce vich cta mot phin o (hé tich dxdydz dich chuyén
truc giao vat chinh chang (41.9)

Canh ¢6 chidu dai dy ctia hinh 1ap phuong trd thanh:

d\t'z.\‘+d\f+z{r(x+dv,1)(51—[x+ux(x, z)az]:dx(n f" lj.
oxX

Tuwong (r ta ¢co:
v

Voo N ' 6U" N
dy'=dy| 1+ —=081 | va dz'=dz| 1+ —=0o1].
: oy or

Nhu vay, thé tich nguyén (6 A7 dd bién thicn di (A1) sao cho:

. , o, dv, v,
S(AT)=dy'dy'dz - dvdydz = Ar| —+ —+ —=
o oy oz

jdl =divi A7 dt,

nghia la;
5 .

O(AT) =divi St hay ié(Ar)

AT ot

=divo.

Ta thira nhidn tinh t8ng quat cta phép tinh nay gidn treong cdc van o¢ vai
hi¢én wwong gian nd (xem dp dung 2).

ﬂlp dung ©

o2+ dz, £)5¢

v (X + dx, )0t

H.Y. Su gian no cia mot hinh ldp
phuong chat long.

Y nghia vat li cba div o AT (1 + 81) — At (1)
Chimg minh tinh (6ng quat cta bidu thic: = 5(A7) = dxdy dz(d(dx) Loy d(dm}
l‘S(Ar):div i Cuti e d R cPc dv =
St Ar udi cung: dx’ —dx = 0 (dx)
khi gidi han & ¢dp mot ¢ic do bicn thicn cla cic = (e duyan —u v pzn)ot
canh dx, dy, dz cta mot phin (& ¢o thé tich Ar = a}“ dxdsi,
ox

() thoi diém 1, ta ¢6 A7 (1) = dx dy dz.

va tong r (/1.10a)

O thoi diém 1 + 81, ta ¢o; dy'—dy = d(dy) = (Uy(,x',y +dy, 2.0 — e (.2, r))o‘r
At = dvdydz’ = Ar (1 + o) dv,,
) . . =—dyot
= (dv+ o (du)dy + d(dy))dz + 5(dz)) Oy ?
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a9
‘oﬁé

Tir d6 (h.10b): & (At) = At dividt.

1 34 At lact+3¢
v(x,y +dy, 2)8¢t  emeuemn
Pt AT lict
d v
y+dy
v(x, ylz2)8¢
el
y ] v(x +dx,y, )5t —
o Ij’f‘ = P, 1)bt
- Q" = HQ, ndr
x x+dx x
T ;
dx dx H.10b. D bién thién thé tich:
H.10a. 5
? ST _ givise
At
Chi y: Mdit gioi han phdn tie chat long co thé tich At dich chuyén véi van
toc cha chdt long (thé tich chita cac hat long); nhu vdy khong cé bdt ky mot
sw truyén vat chdt nao di qua mdt nay: thanh thie khoi luong Am caa phan nr
thé tich At nay la khong doi. Néu div D =0, thi rrong qua trinh dich chuyén,
thé tich At caa phan ti chdr long khong bién ddi. Vi khdi luong Am cia no
. A -
la khong doi, nén khoi luong riéng caa chdt long p = A—m cing khong doi
T
, A -~ Dp
khi ta theo doi phdn tie thé tich nay, nghia la or =0.
1
. S . s iy Dp
Néudivi =0, thi ta ¢6 mdt dong chay khong thé nén duoc: Dr =0. Nhu
1
vay, ta lai tim duoc diéu da thdy ¢ chuong 2 ma ta thu diege, xudt phar tir
y y D -
phuong trinh khoi luong viét dusi dang D—p +pdivi=0.
1
Vé cuc b, thi hé sé bién déi twong doi ciia thé tich trong don vi thoi
. : . R . . . 18T, .
gian bang dive cia truong cdc van toc: 37 EA )le v.
T
Truong vin téc cia mot chit long cho ta thong tin vé sw gidn né cia
n6 nhé trung gian dive cia van toc.
Néu divo =0, thi ta ¢c6 mot dong chiy khong thé nén duoc:
D z
Do _,
Dt
()]
1.1.3. Trudng cac van toc va su quay: vai trd clia “rot s "
Ta & lai vi du v& cudn xody (vi du 3). Truomg van tdc dd néu gidng het
truomg van (S¢ cia mot vt rin quay xung quanh mot truc ¢ dinh (07) (k. 11).
Moi di€m M gdn v&i vat rdn déu ¢6 mot van toc dang 0 =0 r§ , trong d6 0
o la van 8¢ goéc cha chuyén dong quay xung quanh truc (Oz) va r la z

khoadng cach wr diém M dén truc (Oz). Ta hay tinh rot 7 lién quan dén

trudng cac van toc clia vat rin ndy (o khong phu thudce vao cac toa do
khong gian) & moi diém.

H.11. Var rdn quay xung quanh mot
truc cé dinh -
M) =6 A OM =wré,



N -4 L . . N
Ta bict rang rol( ) )4() (xem phu luc va gido trinh H-Prépa. Dién tir
,
- . . . o . — 2 ("() N
hoc ndm e hai). Khi viet 0 =0 rgy =o r~| — |, thi ta dugc:
,

- 5 of L5y 6
rote = r- rol(—(Lj +o (grad re ) AL
Ia ¥

G

R
Nhur vay rota ctia van (0c¢ tai mot diém cda vat ran cho ta thong tin vé su
quay ctia diém nay trong chuyén dong ctia né xung quanh (z2).

1.2 . - . .
=ogradr- A—=20w¢, An¢ =20 =20 .

K&l qua nay s¢ duge thira nhin khong chimg minh do1 véi moi chat 1ong
dang chuyén dong bing cach xac dinh ro 1a, trdi véi truong hop vat ridn
dang quay. rof ¢ c6 thé bicn doi wr didm nay sang diém khic ctia chit
16ng (cde y€u t& chimg minh s¢ duge nghién cu trong bai (ap 2). Tuong
o chuy(‘?n dong cda moL vat ran, vectlo xody duge xdce dinh tai moi diém
ctia chdt 1ong bdi hé thic ol =26) .

Thanh thir, rong gin ding bac nhit d6i v mot chit 1ong khong thé nén
duoe, ta ¢o hé viel i(M ) = ["(M)-i-Q(M)/\MM;, vt M va M' 1a ha
diém gan nhau.

O cuc bo, truong cdc van toc cia mot chét 1ong, ¢o thé dong dang vei
triong van téc cia mot vat rin c6 vecto quay tire thoi Q. Su quay dic
biét nay (su xody) cda chat long tai mot diém M sé ton tai ncu rota cia
truomg cac van tée rots = 2Q (Q bidu dién vecto xoay) khac khong.
O cuc bo, truong cac van tée ciia mot chit 16ng cho ta thong tin vé su
ton tai cac khu xoay trong chit long nay nho sy trung gian cia rota
cua van toc.

Clui y:

Ta via dinh nghia vecto xody duoi dang: € = ;rolz’ . Dive ctia rota thi

triée tiéu, ta codivQ =0, nghia la Q bidu dién mor HEOng vecter o
thong luong bao toan. Vecto xodv € nhur vay la mor vecto true, cing nhie
tir trieong B chdng han. Cac duong site ciia vecto B la cde diong kin.
Tl huong cimg nhwe thé doi voi cdac duong sive ciia vecto xody. DOt vor
bai toan phdng, thi cdc duong siic ciia vecto Q déu la cde dwong theng
vuong goc voi mar plidng aay.

P Dé tap luyén: bai tap 3, 4 va 5.

1.2. Cac dac trung cia mot dong chay

1.2.1. Cac dong chay dung
Ta nhic lai mot 8o dinh nghia va kK¢ qua da xét.
Mot dong chay, ma déi vii né trugng van toc Euler cia chit long doc
lap voi¢, duoc goi la dong chay diung (doc lap vai thei gian):
ov -

D=0(M) voi —— =

ot

~
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Ta nhidc lai ring & dong chay dimg, thi ¢6 sy ddng nhit clia cic quy dao, céc vat can

cdc dudng dong va cac dudng phat xa. O tiét 1.3 ta s¢ thdy ring cac dudong 1 2 \
dong c6 thé cu thé hoa cac dudmg chu vi cla vat can (h.12 va ap dung 4).
Trong mot dong chay dung, luu lwong khéi di qua moi tiét dién cda
mot ong dong 13 nhw nhau.

1.2.2. Dong chay khéng thé nén duoc H.12. Su cu thé héa cac duomg dong.

Néu tai moi diém cia chat 16ng, thé tich cha tat ca cac phan tir chit 10ng
dugce bao toan trong qua trinh dong chay, thi chat 1ong nay dang & dong
chay khong thé nén dugc.

Theo ti¢t 1.1.3, thi dive clia truong cdc van (8¢ cho ta thong tin vé do
bi€n thién thé tich ciia mot phin t& chat 16ng duge theo doi trong su
dich chuyén ctia n6. Néu phan t& nao giit mot thé tich khong dai, thi
dive trict tiéu.

Dong chay khong thé nén duyce 13 mot dong chay ma déi véi né div o
triét ticu & khip moi noi: divo(M,f) =0.

Ta nhic lai riing mot trudng vecto c6 dive déng nhdt khong, nghia Ia triet
tieu tai moi diém clia khong gian, thi ciing ¢6 thong lugng bao toan. Didu
nay bao ham y 1a thong lugng cla trudong nay bing khong qua moi mit
kin & trong long chét 16ng, hay con ngu ¥ 1a ¢6 su bao toan thong lugng di
qua moi ti€t di¢n ca mot ong truong. Thé ma luu lugng thé tich lai bing
thong lugng cha truong cac van tde. Tir d6 ta rdt ra mot ddc trung ly thu
cla mot dong chay khong thé nén dugc.

Trong mot dong chay khong thé nén duyce, lwu lwong thé tich duye
bdo toan qua moi ti€t dién cia mot 6ng dong.

Alp dung 3

Ghénh ciia mot dong song Hay tinh van téc cia nuée va lwu luong D',

Gia ste c6 mot con song dang & dong chay (khong fwong ng, o ngang mic cia ghenh song.

thé nén duoc) dimg, mot chidu. O mot chd trén
song goi la ghénh, long song thdt lai; tiét dien cia
noé chuyén tiy S sang S’ (S'< S). Luu luong thé tich
O phia trén ghénh la D, (hinh 13).

tiét dien S
:»—,_kiét dién §'
T

van1éc v ;

H.13. Ghénh song.

van toc v’

Dt liéu:
S= 100m2; S'= IOmZ; D, = 150m3> 57!

Dong chdy la mot chiéu, D, =Sv. Vi dong
chay 1a khong thé nén duge, nén:
D', =D,=S"v",

D _ _
nghia la u‘:—S‘—V:IS ms~! =54 kmh™!

Ban d6 dong chay cla con song (h.13) cho thdy
ro & ngang mic clha ghénh song, céc dudmg
dong sit lai, dicu nay chi 1a mot phuong phap
khac biéu thi sy bao toan luu lugng thé tich di
qua moi tiét di¢n cia mot Ong dong.




Trong mot dong chiy khong thé nén duoge (xem dp dung
dong sit Tai nhau & nhimg noi ¢6 van we lon,

3), thi cic duomg

Hinh 14 cang minh hoa tinh chadt nay: van e ctia chat 1ong cang 16n hon
& lan ¢an didm A. noi ma cic duong ruong van 10c sit lai nhau.

1.2.3. Cac dong chay xoay hay khéng xoay (réi hay khdng roi)
Mot dong chiy duge goi khong xody nu veelo xody tri¢t ticu & khip moi
noi. noi cich khac, néu trwomg cice van 0e cda chat 1ong ¢6 rota bing
khong & khip moi noi.

Chui y:

Phdt biéu trén khéng nhimg gid thict rdng rol ¢ tridt véu wai noi dicm, ma
con gia thiét la khong co diém ddc bidt nao dé van 16c & do (va nhi vay
cdorole) lai khong diroe xac dinh. Diém tinh 1& nay sé dugce trinkt hay ro
rang khi nghién ciin xody nuce & §2.2.

Nawge lai, trong mot dong chily xody (dong roi), 1dn tai it nhat 1 mot
diém cta chit 16ng ma i do rotrt khéc khong.

Trong mot dong chay khong xody (khong roi), truomg cic vin e cla
chat 1dng ¢6 luu thong bio an (luu thong clia veelo vin 1oc ¢ doc theo
moi dudng cong kin déu biing khong): nhu vy cac duong dong nhat thi¢t
phdi hd.

Trong mot dong chay khang xody, vecto xody trict tiéu tai moi diém
cta khéng gian, v ¢6 luu théng bao toan va cac duong dong khong thé
khép kin.

Néu, vecto xody khdc khong it nhat tai mot dicm cho trudce trong
khong gian, thi dong chay duoe goi la xoay.

P D& tap luyén: baitap 1 va 2.

1.3. Dong chay va cac diéu kién & giéi han
Cho dén nay, ta mai quan Gm dén dong chity clia chat Wong doc 1ap véi cice
gidi han cua chdng. Tuy nhién, cic giéi han nay (0n tai: mot dong song duge
gidi han bdi doi by, mot chit 1ong rong dudmg ong bi dng din inh hudng 1én
dong chiy. Thue 1€ moi vl rin di ven by dong chily hay lam vt ¢an dong
chly déu ap dat cac dicu kien 1én van 1oc cta chal 1ong & gin no.

1.3.1. Gidi han & vé cuc

Trong chuyén dong tinh 1i€n ctia mot hinh (ry trong mot chat 1ong. ta da
ap dat mot dicu ki¢én ddang yén cho chit 1ong & "xa" hinh try (hinh 15).
bay la mot didu kign & gidi han thuoe loai "gi¢i han & vo cye”. Mo hinh
niy s¢ duge ¢hdp nhan & nhitng khodng c¢ach ridlt Idn so vidi cac khodng
cdeh dic trung cha bai todn duge xem xét.

Song lung 1a mot chuyén dong ctia dai duong sinh ra béi gié ¢ bé mit dai
duong. Pdy dai duong, "ndm yén", s¢ wong tmg vai mot do sau vo han
néu do sau nay Ién so vai cac "chan song” ("cic hde lom”) o nén bdi
song lung.

1.3.2. Trudng hgp mot vat can ¢é dinh

Trong h¢ quy chicu nghién ctu. & mot diém 1an c¢an ngay sat mot vit can,
thi chal [6ng khong thé ¢6 thanh phin phdp tuy@n cla van toc doi véi mot
vt ¢an ¢O dinh (inh 16).
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H.d D6 b dong chdy chdt ang
khang thé nén dupe nav xung quanh
mor hinl try dang quay, thi cde mién
o van 1o fon phai dinh vi & nhong
ché ma cace diong dong sit lai nhau.

H.15. Stz thé hién ro cde gut dao et
dich
" hinh

cac hat chdr long khi ¢6 su

‘

chuvén ciio mor hinh tru : "xa

g dung im.

tru nay, chat long

VAt cin ¢0 dinh
rong .4

o x
H.16. Trong mor hé quv chiéu %,

vdn 10c cia mot chdt long nhat thict
phai 1iép tuvén voi gt var can o
dinh trong hé quy chiéu nay.



Van toc ctia chdt 16ng biéu dién van tdc clia mot hat: néu thanh phan phéap
tuy€n ctia van tdc nay khéac khong, thi diéu d6 c6 nghia 12, hodc hat chét
16ng xuyén thau vao vat can, hoic mot hc rong dugce tao thanh gita cac
chit 16ng va vat can, day la diéu khong thé cé.

Thanh phan phap tuyén cia van toc ciia mot chit 16ng déi véi mot
van can ¢é dinh triét tiéu.

Chu y:

Khong c6 bat ki mot ung luc nao lén thanh phdn tiép tuyén véi van can,
lai dwoc thiét ldp ¢ ddy. Ddc tinh nhot cia cdc chdr long thuc sé dugc noi
dén trong chuomg 5.

ﬂIp dung &

Su thé hiéen mot duwong dong Néu dong chay la dong dimg, thi cac dudng
Mot dong chay hai chibu c6 cac duomg dong ~ dong van nhu nhau & moi thoi diém.

dugc biéu dién rrén hinh 12.
Chuing 16 rdng trong mot s6 diéu kién nao do, coé
thé thay cdc dwong dong 1 va 2 bdng cac vidch

Theo dinh nghia, thi van tSc¢ phai ti€p tuyén tai
moi diém. Cac diéu kién & gidi han dugc coi

thuc, vira khit véi dwomg chu vi, ma khong lam  trong bang cach cy thé héa ching va nhu vay,
thay déi hinh dang cua dong chay. dong chay néi trén s¢ khong thay ddi.

P Dé tap luyén: bai 1 va 2,

1.3.3. Trudng hop mot vat can chuyén dong

Poi khi ta gap nhitng tinh hudng trong d6 vat can chuyén dong; trong céc
diéu kién do, thi phai tr dat minh trong h¢ quy chiéu 4, cla diém P trén

vat cin. Trong h¢ quy chi€u 4, nay, chat 16ng khong thé c6 thanh phin

phédp tuyén ciia van tdc ddi voi vat can do, nghia la, trong hé quy chiéu
phong thi nghiem, thi cic van t8c phap tuyén vdi vat can phai dong nhat
nhu nhau (h.17).

That vay, ta ki hieu w(P.,,7),.» 1a van tdc ciia diém P thudc vat can. Ta
hdy dit minh trong h¢ quy chiéu A, , dang tinh ti€n vGi van toc
w(F,

an-1)/ » 401 v6i he quy chi€u 4, nhu vay, ta dugc:

U(Pgng>1)r.p = V(Rong:1) 4, + W(Fean D -
Goi N phép tuy€n vdi bé mit vit can; ta phai c6 (xem §1.3.2):
(Pong»1)1 4, -N = 0.
Diéu nay cho phép ta viét:
0(Rng-1) 4N = W(Pean D)4 . N, nghia la oy =iy .

Ta hdy xem xét dp dung 5 vé truong hop téng quat ciia mot dong chay
chat 10ng xung quanh mot vat can di dong va c6 thé bién dang.

A

vat cin

van toc vat cin

(4} x

H.17. Trong hé quy chiéu R, thanh
phdn phap tuyén cna vin téc mot
chdt long nhdt thiét phai bing thanh
phdn phdp tuyén cia vdn 1éc cia
diém tuong ung trén vt can.



Apdung 5

Doéng chay xung quanh
mat vat can linh dong va bién dang duoc
Trong h¢ quy chiéu R cua phong thi nghiém,
mgt chdt long dang chay xung quanh mot bé mdt
khong thdm, kin, linh ddng va cé thé bién dang
(h.18). Truong cdc van téc Euler ciia chdt long
nay dwoc cho boi 5(M,1); 5, va bé mdt duge xdc
dinh boi mot phuong trinh dang F(M, 1) = 0.

Nguoi ta ki hieu w(P,t),. la van téc cia mot
diém P trén bé mdt.

1. Chimg minh rdng khi bé mdr khong thdm, ta

phai co:
O(P,1); z.grad F = w(P,1); 5 .grad F
TN
P
o
y Y toa do z¢

H.18. Sw thé hi¢n cac h¢ quy chiéu R va R’ voi ki
hi¢u da tumg st dung.

Tir d6 suy ra ring diéu kién d& dong chay xung
quanh vat can nay durgc viét trong A dudi dang:

Z—Fw(P,r)m grad F=0.
t

2. Cho m¢t vdt can hinh cdu cé bdn kinh a(t) thay
dasi, tam C, toa dp zc va van toc U(t) = U(r)é,.
Xdc dinh cdc biéu thic khdc nhau cia ham
F(M, t) trong cdc hé quy chiéu R va R

3) Tir d6 suy ra didu kién ma van t6c clia chit 16ng
& lan can vat can linh dong va c6 thé bién dang
nay phai nghiém ding. Chimg minh ring van t6c
J(P,1) dugc viét dudi dang téng quét nhu sau:

O(P,1) = (a(r) + 2¢ (1) C0s0 e + Ty + T

Vi ég, 6 va étp la cac vecto don vi ciia hé toa
d0 cau két hop vdi he quy chiu & = (C X, Y, Z).

& Thpg
"Opg"

1. Xét mot diém P cda mit F(P, t) = 0. Phap
tuyén N véi mit d6 & diém nay, song song v&i
gradién cia ham F: N = A grad F .
Ta dit minh trong hé quy chi€u Zp, chuyén
dong tinh tién d6i v6i hé quy chidu & gidn véi
diém P cta mit d6, v6i van toc w(P,t); 4 . Nhur
vay ta c6:

E(P,t)/zjjg = E(P*t)/;”/n’,, + W(P,I)/yp .
Chdt l6ng khong thé xuyén thau vao vat can,
nghia la:

O(P,1); 4, N =0;
di¢u nay cho ta;
B(P,1); -N = w(P,0); .N

va biétring N =AgradF (h.19):

D(P,1)) z.grad F = i(P,t) z.grad F .

mit F(P,t)=0
& thoi diém ¢

H.19. B¢ mdt c6 tinh khong thdm, do vay, ta cé:
7.gradF = .grad F .
Biét ring F(P, 1) = 0, ta c6:
DF oF _ —
—=—+w.gradF=0
Dt O

vay ﬂ:-+z7.ai.17=0.
ot

2. Cho bén kinh hinh cdu bing a(f), nghia la khi
M & P, thi ta c6:

CP? —a(1)* =0 vay R* -a(1)* =0,
hay r?+ z% - 2zprcoso — a(t)2 =0, vay ham F
dugc xac dinh bai:
* céc biéu thitc trong he A:

F(P,t)= r?+ z% - 2zorcoso — a(t)2 ,

2 2 2 2.
F(P,H)=x"+y"+(z-zc)" —al)" ;




* cdc bicu thire trong he .4 "  Gradién ctia ham F duge viét rit don gian theo
F(P,r)= R’ —u(r)2 , cdc veeto don vi clia h¢ quy chidu ", dudi dang
FP.=X>+Y2+27% —an)?. grad F = 2Ré;, voi R = a, nghia [a:

o F St SRR v

3) bidu kien duge viet la: (T+1',gradF =0. grad " = 2uéy . do d6 v.grad F = 2avy .

ot

Nho do, ta duge:
A N e >

* Trong h¢ quy chi¢u . B = (3¢ cosD +d)ep

cF . . .

—=-20c(z—z) taa)= —2(%cacosd +ad)

A

va nhu vay, biéu thic 18ng quat ctia van oc la:

= (e cos0 +a) . 0Py = (a(t) + 2o (1) cos )ep + iy + 1, .

Ta iép e nghien ctu dong hoc cdc dong chdy biang cic vi du dac bigt
lam hi¢n ro sy ve ban do topo clia trudng cac van (8c chat [ong.
~ 2 <
Dong chay phang
”~ I\? r
khong thé nén duoc

Mot dong chay khong thé nén duge xic dinh bdi phuong trinh vi phan
dive =0, Ta bit ring (xem chuwong 8) néu div e =0, thi (On tai mot vecto

A sa0cho 0 =rot A.
Ta hay xét mot dong chay phdng khong thé nén, nghia Ja truomg cac van
10¢ ¢6 thé durge vi€l trong he loa do Descarles:
(v )
oy ) = ee(xan )
v.=0
0
Ta tim mot veelo A dudi dang A‘(.x‘.y.:.r) =0
Y (X yn)
Luc d6, rot A, va nhu vay ¢ ¢0 dang:
i = rol [\u (,r,\',r)é:] = grad [\|1 (,\',y,r)] Aé, (Vi rot ¢.=0)
. oy (v 1)
hay £(x,y,2.1) = &
B vy (x,3.0)

Ox

2.1. Ham dong vy

vuong goc voi dudmg y = cle, nén veelo van toce HEp tuyén véi dudmg cong
W =cle; do vay y =cle uong tng véi mot duomg dong duge thé hien trén
hinh 20,

Khi c6 mét dong chay phing khong thé nén duoe, thi c6 thé xac dinh
mot ham y goi la ""ham dong'' sao cho:

V= i‘ot{q} (x,y,t)e'z] = g}ﬁdw (x,y,t)ne,.
Cac duong cong y(x,y,t))=cte déng nhat vdi cic duong dong &
thoi diém to.

X
H.20. Vecto van toc 0 tiép tuyén voi
duomg cong y = cte, vy y = cte
fiomg ting voi mot duong dong.
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2.2. Nghién cuu luu luong thé tich
Ta hay chimg minh ring luu lugng thé tich & thoi diém 1 ¢6 thé duoc bicu

thi theco cdec ham dong (v, v, 7).

O thoi diém 1, leu lugng thé tich <le () xuyén qua mot mat di qua cdc

diém A va B va ¢6 chiéu cao h duge cho bdi @f (0= rzf(.\',_v,f).thl.
v A

Bing céch thay ¢(v,y,r) bing biéu thirc ctia n6 va thue hign mot phép

hoan vi vdng tron trén céc vectlo xudt hign trong tich hdn hgp, thi ta dugc:

B B
¥ (n=h J-(gradw(.x,y,r) ~é..Ndl = h J.(é: A Ndi).grady (x, v.1)
A A

Trén hinh 21, ta thdy ring é. ANd/ =d/ nho dé, ta dugc :
B
cbji (N=h jd [.grady (x,y.0) = hly 5 (N =y 4 (0]
A
Khi ¢6 mot dong chay phing, khong thé nén duoc, thi luru lvong thé
tich d)/f‘ (t) , ¢ thoi diém t, xuyén qua mét miit di qua cic di€m A va

B va ¢6 chiéu cao h, duyc xac dinh béi:

©F ()= h[wp(t) -~y 4 ()]

P Dé tap luyén: bai tap 6 va 8.

3 Dong chay xoay: gio xoay (gié 16c)

3.1. Truong cac van téc - Su do vé topo

Gi6 xody la mot hign wwong khi tugng duge dinh nghia nhrr "mdt con gid
manh va xody". Mo hinh don gian hoa vé gié xody mo (4 né nhur mot
dong chay chat luu ¢ tinh doi xtmg tron xoay xung quanh tryc @ .
Truong céc vin oc két hgp ¢d dang (trong toa do try):

sviir<a: o(r)=rQé ;

2
Qa” .

sviir>a: vr)= € -

bay la mot truomg trye xuyén tam ma modun chi phu thuoc vao khodng
cach r vai tryuc. O ben trong mot hinh try ban kinh @ cau thanh "mit" con
idc, thi van 0¢ ting tuyén tnh tr O d&n gia tri cuc dai cda nd khi r bién
ddi wr 0 dén a, rdi lai gidm cho dén an vo cuc ma tai d6 chal luu dimg im
(hinh 22). Nhé riing van 10¢ lien tye & r = a.

Truong nay, khdp noi ¢6 dang f(r)¢, 1a truomg cé dive (rigt ticu (xem
chuong 8): do vay dong chiy 1a khong thé nén duge.
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H.21. & thoi diém t, luu lupng the
tich giga cdc diém A va B trén mot
duong cao h dwpe cho boi:
B
B L .
Gy = J-l,'(,x,‘\'.l).thl .
A

Hon na, ta ¢6:
é, n Ndi =di .

H.22. Sir thé hign truomg cdc van toc
ctea mot con loc.
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Ta hiay tinh rot & & moi diém clia gid xody:
y 9 g

svdir<a:
5

rote =rol(rQéy ) = Q(rrot gy +gradr A gy ) =2Qe, (vi rolgy, =—);
' r

2 . -
y e = Qat = = —[q
* Vi r>a: roll = rol( é | = Qarot| L1 =0 (vi rot] = [=0).
& I I Ia
Su tinh todn nay ching 6 sy t6n tai clia mot vecto xody déu 2Qé_ & bén

trong hinh try ban kinh @ va bing khong & bén ngoai: dong chdy la xody,
nhung ving xody bi gidi han trong hinh try ban kinh ¢. Cic duong dong
va cace quy dao trang nhau: day la cic dudng tron ddng tam trén truc é, .

ﬂlp dung &

Sw gia té¢ cia mot hat chat luu *Véir<a:
trong mo hinh con gio xoay. . 2
’ Do - -—iv OS5 -
Trong mo hinh con gié xody, truong cdc van toc Dr grad o +20Q. ArQdé
(trong toa dg tru) cé dang :
cvoir<a:ilry=rQe; R 5 () =
=grad| — - 2rQ°¢, = grad| — |—gradv
. 3 Qua” . 2 2
*voir>a: V()= & .
r 2
L . — v
Hay tinh gia 16¢ caa mot hat. = grad -
O R . . Dbo | R
Che do la dimg, nén gia 10¢ — it gon vé - 0%
< Dy = -l €.
¢.grad . Ta st dung coOng thic : eV&ir>a:
2
. . - - H 2 j 2 4
-~ 1 .. . ) — el
¢ . grad e = grad [——]+ roLe A L. Dbd = grud (1_ = — 27a é.
2 Dt 2 ) -3

3.2. Luu théng - Truong hop giéi han cua xoay
nudc, gio xoay

Gi6 xoay la mot dong chdy d6i xung tru, ¢6 dang f(r) & , v&i sy 10n lai
mot vecto xody Q. 1a déu & ben trong moOt hinh tru ¢é truc (Oz) va ban
kinh a (hinh 22) Tinh chdt Q :%;{)l‘ ¢ cho phép lai tim thily vecto vén 0¢
& moi diém. )

Muén thé, chi ¢én tinh luu thong clia vecto van e doc thco mot dudmg
dong (hinh 23) la du.

* Véir<a: C:(ﬁ[ﬁndf = 2m,):”&ii 0.dS=2Qnr* hay 6=Qrg, .

C S




o<

Ta hay tinh rot ¢ & moi diém clia gié xody:
*viir<a:

o

- - . — - . . R . T C7
roLd = rol(rQé ) = Q(rrot g + gradr A ¢y ) =28€, (Vi rolgy =—);
-

2 . -

L. N —| Qu” . 5 - ¢ . —(é
*viir>a: ol = rol[ éy 1=Qua 101 O 1=0 (vi rot] 2 |=0).

r r I

Su tinh 1odn nay chimg & swr ton tai ctia mot vecto xody déu 2Qé. & bén

trong hinh try bdn kinh @ va bing khong & bén ngoai: dong chiy la xody,
nhung ving xody bi gidi han trong hinh tru ban kinh a. Céc duomg dong
vil cdc quy dao trung nhau: day la cac dudng tron dong tam trén truc €, .

14,p dung &

Sw gia téc cia mot hat chit luu *Végir<a:
trong mé hinh con gié xoay. Di 2
’ i N 6Oy _
Trong mo hinh con gi6 xody, trwong cdc van ibe =~ grad X +20Qe ArQeg
(trong toa dg tru) co dang :
svoir<a:or)=rQe¢; N — 2 e
R =grad| — |-2rQ7%¢, = grad| — |—gradv
.. - Qa _ 2 2
svoir>a. v(r)= Q -
r 2
N
Hay tinh gia t6c¢ cia mot hat. = grud(T)
< i 1n s .. be N
Ch¢ do la dimg, nén gia 10c — rat gon vé = 0%
D[ = ! €, .
v grad v, Ta sit dyng cong thic : *Voir>ua.
2 . 2 2 4
Lo S DJ  —fw
0. gradv = grad (—j+ ot AL . 2V grad Yo _.9_(’__(:_ )
2 Dt 2 PR

3.2. Luu théng - Truong hop gidi han clia xoay

nudc, gio xoay

Gio xody la mot dong chay doi xdng tru, c6 dang f (1) é . VOi st 10n tai

mol vecto xody Q . la déu & ben trong mot hinh tru ¢é truc (Oz) va ban

kinh a (hink 22) Tinh chal Q = %f;{ﬁ cho phép lai tim thdy vecto van to¢

& moi diém. i

Mudn thé, chi can tinh luu thong cda vecto van (8¢ doc theo mot duong

dong (hinh 23) la da.

*Voir<a: C= ¢z’i.d7 =2nrv= .[.[101 7.dS=2Qnr? hay 5=0Q réy .
C S

.



eVéir>a: C= S[)adi =2nru= ”Fci&.di: 2Qna’ hay
C S

Qaza
e‘e.

a:

;
Luu thong doc theo mot dudng dong & ngoai mat gié xody la C=2td"Q).
Nhu vay, day la mot hing so ¢6 thé dic trung cho gio xody cing nhu dir
lieu Q. Truong hop gidi han dat duge bing cach cho a tién 161 0 trong khi
vin giir C khong ddi s& xéac dinh mot gid xody.

Trudng van tdc clia gié xody c6 dang (h.24 a va b):

o(r)=

é voir#0.
2y

TR A e =
Trudng van toc maéi nay c6 vé nhu khong xody vi rot(ij =0.
,

Thuyec ra, ngudi ta bo qua diém dic biét r = 0, do mo hinh gi¢i han cla gié
x0ay. Khi d6 khong con phai ngo ngang vé nghich 1i bidu kién nira:

c:cﬁ J.dl#0 v&i rotd =0,
C

vi ring luu thong nay phai cin t6i mot duong cong kin bao quanh diém
dic biet r =0, ma tai d6 v khong con duge xac dinh nira. Cac dudng dong
cila gio xody that sy kin va bao quanh truc (Oz), quy tich ciia céc "diém
dic biet".

Ciing bai todn nhu trén con c6 thé xuit hien dudi dang tinh t& hon véi mot
trudng van tdc¢ cing loai va trudng nay s& chi duge xéc dinh ddi véi
khoang cach r > R. D6 la tredng hop khi ¢cé mot vat can hinh try ban kinh
R ¢6 mat & trong long chit luu (hinh 8 va 14): truomg van toc la khong
xo4y (rot#)=0. nhung luu thong ctia & lai khac khong trén (it ca cac
dudng cong bao quanh hinh try.

3.3. Su tuong tu tu tinh

Trudng van tdc clia gid xody goi nhé tir trudng tao ra bdi mot hinh try dai
vo han ban kinh a, trong do c6 cac dong dign thé tich mat do ddu ; = jé.
chay qua. Truong nay thuc (€ ¢6 cdu hinh:

sviir<a: B(r):——pozjrée;

2
evéir>a: Bry="L &
2r
Nhu viy dép tmg trudng hop gi6i han clia cudn xody la truong hop mot
day dan vo han chay qua bdi cuomg do dong dién I:jnaz, tao ra tir

trudng B(r):u—olée .

2nr
Su tuong ung hinh thic nay khong phai 1a ngau nhién. That vay, déi véi
mot dong chdy khong thé nén dugc, thi truong van toc cha chat luu tai
moi diém ciia khong gian sg tuan theo cac phuong trinh vi phan:

divi =0 va rots =20 .

TYVYY JYYYY

ol

dudmg dong

Z/’En kinh r <a

: ’%,rimg dong

an kinh r > a

S\

9!

H.23. Luu thong cua vecto van tdc
doc theo mgt duong dong hinh tron

bdn kinh r, phu thudc vao cach chon
dwong nay (r <a hay r > a).

H.24a. Truong van tdc cia mgt gio
xody véi vige thé hign sw bién dang
ctia mot hat chdt lu.

nuoc vao

L
D)

khu xody
trung tam

"

nude
thodt ra

H.24b. Sw thuc hién thuc tién mot
cudn xody. O ché dp on dinh, nude
chay vao tiép tuyén véi mgi trén va
thodat ra qua mgt 16 & tam mgt day
cua hinh try.



MOt tir truedng khidong ddi tuan theo cung nhing phuong trinh nhu nhau:
divB=0 va rotB=pyj .

Phuong trinh tht nhdt mo (4 mdt tinh chal ndi i clia B, clng nhu

dive =0 bicu dién mot tinh chit noi tai cda trudong vin We cla moi dong

chdy khong thé nén duge. '

Phuong trinh thit hai lign k&t trudng B vai ngudn ctia né la dong dién,

con rot ¢ =2Q cing gin & véi ngudn ciia ng la veeto xody Q.
Ta hay (0ng quét hoa két qui nay: néu hai bai toan, mot 1a tir tinh va mdt
la dong chdy khong (hé nén duwgc. bicu thi cang nhing tinh doi xing,
cung nhang di¢u ki¢n & cac gidi han va cung nhiing phan bd "ngudn” nhu
nhau, thi khi d6 céc nghi¢m (nghia la bi¢u thie cia truong B va cta vin
oc ¢y s¢ giong het nhau vé mat hinh thic.
* Truong van téc cia mot chit luu dang trong dong chay khong thé
nén va xoay, tuan theo cac phuong trinh vi phan:

rots =2Q va divi=0.
* Truong t tinh tuan theo:

i'OtB = p.()j vadivB=90.
Sur trong (ur tr tinh tim thdy mot sir minh hoa i thd trong "vong tron khoi"
nht & trén mi¢ng nui la (4.25) : vong khoi ndy ¢ thé duge mo ta nhu
mot vong xody 10¢ dang soi chi twong tr nhu mot vong day tron trong ¢6
dong di¢n i chay qua. Vong xody lic nay dugce dic trung bdi luu thong C
clia n6, ddng nhat doi véi Lt ca cac duong cong kin bao quanh vong xoay
mot 1an (h.26).
Chu y:

Nho rdang vecto xody la mot vecto truc dwoce xde dinh boi Q = 51’01 v, vdy

dive ctia no triet tiéu: divQ =0 . Cdc duong sic cia trieong vecto € la
cac duong cong kin. Tinh hinh ciing nhu thé doi voi cac dieong sic ciia
truomg vecto mdr do dong thé tich j trong gdn ding cdc ché do dimg:

divy=0.

dudng vong day cé
X0dy dong di¢n /
= *hay qua
a chay q
duong dqﬁwng suc
dong cta truomg B

vong tron khoi tr truomg do mot dong dién 1ron 1ao ra

H.26. Sie tuong e giika mot vong tron khoi va tiv triuomg do mor dong dién ron tao ra.
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vong khai tron

e =

— - —khoi

-~ Nl llra

L

H.25. Vong khoi tron trén miéng nii
lita.



Alp dung 7

Dong xody déu gita hai mit phang vé han Dicu nay cho ta diang di cta fiinh 28.
Hay xdc dinh truomg cdc van réc cia mor chdt
L két hop voi mot phan bo dong xody déu, hinu
han giga hai mdt phdang vo /144(}, song song cdch a-=0
nhau mot khoang 2a. Vecto Q cing song song
voi hai mdr phdng (hinh 27). Ta thea nhan tivh

Q=Q0;

fién tuc cita van 1oc ¢ =a
AZ
- -
02=0 Q=0
z=a
H.27. Dong xody déu
— &> giftu hai mdr phang vo T PO
O=q.2 ey X § . 4/ 7 W28, Tywuong cde van tde lien quan dén mor dong
=88y Y han: Q =Qqpé,  doi voi s . "
________________ xodvy déu gitia hai mdr phang vo han.
1=-dg —a < Iz < a va bdng _ N R T A 5
- T £ Ta hay ban ludn vé gia thict "tinh lién tuc cua
02=0 khong ¢ cho khde . B
van 1oc tai =a".

Bai todn hoan toan wrong i bai todn phi tinh L
. N ; e I Vecto tr trudng B chi chiu mot su gian doan,
mot truomng B duge 120 ra bdi mdt phan bd cic = : LSl ¢

R R s o ax .. . . néu ve cuc b on tai mot mat do dong di¢n mit

dong di¢n cung loai. Ban do opo cua £ tai moi . . . ..
e e y . , s . khiac khong (B —Bit =upnj. AN xem

diem giong h¢t ban do topo cla B ¢6 dang Js ¢ (B =B =HoJs 12

% . . s s s H—Prépa, dién tir hoc, nam thit nhdr).

B = B(z)¢, trong d6 B(z) la mot ham 1¢ cia z: pa, di ' ) -

d Thé ma, chi ¢ minh mat do dong thé tich jy, vo

rot s = rol(1(z)é, ) = grad () Aé, = ( )g\,. han trén mot be day nho la ¢6 the tao ra mat do

< dong di¢n mal j, nay.

di(2)

e Néul -l<a: 8, =206, hay ¢(2)=2Qz. Viy, ngay khi mot mat do dong (hé tich la howu

han khdp moi noi. thi B bao gio cling lién we.

y de(z) . Ay s ¥ 6 ren cho nhén (a9 vid
e Néul zl>a: €, =0, hay (2)=2Q¢a Nhu vay, surteong (i lL/l’ 1ol rén cho php_p la vict
T rang ¢ la lién e khdap moi noi, vi Q 1a hiu

bdi sur lién e cta «(2) tai z = a. han khdp moi noi, dic bigt yz=a vaz = —a.

4 Dong chay khéng xoay

- i n?
4.1. Dong chay thé
Nhu ta da bict, mot dong chay khong xody phii sao cho (ai mnoi diém
trong khong gian déu théa man: ror =0 .
Liic d6 s ¢6 mot vo hudng ¢ k& hop véi & sao chod = grud¢ . VO hudng
nay dugce goi la the clia cac van 18¢. N6 chi duge xac dinh sai kém mot
hing s cong. Hon nira, néu dong chay la khong thé nén duoc, thi ta ¢o
div =0, lrd6 div(grad¢p)=A¢ =0.
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* Mot dong chay khong xody, duoe goi la dong thé: tai moi diém cia
dong chay, th¢ cia cac van toc ¢ phai théa man v = grad¢ .
* N¢u déng chay la khong thé nén duyc, thi ¢ tuan theo phuong trinh
LAPLACE:

A =0.

4.2. Tinh chat cua thé cac van téc

He thic 7 =grad¢ budc ring truomg cac van 10¢ phai true giao vai céc
mit ¢ = cte (trir khi ncu & cuc bd, van 0¢ tri¢t ticu) (hinh 29 va 30).

aan

7

N

7

b)
H.29. Dong chiy thé trong mot nhi di¢n goc i a. Cac duong dong va cdc dudng ¢ = cle trye giao nhau. b. Cac dang di

cua van 1oc.

a)

4 . . A . n - N N . - N . . .
H.30. Dong chay thé trong mor nhi di¢n goc Z ). a. Cdc duomg dong va cdc duong ¢ = cle truc giao nhau. b, Cdc dang di

cra v 1oc.

Cac thanh phin van (6c¢ bicn d6i theo ¢ (trong truomg hop dong chay
phing chang han):

Od(x,y.1)
b ASRALP T
) . Cx :
* trong oa do Descartes: 2(x, v, 1) = A
O (xy.1) .
—'3 ) 6’).
&)
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oo (ro,n ;

. or
R v(r8,n=
* (rong toa do cuc: So(r0.1) .

rco

r

4.3. Su tuong tu tinh dién
Cic dinh nghia trude day goi ra cac quan nigm khéc ve tinh di¢n: truong
tinh dien £ la trudng co rolE=0. N6 duge k&t hgp véi mot the tinh
dien Vsao cho E=— gradV .
Trong mot mién khong ¢é dién tich, thi divE=0. Trong mién nay, di¢n
thé cting tuén theo phuong trinh LAPLACE AV =0.
Céc duong stre cia trudong E déu vuong goéc voi cde mit ding the.
Khi d6 (6n tai mot su twong (yr hinh thire méi, 1an nay lai gdn truong cic
van (Oc¢ ctia chat it véi mot truomg tinh dién.
* Trwong cdc van téc clia mot chat luu dang & dong chay thé (khong
xo04y va khong thé nén duyc) co: 7
rotv =0, do dé ton tai mot vo hwing ¢ sao cho o =grad¢ .

U truc giao vdi cdc mit ¢ = cte.

dive =0,hay Ap =0.

* Truong tinh dién trong mot mién kh g ¢6 dién tich :
rot E=0, do dé ton tai mot vo hudng V sao cho E=—gradV.
E truc giao voi cac mit V = cte.
divE =0,hay AV=0.

Do vy, hai bai todn dugc k&t hop, biéu thi cling ¢dc dic trung hinh hoc
vi cung cdc diéu kién & gidi han, s¢ cé cung mot 101 gidi hinh thite. Ta s¢
minh hoa k&t qua nay trén nhiéu vi du khdc nhau.

4.4. Vi du vé mdt nguén hay mét giéng hai chiéu
Bai todn v& phép tinh trudng tinh dién E duge 120 ra bdi mot diy dan
thing dai vo han, tich dign déu véi mat do dien dai A 12 bai toan ¢d dién.
Tinh do1 xdng try clia bai 10an va cac tinh chit ciia moi truong E (xem
H-prépa, Dign nx hoc, nam thit nhdr) bac ham mot truong ¢ dang
E=E(r)e, (h31).

Viec ap dung dinh i GAUSS cho mot hinh tru ban kinh r va chiéu cao h

nao dé dan dén (h.32):

21crhE(r):M,nghTalilE(r)= . .
80 27'[8()7'

Truong nay duoc xac dinh trong toan khong gian, trir chinh day dan:
khong gian nay khong c6 di¢n tich va £ nhu vy thda man diy di cic
diéu kicn & §4.3: divE=0.

Dong chdy thé tvong ty dong lyc hoc cac chdt luu phai ¢ mot truong van

toc cla chal lwu (4.33) dang v = iE, vGidivo =0.
r
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AZ 1 z $Qi dﬁ}/ v0 han
tich dién A
~A| L~ A\

__A
En= 2neyr

v\\ /'/v
7N~
H.32. Viéc dp dung dinh 1 GAUSS

‘\\ /4/' >§fﬁ£<, cho mot hinh tru bdn kinh r va chiéu
4/'/ \\\x // ‘v‘ cao h ddn 161 E(r) = " o, .

hinh tru
......... chié¢u cao h

Truong E duoc ao ra bdi mot soi Truong + duge tao ra bédi mot ngudn

day vo han tich di¢n déu vO han ¢4 luu lugng dai déu.
H.31. Si tong e tinh dién gita mot nguon va triomg tinh dién tao ra boi mot sor day
tich dién déu.
Ta hay dic trung cy thé hon dong chay the noi trén. Van toc cla chal luu
tién &1 khong khi r ticn 161 vo cye: chat luu ding im khi & "xa vo cang”
doi véi true (Oz). Thong lugng cda ¢ duge bdo oan hoan toan qua moi
hinh tru chiéu cao h va ban kinh r» ® =2nrho(ry=2nhk.
Thong lugng khac khong nay dudong nhu mau thuan véi div e = 0. Lai mot
ldn nira, vin 8¢ khong duge xdc dinh & r = 0, va truc (Oz) cdu thanh mot
ap hop céc diém dj thuong. That vy, cong giong nhu si day tich dien la
ngudn clia truomg tinh dién, truc (Oz) 1a khdi thiy cla dong chay dang xét
Phai coi truc d6 nhu dang phat ra hay dang thu nhan chat luu. Thong lugng
cia ¢ di qua m@t hinh try ban kinh r nao dé va ¢ do cao h IGc do s¢ tao
thanh mot déc trung cta dong chiy, cang nhu la Iuu thong cda ¢ trong hop
cla xody nudce. Thong lugng nay bidu dién mot luu Tugng thé tich wen don
vi dai cda truc (Oz), duge ki higu la Dy chiing han, va gitr vai trd wong W
val trd cia mat do di¢n tich A trong mo hinh tinh dién:

. D,
® = hDy =2nthk nghiala i = 27:‘r é, .

Ban d6 dong chay giong h¢t nhau trong moi mit phing truc giao véi truc
(Oz2): tay theo Dy la duong hay am, tryc nay dugce coi 1a ngudn hay giéng

hai chiéu. Mot ong tudi min duge duc vo sO 16 nhd phan bg déu trén bé

mat, cho ta mot hinh anh ding v& ngudn duge nghién ciu.
Tuong Gng véi dong chdy thé 1a mot the cac van 1o¢ ¢ sao cho : ‘\‘\\\ ///
S N2z
dp =0 . dF  hay ¢ =—LInr+K .

o 07y 05, =\ =
Hing so K phai duge xdc dinh mot cach iy y bing cich buoce goc ¢ =0 ? §:
& moL gid tri dac biét nao do cta r. ,'// \\“
Truong cdc van tée ciia mot ngudn hai chiéu ¢6 luu lugng dai D, la / \
U= ;)Vl ¢,. Truong nay dan xuat tir thé ¢ = 2"1 Inr+K. H.33. Truong cdc van téc ciia mot

nr 7

ngudn hai chiéu.
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Cach dung mét dong chay
bang chéng chap

5.1. Nguyén li chéng chap

Cac md hinh don gidn ma ta vira mo ta cho phép xay dung cac dong chdy
phtc tap hon biang cach dung phuong phap chong chip theo mot nguyén
li da goi ra trong dién tir hoc.

Tinh tuyén tinh clia cac phuong trinh vi phan chi phdi mot dong chiy cho
phép phan tich mot bai toan da cho thanh mot Lon,cc cac bai toan don gidn
trong tng vai cac dong chly ¢ van 8¢ 7, i, ..., ..

Dong chiy ddp ting bai todn (6ng thé luc do sé duge dic trung béi:

D=3 40+ 0+ ..

ﬂlp dung S

Su chdng chap ctia mot giéng hai chidu Chii y:

va mot xody nudc . . P -y

i y * Truong nay nghiém diing rotv =0 voi r > 0.

Hay xac dinh triuong cdc van 16c do sw chon . , N,

;v o : & N ' g Nhung lwu thong @ cia vecto vdn téc o trén

chdp mot giéng hai chiéu (luu lwong dai D, ) va 7 st b kinl 0 lai bine C. khd

mot xody nudce (luu thong C) co cung truc. mot vong ’\m” an Kkmnn r > U lat bang ©, khac

e x . R khong, vi ton tai mot nguon xody nuce or =0/
Hay biéu dién cdc duong dong.

* Truong nay nghiém ding divi =0 voi r > 0.

e e Dy . .
* Do1 voi gicng: ) = =3 vl é,. Nhung thong luong di ra O cia © qua mot hinh
mr . N . . I
tru chiéu cao h va ban kinh r > 0 lai bang hD,,,
* Do v xody nude: 0y = 5 G - khdc khong, vi 10n tai mot ngudn truomg tai r=0!
Ty

Do sur chdng chap, 1a co:

. | - .
U=+ 7E(—D\,1€r +CLO) \
Cac duong dong dugc cho bdi:
ﬂ: rdo hay 9 dr __ D,do
v, r c

D,0

do d6 r=n exp(— ) d6i v&i cac duong

xoidn oc loga (h.34).

H.34. Cdc dieong dong khi ¢6 sw chong chdp ciia mot
giéng hai chiéu va mor xody nucc.

Biy gio ta s¢ trién khai cang phuong phép nay trén mot vi du dong chay
xung quanh mot vat can.

{ 733;'?



5.2. Luéng cuc thuy dong luc
Ta hay xem xét sy k& hgp mot ngudn hai chiéu (lwu lugng Dy ) va mot
giéng cing hai chiéu (luu lugng =D, ) & gan nhau (nhu vay hai luu luong

d6i nghich nhau). Hinh 35 cho ta thiy r6 st mo phong cta dong chay thu
dugc. Ta s¢ biéu thi n6 bing gidi tich.

2

DED
O

H.35. Truomg cdc van téc lien quan dén dong chay cia mgr - H.36. Cac duomng dong chia trudng tinh dién dupe tao ra boi
luong cuc thuy dong luc. mor luong cuc tinh dien (tdp hop hai dién tich diém (—q, +q)).

Ta ¢6 thé néu Ien cac nhan xét gi vé& dong chay nay?

* Cic dudng dong la cac vong tron (diéu ma ta sé chiing minh chit ché).

* Truong cdc van (6¢ nay ral giong trudng tinh dién dugce tao ra bdi mot
ludgng cye tinh dién ¢dm hai dign tich d6i xding (—¢g va +¢) rdt gdn nhau so
vdi khodng cdch quan sat (h.36), nhung trong trudng hop nay, cdc dudng
dong khong phai ta cac vong tron.

Luong cuc nay dwgce goi la luong cuc thiy dong luc. Nhr sy tuong tu tinh
di¢n, ta thu duge luong cuc ndy bing cach chong chap hai truong tao ra
bdi hai dudng dai vo han dugce tich dign —A va +X& trén don vi dai, rdt gdn
nhau so v&i khoang ciach quan sat.

, R . R D .
O M(r, 8), ta chong chit truong o) = — v i ,cothéla:

27'[!’] n

D,
(1)1 :—2—7\;]1111'1 + Kl'

ctia mot giéng hai chiu truc (Oz), cit mit phing cta hinh 37 & A,

Dvl Fl

e N, y D, .
(n=AM), vatruong 0, =+ co the : ¢y = 2” Inr, + K, , cia
i

21 nH
moOt ngudn hai chiéu ¢6 cing tryc, cil midt phing cha hinh vé &

Ay (Fy = AgM) VO AjAy = 2d <<ry Vi 1, (VAy d << r) (h.37).

Dong chdy do su chdng chat clia d; va iy s€ ¢ mot the ¢ sao cho :

D , H.37. Cic ki hiéu duwoc ding dé
d=b;+do = vl 1n(_2j+ K'. nghién cin luong cuc thiy dong luc
2n n (d << r).

e



Chon goc ctia thé nay & O (didm gitra cda AjA,), ta duge :

o= Doty
21 "
5

p N P o ox 2 U N
Cac dudng ¢ = cle twong dng voi cdc diem sao cho —= =cte, nghia la
n

(wong tmg vdi cdc vong tron. Nhu vay cac dudng tryc giao ciing 1a nhing
vong ron, nhu hinh 38 da ching to.

n va r, duge bidu thi theo cde ta do » va 6 cia diém M :
> 2

o =r" +d®> -~ 2drcos :
2 p

‘= r? e d®+2drcosd .

Khi thyc hign cdc khai rién gici han & bac | (s0 hang thdé nhat khac
khong ctia khai trién gi¢i han), ta duge:

os0 lcos®
"22:r2+d2—2dm056:r2 1_2_df2ﬁ+‘(7 , hay rzzr[l\‘u)s j;

r r P

|, 2des0 d? 050

F12=r2+(12+2drc050:r2 1+M+(—7 . hay rlzr[H(km J;

r e ’
vay In'2 ~ 240040 g6 g = D 2deosd)

n r o

Ta c6 thé két hop v6i luomg cue thiy dong lue hai chiéu nay mot "momen” :
p=2dD,é..
Tuong Gng vai the ¢ 1a trudng cac vin 1W0¢ 0 = 0) + i ¢ dang:
P
2nr

U= (cosBé, +sinféy ).
Chu y ring cic duong dong cda fuong cyc thdy dong luc rdl gan véi cic
duomg dong cla he giéng-ngudn ngay khi r vao khoang r > 5d (h.39).

cac duong \\
h¢ ludng cuc
giéng-ngudn thiy dong luc

H.38. Cdc duong dong lién quan dén sie chong chap cia  H.39. Cde duong dong cia lieong ciee thiy dong liee va cdc
mét giéng va mor nguon (luu lugng bang nhau vé modun)  duong dong ctia mot hé giéng — nguon khac nhau rat it.
& nhang vong tron.

cdc dudng
truc giao

80



Mot luong cuc thiy dong luc duyge ciu tao do sy chéng chap clia mét
giéng (—D,;) va mét ngudn (+Dy;) hai chiéu rat gan nhau (khoang
cach d) so voi nhimg khoang cach quan sat r.
Thé cua truong cac van tée duoe xdc dinh trong hé toa do tru theo :

_ —Dyd cosd

D .
T r

5.3 Dong chay xung quanh mét vat can hinh tru

Trong mdt dong chay thoat tién la déu voi van toc Vo =ypé,, NEUUI ta
nhiing mot hinh tru théng, ban kinh a, chidu dai vo han, ¢6 truc truc giao voi
Vo (hinh 40). Vat can nay s& lam thay ddi truomg cac van toc ciia chat 1ong
nhu thé na0? N6i chinh xac hon la ta phai tim mot dong chay mdéi ¢6 thé xay
ra khi c6 mit vat can nay, né dong vai trdo cha mot kiéu thé.

Thuc ra, ta da dua vao mot didu ki¢n b3 sung cho cac gi¢i han: chat 16ng
khong thé ¢6 van toc tryc giao v&i hinh try & ché ti€p xic véi nd. Véi
cach chon tham s6 trong toa do cuc trén mat phing hinh vé& (h.41), thi
diéu nay dugc thé hién nhu sau:

du 0 thé nao, thi ta vin ¢6 v,(r=a,0)=0 (chat 16ng khong thé xuyén
thdu vao vit can).

O "vo ciing” xa vat can nay, dong chy phai rdt déu, nghia la:

lim v =vyé, .
r—

Diéu kién thit hai nay goi ra "y nghi" coi dong chay nhu [ sir chdng chap
ctia mot dong chay déu nguyén thiy ki hidu 7; = vpé, va mot dong chiy
bd sung ¢, (ma ta s& lya chon thé); Sy chdng chat ciia hai dong chay bao
dam cac diéu kién & gidi han.
Dong chay ¢, tim thay phai ti€n t61 O & vo cuc va nghiém ding cho da 0
6 gia tri nhu thé nao :
v,(a,0)=0=yvycos8 +v,,(a,0), nghiala v,,(a,0)=-vycosd .

Trude day, ta da timg gdp truong cla mot luong cyc thiy dong luc cé

p
2nr

dang v, = (cosbeé, +sinfgy ).

2

Kiéu dong chay nay c6 thé biéu dién dong chdy 7, ma ta phai tim v6i
diéu kién la:

=-vy,dod6 p= —21ta21/0.
2na

Nhu vy, ta s cé dugc dong chay phai tim xung quanh vat cén hinh try
bing cich chdng chat truong o, cla mot luong cyc thiy dong luc ¢
momen p = -2n azﬁo len truong 2; déu. Truong t8ng hop trong toa do

cuc, khi d6 c6 dang :

2 2
U = vpcosd [1 —a—z]ér — U sind [1 +a—2JEG .
r r

Dang di clia cic dudong dong duge biéu dién trén hinh 42. A va B 1a céc
diém ¢6 van toc triet tieu (hay cac diém dimg).

hinh tru
/{ ban kx’n: j
/

H.40. Trong mot dong chay thoat

tien la déu, van téc Vo =uvyé, (van
10c cuaa chdt long & xa var can),
nguoi ta nhing vao mot hinh tru
thdng, ban kinh a, chiéu dai vo han

va truc truc giao voi Vo .

H.41. H¢ toa do diung dé biéu dién
truomg cdc vdn téc.



/

H.42. Dong chav thé xung quanh mot hinh tr. Cac diem A H.A43. Dong chay ciic mot char long xung quanf mot hinh tru
va B la cdc diém van toc triét tieu. dang quay. Cac diém A va B la cac diém van téc trigt tiéu.

Cudi ciing. ta ¢6 thé chong chdl mot cudn xody s = & lén truomg nay.
r
Lic do, trudng trd thanh:
2
. a’ ). . a” C .
U=0pcosO | 1——|é, +| —psind | 1+ — |+— ¢ .
r2 r- 2nr

N6 biéu dién dong chiy xung quanh mét hinh try dang quay. Hinh tru nay
¢6 khuynh hugng kéo chat 1éng di theo (h.43). Didu nay wwong tng vdi
cic ban ve so do tren cac hinh 8 va 14, trong do ta di chi ro vi tri clia
ludng cuc.

P DE luyén tap : baitap 7

Ay dyng 9

Tinh chat cia mot truong van téc vdi
Caa \ P N 2 2
Gia sir ¢O trieomg van t6c nhuw trén: - ] a” . . a .
by =vgeost | | ——[é, —yp sind | | +— |¢y,
) ) r2 r2
. a | . a C .
O=pycos0 | 1 ——— 16, +| —5sin0 | 1 +— | +—
)‘2 )'2 2nr N C .
VA Uy = &
2 r

1) Tinh div i va rotd doi voi r > 0.
2) Cho mot hinh tru chiéu cao h, ban kinh a va
day la mot duomg cong ‘€ nao do bao quanh
hinh tru nay. Cac ngudn cta truong nay duge dat & r=0, vay
o tim théng luong ra ctia vecto van toc di qua  a cang e6 divey =0 doi vai r> 0.
hinli tru nay?

* Ta bict ring 4 la mot truong 6 "ban chdt tinh
di¢n", do vay rotd; =0.

o A . L * Ta biét ring &5 1a mOL truomg €6 "béan chit wr
o Tim tri 56 luu thong cua vecto van 10c trén o o
duong cong €? tinh", do vay dive, =0. Cac ngudn claa truong
1) Van 1oc ¢ ¢6 (thé dugce bidu thi dudi dang: nay déu ¢ tai r =0, v@y ta cang ¢o doi voi r > 0:

J=10+ iy, rotes =0,
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Thanh thir d6i v&i r> 0 ta ¢o :

roi(z'r‘l +1?2):r0{ 0=0 va div(ey +n) =diveo=0.
2) Bao gidr ta cing str dung cting mot cich phan
tich.

* Thong luong ra ctia & di qua hinh try bang
khong, vi luu lugng cla mot luong cuc thiy
dong luc bing khong.

* Luu thong cla ¢ trén dudng cong ¢ thi bing
C. Nhu vay luu thong khiac khong. Biéu nay [a
do su ki¢én ¢6 mdt ctia mot cudn xody: diém ki di
tai r=0.

Chii y:

- Thong luong ra cua vecto van toc trigt tiéu: cé
kha ndng tim dwoc cdc truomg van toc sao cho
thong lugng nay phai khdc khong, mdc di

divi=0.

- Lutu théng cia vecto van toc la khdc khong doi
voi r> 0 (t6n tai mot diém ki di ¢ r =0, do vay
luu thong khoéng rrigt tiéu), cho div trong mién

dang xéi, rold =0.

6 Phuong trinh LAPLACE trong vat li

6.1. Mot s6 bai toan két hgp voi
phuong trinh LAPLACE
Cac dong chay thé dua vao mot trudng vecto, trudng cdc van 8¢ J cla
chdt 16ng, va mot trudmg vo hudng, thé cic van 10¢ ¢ sao cho:
U= g?zﬁd) va A =0.
Su mo hinh hoa nay thuce (€ 1a chung cho nhicu bai todn vat Ii: v ching ta
clng da goi ra mot sy twong ty tinh di¢n véi truong vecto £ va truong vo
hudng V trong mot mién khong ¢6 dién tich:
E:—grﬁav va AV =0.
Nhung kiéu phuong trinh nay lai ciing duge tim thdy trong cdc bai toan
sau day: :
¢ sur khuéch tan hat:
- trudng vo hudng: mat dd hat n;
- trudong veeto két hop: /:D = -D grad n v6i D 1a he s6 khuéch tan;
-G ch& do dung: An=0;
« sir khuéch tan nhict:
- truong vo hudng: nhi¢t do 7;
- truong veeto két hop }Q = ~kgr¢1dT v&i k 1a heé s& dan nhigt;
- ¢ ch& do dung: AT=0;
* Dinh luit OHM trong mdt day dan:
- trrdmg vo huong: dién thé V;
- trudmg veeto két hgp j = —y grad V véi y 1a do din dien ;
- & ché do dimg: AV =0.
Thue ra, trong tat ci cdc bai todn nay, mdt ham vo hudng g wan theo
phuong trinh LAPLACE Ag =0, va mdt ham vecto j 201 la dong dugc két
hop véi g biang hé thic:
j=Agradg,
trong do A Ia moOt hing so dic trung cia (img bai todn. Hinh hoc va cic
diéu kien & gidi han dp ddt cho mot bai toan rieng kéo theo tinh duy nhat
cla nghi¢m cda phuong trinh Ag=0.

&



Bdi vy, hai bai todan duge k& hgp véi cang nhang dai lugng nhw nhau
hay véi nhiing dai luong twong wr theo nghia da goi y nhu trén, va bicu
hign ciing mot cdu hinh, thi ddu ¢6 cac nghigm dong nhat hay wong .
Vé chang, su tvong tw nay da dugce diung nhicu trong céc §3.3 va 3.4,

Vi du sau day, chung cho 1at ca cdc bai todn dd duge néu ro & trén, chiing
minh lyi ich clia cach gidi lién két.

6.2. Vi du chung

Bai todn & diy bao godm mdt "ngudn” va mot didu ki¢n rdl dac bigt & céc

gio1 han:

* ngudn la hai chiéu, vo han va trung véi mot true (0z)

* ¢i¢i han thit nhat 1a mot mat phﬁng v0 han song song vdi truc clia ngudn

va cach ngudn mot khodng o ;

* "oidi han" (hi hai 1a vo cuce mia tai d6 mai trudng duge coi la & "trang

thai nght" (hinh 44) .

Cu (hé hon nira, bai todn sé dugce lap thanh béi:

* trong vat li chat luu:

- mot ngudn hai chiéu ¢6 luu luong thé tich Dy ;

- moi trudng s¢ 1a mot chat luu li wdng cé khdi lugng rieng p, gid thict

dang & dong chay the;

- mit phdng s¢ 1a mot vach ¢o dinh tao thanh mot vat can dong chay ;

* trong khuéch tan hat :

- mOt ngudn hat phat xa mot mat do hat »; trong don vi thoi gian va trén

don vi dai ctia nguén ;

- moi truomg e duge dac trung bdi hang so khuéch tan D

- mit phing s la mot vach khong tham cac hat bi khuéch tin ;

* rong khuéch tan nhigt :

- mot ngudn nhict c6 cong suat dai 4

- moi ruong s¢ duge didc trung bdi he s6 dan nhiét k cda no;

- mit phing s 1a mot vach doan nhigt Ii twdng;

* (rong dong di¢n:

- mdt ngudn dong duge nang 1én dign the V va "phat ra" mot dong veclo

J xuyén tam, déu va ¢ cuong do dai /7 ;

- moi trudmg s¢ la mdt day dan thudn trd ¢é do dan dién vy,

- mat phdng s& la mot vach cach dién 1f tdng.

V&i mbi bai todn ¢6 thé két hgp mot ham vo huéng g tuan theo phuong

trinh LAPLACE Ag =0, va mdt ham vecto dugce goi 1a dong sao cho:
Jj=Agradg

* Trong toan khong gian trir ngudn, g tuan thco Ag=0.

* Ton tai mot ngudn dong hai chicu ¢6 luu luong dai Dy .

* Miit phiing giGi han ap dat tai moi diém ctia né mot vecto dong Liép tuyén.

* V3 lai, dong con phai trigt tieu & vo clung.

Khi ké dén céc diéu ki¢n & gici han, thi t6n tai mot nghiém duy nhat ddng

nhat cho it ¢a cac bai todn nay.

Nghi¢m duy nhdt nay cang ¢6 thé nhin duge xudl phat tr mot bai toan tuong

duong v¢ hinh thite, nghia 1a bai todn on trong cang nhimg diéu ki¢n nhur

nhau & cac gidi han.

Tuy nhién, ta hay xem xét bai toan (b) la sy chdng chat cia cung mot

ngudn hai chiéu va mot ngudn thi hai giong hét, 4ot xing doi véi ngudn

tht nhit qua mot mdt phdng tring véi vach (trong bai toan thir hai, vich

nay khong con ntra) (h.45).

‘(3 ‘
ngudn
vach
H.44. Nguén hai chiéu truce mgr
mot vach vo han song song voi truc

Clia nguon.

vach

nua khong gian 1

bai toan (a)

N7

ngudn 2

ngudn 1 :
batitodn (b)

H.45. Tinh twong dieong giiva cae bai
toan (a) va (b) trong nita khdng gian 1.



Trong bii 104n (b). 1a thu duge vecto dong bing cich chdng chip cic
dong j, vi j, k&l hop véi timg ngudn. O ngang mic mit phing doi
xtng, dong (Gng cong Liép uyén véi mat phing. didu nay coi trong dicu
ki¢n ap dat 1én vich trong bai toan (a).
Nhur vdy, trong nira khong gian & phia ngudn. cdc bai todn (a) va (b) ¢6
cung nghi¢m nhw nhau. Cac duong dong j va dai lugng g k€L hop vdi bai
todn (a) la do su chdng chat cung nhimg dai lugng nhu nhau két hop vai
hai ngudn dong nhat doi xing doi véi vach:
. D6y €
jE——| =+

2n r

Dy
g=——lInnrn +cte.
2mA B

Cu thé, trong truomg hop clia dong chiy chat luu:

D, (€ é,
vl non

U=— —

2n | n r

D
0} :—V—I-ln)'lrz + Clc .
2n

Ban do dong chay dugce bicu dién trén hinh 46.
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H.46. Triong cdc van t6c cia dong chay cia mgr nguén doi dign mot mdr phdng.
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DIEU CAN PHAI NHO

m TRUONG VAN TOC CUA MOT CHAT LUU

* Doi véi mét dong chay bat ki, s bién déi cia mot hé nguyén to chit luu t6 hop ba khia
canh cuc bo: gian né, quay va bién dang.

* Gian no

O cuc bd, hé s bién thién thé tich twong déi trong don vi thoi gian biang dive cia truong
cac van toc: %8 (AA‘:) =divo. Trwong cic van téc cia mot chat luu cho ta biét vé do gidn
né ctia né nho dive van toc cia chat luu.

Néu divv =0, thi ta ¢6 mot dong chay khong thé nén duoc : Il))—’i =0.

* Quay

O cuc b, truvng cac van tdc cia mot chit luu ¢6 thé dong dang véi truomg cic van tée clia mot
vat rin c6 vecto quay tuc thoi Q . Sw quay dic biét nay (sw xody) ctia chat luu tai mot diém M
sé ton tai néu rota ciia truong van toc : rots =2Q (Q biéu dién vecto xody) khac khong.

O cuc by, truong van tée ctia mot chat luu cho ta biét vé sy ton tai cac khu xody trong chat
lvu nay nho rota caa né.

 Cdc dic trung cua mét dong chay

Mot dong chay ma déi véi né trudng van toc Euler doc lap vei thoi gian ¢, dugc goi la dong
chay dung (ddc lap voi thoi gian):
ov -

i=v(M) voi —=0.
v=v(M) 3

Trong mét dong chay dimg, luu lugng khoi la nhw nhau qua moi tiét dién ciia mot 6ng dong.

Mot dong chay khong thé nén duoc 1a mot dong chay ma doi véi no dive triét tieu & khip
moi noi: divo(M,)=0.

Trong moét dong chay khong thé nén duge, lvu lwong thé tich duoe bao toan gqua moi tiet
dién ctia mot 6ng dong.

Trong mot dong chdy khong xody, vecto xody triét tiéu tai moi diém khong gian, v ¢6 luu
thong bao toan va cac duong dong khong thé dugc khép kin. Néu vecto xody khac khong tai
it nhat 1a mot diém da cho trong khong gian, thi dong chay goi la dong xo4y.

* Thanh phan phap tuyén cia van toc mot chat luu doi véi mot vat can ¢é dinh thi bing khong.
m DONG CHAY PHANG KHONG THE NEN BUQC

« Khi ¢6 mot dong chay phiing khong thé nén duge, thi c6 thé xdc dinh mot ham y "ham
dong'', sao cho v = rot [\p (x,¥, t)e'z] = é:aﬁw (x,y,t)yne,.

Cidc duong cong y (x, y,£)) = cte dong nhit voi cac duong dong & thoi diém ¢ .
* Khi c6 mét dong chdy phing khong thé nén duoc, thi lvu luong thé tich CD/I: (t) , & thoi
diém ¢, di qua mot mat chira cac diém A, B va do cao ki, duoc xac dinh béi:

<1>f‘ (t)=hly () —y 4 (1)].



m DONG CHAY KHONG XOAY
- Mot dong chay khong xody va khong thé nén goi 1a dong chay thé: tai moi diém cia dong
chay, thé van toc ¢ thoa man hé thic o = grad¢ .

- N&éu dong chay la khong thé nén, thi ¢ tuan theo phuong trinh goi la phuong trinh
LAPLACE:
A =0.

® SU TUONG TU TINH BIEN
o Truong cic van toc ctia mét chit luu & dong chay thé (khong xoay va khong thé nén duoc) :
rot# =0, do dé, ton tai ¢ sao cho v =grad¢ .
divo =0, nghiala A¢ =0.
¢ Truong tinh dién trong mot mién khong co dién tich :
rot E =0, do dé, ton tai V sao cho E = —gradV .
divE =0, nghiala AV =0

B SU TUONG TU TU TiNH

* Truong cdc van toc cia mét chat luu & dong chay khong thé nén duye va xody:
rots =2Q vadivo=0.

* Truong tir tinh:

rot B=p,j vadivB=0.

® NGUON VA GIENG HAI CHIEU
Truong van téc ciia mot ngudn hai chiéu ¢o lvu lwgng dai D, thi bing:
Dvl

UV=—— er.
2’[’

Truong nay xuat phat tir mot the ¢ = 2 TVI' Inr+K.
m LUONG cuc THUY BONG LUC
Mot luong cue thiy dong lue duwoe ciu thanh béi sy chong chap cia mot gi€ng (-D,() va
moét nguon (+D,,) hai chiéu rat gan nhau (¢ khoang cich d) so véi cic khoang cich quan
satr.
Thé ctia truong cdc van toc duge xdc dinh trong hé toa dé tru béi:
_Dyd eosd
noor

D =

L



BAITAP
A NG TRUC TIEP BAI GlANG

1 Dong chay gidra hai hinh tru dang quay

Dong chdy gita hai hinh
tru tryc (Oz), dang quay
dugc xdc dinh bdi truong
Euler cdc van 16¢ (trong
toa do tru) nhu sau:

l; :(Ar'i'éjéo
P

Trudng céc van Loc nay c6 trong Gng vdi

* mot dong chay dimg khong ?

* mot dong chiy khong thé nén duge khong ?

* mot dong chiy vai cdc ving xody khong ?

Hay kiém tra xem ligu cac diéu kién & gidi han trén
hat hinh tru cé ding khong?

C6 10n tai mot the cac van toc khong?

9 Déng chay & bén trén
mot mat phéng dao dong
Dong chiy gita mot mat Y
phéng dao dong (y = 0) va
v cuc (y vO han) duoc
xac dinh bdi truomg Euler

cac van 0c dudi day K
(trong toa do Descartes): x
k i

d=ae " cos(wr —ky)é, .
Trudng cdc van 16¢ nay ¢6 trong tng Vi:

* mot dong chay dung khong ?

* mot dong chay khong thé nén?

* mot dong chdy véi nhitng viing xody?

Kiém tra xem li¢u céc didu kien & cac gidi han c6
ding khong?

C6 tdn tai mot the cac van toc khong?

3 Dong chay hai chiéu: #(kx, ky,0)

Truong Euler cdc vin  ya
toc cia mot dong chay
hai chiéu duge xdc dinh =
béi:
ke, ky, 0) M)
trong toa do Descartes. x
5 >

1. Hay tim cdc ddc trung cho dong chay. Co 16n tai
mot thé cac van toc khong ?

Dai vai dong chdy nay, hay xic dinh:

a. Phuong trinh cac duong dong.

b. Phuong trinh cac quy dao. Binh giai.

2. Tinh gia 16¢ cua mot hat chat 1dng.

3. Hay biéu dién sy bi¢n doi ctia mot "hinh vuong” chit
16ng canh a gitta cac thoi diém 7 va £+ dr. Binh gidi.

4} bong chay hai chiéu: s(ky,kx,0)

Truong Euler cac van toc clia mot dong chay hai

chidu duge xdc dinh (trong h¢ toa do Descartes) bii:
U(ky, kx,0) .

1. Hay néu cdc dic trung cho dong chay. C6 ton tai
mot thé cac van (8¢ khong?

Dai vai dong chdy nay, hay xdc dinh:

a. Phuong trinh cac dudng dong.

b. Phuong trinh cdc quy dao. Binh gidi.

2. Tinh gia 16¢ clia mot hat chit 1éng.

3. Biéu dién su bicn d6i cia mot "hinh vuong” chat
long canh a gitta ¢dc thai diém ¢ va 1 + dr. Binh gidi.

5 Doéng chay hai chiéu: #(-ky, kx,0)

Truomg Euler cac van (0c cha mot dong chay hai

chiéu duge xde dinh (trong toa do Descarles) bai:
U(—ky, kx,0) .

1. Hay néu cac dic trung cho dong chay. C6 on tai
mot the céac van 8¢ khong ? Doi voi dong chiy nay,
hay xéc dinh:

a. Phuong trinh cac duong dong.

b. Phuong trinh cac quy dao. Binh giai.

2. Tinh gia t6¢ cda mot hat chat 1dng.

3. Biu dién sy bi€n ddi ctia mot "hinh vuong" chat
l6ng canh a gitta céc thoi diém 1 va ¢ + dr. Binh giai.

6 Ham dong cia mdt dong chay phing
khéng thé nén duoc

1. Chiimg minh ring d6i véi moi dong chdy phing

khong thé nén, dugc xdc dinh trong h¢ loa do

Descartes bgi: ¢(v,,0,), thi déu ¢6 thé két hop mot

ham vo huéng v (hilm'/dOng) sao cho:

o -~
O\ N C\
Ny ova-NY_,.
~ X - y
oy (€29



2. Chimg minh ring lic d6 Dgrad(y)=0 va tir d6
suy ra ring cac duong cong cta phuong trinh y = cte
déng nhat véi cac dudng dong.

3. Ap dung két qua nay cho cac dong chiy dugc xéic
dinh b&i cdc trudmg van toc sau:

a. U(ky,kx);

b. U(-ky,kx).

VAN DUNG VON KIEN THUC

V4 *Vat ran Rankine

1) Mot ngudn diém ba chiéu dit tai O, diém goc cla
hé toa do cadu, phéat ra dédng huéng mot chat 1dng
khong thé nén dugc theo moi chiéu trong khong gian,
v6i lou lugng thé tich D, khong déi.

dong chay
ddu

ngudn

b = vgex diém S

a. Xac dinh truong van tc o) k€t hop véi dong chdy
nay.

b. Dong chay nay c6 phai la dimg?

c. C6 ton tai mot thé ¢ ciia cc van toc khong ?

d. Dong chdy c6 khong thé nén dugc khong ? Tim
phuong trinh cac duong dong?

2) Nguoi ta chéng chdt len dong chady trude, mot
dong chay déu co dang vp = 1pé, .

a. Xac dinh trudng van toc téng hop .

b. Trudmg céac van téc nay ¢6 phai 1a trudmg van toc clia
mot dong chay khong thé nén duoc & ben ngoai khong ?
c. C6 t6n tai mot thé ¢ (J = g?a?icp) cua cac van téc
khong ?

d. Thiét Iap phuong trinh tdng quét ctia cac dudomg dong.
e. Ching t0 riing ton tai mot diém dimg (diém c6 van
toc trigt tieu). Xac dinh phuong trinh cac duong dong
di qua diém do.

f. Chimg t6 ring ta thu dugc cung mot dong chay
bang cach dua vao trong mot dong chay déu mot vat
rdn tron xoay, dugce xay dung xudt phat tir cac dudng
dong dugce xac dinh trong cau hoi trén: vat rdn nay
dwoc goi la vat rdin RANKINE.

8 *Dong chay ddi xiing truc

Mot dong chay dimg khong thé nén dugce ¢6 mot sy doi
xung tron xoay xung quanh mot truc (zz'). Trong toa do

tru, trudng Euler cdc van to¢ cla né ¢ dang:
U= (v,(r,2), 0, v,(r,2)).

1. Ching t6 ring c6 thé 24
két hop vai trudmg d6, mot .
truong vecto: vaAr, z\)
A=Y (r, z)& \,_\\--\-""[/i\ v
r S b 2)
sao cho 7 =rotA.
2

2. Hai vong tron €, va %, ban kinh r4 va rp c6
tam & trén truc (zz') tai cac diém c6 do cao z4 va zp,
gi¢i han gitta ching mot mit "hinh 6ng" tron xody X
(mit ho).

dia DB

mit "hinh dng" Z

dia DA

Ching rd ridng Iuu lugng thé tich cta chat léng qua
mit Y, dugce biéu thi don gian theo ham s& y duoc
dinh nghia & trén.

L1 GlAl
/l Dong chdy © =(Ar+£j§e dic trung:
r

 mjt dong chiy dimg vi tromg cdc van toc #(F, 1), khong phu
thugc 16 rang vao thoi gian;

* mpt dong chiy khong thé nén, vi van toc c6 dang O(F)=f (Néy
va do vy co dive triét tiéu (xem chirong 8);

* mgt dong chdy xody co vecto x0dy Q sao cho:

khi biét ring rot] 2 |=0 (xem chirong 8), thi ta viét dudi dang:
4

r
() =(Ar + B
r
Khi ap dung cong thirc: r—ot(fZ) = fBE(Z)jL grﬁ(f) AA, duge:

25:?0117:5{[(A12+B)§l]=(mz+B)H(§j+gr_a&(Arz+B)/\§rl
I I

=2Ar6,/\e%=2AEZ, hay © = A€,




Ta nhan xét thiy ding Ia ta c6 div (Q)=0.

Dong chdy nay coi trong cac dicu kién & cdc gior han: vin toc ding la

tiép tuyén véi hai hinh try. Vi Q  khdc khong. nén khong ©n tai thé

cdce van tc.

Q Dong chiy o=ac™M cost - ky)e, dic trung:
o m@t dong chdy khong dimg. vi twomg cic van toc H(r.t) phu
thudc 16 rang vao thot gian:

o mipt dong chay khong thé nén, vi div (0) =

a”x -0 :
Ox
« mot dong chiy xody, ¢6 vecto xody Q  (phu thudc thdi gian),
sao cho:
—  Ovy .
20 =-—L6, =kae™

[cos(w( ~ky)—sini—ky)|¢,
ay

Ta nhin xét thay ding Ia div (Q)=0. Vi lai dong chdy ndy coi
trong cac didu kién ¢ cic gidi han;

* vin toc 1iép tu yé}) vor mdt phjng dao dong ¢y =0;

* van toc tién (67 0 khi  tién 167 vo ey,

Vi Q khic khong, nén khong ©n tai thé cia cdc van toc.

3 1) Dong chdy I dimg, vi trumg cic vin toc khong phu thuge 16
rang vao thor gian.
Dong chiy Ia ¢ thé nén duoe, vi div 0 =2k hdc khong.

Dong chdy la khéng xody, vi 20 = 101( )=

Vi Q (it tiéu, nén ton tai mot thé O cha cic van toc sao cho
U =grad¢ :
@_u =kx va @l: =ky nghia li: d)— (x? +yY)+ce.
Ox oy

a) Ta thu dvoc cde duomg dong bing cich tich phan phuong trinh vi

phan K & , do di x = Ay. D6 i cdc duong thing "x
kx  ky

qua dicm (x=0.y=0)

uyén tim" di

b) Ta thu duge cic quy dao ﬁ(r) =(X( bing cich tich phan
cdc phuong trinh sau:
e dX_kX Vﬂgl:kY.

dt dt

Quy dao ctia mot hat bil diu fir diém My( Xy, Yy) ldc =0 nhuvay la:
X(t)= Xge va Y1) =YyeH' .

Néu khir t gitka hai bicu thife trén,

0. Y1)

{a duoc: yT
X,
X0==LY,
%
nghia 13 ta lai tim thidy mot duomg X

thing xuyén tim di qua cic diém
(0, 0) va My(X,Yy). O ché do
dimg, cdc quy dao vi cic duong

dong dong nhét véi nhau,

2) Co thé thu dupe gia oc cia hat chat Iong:

o hodc bing cich Iy dao ham cip hai doi véi thoi gian ciia quy dao

cua mgt hat:
d*X

dy = —k XO
dr’

5

y
=KX(t): a :d—2
dt

) = kYeM = kv @)

Py . ov L — . 0 IS D
* hodc ap dung: i=-——+(0.grad)ii =| kx—+ky p, cung
ot ox ay

din dén i =(k2x,k2y) .
3) Trong h¢ quy chicu gin véi dinh O (0, 0) ciia hinh vuéng, ta phai
tin vi i cdc dicm A (a,0), B (0, a) va C (a, ) ¢ thoi diém ¢ +dt.

YA
YA B C
kadt
B(0, a) C(a, a)
kadt
J ol ! X
% Aa, 0) 0 A

Trong thot gian d[ A di dich chuyul mot doan k a d¢ trén truc (i OX)
con B dich chuyu) mot doain k a dt én true (Oy) va C dich chuyén
dong thoi trén ci hai truc. Hinh vudng ban diu van I hinh vuong ¢
thoi dicm 1+ d.

Dién tich ci 13 4 ¢ thanh az(l +k d()2 : nhu vy, ¢0 sur gidn no ma
khéng bicn dang.

3]

Z‘I’ 1) Dong chdy la dimg.
Dong chiy Ia khong thé nén dupe, vidiv i =0 |
Dong chay la khong xody, vi 20 =rol(0) =0 .

Vi khéng ¢6 cic ving xody, nén ton tai mt thé ¢ cva cdc van toc sao

cho: U= gr-zi'{jd) do do @ _ vy=ky va Q. v, = kx nghia la:
Ox Ay

¢ = kxy +cle.

a) Ta thu duye cde duomg dong

bing cich tich phin phuong 4 r

trinh vi phn == x_dy ,dodé:
Ay kx

e
A\

ac? —pe™

X =y = A diy I cic duomg

hypebon.
b) Ta thy duge cic quy dao bing
tich phan cac phuong trinh:

X X
L—kY([) va d—Y: kX(1),
dt dt

_\\&

X

do do —7:k2X nghia lia: A’(():acmqtbc_l‘I
dr

Biét rdng lic t = 0, X(t)=X, vi Y(1)=Y,,

va Y()=

tacé.: Xg=a+b;
Yy =a~b, dicu niy cho ta:

Xo+Ys v Xo=Yy _g Xo+Yy v Xo—-Yy _&
0+ b 02 0k ot¥o & Ao=To ke

X()=
(0 5

va Y(()=




Khi khir thot gian gitka cic phuong trinh nay, ta duoc:
x* —yz = X& —)’02 =cle .
O ché do dimg, cic quy dao va cdc duong dong 1d dong nhat
2) Ta cd the thu duge gia (6c toan phﬁn:
* hodc hzi“nv sz)/ dao ham czi}) hai dGi vor thor gian ctia quy dao mot hat:
¢EX &Y

a =~ =k @M + b =KX v g, === kY
dr de”

av &, 3]
* hodc bing ap dung bicu thike: i —~+(z gml)z*— Ay +h—
x cy

a3 Foogk w12 2
clng dam dén a(k~x,k7y) .

3) Trong hé quy chicu gan voi dinh O ciia hinh vuong, ta phai tim vi
trf cde dicm A(a, ). BQO. a) va C(a, a) & thoi dicm 1 +dL.

Trong thod gian di, dicm A di chuyéh dupe k adt trén true (Oy), diém B
di chuyén dupe kadt tén true (Ox) va C dich chuyé}) d(éng thot trén ca
hai true. Hinh vudng ban dau tré: thinh hinh thoi ¢ thoi dicm t +dt - viy
0 sirbicn dang trong dong chiy.

Dign tich truGe kia bing &’ di khong thay doi: dong chy Ia khong thé

nén duoe.

y

hinh vuong lic ¢

"hinh vudng” lic ¢ + dr

¥~

5 1) Dong chdy la dimg. vi vin toc khong phy thudc 1o ring vao
thot gian.

Dong chiy la khong the nén dure, vi div 5 =0 . .

Dong chiy I xody, vi 2Q =rol() = 2k,  nghia 1 Q = ké, . Vay
khong thé xdc dinh duge mdt the cdc vin toc.

a) Ta thy dupe cic duomg dong bing cich tich phin phuong tinh vi phan:

d . D U ,
AX (l]\y Jdodo X7+ y2 = A : do la nhimg vong tron dong tam ¢ O.
v kx

b) T thu duoe cic quy dao bing tich phan cic phuong trinh

Yi) = Yy, ta ¢6 Xy=a va
Yy =—b, diéu nay cho ta:

dX Y
—=—kY() va —=kX(1),

dt dt YA

2
do do : %: —K2X).

de-

nghia la : X(t)=acos(kt)+ bsin(kt) /\\

va Y(0)=asin(kt) - beos(kt) . Bict f\ I

rz}“ng khit=0,thi X(t)=X, va &\\\/j

X ()= Xycos(kt)—Yysin(kt) va Y(t)= Xysin(kt)+ Yycos(kt)
Khir t gitka cic phirong trinh, ta duge:
X1 +yr =X+ =cle.
O ché do dimg, céic quy dao va cic dwomg dong dong nhat voi nhau.
2) C6 thé tinh duoe gia 10¢ hat cht long:
* hodc hz}'ng cdch liy dao ham cip hai ddi voi thoi gian cia quy dao
mot hat:

2 N
a, = =—k"X({) va a,=
TS Yow

, o
* hodc bang dp dung bicu thie : i=2s +0. gr\d ky(—+kx— o,
ct &y

cing din dén ;'i(—kzx,—kzy) .

3) Trong hé quy chidu gin véi dinh O cia hinh vudng, a phai tim vi
tri ede diém A¢a, 0), B, a) va C (a, a) ¢ thoi diém t +dt.

Trong thoi gian dt, diém A di chuyén a‘y'(rc kadt rén true (Oy), dicm
B di dupe —k adt trén true (Ox) va C dong thot trén cd hai truc. Hinh
vudng ban diu van la mot hinh vuéng ¢ thoi dicm t +dt.

Dign tich ciia n6 khong thay doi (iinh khong thé nén doe), nhimg
hinh vudng di quay mot goc do = k dt xung quanh truc (Oz).

Ta nhin lhd)/ ring lrtr(mg cdc vin roc ctia dong chdy nay dono nhit

VOT triromg cdc vin toc cia mot vit rin dang quay véi van toc géc Q
xung quanh digm O,

YA

C
— hinh vuong lac ¢ + d¢
kadt

»—— hinh vuong lic ¢

o

é 1) Lo7 giai, thue ra Ia sy ching minh dio. Néu chat lvu ia khong
the’ nén duoe, thi lic d6 div o =0 . Nhur v v S& ton (ai mot truong
vector A saocho D=rolA . Déng chay 1i phing. nén ta ¢6 thé chon
A =\ (x,y);;z , do do:

vy _v vi v, -a—w.
Qy Ox
Dio lai:
oy d
o) -
3 ov o ) B2 2 -
dvi=Ta Sy O ax’ Ow w5
ox Oy ox oy Ox8y Oyox
Viy ta c6 mdt dong chiy khong thé nén duoe.
Lo oy oy
2} 0 grady =0, _87+ vy Ez-uxu), o0, =0,

Céc duong cong Wy = cte true giao vor ngd\u , do vy cong tuyén voi
0 ddy diing la cdc duong dong.

9



3) a) Truong céc vin toc 0(ky,kx) Ji mot tnomg 6 dive bing khong:
nhr vy, c6 thé xac dinh mot ham dong :  (x,y) = k(y2 -x*). Ta
lai tim thdy diing cic phuong trinh cia céc duong dong nhin thiy trong bai
tdp4.

b) Truong cic van toc H(~ky,kx) la mt truomg 6 dive gt tiéu:
nhur viy, ¢6 thé xic dinh dwoc ham dong w: y(x,y)= k(y2 +x2) .
Ta lai tim thiy ding cic phuong trinh ctia cic dwong dong nhin thiy
trong bai t3p 5.

7 1) a) Surtuong tur voi dign truong cuda mot didn tich diém A truc u’ép.
Tinh d6i ximg cau budc mot tromg cic vin toc phii ¢6 dang

0, = v(r)i, . Do dp dung "dinh I} Gauss" ctia vét Iy chdt Iong, ta co:

D, R
-
dn r?

4r rZU(r): D, , nghiala v, =

b) Dong chéy nay I dimg, vi trwong cic vin toc khong phy thudc ro

rang vao thoi gian,

¢) Rota ciia trvomg ndy trigt tiéu (ddy Ja treomg 6 ban chit tinh dign),
v

do viy, ton tai mot thé ¢ sao cho 4, :gﬁ&(p] vai @) =T
nr

d) Truong van toc ndy I trong cia mot dong chdy khong thé nén

1_2

duoc (trir ¢ r=0); div (£E,J =0néur>0 khir=0, dai luong nay
14 v6 han (nguon ciia trrong). Céic duomg dong la nhimg dudng thjng
di qua géc O@®=cte vag =cte),

2) a) Trong toa dp cau truc (Ox), bai todn, bat bién doi véi phép quay
xung quanh truc (Ox), khong phu thugc §.

- - D, . D - P
D=0f, +—=6, =| —Y+rgeod [€,—vysinf & .

i A re

b) Mot truomg déu cb dive trigt tiu, thi tnromg cic van toc nay hién
phién ciing co dive trigt tiéu, tri ¢ r=90.

<) Ton tai mot thé cic van toc. Thé ¢, ciia truong déu, c6 thé c6

Co D,
dang @y =vyx, nho dé tacé @ =———+yyx .
- dr

d) Vay cic duong dong ¢ trong mot méit phéng kinh tuyén ¢ = cte. Trong
miit phiing nay, phuong trinh cic duong dong Ia nghi¢m ctia phuong trink

C dr rdo
vi phan : =

= e ma ta 6 thé vidt :
—yysin
Y-+ cosB 0

dnrt

D .
*-d0 +vyreos0do +vgsindr=0.
dmr

Nhan dai luong ndy voi rsin®, ta duoc :
-4D—Vsin6 de +v0r2 sinB cos6 dO +v, sin*0rdr=0, nghia ki dlf(r,0)]=0,
n

2.2
iy 15 0) = ) véi F(r0) =2 cosp + WY

=C, phuong
4n

trinh tong quét ctia cic duong dong dupe biéu dién ién so do dudi diy.

wong dong di qua
diém dimg

¥

02 0 02 04 06 08

Y ) F D, . -
e) Tabiét v =vpe, +—5¢€, = B cosSJe,—uosmGee .
r dnr

v
4t vy

Viyv=0 bugc®=mva =

Trong mat phing ciia hinh vé, dwong dong di qua diém dimg nay 6
phuong trinh

2o D, 1+cos

My sin’@

Ta nhdn thiy néu r tré nén vo han, thi © tién (6i 0 (hay 7). O xa
ngudn, cic duong dong I cic duong thing

7

1,2
0.9
0,6
03

-0,3-
-0,6
-09
-1,2

X
12-08-04 0 04 08 12 1.6 20 24

_ Il
| L\ mnm hn vm“ wh Y HH WH

f) Cau hdi ndy Ia mot ap dung trre tip ciia sir cu thé héa cac duong
dong trong dong chdy dimg.

Tit ci céc dwong dong nhin dwgc xuat phét tir sir quay xung quanh
truc (Ox) cda duong dong di qua diém dimg, déu c6 thé duoc cu thé
hda : ta c6 mdt vt can ma mot chat 18ng chay quanh, theo cac duong
dong dong nhdt véi cic dwomg cia dong chiy thu dwoc trude diy
bing sy chéng chit.
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8 1) Dong chay la khong thé nén duwge (dive = 0) , truimg cde vin

(oc nay phat sinh (r mot thé vecto A sao cho v=rolA, v

div(rot A)=0 .

Newdi ta chimg minh ring vecto A duoc néu 1én thich hop voi:

r?)l[w% J:\y (r,z)m[[tb—}r grﬁ{iw(r,z)/\%— .
r r

86 hang thir nhit bing khong (xem chuong 8) v $6 hang thir hai ¢6

Qi tri:
—(y(rz) . 1oy . | oy,
rot G [=— C,———¢,.
r r or r oz
S J(Qng nhit cia LA v cia 6 cho ta:
1oy 10
1'r(r.z):——I va v r,z)=~ hd .
r 0z rér

2) Luu fuomg thé tich di qua mdl Y. dya Ién hai vong iron '€ va €

duoe xac dinh boi:

B
D, = J'27t rondl.
A

L T [®
Biét ring U = grady (r,z) AL ta duoe:
P

B B

D, = an(gmul(r,x)/\g)—);)dl: 271&;16\11(1’,7,)(50 ANyl
r

A A
B
=2 J.gr)a(j\u (r.z)dl =2y B—Wak
A

(i d6 €6 két qud dom gidn . D, =21y g~ 4) .

Z A

dudng cong ¢

dudng cong ¢,

Chi y:

C6 the tinh luu lromg bing cich ding mdt kin tao nén boi Y. va hai
dia Dy va Dy

Thit viy, thong luomg qua mdt kin niy bing khong (dong chiy khong
thé nén dwoc) va ké dén nhimg thay doi vé sir dinh huong, khi (a
chuyén (o mt dia D hé sang mit dia D4 két hop voi mat kin, thi

T fugng phdi tim s¢ ¢ dang:

D, = ”ﬁ,d&- H&.d&
DA

Dll
- j T(L]ds HM_] %
r r
DII D/l
hay con nia :
Dv=(§%ab ,d?—q%d
4 “

vGi: di=d16G, , nghiala :

D, =y g2n —y 42m =2m(y g~ 4).

3



DONG LUC HOC
VI PHAN CAC
CHAT LUV

Li TUONG

Mé dau

Swnghién ciu dong hoc mor chdr long dang trong
dong chay, cung cdp cdac cong cu cdn thiét dé mo ta
chuyén dong cia cdc har chdt long, déc ldp vai cdc
luce tac dung lén no. Su nghién cieu dong luc hoc lai
cho phép lién két cdc ung sudt hoat dong trong long
chdt long voi chuyén dong ciia no.

Tir quan diém Lagrange vé chuyén dong ciia mot hat
chdt long, ta suy ra mor phieong trinh vi phan gdn
cac luc trén dom vi thé tich véi cdc truong Euler vé
ap sudt va van toc cha chdt long : do la phuong
trinh EULER.

Trong mot so' truomg hop dom gicn, sw ldy tich phan
plutong trinh nay ddn dén mét phuong trinh bao
toan co thé mang cdc dang khdc nhau : cdc hé thiic
BERNOULLI, dp dung cho nhiéu hé qua thuc té.

Mvuc Ti1EU

W Phuong trinh EULER.
W Cic he thic BERNOULLI.
W Cong thitc TORRICELLL

B Hi¢u ting VENTURL

DIEu CAN BIET TRUGC

W Hinh (hic luan Euler.
W Truong van toe Euler cia mot dong chiy.
N Phép 1y dao ham toan phin.

W Dai cuong vE song.

TUp o

g



9,

0y

1 Céac ung suat trong chat luu

1.1. Luc bé mat

1.1.1. Su md hinh héa cac lyc bé mat

Ta hay gi6i han trong long mot chat 10ng mot mit kin do Z. Du chdt long
c6 ddng chat hay khong, thi cdc hat chdt 16ng & bén ngoai £ van tic dung
cdc lye leén cdc hat & bén trong, cac lyc tdc dung & tdm ngin va do vay chi
& gdn ké mit £. Ta hdy quan tam d€n cédc tuong tac nay.

Cho mot phin t di¢n tich dS cta Z : luc t6ng hop dF cia cdc luc tdc
dung boi cdc hat ngoai lén cdc hat trong. thuong c6 mot thanh phin phép
tuyén d FN va mot thanh phan tiép tuyén dF1. Luc nguyén t6 nay dugc
viét: dF =dFN +dFT (h.1).

1.1.2. Thanh phan phap tuyén

Thanh phin phédp tuyén duge goi 1a ap lyc. N6 ti 1¢ vdi phdn tir di¢n tich
dang xét va hudng tir bén ngoai £ vao trong Z.

Ap lyc nguyeén (6 la dF =—=P(M, )N dS.
Vo huéng P(M, 1) chi dp sudt ctia chét 10ng tai diém M.

Nh& lai (xem H—-Prépa, nhiét dong hoc, ndm thir nhdt) ring ap sudt nay
12 do su déng gop clia hai s6 hang P, va P, (voi P=F. +F):

* P, (P, >0)lamotso hang dong hoc do su truyén dong luong qua mit
dS (h.2a) :

* B, (P, <0) lasd hang phan ti do trong tac gitta cic hat & hai phia mat
dS (hinh 2b).

1.1.3. Thanh phan tiép tuyén

Thanh phin tiép tuyén dugc goi 1a lic nhot (hay lye trugt). Nhu tén goi,
lue nay 1a dic tinh cla cic chdt 16ng thuc nhét, ma ta s¢ nghién ctu chi
iét & chuong 5.
Thanh phin nay khong t6n tai trong mo hinh chat luu Ii tudng.
Dé khio sat tap hop céc tmg sudt ton tai trong mot chat luu, ta hay xac
dinh ro nguén gdc clia n6. Mot sy nghién citu ddy du hon s& duge dé cap
dén trong churong 5.
Gia st & thang trung mo, van tdc cha chat luu tiép tuyn voi Z, chat luu
phia ngoai chidy nhanh hon chat luu phia trong. Cac hat ngoai “nhanh”
(trong khi cac hat trong “cham”) di qua dién tich dS (hinh 3) chiu trich
nhig¢m lam ting dong lugng clia cic hat & phia trong mit Z. Sy truyén
dong lugng nay c6 thé dwoc mod hinh héa bdi tac dung clia mot lyc tiep
tuyén voi mat dS sao cho :

dFT =n(grad v . A)ST

ext-—int

néu o=vT.

H.3. Cdc hat & ngoai “nhanh” (cang nhie cdc hat ¢ trong “cham”) di qua dién p dlen tich

tich dS chiu trach nhigm vé sy khuéch tan dong luong co thé duoc mo hinh héa
bdng tdc dung cita mot luc tiép tuyén véi mdt dS sao cho :

dFT

exl—im

=n(grad v. MHAST néu o=0vT.

H.1. Cac ang sudt bé mdt ¢ trong
chat luu  dS=NdS,
va dFr =kdST (voi

long  mot
dFy =—PNdS
TLN)

dong luong
cla cac hat
di qua

dién tich dS

H.2a. Luu lupng 8py cta dong
lupng, do cac hat di qua dién tich dS
trong khodang thoi gian 8t, thi bdng
8 py = dFndS3t voi dFy =-P.dSN.

cac hat & bén ngoai mit £
dF =—P,NdS

bén trong mit =

H.2b. Tdp hop cdc twong tac nguyén
10 gina cdc hat bén trong va bén
ngoai dién tich dS dwoc mé ta boi
dF =P, dSN (P, <0) .

cic hat thuoc vé mot dong hat gia
thiét 1a "nhanh" & phia trén mit

o

cac hat thudc vé mot dong hat gia
thiét 1a "cham" & bén trong mit T



Cac dong chit lvu “nhanh” ¢é khuynh hudng lam ting tdc cac dong
“cham” va nguoc lai.

Trong gia thuy&t vé chit 1ong li twéng, ta bé qua cac luce nhot : cac
luc bé miit ti€p tuyén triét tiéu.

1.1.4. M& dau : luc cang bé mit

Cac luc cang b¢ mit & ngoai chuong trinh nay : tuy nhién mot s6 khdi
ni¢m don so cho phép giai thich rdt don gian mot vai phép tinh gin ding
ma ta thuong ding trong co hoc chit 1ong.

O mat “ngoai” chia mot chat 1ong (hay ding hon 1a & mit phan cach gita
hai chat 16ng khéc nhau), thi tdn tai cac luc bé mit khac : moi diéu xay ra
duong nhu ¢6 mot mang dan hdi cu thé hda bé mit chit 18ng.

Dé thé hién céc hiéu tmg clia sic cing bé mit, ta hay thyc hién thi nghi¢m
sau day (hinh 4) : mOt mang nude xa phong bam trén mot khung chir nhat
nim ngang, mi mot trong cic canh di dong duge. Canh di dong nay ¢
khuynh huéng dich chuyén sao cho bé mit gidm t6i cyc tiéu. Cac luc
ciang bé mit tac dong theo cach lam gidm mit ngoai cGa chit 16ng. Thanh
thr trong tinh trang khong trong lugng, mot giot chit 16ng s& cé dang
hinh cdu (hinh 5).

Luc dF nay, tac dung len mot Eh?m ¢ chiéu dai dL, duoc xac dinh bdi
cong thitc dF = A dL.N . Luc dF vuong géc véi dL va A biéu dién he so
sttc cang bé mit déc trung cla hai chdt 1dng ti€p xidc nhau (hinh 4).

Thi nghiém nho nay chimg td ring phai ticu ton nang luong dé lam ting bd
mit clla mot chat 1ong (hay bé mat cia mit phan cich gitra hai chat 16ng).
Cong ma ta phai cung cdp dé lam mit S nay ting them dS (lic do6 thao tac
vién tac dong 1én lyc ~F ) duge xac dinh theo cong thic 6W = AdS.

Niang luong nay gin véi cac tuong tac gitta cic hat. That vay, néu ta
muon lam ting bé mit clia mot chdt 1dng, thi cin phai dua cic hat chét
16ng len tren bé mit d6. O trong 1ong chat 10ng, téng hop céc lyc tuong
tic thyc hién trén mot hat thi bing khong. O gin bé mat, luc tdng hop d6
khac khong; hat ¢6 khuynh huéng bi hat bdi chat 1&dng (hinh 6). Mudn dua
hat d6 len b& mat thi phai tieu (6n ndng lugng; nang lugng nay  1¢ véi s6
hat duoc dua 1én bé mit chit 10ng, sé (i ¢ véi dien tich.

Nhu viy, tdn tai mot ning lugng lién két véi loai mit ti€p xidc nay (xem
H—-Prépa. Nhi¢t dong hoc ndam thit hai, PC va PSI, chuong 2 bai tdp 5).

Luc cing b mat nay ciing chiu trich nhiém vé hi¢u s& 4p sudt & hai phia
clia mat phan cach gitta hai chat 10ng riéng bi¢t hay gitra chat 10ng dang
xét v4i bén ngoai. Higu ap sudt nay la ham s& cda ban kinh cong clia mit
ngoai chat 18ng. Thanh thit trong truomg hgp mot hinh cdu ban kinh R,
higu dp sudt nay dugce xac dinh bdi cong thic LAPLACE (hinh 7) & mat
phan céach giira hai chat 16ng khac nhau :

Khong thé bd qua stc cang bé mat doi véi cac he kich thuée nhd nhu cic
ong mao din hay cac giot nhd.

Ta ludn ludn sé bé qua cdc luc cing bé mit va ning leong lién két vei
chiing. Nhu vay, dp suat sé luon luon 1a mot ham lién tuc cia cac toa
do khong gian.,

mang nudc xa phong cé
dién tich tdng cong £ =28

-~

F = ZA/
N L
thanh linh dong

S AN
2N F=al thanh
s/

F=AL

H.4. Cdc luc cdng bé nwit tac dong
theo cdch lam giam dién tich 28 cua
chat luu.

Q |
H.S5. Gior nucc trong truong trong

luc cua Trai Ddr va & tinh trang
khong trong luong.

hat nay chiu mot lyc F
hudng vé phia dudi
{

mét
chat 1ong

lyc tdng hop cla cac lyc tac dung
1én hat nay & trong long chat 16ng
bing khong
H.6. O lan can bé mat, luc tong hop
cua cdc lyc tdc dyng lén mot hat
huong vé phia dudi : nhu vdy phai
tiéu 16n ndng luong dé dua né vé bé
mdt nay.

) khongkhi D) ang ki

khong .
Khi béng
- R

H.7. O ngay sat bé mat, dp sudt bén
trong duoc xdc dinh boi cong thic
LAPLACE.

a)Long - khong khi: P =R, + 2% .
. N R A
b) Bong xa phong : P, = Py +4E

(vi ton tai hai mdt phan cdch).
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Pudng kinh t¢i han cia mot ong
(dé6 dai mao dan)

Co mot dng rong, duong kinh rrong D, ¢ phia
trén mor char long ¢o khoi lupnyg riéng p, trong
triomg trong luc g. Hé 56 sic cang bé mdr ki
hiéu la A. Néu duong kinh ong “nho”, thi chdt
[ong dang 1én rrong ong (hinh 8a).

a) +-i—dutmg kinh D'b)

nudc

H.8a. Chdr long dang [én trong mér ong dudng kinh
D nhé so voi D.. b. 8 la goc ndi bé mdr cua chat
l6ng vai thanh ong.
1. Bdr ddu tie mor duong kinh D, nao do (duong
kinh 131 han) hay thie ddnh gia xem ligu co thé
bo qua anh huong cia sic cdng hé mdt, néu gia
thiét rdang dai luong nay chi hién doi theo A, p
va g. Tinh D, déi voi nuoe.
Dir licu :

3 - - -2 -
p=10" kem ™ A=7510" kes ;g =10 ms ™.

2) Hay woc tinh chiéu cao h cia chat long biét
rdng chiéu cao nay 10 1é nghich voi duong kinh
ong. Tinh h néu D = Imm.

1) Ta dung su phan tich thir nguyén :
Al=[F1.L7 =MT 25 [p]=ML™; [g]= LT
(khi tim D, dudi dang D, = kA% pP g% | k 1a mot
h¢ 6 khong thit nguyén, ma ta thira nhan vao co
don vi).

Ta sé& thu duge mot bidu thitrc phai luodn ludn
dong nhat :

L=M“T 2P L3y 772
= MO B L—-3[3 +y Té’xx -y

nhoydosuyra:a=-p; a=—y val=y -3p.
Nghi¢m duy nhit la : o =~ =—y :%, nghia

[a ¢6 thé xac dinh dyoc duong kinh t6i han bing

cong thic D, =

(dai luong nay duge goi
Pg

la do dai mao dan).

Doi véi nude -

D6i véi nude, néu duong kinh ong Ién hon 3mm
rdt nhidu, thi ¢o thé bo qua cac tuong tac bé mit.

Chiy:

Dol vai thity ngan, ta tim duge D, =2 mm . Néu
cde giot thity ngdn co duong kinh nho, thi ching
$& ¢6 dang hinh cdu (wu thé cia cde luc cdang bé
mdt), néu khong ching se c6 dang det (wu thé
ctia cdc lye trong truong) (hinh 9).

wu thé clia cdc
lyc trong truong

wu the cua cac
lyc cang b¢ mit

=

H.9. Giot thiy ngan trén mgt ddt ném ngang.

2) Ddt AD = cte. Do tinh ddng nhit, ta vict
2

Z

D:
hD:DLz., nghia la 11:3‘—; nho do, ta duoc

h = 3mm. Mot 1ap luan chat ché s& dua 1a dén
D?
h = 4cos6 1; (dinh luat JURIN) vdi cosO < |

(linh 8b).

Nhu vay, ta nhan duge mot cdp do 1on rat ot
nhd mat 1ap ludn don gidn.

Céch lap ludn dya trén su phan tich thir nguyén
nay sé duge phat trién trong chieong 6 §10.




1.2. Luc trén don vi thé tich - Luc trén don vi
khéi lugng
Mot phén ti chat 10ng thé tich dt cang chiu tdc dung ciia cac luc (trén don
vi) thé tich : céc lyc trong truomg ching han. Céc tac dong nay dugc cam
nhan béi tat ca céc hat ciia chat 16ng. Chiing i 1¢ véi so hat, do vay tf 1&
v6i thé tich nguyen t6 dt dang xét. Ta biéu dién ching dudi dang :
df = f, dr.
D46 1a cic luc thé tich. Thanh thit, d6i v6i trudng trong luc g ta c6 thé két
hop mat do thé tich cia cac lyc :
fv =pg.
Céc lyc (trén don vi) thé tich nay i Ie v6i sO hat, do vay ciing t I& v&i
kh&i luong dm clia phén ti chdt 10ng. Thanh thit ta dua vao cach biéu dién
khdi lwgng cac lyc nay dudi dang :
d}: = fmdm = fmpd‘r ’
tir d6 ¢6 su twong duwong :
HN=0In-
Vi du cac lyc trong truong dwoc kéthop véi £, = 3.
Mot phan tir chat 16ng thé tich dt va khéi lwong dm chiu tdc dung cia
cac lyc biéu dién theo khéi lwong hay thé tich dudi dang biéu thic :
d?=imdm=fvdr voi .iv = pfm‘

Péi voi cdc trong lye, thi: f, =pg véi f,=g.

1.3. Puong luong thé tich - Puong luong khéi luong

1.3.1. Truong hop cac ap luc

Ta da thdy (xem H—Prépa, nhiét dong hoc ndm thit nhat, chuong 3) ring
céc ap luc c6 mot duong lugng thé tich. Ta nhdc lai sy ching minh va
biéu thic clia n6.

Ta hay tinh tdng hgp lyc dF clia céc ap lyc tac dung 1én hinh hdp nguyén
t6 chat 16ng ma thé tich dt = dxdydz dugc trinh bay trén hinh 10. Thanh
phén cia Iyc nay hudng theo tryc (Ox) la

dx dx oP
dF, = dydzP(x —T,y,zj - dydzP(x +7,y,zj = —E—dxdydz.
X

_P(x, Y, z+ %jdxdyéZ

X L —P(x, y +d—2y, zjd.xdzé'y

.- dx ~
P(x—%, Y, zjdydzéx A -— —P(x+?, Y, zjdydzex

4 H.10. Hinh hép nguyén 16 chdt long.
Diém M & tam cua thé tich nguyén t&
dxdydz.



Khi xét cic Iyc nguyén 8 tdc dung 1én sau mil, (a thdy ring :

0

P P opP B}
dvdydzé, — —-drdydzé, — —dxdydzé. .
G Tz K

dF = -

Ox

Luc nay dong nhal véi luc ma thé tich dt s¢ chiu néu né chiu tic dung clia
mot lue thé tich f, = —grad P, vi:

- -. or 07_”_‘P
dF = —grad Pdr = -850 grad

dm.

Puong lugng nay ¢o6 thé duge dung dé tinh tdng hop luc hay momen clia
cac ap luc ap dit viao mot phan i dyoc chidt 16ng bao quanh.,
Cac duong lwong thé tich va duong luong khéi luong cda cac ap luc
ma khéi diém la ap lue dién tich, duyc biéu thi duvi dang :
* Duong luong thé tich : f, = —grad P;

. - grad P
* Duong luvgng khoi lugng : f,, =— grad .

p

Cac duong lugng thé tich va khoi lwong khong thé dung duoc dé tinh
cong cua cac ap luc.

Né&u khoi lugng riéng chi phu thude dp sudt P : p = p(P), thi chal i6ng
goi 1a huong ap (hay khuynh 4p). Lic d6, ta chimg minh ring f, 1a
gradién cia mot ham so.

P
bit o(P)= J. d(u)’ thi tich phan nay ding [a mot ham sd clia P, phu
pu
0
N A o . do 1
thudc vao tham s6 khong doi £y va —=——.
dP p(P)

Theo quy tdc 18y dao ham cac ham sd kép, ta co : g:rsz(p = %%gﬁ P.

That vay, doi véi timg thanh phin ta ¢o :
op O oP
o oP x|
Nhu vay, ta da ching minh ring :
P

fm __ gradP _ —g?aa J. du _ _graa [L[)(P)] .
p p(u)

R

1.3.2. Truong hgp céac luc nhét

Ta 1ap luan y hét nhu trén, va chi quan tam dén phan t thé tich dt = dxdydz
chiu tac dung ciia céc lyc nhét khi truomg van (6c trong hinh thite luan Euler
co dang (hinh 11).

U(x, ¥, 3, D =v (3 ey .
Luc nhdt dn tai wén mat tiép xdc dién tich dS c¢é dang
e

graa(z/'y)‘dS véi 1 la he s8 nhét, hing so riéng cta chat 16ng.

99



d(‘)ngln

hanh
b

Z + dz¢

d(‘mg:ch{lm
®&— lk $ >
d .
X Y ‘ \ y+ay Y A H.11. Sw thé hi¢n cac luc tac dong

hin (i thé tich lén phdn ur thé tich chiu tac dung
phin tir thé tic

Guy(z, ) B
_— dxdye'y & do sau dx ctia cac luc nhot.

cTF:=—ﬂ{

Vay t6ng hop luc clia céc lyc tac dung lén phén wk thé tich dt bing :
ovy(z, 1)

02

<

2 2
_ 0 v, (z, t o v, (z, t)
dF =7 [——L,>—)] dxdydze, =n [——y—?—] dre,.

. . . ov,(x, t
dF = dF, 4. +dF, =7 [—’——)J dxdy?, - ( j dxdye, , nghia [a.:
2+dz z

0z~ o7°
Cong thirc nay ¢6 thé duoc khai quat héa dudi dang : dF =mAsdt | n6 cho
ta cac duong Jugng thé tich va khéi lugng :

* Duong lugng thé tich : £, =nAT ;

» Duong lwong khoi luong : £, = L A7 .
p

Cic duong lugng thé tich va khéi lugng cia cac lue nhot, ma khéi
diém 1a cac luce dién tich, dyoc biéu thi dudi dang :
* Duong lugng thé tich : f, =nAD;

* Duong lwgng khoi luong : fm =0 As.
p
Trong chuong nay, ta s¢ bd qua céac lyc nhdt (gid thiét v& chit 1ong 1i twdng)

céc diéu ki¢n vé higu lyc clia phép tinh gin diang nay sé duoc trinh bay trong
chuong 6, nhdy vice dung mot s6 khong thir nguyén, 1a s6 REYNOLDS Re.

2 Phuong trinh EULER - Ap dung

Trude hét ta hay chd y t61 mot chit 16ng Ii tuéng khong nhdt.

2.1. Biéu thic

H¢ thic co ban ctia dong lyc hoc dp dung cho mot hat chat 16ng khoi
lugng dm, ma ta theo doi chuyén dong, chiu tic dung cla tdng hop cic
ngoai lye dF, ¢6 dang :

dm=—=dF s
Dt

Do o e A
trong do o biéu dién gia toc cilia hat (gia toc toan phin).
t
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Hop luc dF cla (4t ca cac ngoai luc tac dung 1én phan tir khoi lugng dm
nay dugc viét :
dF = fv,tolulch = fmtotale @91 -
Nho d6, ta duge :
Dv -

_[)_I = fm,lolale
hay khi tach biét ro cdc bidu thire khic nhau c¢la dao ham toan phén, ta
con dugc :

Do ov . o— _ 00 - =07 ) —_ .

—U:—L+(U.grad)u :U—L)+grad Z +rotv AU
Dt ot ot 2

or ()
=5+grad —é_ +20 /\u:fmmm]e

(bing cach dua vao veclo xody Q = %fmi) ).
Khi phan bigt cac luc trén don vi khéi luong va cic duong luong trén don vi khoi
luong chi do duy nhdt cac ap luc, thi luc f, oue Ny duoc viét dudi dang :

. gradP

fm,lolale =Jm ™ :

Khi d6, ta dugc : %+(D,@a)[} _ ]7”1 B grad P .
! p

Phuong trinh ndy dugc goi la phuong trinh EULER.

Dt -
Phuong trinh EULER duoc viét D_lt) = Jmtotale *

Ta nhan duge cic biéu thie khdac nhau cda phuong trinh Euler doi
vdi mot chat long li tuéng :

% +(v.grad)v = fm _gradP ;

— . 2 . -
@+ grad v +2Q AD :fm_gradP;
ot 2 p

ov .
I a—lt)+ p(v.grad)v = f, —gradP .

ﬂIp dung 2

Trudmg dp suit trong mot xody nude RANKINE s voir<a: =

Mot char long dong chdt, khoi luong riéng p
chiu tac dung cua truong trong luc § =—gi,.
Dong chay cua chdr long (twong tw dong chay
ciia cudn loc) la dung va doi xing tron xoay

xung quanh truc (0z). Truomg vdn téc cia né,  Xdc dinh truong dp sudt P(r, 2) & trong long chdt
trong toa do tru, c6 dang : long va tx do suy ra hinh dang cua mdt thoang.

2
. ‘o . .
déu, ¢ ben trén la khi quyén c6 dp sudt déu Py, *Vdir>a: v=—-riy (o khong doi)

Gdc cua truc (Oz) dwoc chon trén mdt thodng
ctia chdt long, ¢ rdt xa truc tron xoay.



Phuong trinh EULER, & ché do dimg, dugce viét &
day la:

—_— 2 —_— Sead
{grad(v—j+ 20 A D} - g, &P
2 ‘ p

Phai phan biét hai truomg hop :
r<a: 5=mﬁz var>a:Q =0.

Khi chi€u trén i, va i, , phuong trinh EULER cho :

* r<a:chiéutrén i, , ta dyoc :

pru)2—2prco2 =—Z—P;

’
- . oP
chicutrén 4, : 0=-pg-—
: 0z
T ae? oP
*r>a:chi€utrén 4, : —p 3 TR
r ar
i . oP
chiéutrén 4, : 0=-pg——.
0z

(Ta nhan thdy ring cic hat chdt 1dng dang
chuyén dong tron déu, gia toc cia ching %
t

2
ding bing - v7(r) é ).
r

Tu d6, ké dén diéu kién P(x,0)=Fy va tinh
lién tuc cladp sudt P& r=a, thitaco:

2
*r<a: P(r,p)=F—-pgz+ me(r2 —2a2);

.0}5

4
*r>a: P(r,z):PO—pgz—pmza—z.
2r
Phuong trinh ca mit thodng 1a : P(r,z)=Fy,
nghiala:
sr<a:z=2-(?-2d%;
28
w?d*
*r>a:z=- 3
2gr
Trong mit phdng (i,,i,), vét clia mdt nay co
(1)2
dang dugc chi ro trén hinh 12 (a=0,5; e 1.
, 8

-2 -1,5 -1 -05 4205 } 115 ;”.
i 0
—§0,6-
—:1,2‘ dang ctia
mdt thoidng

i1
Yol

~

H.12. Dang mdt thodng ciia xody nuéc Rankine.

Trudce khi nghién ctru mot s6 vi du 4p dung phuong trinh EULER, ta hiy
xem xét mot cach tdng quat cac diéu ki¢n gidi mot bai toan dong lyc hoc

céc chat luu.

2.2, Tim kiém mét hé day du cac phuong trinh

T quan diém ctia chinh chét lwu, thi cac dai lugng cuc bo thoat ddu chua
biét 12 van toc 7(M,t), ap sudt P(M, t) va khoi lugng rieng p (M, 1) tai
moi diém clia chdt luu, nghia 1a ndm 4n s6 vo hudéng. Phuong trinh Euler,
la phuong trinh vecto, cung cdp ba phuong trinh vo6 hudng va h¢ thite vi
phan bdo toan khoi lugng 12 mot phuong trinh vo hudng : nhu vay con

“thigu” mot phuong trinh dé ¢6 thé giai duge bai toan.

Ta ¢6 thé them mot phuong trinh biing cach dwa vao mot phuong trinh
trang thai cGa chat luwu. Tuy nhién, phuong trinh nay, thuong thudc loai
nhigt dong, lai dua vao mot dai lugng mdi, thoat ddu cling 1a chua biét, d6
1a truomg nhiét do T(M, 1). Nhu vay cén phai dua vao mot phuong trinh b8
sung, 1a phuong trinh v& dong thai ciia chdt luu trong qué trinh cia ddng

chay (phuong trinh cing thudng c6 ban chat nhiét dong).

* Néu chat luu 12 khong thé nén dugc, thi liic d6 p = cte 1a da biét.
* Trong truong hop céc dong chay c6 thé nén dyoc, thi cac dong thai thudc
loai déng nhi¢t hay ding entropi chéng han déu c6 thé dugc xem xét.




Trong hai truong hop nay, bidu thice céc he s6 nén Xy hay Xg s¢ cung
¢dp mot phuong trinh b sung gdn P véi p theo kidu :

X, - L fﬂj va XV:i(ﬂj |
pL\OP )y T p\aPJg
Chii y:

Trong hai truong hop ké 1rén, cing nhu trong rat nhiéu dong chay, dong
thdi caa chdt luu sé chi dwa vao duy nhdt mot hé thiec lien két P voi p - ta
nhdc lai rdng cdc dong chay nhu thé duoc goi la khuynh dp.

Khi gidi cac phuong trinh vi phan vé dong chay, thi viéc tim cdc nghi¢m
phai k& dén cdc diéu ki¢én & gidi han di dugce néu ra, vira d6i v&i van (8¢,
vira ddi voi ap sudt.

2.3. Séng am trong chat luu

Gia sit 6 mot chat lwu 1 twdng ¢6 thé nén duge ma tai do, & trang thai
nghi, ap sudt By va khoi lugng rieng py 1a khong doi va déu. Céc chuyén
dong nho cta chat leu tai moi diém M va & thoi diém ¢ déu duge két hop
voi van 8¢ 0(M, 1), ap sudt P(M, 1) va khoi luong rieng p (M, £). D€ don
gian hoa, ta gid thi€l bai todn [a mot chiéu va phy thudc vao bién so
khong gian duy nhdt x (hinh 13).

Plx,ty=Fy + p(x,t), plx,t)=pg+u(xt) va o=uv(x, Hi,

Vay céc chuyén dong cta chat luu la chuyén dong theo chi¢u doc. Theo gia
p(x,r)’ pnix,t) va v x,1)
Fo Po ¢
(¢ biéu dién van oc¢ lan truyén clia mot nhiu loan, va nhu vay fa vin (8¢ am)
déu la cac vo cung nhd bac nhit. D& dinh hinh cac y wdng, nguoi ta cho
bict ap sudt du p do mdt séng am rdl manh sinh ra vao cg vai pascal,

thict vé& cac chuyén dong nho, thi cic dai luong

nghia la khodng ——— dp suat nghi B, ! nhu vay tat ca moi phép tinh
g g 100.000 p g 0 dy 01 phep

déu duge tuyén tinh hoa dén cdp mot.
Khi bo qua cac luc trong truomg, thi sir tuyén tinh hdéa phuong trinh EULER :

p[;“w.ma)a}_;aap,
ot

ov op

chota py-—= —a—; s0 hang (a.gﬁ)& , cdp hai, c6 thé bd qua duge.
ot X
Ta hay tuyén tinh héa phuong trinh bao toan khoi lugng :
p ou v
—— +div(pt)=0 cho —=+ py—=0.
ot ® ot Po Ox
Chuy.
Trong phuong trinh cudi cang nay, ta déi bo qua %u, la s6 hang “cdp hai”
Ox
.
$0 voi (’a—“ Mot s ban ludn sau hon vé phép tinh gdn ding nay sé duoc dé cdp
ot

trong gido trinh vé “song” (xem H—Prépa, song, nam thie hai, chuong 4). O

day, don gian chi cdn nhé riing phép tinh gan ding nity hoan toan hop phap.

Ca hai phuong trinh nay déu khong du dé giai bai toan. Gia thuy¢t nhiét
dong hoc clia mot qué trinh bi€n ddi déng entropi va viéc sir dung he so
X tuong tng, cho thém phuong trinh :

1 ép 1 u
XS:—T ~—
p\cPJs pgp

Y4

im
©- -
24 X X

H.13. Ong am thanh ¢ tiét dién
khong doti. Tai diem M lac ¢, ta co :
P(M,t)=Fy+ p(x,1);
p(M,t)=py+ulxt)
DM 1)=uv(x.1)é,



ov

o -
Liic do6, su bdo toan khoi [ugng cho pgX, %7-+ pP=-= 0, nghia Ia, sau khi
ot ox

14y dao ham d6i vGi ¢ va mang sang phuong trinh EULER:
2 2
o°p Cp
~PoXy—5=0.
ox? " or?

Ta s& nhan dugce cung phuong trinh doi véi o. Trong bai todn nay, ap suit
du p va van 18c vtuan theo phuong trinh D'ALEMBERT:

2 A2 2 | 8%
O N R R ey ey
T ot o " o PoXs

Nhu vay, dong chdy nghien cttu ¢6 cau tric cGa song phing. Mot nhiu
loan ap sudl lan truyén vai van 16c bang ¢. Su nghién citu chi Giét cac bai
toan két hgp vai cac séng am thanh dugce trinh bay trong gido trinh "séng"
(xem H— Prépa, song, ndm thit hai).

P Dé tap luyén: bai tap 3.

2.4. Sy lay tich phan phuong trinh EULER

doc theo mét dudng dong
Phuong trinh EULER thudmg duge dung bing cach tich phan né doc theo
mot duong dong. Mudn lam thé, ta dung dang thit hai ctia phuong trinh
biang cdch nhan vo hudng ¢ hai v& vdi phin tr d/ clia mot dudmg dong
(AL ) (h.14):

G - () e (a aradp)

¢ ”(d D di+ grad{%].dl +2AD A D). d] = {fm _ge Pj.dl .

o P

S6 hang thit ba tri¢t tieu vi di cong tuyén vai o, do do ta duge:

T R e L= orad -
M gy grad[%—] di = [fm - ’ar‘"‘dpj di.
p

ot

Ral nhicu khi, cac luc (trén don vi) khdi lugng fm lai phat sinh tr mot
th¢ nang ¢p  (ban than nd ciing 1a the nang khoi lugng) sao cho:
f"” = _grad eplll
Doi v6i céc luc trong truong vi nhuer f, =g . Trong truong hop ciia mot
trudmg trong luc déu, va véi viee chon mot truc thang diéng di lén (Oz),
ma gdc cling 1a goc clia céc thé nang:

f o, =—grad(gz) va ep,, =82

Tap hop hai gradién lai, phuong trinh tré thanh:

. 2 grad
(M et i+ E" i
M,dhrgrad[bz +€pm].d1+[gladl)j.d1:0,

ot p
roi, bang phép 1dy tich phan & thoi diém ¢ gita hai diém A va B clia mot
dudng dong (h.15) :
B

B B .
~ ) -
J.———a”(M”).di{ep M.+ (M't)} + J.g'adP(M”) di=0
ot m 2 p(M,1)

A
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di
duong dong
& thoi diém ¢

X

o

H.14. Phdn ti chiéu dai di (o M)
duoc chon song song voi van tdc
o(M,ty tai diém do, nghia la duoc
mang boi duong dong di qua M &
thoi diém .

(M, 1)
duong dong
& thoi diém «
F
o
H.15. Puong dong gita hai diém A
va B.



Ap ding 3

Cic dao dong ctia mot chit 16ng
trong mot 6ng chi U

Mot chdt long khong thé nén, ¢6 khoi lugng
riéng p, duoc dung trong hai nhdanh cia moér ong
chie U riét dién S. "Chiéu dai" tong cong cia
chat long trong 6ng ky hiéu la L. Khi can bdng,
hai mdt thodng cua chdr long trong hai nhanh
ong & cing mot do cao dirge chon lam goc cua
mot truc (Oz) thing dimg hucng lén.
Hay xdc dinh chu ky cdc dao dong ciaa chdt long
trong ong.
Ta ky hi¢u z 12 d0 cao cda mit thoang chat 16ng
trong nhanh phai ctia &ng (h.16).

twa do cho s~

B p S
phép xac dinh X\ 1 _—s=L+:
vi Uri clia N~ (L biéu dién
dicm M j - 2(1) chiéu dai clia

P . 1| doan chat 1ong)

-—z()

N toa do cho phép
xac dinh vi tri
cta mit thoang

H.14. O thoi diém 1, van toc cia mot diém M cia chdt
long dieoe xde dinh trong hinh thitc ludn EULER boi
biéu thiec sau:

J(M,1y= 30T .

Dé 1am toa do Euler cda mot diém M, ta chon
hoanh do cong s ctia diém nay (h.16). Chat
16ng 1a khong thé nén, nén tai moi diém M van
toc c6 dang:

BM.1)= 2T .
Tich phan ctia phuong trinh EULER dugc viél:
B B

7 . 2
J.—& (M.1) .dl +{er (M,r)+——u (g/[’r)}

ot
A A
B
+ f——gradP(M") di=0.
p(M.r)
A

Ta xem xét cac s hang khac nhau, khi 13y tich
phan thco mét dudong dong gitra hai mat thodng
3AvahB:

ov s o
* —.d/=Z7T.dsT =Zds, nho do ta dugc :

ot

B B

A7 .
J‘ﬂ@ i =7, i J.ds: L:
Ct
A A

B 8
Py (M~’)]A = (g4 = 2¢%

B
2
. {u (MJ)} o

2
A
B . B
ar . ] A .
o (g2 G |arad P di
P P
A A

Ta thu dugc phuong trinh sau: 7 L + 2gz =0, do
d6 ta c6 mot chuyén dong dao dong hinh sin vai

chu ky T hing: 7 =2n }—L— .
2g

Chii y:
Ta ¢6 thé két hop voi van t6c D(M,1)= 50T
mot the o(M,1) = Z1)s, sao cho U = gra(i(p s nho

do, ta co thé viét:

) R \\, .
grad(ﬁwj Ldl+ grad[%—-+ e, |.dl

a, Pm ;
ML L)
p
hay:
— - a 2(M1 P(M ;
grad ((p(M,r)+u (M, )+gz+—( 1) dl=0,
ot 2 p
op(M.1) V¥ (M. P(M. 1
tr do: o (M. )+ alt )+g3+¥ khong
ot 2 o
doi trén mor duwong dong o thoi diém 1, vay la
2
z P(M, 1
'Z"S+—+gz+——(—):C(l) trén mot  duong
r

dong. Diéu nay biéu thi mot trieomg hop riéng
cua cac hé thitc BERNOULLI
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3 Cac hé thuc BERNOULLI

Ldy trung binh theo mot vai gia thiét, ta thir tim xem li¢u ¢6 tOn tai hay khong
mot dai lrong duge bao toan trong toan bd hodc trong mot phan chat long ?

3.1. Su tén tai cua mét thé nang

~ két hop vdi cac luc thé tich

Lay mot phan & chiéu dai dl nao dé (h.17). Khi nhan vo hudng véi
dl céc $0 hang cta phuong trinh EULER, thi ta nhan duge phuong trinh 33
thdy trude day:

UMY - | 2 . . . oradP ) -
UMD i+ grad| | ai+ 26 A 0y.ai =] f, - 2092 i
Ct 2 P
Néu tachoriing f, = _g{;ﬂj((;l) ) (ep, bao gio cang bicu dién mot the

nang khai luong k&t hgp vai cac lue khic véi cac dp lye), thi ta ¢o:

. 2 oradP
o (M — O A f ‘ =
l:——”( ”)+érdd[——l} T ]+2£2 /\U+grld }.d/ 0.

cr o}

3.2, Chat 16ng déng chat khéng thé nén
hay dong chay huéng ap (khuynh ap)

Ddi véi mot dong chdy chat 16ng ddng chat khong thé nén, p 1a mot hiing
$0 ddc trung cta chdt [Ong, nh dé ta ¢d:
grad? g.-ad'(ﬁj |

P P
K&t qui nay ¢é thé duge suy rong cho mot dong chiy huéng dp, ma dai
v3i nd p =g(P). Trong truong hop nay, 1dn tai mot ham s§ @(P) sao
cho (xem §1.3.1):

g]'ad P _ 'gT_aa(p(P) )
Lic d6, biéu thic trén bién ddi nhu sau:
* d0i vai chat 1ong khong thé nén duoc:
M.t 2 P — =
i(——Z+grad 1—+ep — +2Q A0 | . dI=0;
ot 2 o}
* 61 vai chal 1éng huong ap:

2
{i%_)+grad[f_+e +f(P)]+7Q /\L:| di=0.
it "

3.3. Gia thiét b sung

Ta thém vao mot trong ba gia thiét sau day.

3.3.1. Dong chay ding

Oy
Jv(M,t) .

Néu dong chdy la dung, thi s& hang s¢ bién mat khoi phuong

ot
trinh EULER.

Tich phan phuong trinh nay gitra hai diém bat ky A va B trén mot dudng
dong s¢ cho (di/f/v):
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H.17. Phén ne chiéu dai di (0 M)

dirpe chon tuy Y.



B
2
* d6i v6i chdt 16ng khong thé nén duge: | —+e¢, +—| =0;
2 m p
A
? g
¢ d8i véi chat 1dng hudng ép: - tep +0(P)| =0.
m
A

2

)

2 N . 12 N
Nhu viy c6 sy bdo toan dai lugng 7+"p +@(P)» doc thco mot

duong dong. Biéu thic nay c6 thé thay ddi wr mot dudong dong nay sang
mot duong dong khic.

3.3.2. Dong chay khéng xoay

N&u dong chay 1a khong xody. thi s6 hang 2Q A4 mat di, va nhu thé
khong con cin thiét phii ldy tich phan doc theo mot dudomng dong nita, ma
chi cAn 1dy tich phan gitra hai diém bt ky thoi. Vi rot(s) =0, 0 = grado
So(M.t) U'[ oo (M.1)

rad —_“———j (cdc bién s khong gian va thoi
ot

va do do:
ot

gian déu 1a cac bién so doc 1ap). Nhu vay, biéu thic bién déi thanh:
- 2
coM.1) v°

~

+ep  +O(P)|=cle &thdidi€m ¢ trong toan chat 1ong.
ot

3.3.3. Dong chay khéng xoay va dirng
ctia mét chat 1dng khong thé nén duoc

NCu hai tinh chdt tren duge nghiem ding dong thoi, thi ta dugc:

2
v- o1 <A L NERPTy- N
B +e, +0(P)|=cle trong toan chal 16ng du & bat ky thot diém ¢ nao.

m

3.4. Bang téng hop

Tal ¢4 cac két qué tren ¢6 thé duoc tom (it trong bang dudi day (h.18).

Dong chay dong chat

Cic dang
khic nhau cia

dong chay hudng ap

grad P

khong thé nén dugc

doc theo mot dudng dong

phutng (rinh = grad@(P) grad P _ s [5]
BERNOULLL > 5
['2 Z,xz P
Dong chay ding by +e, <C(P)=cte — e, + ; = cle

doc theco mot dudng dong

dong chay
khong xody
(U = grad($))

2
% + [? ey +(p(P)J =cle

ot

trong toan chit 1ong

o 2 Py
—t+—+te, +—|=cle
P

€
ot 2 Pu
trong toan chdt 16ng

dong chay khong
x0dy va dumg

L

5

Iz
—2- tep, O (Py=cle

trong toan chit 1dng

N

- P
—+e, T—=cle
v

trong Loan chdl 1dng

H.18. Cdc dang khdc nhau cia phuong trinh BERNOULLIL.
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Dang don gidn nhit cta h¢ thitc BERNOULLI chic han s& duoc nhan véi
cac gia thiét manh me nhit: dong chiy ddng chat, khong thé nén dugc,
dirng va khong xody (n6 luong tmg vGi 0 tring & bang trén)

B Phuong trinh BERNOULLI chéng qua [a mot phuong trinh bio toan nang
lwong. Trong truong hgp mot dong chay dimg, dong chat, khong thé nén
duoc, thi bidu thie;

02
—+

2 epm T

p
biéu dién co ning trén don vi khoi lugng két hgp véi mot hat chat luu:
2

. 7 la dong ning trén don vi khoi lugng;

¢ 1a th¢ ndng trén don vi khoi lugng ciia cac lue khac vai cac ap luc;
m

P ’ .
* — bicu dién nang lugng ket hop van cac ap luc.

p
Trong truomg hop mot dong chay hudng ap, thi hé thirc:

p=gP)

duoe ke hop voi mot dong thdi nhi¢t dong cda chat luu.
Lic d6 phuong trinh BERNOULLI biéu dién mot dang vi phan ctia nguyén ly
thir nhit cha nhiet dong hoc ddi véi mot chit luu dang chay (xem bai tap 1).
B Doi v6i mot dong chay dung, ddng chat khong thé nén duoce, thi
phuong trinh BERNOULLI ¢dn durge viét:

2
— +P+e, =clc.
2 pm
2
S0 hang p2 (dong nhat & mot ap suat) duoc goi la dp sudt dong luc hoc
2
va long pz + P la dp sudr téng cong hay dp sudt tit ham.

Vi du vé mol dong chay déu ndm ngang dén dap vao mot vit can cho
phép hiéu ro ¥ nghia clia cac s6 hang nay (h.19).
Ta viél sy bio toan cia:
2
- +P+rey
trén dudng dong ndm ngang di t6i diém A trén vat cn, gitta vo cyc va A
* § vo cire, dong chay 1a déu, ¢o ap sudt Pyva van toc vy,
* G A, van t0c nhat thiét trict tieu va dp suat duoc ky higu 1a Py.
buong dong 1a ndm ngang, va khi xét chi céc lyc trong truong, thi ep, 1a
dong nhat tai moi diém cta duong dong:
pL)z +P=P4.
2

tir d6 ¢6 céc 1en ap sudt tong cOng hay ap sudt th ham & A (diém dimg).
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ﬂ’p dung &

Déng chay dumg xody

C6 mot dong chay ding cia chdt long khong thé

nén duoc, khdi luong riéng p, ma truomg van téc

2) Nguyén ly co ban cia dong lyc hoc 4p dung
cho mot hat chat 16ng khdi lugng dm cho ta:

- — dm
duoc xdc dinh trong toa do tru béi hé thiec: dma = —grad(P)—p—,

B(M,0)=Q ré v6i Q = Qé, khong ddi.
Chdt long nay chi chiu tdc dung caa céc dp luc
(nguwoi ta bo qua cdc luc trong truong).

1) Q biéu diéngi ?
2) Tinh dp sudt P(M). Nguoi ta gia si ring
P(ry) la da biet.

1, dP
hay —p Q“r=—, do d6:

Y PR TrEy
pQ2(?-13)

P(r) = P(ry) + .

3) Chat 16ng khong thé nén dugc, (p(P)=§.
2

3) Chung minh rdng {—+e +(p(P)} la mot  Céac dwong dong la cac vong tron truc (Oz) va
2 ban kinh r. Vi khong c6 ngoai lyc nao khac
hdng s& trén mot duong dong, nhung phu thugc  ngoai cac ap lc, nén didu d6 cho ta ep =0.
vao duomg dong da chon. Hay xdc dinh ¢(P). )
Nhur vay dai luong {7+e +(p(P)} dwoc viét:

2 2.2 2.2 2.2
_Zf_+£ _ Q<r +Qr _P(r0)+Q (.
2 p 2 4 p 4

la hiing s chi phu thudc r, nghia 1a khong déi trén
mot duomg dong. Hing s6 nay phy thudc dudomg

1) Q biéu dién véc to xody. That vay:
F&(Qrae)zr_&{()r (ee }
.

= grad (Qr2) A ﬂ =20,

vl N -
vi rot {T} =0 (xem chuong 8). dong, vi ta & ben trong mot dong xody (Q #0).

4 Cac ap dung cuia hé thirc BERNOULLI

4.1. Dong chay 6n dinh va cham
cia mét chat 16ng c6 thé nén duoc

Trong gén ding bac nhat, li¢u ta c6 thé dp dung hé thitc BERNOULLI dudi
dang don gian nhat ctia n6 cho mot chat luu c6 thé nén duge nhu khong
khi dugce khong ?
Gia sir [a trong cac diéu kién cia thi nghiém, tdn tai mot he thic giva P
va p. N6 duoc thé hién bdi sy ton tai clia mot he s6 nén:

_1dp

YT
Thuong xay ra dong chdy gén ding la ddng entropi, va X ~ X, .
Gi sir riing c6 thé bd qua cac do bién thién clia p trong mot dong chay 6n dinh
ma & d6 van tSc bién ddi gitra O va v, . Theo h¢ thic BERNOULLL, thi ap sudt

2

Umax

se bién thién gitra P, va Prax VOI Prax = Pain + AP = Byin + P




Mot do bién thien dp sudlt nhu thé sé wong thich vai gid thiét, néu nhuw do
bién thién cta p gin véi do bién thién ap sudl lai nhd vé gia trj trong doi,
nghia la néu:

I
Ap =% p AP <« p hay uﬁm <<2X—.
p

Theo két qua cta §2.3. thi diéu kién nay twong duong voi v, < iy -

Nhur vay c6 thé d4p dung hé thirc BERNOULLI don gian nhat:
2

pv

——+P+e, =cte
2

plll
cho mot chat luu cé thé nén dwye, trong chimg mwe ma van toc cia
dong chay van con rat nho so véi van téc truyén am trong chat luu
nay, trong cung cac diéu kién cda thi nghiém.

4.2. Tia déng t6c & khéng khi ty do

X¢ét dong chéay dimg clia mot chél lwu khong thé nén dugce duoi dang:

e mot lia twr do, nghia la khong c6 bat ky mot Lifp xic ndo véi mot bé mat
ctirng hay mot chat luu ndo khic;

* van toc o = vé, , khong déi.

Tia nay duge goi la tia ddng ¢ (h.20).

Gia thiét cac lyc duy nhit tham gia vao 1a cac ap lye: he thiic BERNOULLL
dugce vidt trong toan tia la:

U2

—+—=clc.
p

Van (6c 1a nhu nhau tai moi diém cda tia, ap sudt cing nhu the. Trén cic

br tia, chd ti€p xuc voi khi quyén, dp sudt ¢6 gia tri By (ta bd qua stc

cdng bé mit). Vay, do la ap sudt tai moi diém cia tia.

Trong mot tia dong toc ¢ khong khi tu do, 4p suat 1a déu va bing ap

sudt ton tai trong moi truomg ''ngoai’’.

Ta thira nhan két qua nay ddi vdéi moi tia ¢ khong khi tu do.

Chu y:
Két qua nay cing c6 thé dupc kiém ching bdng cdch ding truc 1iép
phuong trinh EULER.

4.3. Hiéu ung Venturi

4.3.1. Nguyén ly co ban cta hiéu trng Venturi

Mot dong chay dimg ddng chdt khong thé nén dugce, chi chiu tac dung cia
céc ap lyc, duge gigi han bdi mot Ong din c6 tiét dien thay déi (h.21).
Ngoai ra, bai toan con dugc gid thiét [a mot chiéu: tat ¢ cdce dai lugng co
mot gia tri déu trén mot 1iét dién thang ctia ong dan.

Su bao toan luu lugng thé tich gitra cac i€t dién c6 dign tich S) va S,
budc phii cé:

S(l’l = S:)‘L’z
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H.21. Hiéu vmg Venturi P> P
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Viée ap dung he thirce BERNOULLI giita hai diém cla céc tiét dign nay lic
do, kéo theo:

A v P
aa_n %
p 2 p 2

Néu §;> S8, thi vy <vy va P > P . Hién twong nay duge bict dudi €n
goi 1a hi¢u tmg VENTURL

Cac mién c6 tiét dién nhé, do vay cé van téc lon, cing la cic mién o
ap suat thap.

Chii y ring hi¢u tmg VENTURI ndy dugc kiém nghiém rat ding doi véi
cac chit luu c6 thé nén duoc nhu khong khi: phép tinh gdn ding nay co

hi¢u lyc chimg nao mi van toc cha chat luu con rdt nhd so véi van toc
truyén am trong chit luu dang xét.

4.3.2. Cac ap dung hay cac hé qua thuc té

4.3.2.1. Thi nghiém veéi cic to gidy

Khi thdi phia trén mot o gidy gitr nam ngang, thi & gidy w nang lén.
Thuc vay, van 8¢ clia chit luu khéc khong & phia trén to gidy sé sinh ra
mot 4p sudt nhd hon ap sudt ben dudi to gidy, ma & day chat luu lai dimg
yén (h.22).

Mot thi nghiegm y h¢t gém hai t& gidy git thing déng, hoi xa nhau mot
chidt: khi théi vao khoang gifta, ta thdy hai t& gidy ¢6 khuynh hudng hit
nhau vdi ciing cac Iy do nhu da néi & trén (h.23).

Ciang c6 thé hiit mot 1o gidy bing cach thdi & bén trén (h.24).

4.3.2.2. Hi¢u vng mit dat

Ta lai tim thdy mot dang ctia hi¢u ¢ng VENTURI trong "hiéu ¢ng mit dat"
dong chay cha mot chit luu vi nhu khong khi duéi mot tim nghiéng (hay
céc to gidy nhin thdy & trén) c6 khuynh hudng &p tdm d6 sat dat. Higu dng
d6 duge dung dé 1am ting kha ndng bam dudng cla xe dua 0 1o (h. 25).

Chu y:

Dé phdn tich don gian hién twong nay, phai ddt minh trong cdc diéu kién
cua mgt dong chay on dinh, do vay phai ¢ trong hé quy chiéu cia xe 6 10.
4.3.2.3. Sy hnit mot qua béng ban

Thi nghi¢m qua bong ban bi hat v& mién tiét dién nhod (vé phia dinh phéu),
la mdt sy minh hoa khic ddy 4n tugng cha higu img VENTURI (h.26).

Vi nhing ly do y hét nhu trén, ma ta cing c6 kha nang gitr mot qua béng
ban "bay lo ling leén khoi mat ban” (h.27).

4.3.2.4. Nguyén ly bom hiit (chan khéng) biing nudc

Mot sy giam ap dugc quan sat thidy & chd co hep clia mot dng dan: hieu
tng nay ¢6 nhidu ap dung. Vi du bom hit chan khong bing nudc ¢6 mot
chd thit trong Ong dan nude ndi véi mot binh ma ngudi ta cin rit chan
khong (h.28).

chat luu

dang
/ chuyén
, dong
C
A /

chit luu dimg yén
H.22. Khi théi, to gidy (gik cd dinh &
A) tw ndng lén (né cé dang mdt trén
ctia mot canh may bay, nghia la lung
canh may bay).

¢

H.23. Khi théi vao gina hai tor gidy
giw 6 dinh ¢ cac diém A va B, thi
hai 1o gidy duong nhu hit nhau.

chiéu dong chay chdt luu

dia phing
tron surco hep
lam cho tr gidy

bi hadt len

UL

\ vi tri ban ddu
cla t&r gidy

_—r

mit phing

H.24. To gidy twe nang lén.

H.25. Hi¢u ung mdt dat déi véi mot
xe 616 dua: Py > Py.



ché co hep : trong cic
mién ndy, van toc
ciia chat luu I6n d

chigy —— =

dong chay cua

chat luu
phéu

bong ban

ban may sdy toc

I - |

H.26. Thi nghi¢m qua bong ban: qua
bong luc ddu & trén mdt ban bi hut lén.

——dong chiy N
chat lwu chiéu s co hep
dor}g cha)/' gay ra sy gidm
Sne B khong khi dp, n6 cho
ong _| phép hat chat
\ luu, va nhu vay
— p
hién tugng - su co hep manh —_— ?t?aunzct?fi[ o
hut gay ra sy gidm ;
ap, vi vay gay
ra sy hut khi
trong Sng B

H.28. Nguyén ¥ cua mot bom hit
(chan khong) bdng nudc.

H.29. Nguyén Iy hoat dpng cua mor
binh phun, hay mgt sting phun somn.
4.3.2.5. Nguyén ly cac binh phun

Nguyén 1y cac binh phun hay mjt s cdc sing phun son bao gitr ciing dua
lén cung mot so d6 nhu trén (h.29).

Du6i tac dung ctia mot con bao, méi ciia mot ngdi nha c6 thé ty toc 1en vi
cung nhimg nguyén nhan nhu trén (£.30).

4.3.3. Do luu lugng bing &ng Venturi

Ong VENTURI (h.31) 1a mot ap dung khac cho phép do cac luu lugng. O
day ta ding trong truomg hgp mot dong chiy dimg dong chét khong thé
nén dugc.

+ Ong ¢6 mot chd co hep & mite didm B va néu ta gia thiét van téc 1a déu
trén cac tict dien S, va Sg, thi lic d6 vg =§—AUA >vy . Trén duong
dong di tir A dén B, thi he thitc BERNOULLI & ch& do dimg d6i véi mot
chdt luu khong thé nén duge c6 dang:

2 2
Pa va_Pp_ B
P2 p 2

dOdé:PA—Psz—

2
val(Sa) _
2 [\ Sg

4 H.27. Hinh dang cdc duong dong ¢
lan cdn qua bong ban cho phép gidi
thich tai sao qua bong nay co thé
van & can bing, ngay ca khi thong
luong khong khi khong phai la thang
ding (c6 thé duy tri su can bing nay

o mot goc tie 20° dén 30° ),

H.30. Cdc duong dong & gdn sat mai
nha "sit" nhau hon. Ap sudt trén mdi
nhé hon dp sudt trong nha.

tiét dien Sp
H.31. Nguyén ly cia dng VENTURI.



e Cac ong bén déu hd véi khong khi tr do. Cac ong nay chi lam nhi€u
loan rdt it dong chay (néu céc tiét dién cla ching 1a nhod so v6i tiét dign
clia dong chiy (nhung khong duoc qua nhd, xem dp dung 1), va néu
chiing duogc dit "xa" chd co hep), thi trong cac 6ng d6 chdt long & trang
thai nim yén, do vay ta c6 (k.31 va 32).
Py~ Pyg =Py — By =pglzag —2a") V& Pg—Pgo =P — By =pglzpo —2p')-
» Dong chay la dong mot huong trén céac tiét dign S, va Sp. Rota cia v
& ddy biing khong, va nhu vay, theo h¢ thic BERNOULLI d6i v6i mot chat
luu khong thé nén duge & ché do dimg thi:
Py~ Py = pglzgn—z4) va Pg— Pgn = pglzp = 25) -
* Ton tai gitta A' va A" (va gitra B' va B") mot mién nhd chay roi: nhu vay, he
thitc BERNOULLI khong thé ap dung duvc gitra hai diém nay. Tuy nhién, ta ¢6
thé gia thiét ring A' va A" rt gin nhau, va, vi ap suat la lién tuc, nén:
2pr ~ 247 Pyr & Pavs 20 = 20 Py = Py,
Vi phép tinh gin ding tot nhat, ta co:
Py =Py +pghs, Pp="F +pghg va Py —Pg=pglha—hp).
Dong nhdt hai biéu thic cia Py — Pg, ta dugce:

Thi nghiém nay minh chimg cho mot phép do kha di vé Iuu lugng thé tich
D, cila chat luu:

4.4. Nguyén ly ciia mét phép do ap suat

4.4.1. Do ap suat cyc bd

Viec do ap sudt cuc by duge thuc hien véi mot ap k€ don gian bing cach
duang mot 4p sudt chudn lam mdc (h.33). Ta biét rang, néu cac kich thudce

cla mot 16 1a nhd (nhung khong nhd qua!), thi ta c6 sy lién tuc ctia ap suat
& ngang miurc 16 hé, do vay viéc do ap sudt la c6 thé dat duoc.

4.4.2. Do ap suat tai mot diém dung
Mudn do 4dp suat tai mot diém dung, nghia 1a 4p sudt tdng cong hay ap

sudt th ham (xem §3.4), thi ding mot 6ng PITOT la thudn tién nhat (h.34):
miéng ong do "hudmg thing vao tia".

khong —

4.4.3. Do van tdc trong mot dong chay khong thé nén duoc
Ta biét riing (ap sudt tdng cong ) Py va p (4p suat cuc b ma & do ton tai
mot van toc ) lien hé vGi nhau theo he thitc sau day (d6i véi mot dong
chay khong xoay, khong thé nén duoc, dimg, va & z khong déi):
2
v
B=p+p—.
0o=pPTP 2

Biét p va do lech Py - p, hic d6 ta c6 thé do v

H.32. Néu tiét di¢n ong (duong kinh
&) nho so véi tiét dign ctia dong chay
(dwong kinh D), thi mién chay roi sé
co kich thuoc giam nho di, va ta cé
Py =Py

nudc ~
(khoi lugng rieng pe I ke

H.33. Ap sudt la lién tuc & ngang
mic 16 ho, va P=Pg —psc8h.

—  dwomg dong

—_—
—_—

P(). v=0-

ap k&
H.34. Ong PITOT : dp sudt la lién tuc

diém dimg

¢ ngang mic 16 ho (v =
POZPB+an("Cgh"

0), va



Mudn the, ta c6 thé dung mot kiéu ong PITOT la 8ng PRANDTL (h.35). Ta
nhdc lai ring cic phép do khac nhau nay déu kha di trong khong khi
chimg nao ma ta vin ¢6 v< ¢ (xem §4.1).

4.5. Hiéu ung MAGNUS: luc nang
Mot 14n nita, ta lai dting trong trudng hgp mot dong chay dimg, ddng chat,

khong thé nén duge va khong xody: nhu vay, hé thitc BERNOULLI dugc 4p ap ké
dung trén toan chdt luu, va dic biét trén mot dudong dong. o

ne ot ax o s 5 g o . H.35. Ong PRANDTL.
Dong chay, gia thi€t la déu & vO cyc, bi nhiéu loan bGi mot vat can hai )
chiéu. Céch dit ten goi nay khong nhat thié€t phai ham y rdng vat can la By = P = PouscH = Prione ki — -

phing, nhung c6 nghia la ta ¢6 thé quy vé sy nghién ctiu trong mét phéng. 2
Vi dy, d6 s& la truong hop cla mot hinh try dit trong mot dong chay ma
cac duong dong déu nim trong cac midt phing tryc giao vdi tryc cia hinh
try, sao cho bai todn la déng nhat trong timg mit phing 4y.

Dong chay xung quanh mdt hinh try day tron da dugce nghién ciu trong
chuong 3. §3.4. Sy d6i xting cda hinh ve (h.36) ngu y su bang nhau cla
cc van toc va cac ap sudt & cac diém A vaB: U4 =g =0 va Py = Pp.
Hinh tru ldc nay dang quay véi vecto quay Q xung quanh truc cta no. Tinh
chét thuc (nghia la tinh nhét) cda chat lou fam n6 quay theo & chd tiép xic
v6i hinh tru. Ta ti€n hanh bing cach chdng chap: dong chay tdng hop la téng
cla dong chdy trudc va mot dong chay loai cudn xody do sy quay cla hinh
try (h.37); ban dd moi clha dong chay se dugce nghién ctu trong bai tap 8.

H.36. Dong chay xung quanh mgt

K&t qua 1a tai A va B, céc van t0¢ lac nay la:

hinh tru ding yén.

U'y=0+Avi, va Vg =0-Avii,.
Hg thire BERNOULLI ¢6 thé duge viét trén cac duong dong di tir Ag dén A
va By dén B. Ay va By, & rit xa vat can, dugc dic trung bdi cung céc gia
tri van tdc va dp sudt: vy >vp lic do kéo theo Py < Py.
Su khac nhau vé 4p sudt nay lam sinh ra mot lyc thing dimg (do vay, vuong
g6c véi dong chay lac khong cé vat can), & day hudng di 1en theo chiéu quay
gia thiét ban dau: hién tuong nay duge goi 1a higu img MAGNUS (xem bai tdp
8). Hi¢u img MAGNUS ciing tac ddng len mot vat can gia thi€t 1a linh dong
trong mot chdt luu nm yén & xa vat can (chi can dimg trong hé quy chiéu
gin v6i vat can la b dé lai tim thdy trudong hgp trén): lic d6, vat can chiu
mot lyc trye giao voi phuong dich chuyén chinh ctia n6 (h.37 va 38).

)’1L

- — L
//—\ lyc tac dung

1én hinh try

van téc "cao"
ap suit "thap”

S
- == van tdc "thap”
s {psuft "cao’
b

o

X

=

H.37. Sw thé hign higu ving Magnus khi hinh tru dang quay.  H.38. Vigc thé hi¢n sw bién ddi cia cdc duomg chdt luu:
van téc nhanh nhdt & phia trén hinh tru.




Liic do, higu tng nay giai thich cac quy dao bi udn cong clia cac qua bong ma
ngudi ta dap lén chiing bing cach truyén cho ching mot chuyén dong quay
nhu: céc qua bong bi "da xody" trong bong dé, cac qua bong bi "lip" hay "cat
(theo chiéu quay) trong quan vot. P& phan tich dinh tinh hink 39, thi phai nhg
ring hé¢ thiic BERNOULLI don gian nhdt chi ¢6 thé duge 4p dung néu dong
chay &n dinh. Didu d6 gia thiét ring hé quy chiéu nghién ctu duge gin vai
tam qua bong, va ring van toc & vo cuc la 7y = -0 .

4.6. Dong chay xung quanh mét canh may bay

Canh may bay biéu thi mot vi du khac dic biét quan trong, trong d6 mot luc
tac dung 1én mot vat can dat trong mot dong chay: luc nay duoc goi la "luc
nang" tac dung hudng 1én cao (tir "'mat dudi canh" hudng lén "mit trén canh™)
va bao dam sy nang miy bay 1&n trong khong khi (h.40). Chang ta s& nghi¢n
ctu luc nay trong khuon khé ciia chieong 6. Nhd ring su tdn tai clia mot luc
nang tuy thudc vao sur tdn tai clia mot luu thong chat luu khac khong xung
quanh vat can (nhur truomg hop déi véi hinh try dang quay...).

Ta thu duge cac hinh 40, 41 va 42 (phin mém FLUIDES - JEULIN) bing
cach choéng chat 1én mot dong chdy déu, cac ngudn va giéng duge phan
b cang déu cang tot trén "bo khung” clia canh mdy bay (h.43). Cac vong
trdon mau sic khac nhau cu thé héa céc ngudn, giéng va dong xody.

YA, YA,

:

H.39. Sw thé hién hiéu tng MAGNUS
trén mgt qua bong dang quay.

md phong
bién dang canh ——_—

—— e
e

s, '\
van toc "cham" —/—————— 3 dimg mit dudi canhk_\\
= =
x X

H.40. M6 phong dong chay xung quanh mot cdanh mdy bay.

v
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H.41. Su thé hi¢n hinh dang cdnh véi cdch mé phong nay.

o H.42. Bién dang cdnh mady bay: cdich

thé hi¢n sw bién doi cia cdc duomg
chdt luu.

chicu cla mat ren canh ~ Khune
chdt lvu .
o 'A canh

B

mit dudi canh

H.43. Ta nhdn dugc sw mé phong
bdng cdch phdn b cdc ngudn tir A
dén C va cac giéng tir C dén B. Mot
dong xody, ap dat ¢ lan cgn diém A,
la cdn thiét ¢ 1ao ra mot luc ndng.



4.7. Su thao can mét bé chira: cong thirc TORRICELLI

Mot bé chira c6 mot 16 hd, nhd d6 mot chat 16ng khong thé nén dugce ¢c6
thé chiy qua: ta hay tim céch x4c dinh van td¢ phun v cla chat luu &
ngang muc 16 hé nay.

Dong chay nghién ctu khong tuyét d6i dimg, nhung néu tiét dién s ciia 16
nho so voi mit thoang S (h.44) thi gia t6c cuc bd rat nhd so voi gia toc
d6i luu va he thirc BERNOULLI vé& cac dong chdy dimg s& dugc 4p dung
(xem bai tdp 10).

Ap sudt ciia tia tu do & B biing 4p sudt khi quyén (xem § 4.2). Su 4p dung
hé thie BERNOULLI gita A va B, 1a cic diém clia cing mot dudong dong,
tryc tiép cho ta:

2 l)2

v
hy +—2=ghp +—.
8N4 > 8Ny >

Su bo toan luu lugng thé tich ham y 1a Sv, = sv . Gia thi€t S >> 5 nhu vay
s& kéo theo v, < v, do d6, vOi h=h, —hy thi v* =2gh.

Cong thiic TORRICELLI duyce viét:
v? =2 gh

N6 twong ung voi van toc phun cia mot chat lvu & ngang muc 16 hé
ma bén trén 1a chat luu ¢6 chiéu cao h.

4.8. S6ng hap dan & mat phan cach gira hai chat
luu (M6 hinh séng lung)
Mot chat luu ly tudng khong th& nén duwgce (vi du dai duong), c6 khoi
lugng riéng p, tiép xdc voi khi quyén theo mit phing z = 0 khi n6 & trang
thai ndm yén. Hon niva, chét luu nay trai rong dén vo cyc vé cac gid tri z
am (dai duong sau "vo han") (h.45).

4.8.1. Cac gia thiét

Ta hay nghién citu chuyén dong clia n6 (dudi tac dung cla gié ching han)
vOi cac gia thiét don gian héa sau day:

* Chuy&n dong cta cac hat 1a phéng. Tai mot diém M(x, z) cia chét luu,
van toc la:

(M, t) = u(x,z,t)i  +w(x,z,1)id, .

* Ta hdy quan tam dén cac chuy&n dong nho, va bien do cac séng la
"y&u": ta s& chi gitt lai cac s6 hang cdp mot cta v.

* Dong chay chat luu 12 dong chiy thé: 5(M,1) = grad $(M,1) .

* Th& dugc tim dudi dang ¢ = f(2)g(x —ct) : nhu vay, day la vdn dé cla
mot séng lan truyén v6i van toc ¢ theo phuong x vai bien do phu thuoc z
(v<< o).

+ & mat thoang ciia chat luu, tiép xic v6i khi quyén, thi 4p sudt 1a ddu va
b:’mg PO .

Ta tim cach xé4c dinh dang clia cic ham f va g, gia trj cla c, cac quy dao
clia cac hat chat luu va hinh dang ctia mit thoang...

e
2

H.44. Sy thdo can mdt bé chira (gia
thiét: S >> s). Dong chay cé thé
duoc coi nhw ditng (déc ldp voi thoi
gian).

z P=P,
mit thoang ndim yén X

dai duong

dd sau vo han

H.45. Dai duong c6 d6 sdu "vo han".




4.8.2. Nghién curu thé cac van téc

T 2% % 3
Dong chdy 1a dong (he, Ad =0, nghia Ia — 5= 0. Véi dang gia
Ox 0z

thiét ctia ¢, thi:
S " x—en) +f(2) glx =) =0
[@)  glx—en)
f(2) glx—ct)
trong d6 A 1a mot hing s0 £ "(z) — Af(z) = 0 va ham f(z) c6 dang & mol
ham ma thyce hay phiec.

hay

Chat lvu phai ndm yén khi & xa mit thoang, nghia la khi z tién tdi - 0.
N N N N _ PEITS s s 2 s A
Dicu nay budc ham mu phii la thye, nghia la c6 A = +&° va nhu vay:

f(2) = fo™. kiathye.

Twrdo tasuy rag'(x —cf) + l\'2 glx—cn =0,dodo glx —cn) = gocosthx —o1),
khi dat o = kc: day 1a mot séng hinh sin Gién dan voi xung dong © va

2
budc song & = “—:— Thé ¢ ¢ dang:

O(x.2.0) = et cos(kx —w1) .
Chu ¥ rang ¢ '(x.z,1) = (x,2.1) +C(r) cho cung mol (rudng cdc van Loce.

4.8.3. Tim mot bat bién

Dong chdy la khong xody, khong On dinh, va chat luu 1a khong thé nén
duoe. He thire BERNOULLI duoc 4p dung dudi dang:
) 02

P
4=+ gr+—=B(1),
a2 p

la dai lugng bién ddi theo thoi gian va doc 1ap vai cde toa do khong gian,
nghia la déu trong toan chit luu.
Ta quan tdm dén hién tugng lan truyén theo x. Bai luong:

~ 2

ao v r
— 4+ — g+ —
o 2

do vy khong (hé phu thuoc thoi gian, trong khi la déu doi véi x.
Tir d6 ta suy ra:

s
¢ )" P
$+l—+g:+—:b’.
o 2 p

4.8.4. Tim kiém quy dao cac hat chat luu

Vin toc cta mot hat ¢hat lvu duge xdc dinh bdi cde thanh phin:
13 . . ¢ - ‘
u(x,z.t)y= T(JE = —kq)(,eh sin(ky —of) vi wix.z,1) = T¢ = kq)()cl‘* cos(kx—mr).
O i
Ta s¢ thu duge cac quy dao X(r) va Z(r) cta cdc hat chat luu (bidt vi ri
Xy va Zy cta chang & thoi diém ¢ = 0) bang céach lay tich phan cac
phuong trinh vi phan:

dX(r)

- = ket sin(kX (1)~ 1) va dzt)
I8

= +l<¢0ekz(”cos(l\'X(l) —oi).
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"bdn kinh" cic quy dao giam
khi ta di xa mat thodng

I

ton tai mot sy 1¢ch pha” gitra

cdc quy dao khdc nhau.
Hd6a. Cdac guy dao gdn nhw la cdc vong tron  HLA6b. Anh chup cho thdyv ro cac quy dao cia cdc hat khic

( a 1 <l nhau cia mot chdt luu chiu tac dung cia cac song hdp dan.
Lo 150 ‘

That khé giai chinh xdc cac phuong trinh vi phan nay. Sy mo phong so
hoc cac nghiém cda hé phuong trinh nay ching 16 ring néu bién do a cla
"cac dao dong" 1a nhd so véi bude séng A (hay ka < 1), va duy nhdlt chi
trong trudmg hop nay, cac quy dao gin nhu 12 cac vong tron (h.46).

Ta tré lai phép tinh gin ding cdp | v€ . Bicn do cdc quy dao 1a nhd: &
vad kX bién thién it, ta coi chiing lan lugt la 0 vy kX, . Lic dé céc
phuong trinh vi phan tré thanh (dang don giin hon nhiéu dé giai) :

d);(‘) = —khge D0 sin(kXg —or) va 2
f

Nhu viy, cdc quy dao clia cac hat chat luu la:

= +koe 20 cos(kXg 1) .

X(1)=Xg ~ ﬁq)oe"zv (cos(kXy — @ 1) — coskX)
[0

Z(t)=2Z - %q)oe"zo (sin(kXy — 1) —sinkXy) .

Ta x4c minh dung la & ¢+ = 0, thi X(r) = Xy va Z(@)=Zy. Dat

k s
R= _¢()€AZ() .
®
Céc quy dao la cac vong tron ¢ phuong trinh:
2 . 2
[X - (X() + Rcos kXO)] + [Z - (Z() + Rsin kXO)] =R quy dao quy dao "thuc",
gan nghiém cia

Ta ¢o th¢ so sanh duyra trén hinh 47 d6 sai I¢ch gitta nghi¢m tim thdy va 14 ron phuong trinh
nghi¢m ddy di cla phuong trinh vi phan. Trén hink 48, ta s¢ thay do¢ sai vi phan day di.

lgch sau vai chu ky.
' y H.47. Sai léch gita nghiem gdn

Thanh thir cac hat ciia mat thodng vé& céc vong tron ban kinh R =—¢ . dung va nghiém “thuc” sau thoi gian
® t=09T.
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quy dao quy dao "thuc”

tron do céch giai ddy da su dich chuyén
phuong trinh vi phan cia séng

H.48. D¢ sai léch gita nghiém gdn diing va nghiém "thuc”  H.49. Ta thuc su c6 mot séng lan truyén & bé mdt cua

sau mot s6 chu ky. chdt Ly,

Ban kinh cac quy dao gidm theo do sau. Thanh thi, néu bude soéng 1a 20 m,
thi d&i v6i cac "chan s6ng” ¢ 2 m & bé mit (didu nay twong img véi mot ban
kinh 1m), cac quy dao cé béan kinh c& 3,9 cm va 0,43 cm & cdc do sau
trong tng bing 3m va 10m: & do sau sau cling nay, séng limg hiu nhu
kho nhén thay.

4.3.5. Nghién cuiru mat thoang
D6i v6i moi diém clia mit thodng, ta déu c6 FEIW nghia 1a

k|z|:-2nT|Z|<<l,vay =1,

Trong cac diéu kién do, ta c6 thé viét:

o) ) .
— =g sin(kx —m?) .
( or bé& mat 0

Hon nita, ta con bié€t ring tai mot diém cda mit thoang, ta phai ching
minh duge (khi bd qua céc s6 hang cdp 2):

oo By
—+gz +—=B8,
o 8Zb2 mit 0

F .
nghia 12 wdg sin(kx — 1) + gzpa mar + —> = B , doc 1ap véi x.
TP
Nhu vay, ta phai viét:
(O] .
Zpad mat = “E(bo sin(kx —of).

Dang di cla bé mit nay (v6i su thé hién cac quy dao) duge bidu dién trén
hinh 49 & nhimg thoi diém k& tiép, cach déu nhau. Ta thdy ro 1a c6 mot
song b& mit (hinh sin) dang lan truyén,

4.8.6. Nghién ctru van tdc song

Ta cho rang dai lugng B nay gitt nguyén cang mot gia tri d6i véi hai vi tri
ctia mot hat chat luu thudc bé mat trén, & hai thei diém gin nhau: M &
thoi diém t va N & thoi diém ¢+ 8¢ (h.50).

Nhur vy, ta bugc phéi dat MN =dM = (M, 03¢ .

bé mit chat luu

H.50. M va N déu thuoc mot quy dao
chdt lieu trén bé mdt ciia no.



* Ta gi¢i han & cap 1 va bd qua sd hang ¢ 0.

* M & thoi didm ¢t va N & thoi diém ¢ + 8¢ biéu dién cac diém clia mit
thodng chdt lru. Vi ta bd qua cdc lyc cang b& mat, nén ap sudt ¢ do bing
ap suat khi quyén By. Nhu vay ta duoc:

% P 0 F
B:[Tq)) +gzM+——“—:(T¢j , +g1N+i.
Iy p LN 1+5 1 P
* M va N 1a hai vi tr gan nhau cia cang mot hat chdt 16ng, vay:

~

CZ

L] e
T IN 1461 Iy C2 M

~

O

, hghia la:
cr j &

-
Iy =y P WM S =2y +[(/ j or,

do do6:

$0 hang gitra cdc moc bicu thi vi phan ctia ham [

ot” ot (054

52 e D . 2 .
[‘ ‘i’] 6z+grad(@)(m4 H{ﬂ) §1=0 v6i dM = d(M.1)51 .
M1 M

S& hang grad[;—d)j.lf(M,f) , 1a ¢dp hai, nén ¢6 thé bi loai, va:
ot

2
o 0
i) + g(—qd) j =0.
o g N M

H¢ thie nay (gan ding) duge xac minh tai moi diém cda bé mdt, vay 1a ¢

& z = 0, nghia la: -0 (x,0,1) + kgd(x.0,/) =0 do d6 > = kg. vay

C_E_\/E [
k k o

Ta thu duge cde sOng trong Iwe mo (4 hign tugng song limg (ta sé trd lai

h¢ thite tan sic nay trong chwong 6). Bude séng A biéu dién chu ky khong
gian cla cdc song limg theo phuong (Ox).

Ta nhan thdy rdng doi voi cdc song ltmg ma khodng cach gitta hai dinh k&
ti€p (budc song) bang 80m, thi van We ¢ vao khoang 11 ms ! vei
A = 20m, thi van tdc d6 giam di mot nira, nghia la ¢ =35,5 ms .

Biéu thiic van toc nay cho phép ta viét:

o , k .
bt mat = —~g—<1)0 sin(kx —w1) = ~$¢0 sin(kx —o1) .

Chi y:
Zpe ma O ddy la mét bién Lagrange, sao cho:
2

63 A m# - (O
——b: B 20 (1, 0.1), hay —¢gcos(kx —wr) = kdycos(kx —wr).
ot 8

diéu nay la ding, vi o> = gk .
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PIEU CAN PHAI NHO

m GIA THIET VE CHAT LUU LY TUONG
s Luc bé mat
Theo gia thiét vé chat luu Iy tudmg, ta bé qua cac luc nhot: cac luc bé miit ti€p tuy€n triet tiéu.

Bao gio ta ciing bé qua cac luc cing bé mit va ning lugng lién két vdi ching. Nhw vay, ap
suit bao gio ciing 1a mot ham lién tuc cda cdc toa dé khong gian.

* Mot phan tir chat luu thé tich dt, khéi luong dm chiu tac dung cia cac lue biéu dién khéi
lwgng hay thé tich theo biéu thie:

df:f"ldlll=fvdf vai jv =pfm'

Déi vdi cdc lyce trong truong, thi: f\, =pg voi fm =g.

« Buong luong thé tich va duong luong khéi luong
Cac duong lvong thé tich va khéi luong cia cdc ap suit, 6 khéi diém bé mit, duye biéu thi
duoi dang:

* duwong lwyng thé tich: fv =—grad P;

* duong lvyng khoi luong: f,n __grad P .

p
Cic duong lugng thé tich va duong lugng khoi lwgng déu khong thé diung duyc dé tinh cong
cla cac ap suat.

Cac duong lugng thé tich va duong lwong khéi lwong cia cic lue nhot, ¢6 khéi diém bé
miit, duoe biéu thi dwdi dang:

* duong lugng thé tich: fv =nAv;

* duong luong khoi lugng: f = A v.
p

m

m PHUONG TRINH EULER

- . o DU
Phuong trinh EULER dugc viét o S m, totale *

Cic biéu thire khdc nhau cia phuong trinh EULER déi véi mot chat long ly tudng la:

98\ (5. grad)i = f,, - 2L,

ot
ov [ o? L : grad P
a—t+}:grad[—2—]+29 AU|=f,, 5 ;

pg_‘tu p(i.grad)i = f —grad P.

121



s CAC HE THUC BERNOULLI

2
0 n . v N
Ta nhan dugc dang don giin nhat cia hé thire BERNOULLI: —2—+ epm+ — = cte trong toan
P

chat Iéng voi cac gia thiét manh nhat: dong chay phai rat dong nhat, khong thé nén duoc,
duimg va khong xody.

—

d 0 ¥ h 3 h ¥ 3 N 2 A o,
Cic dang khic 9“; chay huong ap Donﬂg chay’? d(‘)ng nhat
> y L khong thé nén duye
nhau cia gradP
X =grado(P) :
phuong trinh p gradP rad P
BERNOULLI p & p
v’ (P)=ct AN S
— 4 ép. +(P = Cle -_— P —_—=
Dong chay dung 2 2 ™ p

doc theo mot duong dong | doc theo mét dwong dong

dong chi 2 )’
ong chay {@+%+ehn+(p(P)}=cte [@+%+epm+£}zcte
p

khéng xoay dt ot
(v = grad(@)) trong toan chat luu trong toan chat lwu
. \ 2 I 2
dong chay vy epy TQ(P)=cte r +epy, +—=cte
khong xody 2 2 p

va dung trong toan chat luu trong toan chat heu

* Nhw vay ¢6 thé ap dung hé thite BERNOULLI don gidan nhat:
1)2
p7+P+epm = cte

cho mot chat hru ¢6 thé nén duoc, trong chimg muc ma van téc dong chdy van con rat
nhé so voi van toc lan truyén am thanh trong chit lwu nay, trong cung nhimg diéu kién
cua thi nghiém.

* Trong mot tia dong toc ¢ khong khi tu do, thi ap suit déu, bing ap suat ton tai trong moi
truong ''ngoai’’. Ta thia nhan két qua nay véi moi tia & khong khi tw do.

®m HIEU UNG VENTURI

Cic mién tiét dién nhd, nhu vay ¢6 van toc lon, ciing 1a nhimg mién c6 4p suit thap.

m CONG THUC TORRICELLI

Cong thhic TORRICELLI ¢6 dang:
vt = 2gh

N6 twong vng véi van téc phun cia mét chat lwu ¢ ngang mitc mot 16 hé phia trén cé chat
lwu chidu cao h.
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Baitap

AP DUNG TRUC TIEP BAI GIANG

1 Trudng ap suat trong dong chay mét hudng

Trong mot dong chay mot hudng ndm ngang, van tdc
c6 dang o = uv(x,1)é, . Céc lyc thé tich duy nhit duge
xét 1a cac lyc trong truomg (truc (Oy) la tryc thing
dimg di lén).

Chimg minh ring truong ap sudt, cdt ngang dong
chay nim ngang, tuan theo cac dinh luat tinh hoc cac
chat hnu,

2 * Hé thic BERNOULLI

va nguyén li thir nhat cua nhiét ddng hoc
Mot chat luu duge coi nhue mot khi li tudng dang &
dong chéy dimg, khong xody va déng entropi.
1) Chimg minh ring dong chay la hudng ap.
2) T d6 suy ra ring phuong trinh BERNOULLI ¢6

2
dang: %+6Pm +h=cte, trong dé h la entanpi (trén

don vi) khoi lugng cla chat luu.

3) Chung t6 ring h¢ thic nay thye sy dugc xac minh
ddi véi mot chat luu bat ki dang & dong chay déng
entropi va dimg.

3 Van téc truyén am trong khodng khi

Khong khi duge coi nhe mot khi 1i tudng, ¢6 ty s0 v,
khoi lugng phan tk M, nhigt 4o & trang thai nghi T
va ap sudt & trang thai nghi B). Bing céach sir dung
cdc gia thiét ¢d dién két hgp vdi viec nghién ctu céc
song am, hay biéu thj van toc truyén am trong khong
khi bién déi theo cac dit ligu trén.

D ligu: y =1,4; Ty = 298K; M =29.10"kg; By =10° Pa.
So sanh né vai van toc truyén am trong nudc ma doi
v6iné %, =5.10"'%pa"!.

VAN DUNG VON KIEN THUC

4 *Binh li HuGonIOT

Mot chét khi li twdng dang & dong chidy mot chiéu &n
dinh trong mot 6ng din ¢6 mot truc tron xoay, tiét
dién S bién ddi dugec.

i

Tuong tng v6i do bién
thien nguyén t8 dS cla
tiét dién thi cé cac do !
bién thién dP cla ap sut
P, dp cda khdi lugng riéng p, dvcia van toc v, dh cla
entanpi (trén don vi) khéi lugng h va dT cla nhiét do
T cha chat khi.

1) Biéu thj h¢ thuc gitta dS, dp va do.

2) Dong chdy dugc gia thiét 1a déng entropi, hay xac
dinh hé thac lien két dP, dp va van toc ¢ cla am
thanh trong chat khi. Lién két dh, dP, va p voi nhau,
3) Trong Ong dan, chat khi khong thuc hien bat ki
mot sy trao d6i nang lugng nao voi bén ngoai. Tu d6
suy ra hé thic gén dh va do.

4) Tir cac két qua trén, suy ra mot hé thic tryc tiép
gitta dS va dv c6 sy tham gia clia van tdc truyén c: he
thitc nay cdu thanh dinh li HUGONIOT.

5) Chdt khi gian nd trong dng dan, van (8¢ vao trong
ong din cla chdt khi 1a nhd so v6i van toc truyén
song ¢. Ching minh rang tiét dién cla dng dan thoat
tien phai gidm (6ng hoi tu). Thyc ra, tiét dién nay di
qua mot cyc tiéu (Ong hoi tu - phan ki), con duge goi
1a ¢§ thdt. Binh luan v& gia tri clia van tdc sau ¢ thit.

5 Thai gian thao can mét bé chia

1) Tinh thoi gian thao can T ctia mot bé chita ¢6 dang
hinh tru, chiéu cao H va ban kinh R, hoan toan chita
day mot chat luu 1i tudng chay qua mot 16 hé tron ban
kinh r & day hinh try.

Di#liéu: R =10cm, r=0,5 cm, H=50cm.

2) Bé chita khong con la
hinh try ntra, nhung ludn
ludbn ¢6 mot truc (rdn
xoay thdng ding. Vay
phuong trinh z = f{r) cla
mot duong sinh phai nhu
thé nao dé chiéu cao cia

o
chat lru con lai trong bé chita phéi ty 1¢ vdi thoi gian
troi chiy ?

Tim ap dung clia mot hé nhu the ?

o Luc tac dung Ién mdt 6ng tiém

Mot Ong tiém gdm mot vat co tiét dién khong ddi S,
va mot kim ma ddu mit c6 tiét dien 5,(S, < §).



Ong tiem nay dung mot chit 16ng ¢6 khéi lugng rieng
p duge phun ra bing cach ty 1en mot pittdong di dong
khong ma sat. Tim lyc ma mét thao tac vién phai tac
dung lén pittong dé bao ddm phun ra mot luu lugng
thé tich D, ?

dong chay déng t6c

& khong khi tr d
tict dien S,

tiét dien S;

I’y

ta bd qua sy chy rdi
trong mién nay

'/ **Sy bién ddi clia mét bong béng réng

Trong mot chdt luu ddng nhat khong thé nén dugc &
trang thdi nghi, xuat hién mot bong bdéng réng hinh
cdu, ban kinh ban ddu ay. Ta bd qua céc lyc trong
trrong va thira nhan tinh lién tyc cda ap suat & mat
phan céch trong rdng - chat luu (do vy ta bd qua cac
lyc cdng bé mgt). Chat luu duge gia thiét 1a nidm yeén
& vo cuc, & ap sudt déu Ry
Hay xdc dinh khoang thoi gian T d€ sau d6 bong
béng bién mat.
Diliéu:

1

3
ay=5mm,p=10° kgm™ va I= I

X

3dle,29.
1-x

8 *Hiéu u'ng MAGNUS

1) Mot dong chéy 6n dinh, khong thé nén dugc, déu,
dugc dic trung bdi van téc U = vpé,, & xa modt hinh
tru bdt dong, truc (Oz) va ban kinh a.

Nhidc lai biéu thire clia truong cdc van to¢ xung quanh
hinh try nay (xem chuong 2).

2) Bay gid hinh tru dang quay xung quanh tryc c8
dinh cia né. Su quay nay gay ra & phia ngoai hinh tru
2
mot trudng van 8¢ bd sung ¢6 dang 7 = _(n_a_é.e :
r

a) Hay biéu dién, d6i vdi cic gia tri khéc nhau cia o,
ban dd cac duong dong clia chat luu, bing cich xac
dinh cac diém dimg hay céac diém van tSc triét tiéu.
b) Xac dinh 4p suit P(a, ) & moi di€m ctia hinh try
va tir d6 suy ra luc tc dung béi chdt luu 1én hinh try
tréen don vi dai cida nd.

¢) Tinh luu thong T cda truong céc van tdc cla chat
lru doc theo mdt dudmg cong kin bat ki bao quanh
hinh try va biéu thi lyc noi trén theo T

@ Su thao can & ché dd khéng dimg

Pé hiéu ro hiéu luc cda S
phép tinh gin ding vé ...
mot ché do dimg khi A
nghién ctu sy thdo can

mot bé chira, nguoi ta - =
dua ra md hinh khong

dirng sau day.

L& hé bé chita dugc ndi v6i mot kénh nidm ngang
chiéu dai L, tiét dién khong ddi s (rdt nho so vai tigt
dién S cta bé chira) trong d6 van toc chat luu c6 dang
U =uv(x,0)¢,. O thoi diém ¢ = 0, van dwoc md tai B
cho phép chdt luu chay di. Sy khéi dong van toc cia
chat luu duge nghién ctru véi cac gia thiét sau:

* d0 cao h trong bé chira bién ddi rat it trong pha qua
donay (s<< S);

* gia t6¢ cuc bd cda chat luu chi lon & trong kénh va
mot mién nho clia bé chira & gin 16 ho.

1) Ching minh ring & chi phu thuoc 7 trong kénh.

2) Xéc dinh phuong trinh vi phan ma «(¢) tuan theo.
3) Hay tich phan phuong trinh nay béng cach dua ra
mot van toc gidi han vy .

4) Panh gia thoi gian ma sau d6 v chi sai léch v; co
5%. Dig liéu: h=2mvaL=1m.

5) Dud¢i 4anh sang clia cac k&t qua nay, hay binh giai
tinh higu lyc cla cong thirc TORRICELLI.

L1 G1Al

1 Phuong trinh EULER duoe viét: p%ﬁx + pu?ﬁx =pg—gadP.
X

V& thi nhit cd hinh chiéu triét tiéu trén cic truc (Oy) va (Oz) true
giao Vi cic duomg dong. Khi chiéu trén céc truc niy, phuong trinh
EULER quy vé:

* chiéu trén (Oy): 0= _pg_@_ :
oy

. P
e chiéu trén (0z): 0 =6— .
oz




Nhu vdy, ta nhan duoc cdc dinh lude thuy tinh hoc trong mot mdt
phing thiing ding, vudng géc voi cic duomg dong.

Ay . R
v (M, ) =v(x (e,

> dong chay ciia chdl uu

—

xRy

\]

z

2 1) Phuong trinh vé sur bidn doi ciia chit khi dwoe xdc dinh boi

dinh luit LarLACE PVY =cle (biéh doi dzfng entropi, nghia la doan
nhiét va thugn nghich, cia mot khi If tong). hay dudi dang khéi
Irong Pu¥ =cte . trong d6 u I thé tich riéng (thé tich trén dom vi
khoi luong) cua chat lvu. Va lai u=— va dijnh ludt tro thanh:
Y
1

_ _ L A
Pp? :PopoY nho do ta duoc: p = po(%] T
Talai tim thiy cdc tinh chat ciia mot dong chiy hwing dp: P chiphu
thudc P (hay nguoc lai).

grad P

2) Nguni ta tim 1(P) dudi dang = grad(f(P)) .

| 1

pi [ —l+lj
gra dP:L—grad PY )
P Y —

Mt khic dinh ludt LAPLACE cling duoc viét: PPV T =ce=R 'Y,

grad P P
p Py

pY

T . gradP R
F.Lucd‘osuyraga— L gradT

0 P Tppy -l
Khi st dung dinh ludt cic chat khi If wréng (KLT) dudi dang khoi
lwomg : Fy=pyrTy, trong dor i hiing $6 khoi feomg cia cac KLT,
va chii y lﬁng Cp = yr—Yl thi ta dupe:

gradP

:cpgr?ﬁ‘

Biét ring d6i voi mot khi If twong h= ep(T=Ty)+ hy , ta duype:

grad P

= grad(c,T) = grad(h) .

2
N Y v
Phuong trinh Bernoulli co ding dang Tt h=cle.

3) D6i véi mdt chat luw bat ki, ta ¢6 thé viét theo cdc dai luong thude
dom vi khoi luong (s déng nhit nhiét dong doi v6i mot chat hn bat ki):

dh:udP+Tds:d—P+Tds.
p

D61 véi mit dong chay ding entropi ds = 0.
Ta hdy xem xét mot dong chdy dimg: gid sir cho mot phan tir chicu
dai bat ki, ta cé:

dh=gradh. dl va dP =grad P. dI ,

grad P — L, .
do a6 9P (i 9P _ i = aradn d7 . Bicu thic niy vin o6 hicu
p p
Ie cho d di - thé nio, vdy nén ta cd:
S
grad =gradh.
p

DG v6i mot dong chily dimg, diing entropi ctia mot chit luu bt ki, ta co;

2
—?—+ Epy + h=cte .

o . 1 . 1{0
3 Ta tro lai cong thic c:\/‘ VOT X :—[—p—) . Nhimg.
PoXs p\0oP s

déi véi mot khi If twong, thi sy bién doi ding entropi dirge thé hién
boi Pp~

Y =cte (phuong trinh LAPLACE) ma vi phan loga cho ta:
dpP dp l l
——y—=0 hay x,=

P p YP YR

B YRR ~
Nhur vy, ta co bicu thifc v (¢ am thanh: c= Yo _ %% ~¥oms™
Y

Vor nuoce ¢ = 1400m. s~
khong khi

L nghia la mot tri 50 Ién gdp bon lin trong

4 1) Surbio toan luu Iomg khdi & ché do on dinh cho ta:

d
p dS du <0 )
p S v

1
2) Theo gido trinh ¢ = ! VO ¥ :_[_a_pj , do do & :[@] ,
\ Poxs PP J 3p )

1k d6, ta con ¢6 thé vidt déi véi sirbién doi ndy: dP = cdp .

pSv=cle, trdé —

. dh:9£+Td dP

P P

7 d
Lo

3) Theo nguyén If thir nhit (xem biai @Gp2):

2 2
dh+d[%}=dh+udu:0 (3) (nghiala h+%:cte ).

do

4) Cic hé thirc (2) va (3) cho phép viét ¢*===—vdv, do d6 (khi

dung hé thic (1)), ta duoe dinh Ii HUGONIOT:

2
gi+d_u l—iﬂ— =0.
S v c”

5) O diu dng din, v<c, viv ting khi S gidm: ong din thoat tién I
hoi tu. Sau d6, ta phai xem xét hai tnnmg hop:




o S i qua mot cue tidu (cO thiit cia ong dan), 12 ludn fudn nho hon ¢ va v
di qua mgi cue daf; dong chay buo gicr ciing Judi vin (0c am thaih;

o néu v =c o ¢b thit, thi con co thé ¢o dv = 0 (tromg hop tién),
nhung cing codw > 0: lic do, vdn toc ticp tuc ting trong phan phin
ki cia ong dan: dong chiy tré thanh siéu am.

5 1) Newor ta bo qua micn chdy roi: do viy dong chdy gifa cic
diém A va B bicu dicn mit dong chdy dimg (néu v <<R), khong roi
ctia chat fiw khong thé nén duoe. Cong thiie BERNOULLI cho:

2

5
iy Py o3 P
—’)iJréVA Jr—i:—?IiJrg[BJr—H—,

O B. ta c6 mot dong chily dong (6c ¢ khong khi r do (nghia 13 khong
P

o img lue bén ngodt), do vay Pg = Painen = Pa -

Sur bdo toan lwu fuyng the tich (chat hw khong thé nén duoe) gita mit

thodng ma tai d6 vin toc 1 V. va diy cia bé chita, eho phuong trinh
2 2 ~

RV=rv:hmnia z4—7g=h.

Nhu vay, ta duge 1= , ¢Ong thie ndy twong tng voi

cong thie TORRICELLI (v=+J2gh) trong truong hop ma R >> r.

o dh ,) L L
Coorcung V= 4 (h gram khi t tdng). Tirdo :
at

———:—«/2‘7 hay ——:— 2g¢dt. dodo
R R I\f

SY2 P
viy le_\/_i{, =128s.

tiét dién ban kinh R
trong mién nay,
chat luu dang &
dong chay gin
nhu dimg

H
15 hér ngdn
ban kinh r

—— dong chay

mién chay roi — déng toc
& khong khi
tr do
< s a e ST R dh .
2) Nou h() ty I¢ vor thot gian tréi chay, thi 'V = ——dT =cte=K . Khi

VGt sur bio toin lru huomg the tich giia diy va mdt thodng, vong tron
bdn kinh R thay doi duye, thi ta c6:

b
do dé h~LR4 ARY
')g[‘

RK =r"J2gh,

Day ciing Ia phuong tinh (ong quét ca duing sinh cia b6 chia: z =A r*

M0t thang thing dimg c6 thé duyc chia do wyén tinh theo thoi gian
thanh thit ¢6 thé do duye dé dang (dong ho audc)

é O ché do on dinh. véi mot chdi hr khong thé nén duwoc, thi ¢d su
béo tan huu luong the tich: Sy = Ssn =D
HE thike BERNOULLI duoc vidt gitka mot dicm ciia pittong va mot diém
cua tict dign ¢ 161 ra (bai todn dupe gid thidt 12 mot chidn, vi cic lwe
trong trwomg 13 khdng diug ké) cho ta:

2

U]
— + —_
P+p > P

trong d6 P 1a dp sudt ¢ ngang mic pit tong va Ry [ dp sudt khi

qu yén (tia dong t6¢ & 161 ra ong tiém), do do:

2 5 2
F=(P-R)S = _oSuf) (8 1| hay PR [ 2]
2 LS 25 (L)
Chil ¥:

Lyc ma ta vira tinh & trén, bicu dién lyc tic dung 1én pit tong, bict

rang thin cua éng ticm dwyc gitr ¢o dinh,

7 Bar todn co tinh d0f ximg cau. Bong bong rong sip vé ra bicn
mat va van toc cia chat e duoc ki hicu:

=),
Do tinh lién tuc, 0(r,0),_yy, =— vd U5 yq, 1N 1070,

Dong chdy la khéng thé nén duoe, nén sur bio toan hw firong thé tich
bat bugc thong hwong cia ¢, di qua mdt mdt cau ban kinh ¢, phdi la

> Cu s g . - (1
mot hang s6 o thoi diém ( cho truoe. Cho 0(r,t) = / ('7)(1, (xem
r-
chuong 2).
L , da . . . da {
Biét ring i r = a. v=—, nho do ta co d—:fL) hay
L a
. > da
fly=a —  wrdo:
de
~ a () dage
l'(l',():—(——)—k—)tr ‘
e

Ta ¢6 the ding phuong trinh EULER duve tich phan tén mot duing
dong (xuyén @m) di @ bin kinh bong bing dén vé cuc, vi
d1=dré, Tinh chit khing thé nén duoe kéo theo:

B—: B B
adp o 1 P
= .d/~—fgrad1>.d/{—J
3P P P4
do do;
ov =~ | -
j(—l— i+ —+£ =0,
r=a p a
v - N F .
Thcnhlmg— df= our )dr:—l—i azﬂ dr, twrdo:
ot ot AdlC w

2 9 2
1 d ¢ ay a; a1\
___[‘,13illj+_P£_l E =0, hay ‘Iii+.})_0 Z E =(.
adt dt p 20 dt d p dt
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Phuomg trinh s¢ giai duge khi thay bicn 56 y(a)= (d_dj va lie do co
t

dang:
. 9
:d—'\+“—P”+3_\'= 0.
da p
Phuomg trinh nay 6 cac picn s6 tich ra dupe, Néu k& dén ce didu kién
ban diu (a= ay, 0(a,0) = 0) . thi khi tich phan phuong trinh do ta dupc:

22 )1 32R
(28] 420
3p

3p

5
Khitrolar y(a) = [%j va chi y ring d_d <0, thi ta duge:
{ {

e

Cudi cing, sau phép tich phan mdi, ta duve:

ip .2
T:%(ij [=09 ms.

~ ] —

|
2

2p
Chii y:
2 2
. F . o < a(1) dait
Van toc i({r,t)= r(’“%—)cr xudl phat tr mot Lhé¢:¢(r,/):~—()—d~(l—).
r

H¢ thife BERNOULLI tromg truong liop mét dong chdy khong the nén
dugc, khong xody, phy thudc thor gian co dang:

- 2
c¢)ir,t) W (2“) + Ao _ cle ¢ thoi dicm 1 di cho: nho do khi
ot p

khai tricn Ji{;ﬂ _dij+
rdt dt

2.
Iz (I,[)+P(l',/)
2 p
\2 .
lg[d_)l[u Sy B
adt dt 28dt ) o) p

Ia h¢ thife dong nhdt voi hé thiic trude ddy.

=cte vadoviy:

8 1) Truomg cdc van tdc dioe thidl lap o churong 2, bicu dién dong
chdy ciia chal lru xung quanh hinh try khi né khong quay, dwoe xdc

dinh boi:
2 2
0y = 1), cosB (I—ﬁjér — 2 8in0 (1+7]c§) .
r r

AN
2) a) Ngwoi ta ¢6 thé chong chil én d6 mot tnmng céc van tdc, gy ra
hai chuyén dong quay ctia hinh try, duoi dang:

. wd .
h=—"4q -
;
Trwomg ndy rat coi trong dicu kién vé tinh khong thé nén duoe cia
chit Ty (vi div2-=0 ), va cic didu ki & gidi han: v, =0 va
r

e {a)=0 (van 16¢ xu yén 1dm cua chit lnu trigt tiéu trén hinh tru).

Ta thu dwpe truomg (6ng hop:

2 7 k)
. a|. jwa . a |l
U= uycos0 (l—zjcr +[—r———u05m() (l +—2j}0 .
r r

Cic diém dimg can tim phdi sao cho ¢ =0 , w do:

. . . wa . 2y
r=ava wa-2uysin® =0, suyra sinhd =— név © <=L
2[/0 a

Liic d6 t6n tai hai diém dimg A va B trén hinh try, doi ximg véi truc
(Oy) (xem so d6).

4y

20

Tuong tng voi iruong hop dic bigt = , thi ¢6 mot diém dimg

a

g ) s N
wén hinh tru o 6 = ? (xem so do).

AN

\\\

\

A

\

2l ’()

Néeu o =

, thi ldc d6 t6n tai mot diém €6 van toc triét tiéu & bén
a

ngoai hinh tru (xem sor dé).
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b) Vie img dung hé thire BERNOULLI gitka mgt dicm & rat xa hinh try
P="FRy, v=uy vimjt diém & trén bé mat hinh try (P(a9), (a9))
cho ta

,

oy / —2up8i00 )"
&+Li:P(d,e)+((Dﬂ v sind ) '
P2 p 2

wdé P(ad)=F, +%(vé —(@a—205in0)?) .

Phan b6 dp suit ndy sinh ra trén hinh tru cic ap lye ma lue tong hop
luéng theo true (Oy), vé phia cic y giam.
Ta tinh dupc nd xuat phat tir lye nguyén (o:

dF=-PiidS, dodé dF,=-PdSsind

vdi dS = h ad® doi voi mot doan hinh tru chicu dai h bt ki
Cic $6 hang dong déu cia P khong dong gp gi vio luc tong hop d6,
vdy con lai.
n
Fy=- ij vyl asid — vy sin°0 )sin@ ha do =-2rw azp voh,
0

2 :
hay T:~27m) apuy.

Nhu vy, ta duge mot luc ty 16 vdi o.

¢) Chi minh truomg 0y (tnromg cdc xody nudc) bicu hign mot lr
théng khic khong, con truong U) 1a khong xody theo cau tric. Liu
thong T ciia veetor U trén mot vong tron bdn kinh R > a thi bing:

n
- - - wa”
r= [ ddi= | 4.di= ITRdezhwaz
vong tron vong tron 0
ban kinh R ban kinh R

(véi dl = RO &)
. F N . o - . P N N
Do do 7 =-Dpuyy . Sutn tai cua mot lyc true giao voi dong chay

(luc nang) c6 lién quan truc tiép véi sur ton tai cia mot hru théng khac
khéng cuia truomg cdc van toc ciia ehat lvu xung quanh vit can,

9 1) Chit hn khong the nén duge nén divi =0 quy gon Ve

av, -0

Ox
Van t6c chit uu 13 déu trong kénh: d6 ciing I vin toc phun ciia chit
I tai B, ki hiéu 12 (1),
2) Phuong trinh EULER duc tich phan trén mét duomg dong di tir mot
diém A ctia mit thodng bé chita dén dicm B:
2

B - 2
J.@ d‘l'+P—B—P—A+————U([)- ‘a

, —gh=0.
7
A(?( p P 2 2

dong chay dimg
tia dong 1o¢ &

khong khi turdo

céc xoay roi khong dang ké

dong chay khong dimg

o
Y

Vi lai Pg= P, = By. Vdi cic gid thiét cia dé bai, thi V , 1a khong

o Lz Ov > , RPN A
dang k¢ doi vai v(1): Ef— chi khdc khéng duy nhat irén phan CB,
ot
diéu nay cho phép vidt:
B .~ B .. L
) - o . e g
o ui= j(a_l di= j—‘dx:L‘i_’.
A ot p { 5 dt t
dv ut )2

dodo L—+———gh=0.
dt 2
Ta thuc sy nhin duge mot nghiém riéng cia phuong trinh nay bzfng
, do N . .
cach cho m =0 va 1»12 =2gh : cOug thic TORRICELLI.
t

Khi dua vy vao phuong trinh vi phan, thi ta duge:
do _ dt
U]2 b 2L '

3) Sau khi I4) y tich phan v ké dén dicu kién (0) = 0, ta duoc:
t ) 2L

u([):ullh[—) Vi T =—.
T v

t

4) Thoi gian t tim thdy phdi sao cho th[
T

): 0,95, nghia li

t=0,741 = 0,125 .

5) Pha qud dp d¢ khéi dong dong chiy chat wu. ma trong thoi gian d6
vin toc phun khic véi gid ui tigm cin di cho bi cong thie
TORRICELLI, thi ¢ ddy dif nh6 08 cong thife nay 6 the dp dung dioc
tai moi thor diém ngay khi ma > .




0y
2g

&,'

B0 NHOT CUA
MOT CHAT LUD

MS dau

Cho dén nay, ta moi gioi han & truong hop cdac chdt
luw 1y tuong, chi chiu tac dung duy nhdt cua cac ap
lue. MO hinh nay chi co thé mo ta mot cach thoa
ddang mot vai loai dong chay rdr ddc biét. Thdt vay,
khong c6 sw khac nhau giga dau va nudce, trong khi
hai chdt long nay lai khong chay theo cach thiic nhue
nhau trong mot dng o tiét dign nho.

Trong chuong 4, ta da xét rdat nhanh khdi niém chdt
luu nhot. Ta nho lai mot cach don gian la, khi ¢é
mot chdt luu nhot dang chay tang, thi cdc dong chat
luu nhanh coé khuynh huong tang toc cac dong cham,
va ngugc lai, cde dong chdm cé khuynh huong lam
cham cac dong nhanh. Nhie vay, ¢é mot sw khuéch
tan dong luong trong cdc chdt luu nay.

Trong chuitong nay, ta sé nghién citu khai niém do
nhot (cang gdn véi cdc hiéu tng "trupt” trong mot
chdt luu), cang voi moi hé quda cia né.

Diéu do cho phép ta hiéu sdu sdc hon vé cdc dong
chay ctia cdac chdt luu thuc, dugc nghién ciiu trong
chuong 6.
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B M¢& dau dinh tinh vé do nhat.

B M¢& diu dinh lugng vé do nhdt trong miot s6
truong hop co ban.

B Sy danh gid cdp do 1on cta cdc dai lugng
dic trung.

DIEu CAN BIET TRUGC

B Bong hoc cac chat luu.

B Dong luc hoc cac chat luu ly twdng.



Ching ta biél ring céc sin pham nhu nude s0t mayone, bo, thude danh
rang nhao va cac loai son 12 cde chit lvu ma dong thai cua chang lac chay
(néu ¢6!) khac vai dong hai cda cac san phdm nhu nude, dau, mat,
glixérin (f.1). Ching ta s¢ "phan loai" cic chil luu khace nhau nay trong
chuong 6 §9, tuy nhién, ta cing néi ro 1a, trong chuong nay ta chi nghién
ctu cdce chat luu (goi 1a chdlt Newton) nhu 1a nude, ddu, mat va glixérin.

1 Thi nghiém véi mét chat luu thuc

1.1. Thi nghiém

Mot binh hinh try, chia ddy nude va lie déu ding yén, duge khdi dong
quay xung quanh trye clia nd (h.2). Muon nghién ctu sy khédi dong clia
chlt Iwu, ta ¢6 thé thi ndi cdc hat nho 1en chat 1ong va quan sat chuyén
dong ctia ching. Lac d6 ta nhan thdy cdc ket qua nhu sau (4.3).

* Do tinh doi ximg cta h¢ ta thay, chuyén dong clia cac hat (do vay cla
cdc phin (b twong tng cua chat 1ong) 1a chuyén dong tron.

* O ngoai bien, van (dc nhanh chong (rd nén gan véi van ¢ cta thanh binh,
mic dit trong mién trung tam, chdt 1ong chi bt ddu chuyén dong dan dan.

* Chuy&n dong lan truyén (i ngoai bien vé trung tam. Khi dat i trang
thai dirng, sau vai phut, thi h¢ chat 1dng quay déu, va moi phin tir ctia nod
déu la ding yén doi vai binh chia.

* NEu chuyén dong quay cda binh ngirng dot ngot, thi chat 16ng sé (rg lai
dan didn v& mot trang thdi dimg ¢4 van (8¢ triét teu. Cac hat & ngoai bién
bi ham trude Gén, va su thay d6i chuyén dong lan truyén tir ngoai bién vé
trung tam.

a) b)

/ dng thudc
danh rang

H.1. Dédu va thude danh ring nhao
& hai chdt heu "khdc nhau". a. Ddu
(hav nucc) chay ra khoi coc. b, Mdc
do 1on nguoce, (bt nhao) thudce danh
rang van khong trit ra khoi ong.

3
- tryc doi xung

mam
quay

chat
long

viin toc quay oy

H.2. H¢ mor chdt long dang quax.

H.3. Do van tdc. Binh chita ¢6 diimg kinh d = 9.5 cm va chiéu cao h = 14 cm. Van (¢ quay ciia né wqo = 45 vong. phat ™!,

Hai bixe anh dupe chup lan lupt e 30 giay va 150 giay sau khi bdt ddu quay. Thoi gian 16 sang la 58 Mot chi tiét gan vor binh

cluta vé mot cung tron ¢o do mor 135° .




o®

o Néu binh chita khong dwoc dinh tam hoan hao, hay néu mam quay
khong c6 mot chuyén déng hoan toan phdng, thi chuyén dpng thuc sw sé
khong tron.

* Hon nita, cac hat ndi con phai ¢ cach quang: néu hai hat qua gan nhau,
thi cde luc do siic cdng bé mdt sé lam thay d6i quy dao cia chiing.

1.2. Ndi luc cua tinh nhét

Phuong trinh EULER. thé hi¢n h¢ thitc co ban clia dong luc hoc doi vdi
mot chat leu 1y tedng, licu ¢ duge nghiem dung trong thi nghi¢m nay ?

Tinh d6i xtng ctia chuyn dong quay budc phii ¢6 trong toa do tru:
U=u(r, . t)éy vaP =Pz 1)

N¢u phuong trinh EULER duge nghiém dung, thi ta sg ¢é:

Di -
—=—grad P+ pg.
P Dr P8
Biing phép chicu, phuong trinh nay cho:
2
v v cP cP
p—=0 P O=-——-psg.
(& r cr (074

Phuong trinh thit nhdt, di nhién, la khong twrong thich véi thi nghigm. Vi
ly do khong ¢6 cic lye trye xuyén tdm, nén chat luu 1y wdng vin ding
yén doi vai he quy chicu phong thi nghigm.

- Cdc phén ut clia chél luu chi chiu tac dung thing dimg clia trong luc, va

cde nodi lye. Vi theo tinh doi ximg, thi gradién dp sudl [a xuyén (am, nén
gia 10¢ trye xuyen am chi ¢6 thé duge gidi thich bdi cac noi lye khic,
khac bigt v6i cac dp lye, ma cho dén nay ta da khong ké dén, va ta goi la
cac luc nhor.

Cic luc nay cang lon hon khi chat luu ¢6 tinh nhét (theo nghia thuong
dung). NCu binh dang quay lai chia ddy dau, thi ch¢ do 6n dinh sé duoc
dat (&¢i nhanh hon nhicu.

1.3. Tinh lién tuc cua van téc

Trong thi nghi¢m néu trén (xem §1.1), cac phan it chat luu & gin thanh
binh quay gan nhu tdc thoi véi cing van (8e nhu cta thanh binh va trong
ch& do qué do, van toc quay thay déi lien tyc (i ngoai bicn v¢ trung tam.
Thong thudng, it ca cac thi nghiem déu chimg (6 ring:

* vin to¢ dong chdy cia mot chdt luu thue bao gior ciing 1a mot ham lién
tuc cda thoi gian va cac toa do khong gian;

* ¢dc phén wr chat lvu GEp xtc véi mot val rin déu ¢6 mot van to¢ tuong
doi triét ticu ddi vai vat rin dé ¢ moi thoi diém.

Chii y:

Mau chdt luu Iy twong khong cdm tinh bat lién tuc khéong gian cia van
t0c. Hai mang méng (hay hai dong) cia mor char luu 1y teong 6 thé triepr
trén whau véi cdc van tée khde nhau.
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1.4. P6 nhot va su tiéu tan nang luong

N¢u, trong thi nghi¢m da mo ta, cht lvu 12 1y wéng, thi né van ticp e
quay vo han sau khi mam quay dimg va dong niang ctia né van khong doi.
Thong thudmg, mot chdt lvu nhét dang chay, trai nguge véi mot chat lwu
ly tdng, s¢ tiGu 1an co ning chirmg nio ma van 0c tuong doi cia cic
phan tr ctia né khong tri¢t tiéu.

Luc nhdt (hay ung suét truot)
trong chat luu thuc

2.1. Ung suat truot va ap suat

Trong mo hinh chilt luu ly twdng, ta da quy lue tiép xdc gita hai phan wr
chat luu vé mot lye duy nhat la dp lye, vudng gée vai miat phan cich cia
ching. Cdc quan sat trén cdc chit luu thye chi ¢6 thé duge giai thich bing
mot thanh phan Gép wyén cba lue UEp xac, goi la wng luc truet (h.4).

Mat khic, 14t ¢a cac thi nghigm déu chimg 16 ring phuong trinh tinh hoc
cdc chdt luu grad P = f'vo] , chi licn quan d¢én dp sudl, duge ap dung nhu
nhau d6i véi cac chdt luu nhdt va khong nhét. Cac ndi luc cha sy truot,
thye ra, chong lai sy bién dang ciia cac phn t chdt luu, va tri¢t tieu khi
cdc phan w nay khong con bién dang nira theo thot gian.

Cdc luc nay, nguoc voi cde van téc twong dot cia cde phan te chat luu, ¢6
cong sudl toan phan am, diéu nay tuwong tng dang véi sy riéu 1an co nang.

2.2, Truong van téc mét huong cé dang: v = v(y, t)é,

Ta hay nghién ctu truomg hop don gian, trong d6 ciac mat phang song song
vai (Ox, Oz) trugt 1én nhau. Truong hop nay, thoat nhin ¢6 vé khong thuc 1&,
nhung lai ¢6 thé 1a mot sy gdn dang 16t clia mot dong chay tang thuc, néu cac
kich thude theo (Ox) va (Oz) d8u rdt 16n so véi bé day theo (Oy).

Vi div(#) = 0, nén dong chdy nay ¢6 thé 1a dong chay clia mot chat luu
khong thé nén dugc.

Ta hay xét hai phan & chat luu, S| v S5, phan cdch bdi mat Z, ¢6 dign
tich S va vudng goc vai (Oy) (h. 5).

A |

A\ /4 e
< R\

H.5. v & day la mot ham tang ddn cua y. Ung luc trupt F - thye hién boi Sy fén
Sy, chong lai sw bién dang cia hé dupe cau thanh boi S| va S,, hay, néi cdach

khac, ngan can S, trugt trén S, .
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H.4. Cdac ap luc (1) va ing sudt truopr
).



I ue tregt, duge thye hign qua X, bdi §; [én S5, 1i€p tuyén véi Z. Luc d6
phai chong fai sy trugt ciia S, doi véi S) . Nhu vay nd phai:
o 1y I¢ vai S (dign tich cia X);
* ¢d chiu nguge v ¢, néu (v, 1) 1a mot ham tang dan cia v.

) v ] .
Néu lye trugt [a mot ham wyén tinh cia dao ham P_v thi chat lru duge goi
la chat luu Newton (la s¢ dinh nghia chinh xic hon khai ni¢m nay trong
chuong 6§9). Mo hinh nay 1l thoa dang doi vai da so cac chil luu, va
chiing ta s¢ cho né mot sw ching minh vi md so luge d6i vai cae chat khi.
Doi voi mot dong chay mot huong, nhwla o = v(y,t)é,, thi luc bé mit
ti€p tuyén F, goi 1a lue truwot, hay luc nhot, tic dong qua mot mit
dién tich S phdp tuyén vei e'y , s¢ dwoe mang béi e,
Chuain cua lye nay bing:

F=m %S.

Luc F nay co khuynh hwong lam cham lai cac dong nhanh va ting
toc cac dong cham.
He s6 1, goi 1a hé s¢ nhét cha chat luu ¢o thé, véi tinh gan ding cao, duye
coi nhir mét hiing s6 diic trung ctia chat heu & mét nhiét do cho truve.
Don vi ciia hé sé6 nhot trong hé don vi quac té (SI) 1a Paus.
Trén hinh 6, ta da dua ra ¢ do 1on ctia h¢ $6 nhdt n doi vdi cac chat leu
khac nhau.
Chui y:
* Rota ciia van toc & day khdc khong. Ta nhdc lai rdng tinh chdt xody ciia
dong chay khong gdn voi dg cong cia cac duong dong, nhung lai gdn voi
swevan dong ciia cde phdn tir chat leu.
* Dinh ludr nay la mot trong nhiéu dinh ludr gdn diing tuyén tinh néi lién
nguyén nhan (dao ham khac khong cia van téc) va kér qua (lic trieor).
Pinh ludt OHM j:c E (j mdt do dong thé tich va E= —gle(iV s dién
truong) la mot vi du khdc.
* Cdc luc nhot c6 khuynh hiong, trong trieong hop nay, lam dong déu vin
toc: ham lai cdae phdn nhanlt hon va ting 16c cde phdn cham hon.
* H¢ s6' nhot co thé thay doi manh theo nhiét do.

s o ov

Ta hay khdo sat y nghia vat ly clia s6 hang T
Cy
Trong tinh hudng da mo (i (dong chay mot hudng o = v(v)é, ), thi dai
lugng - bicu di¢n d¢ bicn thién cta van tdc rieong doi gitta hai 16p
cy
chat lvu phdng va ké nhau (h.7a).
Trén hinh 7b, cdc van (6c clia cac phin tir chdl luu khic nhau duge xéc
dinh boi v(M)=0 AOM . Vi @ la mot veeto khong ddi, nén khong c6
chuyén dong wong doi cha S, doi véi S, @ nhu vay. khong ¢6 cac luc
. G . N . .
nhot, mic di —— # 0! Truong hop nay s& duoc xem xEt trong dp dung 1,
cr

bing cdch dua vao van toc trugt trong doi.
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chat luu hé so nhot
10°
khong (1,7.107
khi trong cac diéu ki¢n
binh thudng)
nudc 107
diu |
glixerin i
mo 10

H.6. Co dg lon ciia mor s6 hé so

nhot iy (ra Pa.s).




truomg vin toc cua chit luu

/ {

Sothoi diéme+Ar f

thoi diém ¢

Y

-

H.7a. M va M’ khong cung trén mot phap tuvén véi mdar phan cach gina S, va
Sy . Co s trupr ciia Sy trén S, ; vay ton tai cde fwe nhot, vi van t1oc tuong doi
clia $, doivoi S) khde khong.

v

Tom lai, cong thire "dom gian" cho ta lyc dudi dang dF =n—
Cy

dS chi ¢é

hicu lue doi voi dong chay mot hudng, nghia la dong chiy phéng.

2.3. Puong luong thé tich cta luc truot

Ta bict ring ap hye (tren don vi) dign rich thi trong duong véi mot lye thé
tich bang —grad P . Ta hay tim mot duong lugng nhu the doi vai lue trugt
hay tuc nhat.

2.3.1. Trudng van téc: v = v(y,t)é,

X¢ét mot hinh hop nguyen 16 ¢6 thé tich: dt =Sdy (H.8). Hinh hop chiu
tac dung cta hai lye truot qua cac mat dién tich S clia né:

. cu L oo <
F =S e, va 5 =nS — e, .
Cy ’ - Oy ’
T y=g T v=xg+dy

Céc lyc trugt tren cac mat phap tuyén véi é, triet ticu (khong cé truot hay
cdt). Dong chdy bat bién doi vai su tinh tién song song vdi (Ox), cac luc
(cdt) trugt tac dung 1én S, qua hai mat noi trén, (rai nguge nhau.

Vay 16ng hop cac luc trugt la:
2
R ) A2
- (&% (o12 . [} .
Fcis:—T]S - - - €. =N Sdyeée.,
Oy Oy i a2
S v=y, 7 y=yy +dy cy

didu nay wong tng vai mot luc thé tich f

Cisvol :n a 2 X

2.3.2. Truong hop mét dong chay khéng thé nén duoc: su
suy rong

Trong trudmg hgp ddc bi¢t nay, dong chiy la khong thé nén duge, vi
&%

€ = A0 (laplaxicn vecto cla £). Ta thira

Ay

cy

divi = 0. Hon nia, ta co

nhin sy suy rong sau day.
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lac 1+ dt
Ss SZ

H.7b. Trong qud trinh quay ma
SMY=@ AOM | thi M va M’ van &
trén cing mot phdp teén voi mdt
phan cach gina S, va S, . Khong ¢6
ste truot ciia S, doi voi Sy ; khong

nhot,  mdc  di

e

ton  tai cdc
(My= (M.

lac 1+ dt
M

H.7c. Co suw trivgt cia Sy ddi vii
Sy, vay ¢o su dich chuvén ntong

doi ctia Sy doT voi Sy nén ton tai

cde liec nhot.

H.8.

mot thé tich nguvén 15 trong trieomg

=0(vné, . Cdc luc trupt trén

hop dong chay mor hieong.

i
o



Trong mot chat luu khong thé nén dugc, cic lyc trugt déu tuong
duong véi mét lue thé tich ma biéu thie 6 dang f

ﬂlp dung 1

I=nA1).

ClISyy

Truong van toc v =v(r,£)éy .

Neuoi ta mudn xdac dinh cdc lue truot béng cach
1ién hanh twong tw nhie voi dong chay phdng da
nghién ciiu truce day.

Dong chay cia chdr luu (gia thiét 1o char he
Newton va ¢o do nhor ) ¢o thé duoe mo ta nhie
mot tdp hop cde hinh try long vao nhau, quay
voi cde van toc khac nhau (h.9). Véi méi gid tri
ca r, ta ¢o thé xac dinh mor van 10c goc quay

s

o(r.r)= (nguoi ta ding cac toa do tru).
1) Tun dang ctia ham sé6 - o

. . . €:
o(r.t) khi cdc noi luc ®
cra s truot triét tiéu ?

2) Tim vdn 16c tuong doi:

7

H.9. Truomg cic van (ac :
=0 ).

Urel = Prel€y

ciia mor diém cua hinh
tru bhan kinh r doi voi
hinh tru ban kinh ry 7

3) Tuong tw nlue voi truomg hop cia dong chay
phcng, hay biéu thi luc truot tdc dung bhéi chdt
lie trong léen chdar lua ngoai, qua mot mdr
nguyveén 14 dien tich dS phap tuyéi voi é,, bién

. Ol e R0
doi theo dao ham ‘:“l , 1ol bién déi theo —,
or ar

va cudi ciang xudt phdr tiv ham sé v (r, t).

4) Xdc dinh dwong lupng thé rich cia moémen doi
vii truc (0z) cita cde luc treot (luc odr). Ching
minh rdng biéu thic nay tuwomg thich voi luc
trupt thé ticl héng f C=NAL

L:is\«()
1) Cac lye trugt phai tri¢t (iéu khi 1at ¢4 cac hinh
tru déu quay nhr mot vat rdn duy nhit, nghia 1a
néu w déu.

2) Theo he thie ¢ong céic van tdc:

[’rcl =i- [’e

thi van (8¢ (kéo) theo 4, , tai mot diém cta hinh
try bdn kinh r, bing van (6¢ cla mot diém &
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cung mot vi tri, ¢6 dinh d8i v&i hinh (ry ban
Kinh ry:

U, =0 (ry)rey .
Tir do suy ra ) = (@) =0 ())réy =€y -
3) Ta ldy hai hinh tru k¢ nhau ban kinh » va r + dr,
vin 10c twrong doi nguyen (6 lae do la:

A

dép =l (r +dr) =0 (r)rd :(ﬁ) drrg, .

Ct'y Cw cle
cr cr r cr\r
F) ¥

.ox .2 . N > . L. Cl .
Ta lvu y ring bicu thire nay rat khac voi —, ¢6
cr

hay

hicu Iue duy nhal chi d6i vai cac dong chay mot
hudng.
.
Clrel
or

Luc trugt, 1y [¢ véi dS va voi , ¢O dang:

{2
i g dS= ﬁr Gds.
it

- (’Z\’l'.‘[ . (’k
dF =n—=¢dS =-nr—
Or 0 r
Chii y:

A
- AN . T ovo. s .
* Ta lai tim dupe diing luc dF = 4 dS khi
or
rHén 161 vo cuc.
* DOi voi mor phdn tik hé mdr khong vuong goc
voi €, , thi biéu thirc ciia luc truot phite tap hon
rdr nhiéu.
4) Xét mot thé tich nguyen (0 ¢6 céc kich thude
dr, r d6 va dz (h.10).
Chi minh céc lye trugt, tac dung qua hai mit
phdp tuyén véi é,. la ¢6 mot md men khac
khong doi vai true (0z).
* Qua mit trong ban kinh r, ta co:
= r ] 2 \r
dFi=mr|—=< | rddzg = —
L= — Wy =)

cr

r= ) =



hay mot mo men:

a(”j1
3 —'J de dz .
r=r

* Qua mit ngoai ban kinh r + dr, ta ¢c6:

56

d oz =n|r

d Moz =\ r

do dz.

r=ry+dr

or

Tong cong (a dugc:

d //(():) =M

| —
&)
<

rdrdo dz.

4 H.10. Céc luc truot.

Nhu vay, ta duge mot momen trugt thé tich:

A
S0l

e —

,
Gid st cée lye trugt twong duong vai lye thé tich
}cis =nAc.
Momen 4p dat vao thé tich nguyén 0 Ta:

d M-y =ré, AAD) . €.rdrdO dz.

badi vai dong chay nay, div(s)=0va nhu vay
(xem chuong 8, cac he thie lien quan dén cac
todn tr vecto) :

A= —r()[»(l'(r)ﬂi(l")) =

Khi thay A7 bing biéu thitc nay, ta duoc:
a( 120re)

roor

2

d-//(():) =r- jdfdo dz.

cr
Sau do, ta d& dang kiém tra thiy:
v
5 rz@ p(lfﬁ(_[_’))

er ) _ L2 cr ‘
or or
Nhu vy ¢4 hai biéu thic cda momen déu dong
nhat.

2.4. Phuong trinh vi phan cua déng luc hoc déi

v6i mét chat luu khéng thé nén duoc

Ta s¢ nhan dugce phuong trinh nay bing cach thém vao phuong trinh

EULER luc truot thé tich.

Trong truomg hop don gian clla mot dong chay c6 dang 0 = v(y.1)é, , ta ¢

thé kiém tra thay (¢, él‘dd)[ =0 (dao ham déi luu cda van (¢ trigt ticu);

v

. . N A1 P . C N N . A p
gia 1oc toan phan lic do trung vai - va phuong trinh vi phan c¢ dang:
ct

2

ov . S v
p——é =—gradP+f  +n—0>é,.
[o/4 ay“
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Phuong trinh vi phan cda dong luc hoc, hay phuong trinh NAVIER -
STOKES déi vdi cac chat lvu khong thé nén duyc la:

pE=fv0] —grad P+mAD.

Trong truong hop don gian cia mot dong chdy mot huong cé dang
v = v(y,t)é, thi phuong trinh vi phan tré thanh:

3ty
—grad P +1 ———:ex.
Oy

éva .
p'a_tex=fvol

Tir nay tré di, la s¢ gia thiét 1a khong c6 lyc thé tich nao khic ngoai trong
lre. Néu Z bidu dién do cao, thi ta ¢6 thé dit:
P=P+pgZ

(P @61 khi duge goi la 4p sudt vin dong hay dp sudt hicu dung), va:
v e A -
B et ]
pD, grad P+nAv.

Chu y:
* Trong truomg hop 16ng quar ciia mot chdr luu nhot co thé nén duor, thi con
phai dua vao cde s6 hang khac. Thuc ra, tinh gdn diung cia chdr luu khong thé
nén duoc thuong la dis khi van 16c cia dong chay rdt nho so voi van t6c am.
* Ta sé khong dé cap dén cach giai phuong trinh NAVIER — STOKES ngodi
trieomg hop don gian cia dong chdy mgt huong.

» Dé tap luyén: bai tap 2.

3 D6 nhdt va su truyén dong luong

3.1. Luu luong déng iugong

Trude hét, ta nhic lai dinh nghia vé luu luong.

Gia sir G 1a mot dai lugng quang tinh nao dé (nhu s6 hat, niang lugng,
khoi twong, v.v...). Luu tuong D cta G (con got 14 thong lugng clia G),
di qua mot mdt ¢6 dinh hudng Z, thi bing s6 luong G di qua X trong don
vi thoi gian (A.11) :

dGy quay
Dy =—"7-""=.
¢ dt
D61 v mot hé S ¢6 dong tuong p chiu tac dung clia mot luc F ,thitacé
.. dp = T s
phuong trinh d—P:F. Luc F bicu dién dong lugng dugc van chuyén
!

trong don vi thoi gian tir ngoai vé phia S.

Mot luc bé mit ¢6 thé duge giai thich nhe mot lnu lugng dong lugng di
Xuyen qua mdt nay(h.12).

Thanh thtt, trong dong chdy & = v(y,1)é, thi luc trugt tac dung bdi S; lén
Sy (h.5) thi bang luu lugng D, cda thanh phin p_ cia dong lugng duoe

chuyén van qua £ (h.13).

su truyén cha G
qua mit X

A
.
4

H.11. Dai luong dG xuvén qua mdt
X theo i trong thoi gian dt duwoc

biéu thi theo luu litong Dg boi :
4G Dedr .

qual <

pit +dn

%:ﬁ‘dr

su truyén
dong luong
diqua
H.12. Dong lwong dp di qua mdt
kin T trong thoi gian dt dugc biéu
thi theo D, = F boi :

dp=Fd .
y
;, —
; grad v,
ey X
dong nhan : »p=préx

dong cham
‘——_.——
Fy

sy truyén p,
-

v =v(yles
H.13. Déng luong dp, di qua mat =
trong thoi gian dt dupc biéu thi theo
F, boi:

dp, =Fdr.

Mot dong nhanh bi lam cham lai boi
mot dong chdm, p, giam va do vay
F,.<0.



3.2. Khuéch tan doéng luong
Chiing (a da chimg 10 ring do nhét ¢o tac dung, trong mot dong chdy mot
hudng, tang to¢ cac phan tr cham va lam cham cdc phin (& nhanh. Nhu
vy, day 1a vdn dé clia mOL sy vdn chuyén ndi tai dong lugng, bidu thi cac
dac tnmg cda hién neong khuéch ran.
Su van chuyén nay 1a bat thuan nghich va né duge thuc hién theo chiéu
hudng dong déu hoa van 1oc. Do viy, qua cédc khia canh d6, ta ¢6 thé so
sanh sy van chuyén ndi tai nay véi sy truyén nhiét, hay véi hien wong
khuéch tan cac hat.
Mat do dong lugng thé tich bang po .
Lic d6, ta cé thé viet, véi p 1a mot hing s0, luc truot dudi dang (h.13) :
Vlsﬂgvx) .

p cy
Néu ta dat ¢, =4 (vecto don vi phip tuyén véi mit T dién tich §), thi
phuong trinh nay tré thanh:

D =F =

Py cis

D, =-Lorad(po,).iS .

Pe T

Hesov = n gol 14 dg nhor déng luc.

Ta s& lai tim thdy mdt phuong trinh dang nay trong tdt ¢& cac hién trgng
khuéch tan (h.14).
* Dinh luat FICK (xem H—-Prépa. Nhiét dong hoc, ndm thir nhdt) biéu thi
st khuéch tan hat ma ndng do la khong dong nhal. Néu n* biéu dién mat
dd hat, thi hru Jugng hat, di qua mdt mit di¢n tich § v&i vecto don vi phap
tuyén #, duge xéae dinh bdi:

Dpy = ~Dgrad(n*).iiS .
* Dinh ludt FOURIER (xem H—prépa, nhiét dong hoc, ndm thit hai, chuong 1)
mo (A c4c su ruyén nhiét bing swr din nhiet. Néu T la nhiét do, thi luu lugng
ning lugng (hay thong luong nhigt @), duge truyén qua mot mit bing sy dan
nhi¢t, dugc xac dinh boi:

® =~k grad(T) . iiS .
NEu, ddi véi moi phin tlr cia chat luu, cac luc khac, ngoai cic luce trugt, ¢an
bing nhau, thi mat do dong luong thé tich chi con ¢ thé bién ddi bing
khuéch tan. Do (§3.1) 1a da thdy ring, néu hon nira, dong chay lai ¢6 dang:

O=0v{y1)é,,

thi phuong trinh dong luc hoe duge viét:

not _ov
p 6y2 or’
*v v .
hay v — = 6— bing cich dua vio do nhdt dong luc v.
oy !

Phuong trinh dao ham rieng nay la dac trung ctia cac hi¢n tugng khuéch
tan. Noi chung khong ton tai nghi¢m gidi tich don gidn, ma chi ¢6 cich
gidi bing phuong phap sO (xem H—prépa, nhiét dong hoc, ndm thit hai,
chuong 1) 1a cho phép tim duge nghiém cho mdi trudmg hop riéng biét.
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b
codiéntich S

b)

v= Vx(y)gx

b
cé digén tich §

)

z
co dién tich S
H.14. Cdc hién tuong khuéch tan
khdc nhau.
a. Khuéch tan hat.
b. Khuéch tan dpng luomg.
¢. Khuéch tan nhiét do.



ﬂlp dyng 2

Khuéch tin mémen dong
Ta tro lai thi nghiém §1.1 va thir xie [y vé mdt
dinh liepng.
Ta hay xem xét m¢gt dong chay hinh tru dang
d=u(r.0é trong mor chdt luu khong thé nén
duoc ¢o khoi luong rieng p va do nhor .
Ta dar v(r.t)=o@r.)r va ky hiéu L la mémen
dong doi voi truc (0z), ctia chdt hww & bén trong
hinh tru bdn kinh r.
1) Xdac dinh Dy (r), la hew lwpng ra ciia L xuyén
qua hinde tru ban kinh r.
2) Viér phuong trinh dao hdm riéng nghigm
diing boi w(r).
3) Mot bé chiva hinh tru ban kinlt a va chiéu cao
h chita chdt luu thoat ddu nam vén; h rdt lom so
voi a, diéu nay cho phép gia thiét dong chay co
dang ¢ =uv(r.0)é, .

O thoi diém ban ddu, dgr nhién bé chita quay vii
van 10c goc €.

a) Xdc dinh véan 10c chdt lea (trong hé quy chiéu
phong thi nghiém) khi dar 161 ché do on dinh.

b) Tinh c¢a d¢ 16n cia thoi gian thiét lap ché do
on dinh ddi véi mor  bé  ddy  mweoc
(% ~107° mz.sfl) va bdn kinh a = 4,7 ¢cm. So

sdanh voi thi nghiém mo ta ¢ ddu chuong.

1) Chit leu chita trong hinh tru ban kinh r chiju
chat luu phia ngoai tac dung 1én mot lye trugt
ma momen doi vai true (02) 1a (xem dp dung 1):
A,
=2 i
car
L(r, 1y la mdmen dong d6i voi truc (Oz) cla chit
lru chira trong hinh try ban kinh r, nén ta viét
oL
duge —=.4/.
ct
Hinh tru ban kinh » chi nhan duye momen dong do

. N oL .. ..
clc lye truot bE mdt gay ra, vay 57 biéu dién mot
at

luu lugng di véo clia momen dong.
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Momen dong dugce trao di qua bé mat hinh try,
M bing fwu lugng vao cia momen dong, nén ¢
mot luu lugng ra:

30)

Dy =-2nhmrt =

cr
2) Ta ap dung dinh ly momen dong cho chét luu
ndm gitta cac hinh try ban kinh r va r + dr.
Mamen dong clia n6 ta:

dL=p2nrhdrro(r.t)y=p2rn r3hdrw(r,1) .

D0 bién thien dL bing hi¢u s ciia momen dong di
vao hinh try ban kinh r va mdomcen dong di ra khoi
hinh tru ban kinh r + dr, nghia Ia ta ¢6 ding thic:

,-:

3 O
A ﬁ,[r‘ ~j
oW cr
nrihdrp = = 2nhm ——Z 2y
p n
ot O

cr
[ 300
| c|r ’T-
hay n C _

prl or

»

)
2 \ g

3) a) O ché do én dinh thi —

0 ( }(?0)
—r—1=0,
(;vrk or

nghiala: — =

o C A -
— no chdp nhin cdc nghi¢m:
or 3

) :A+£ vai B:—g.
2 2
,
Cic diéu kieén & gidi han [d o(a) =Q
©(0) khong thé 1a vo han, diéu d6 hamy B =0 va
do vay A = Q. O ché do én dinh, ta lai tim thdy
ding la chdt tvu ndm yén trong h¢ quy chicu cla
bé chira.
b) BE xac dinh thoi gian dic trung cho ché do
qua do, ta thue hign su thay doi bién so:
w=fQ;r=8a vat=ut Vit L
n
2. o .
3 )

Phuong trinh tré thanh or + 2d g .

oe? EQE du
Dai véi mot phuong trinh dao ham rieng nhu
th&, ma cic h¢ s0 déu gin don vi, thi thoi gian
ddc trung (vdi bién 8 u) d€ thiét 1ap ché do on
dinh vao co 1.
Nhu vy © =2200s biéu dién hiang s¢ thoi gian
cia he.



Ta thu duoc cic duong cong trén hinh 15 bing
tich phan s6.
Tren d6 thi nhan dugc (h.15), ta quan sat thdy
sau mot thai gian ¢d 0,17, thi van toc bing 65%
gid tri cudi ciané & r = 0,5a va bang 45% & r =
0,la. NE€u ta lai 18y anh chup thi hai cda hinh 3,
thi ta do dugc gin ddng, do6i v&i khoang thoi
gian co 0,071.

© =0,6500Q  ddi v&i r=025q,
déi vai r = 0,45a.
Cac két qua nay phu hop dinh tinh véi céc két qua
tinh todn. V@ dinh lugng, thi cin phai thda man
mot gidi han sai 0 co 50%, vé thoi gian nhiéu bao
nhiéu thi vé chi¢u dai cang nhiéu bdy nhiéu, dé
lam trung hop hai k&t qua trén.

va @ = 0,802

Vé diéu d6 ¢6 nhiéu ly do:

* 30 sau khong phai la vd han va chat luu bi 16i
cudn béi do sau ; ‘
* sur bién dang clia mit phan cach nudc/khong khi
str dung céc luc bé mit ma ta da khong dé y t6i;

* bé chita khong duge hoan toan dinh tam. Ta
nhan thdy trén phdn con lai cda anh ¢6 hai vong
tron khong hoan toan dong tam.

I=

oie

0.9
0.8
0.7
064
05177
041

0.3 4 ;
R I R

0" 01 02 03 04 05 06 07 08 09
H.15. Tich phdn s6 ciia phuong trinh:
Of 3y o
27 EE ou

Cac két qua thuc nghiém duoc minh hoa bdng cdc

+

duong chdm chdm.

chinh xac hon mot cép.

3.3.1. Md ta md hinh

* Chét khi dugc gia thigt & can bing nhiét dong: ap sudt P va nhiet do T la
dong déu, n 1a mat do phan tir hay s6 phan t¥ trén don vi thé tich, va m 12
khdi lugng mot phan tir.

* u(y)é, +ué, d6i vai 1/6 so phan tir
* u(y)é, —ué, doi vai 1/6 s6 phan ur

* v(y)é, +ué, doi voi 1/6 s6 phan tl, v.v... (h.16)

3.3. Md hinh vi mé don gian déi vdi cac chat khi
Mo hinh nay duoc don gian hoa rat nhiéu, va ta s¢ tim lai dugc ding mot

luc ty 18 v&i S va vai %li nhung tir d6, ding trong chor dat gid tri ¢ nhot
Y

* Truong van toc trung binh ¢6 dang o = v(y)é, (van t6¢ cia mot hat chat
luu, hay van toc trung mo).
* D€ don gian hoda, ta gia thict ring van toc lay dong & c6 cang do dai u
doi voi moi phan tik, va phuong clia né chi cé thé song song vdi cac tryc.
Su lay dong nay dugc phan bo ddng déu theo sau phuong ¢6 thé c6, van
tdc toan phdn cla cac phan ur la:

* Néu / [a quang duong ty do trung binh, thi ta gid thiét [a cac phan ur di
qua mat £ hoanh do y v4i van t6¢c ma ching ¢6 & y — ! (hay & y + [ thy
theo chiéu van chuyén).

P



x4

-+ u
T v + =
van 10c
cua cac van ¢ cac van 1oc

hat chat luu

lay dong phan
(trung mo) 1y cong

H.16. Cac van 16c cuia cac phan 1.

Hai phan chil luu bi gidi han bdi mat £, trao d6i cac phan Wk ma van (o¢
hoi khac nhau. Sy trao déi nay (rong tng 0an bo véi mot sy van chuyén
dong lugng.

3.3.2. Luu lugng phan td

Gid stt Dy, , la luu lugng phan tr tr mién © sang mién @, nghia la 50
-

phan tr di qua Z trong don vi thdi gian, theo chiu edce y tang. Cdce N phan

tr di qua T trong thoi gian T déu ndm trong mot hinh try ¢6 day S va chidu

€ao uT, vi moL trén sau phan tr ¢6 phuong ding cich (4.17):

I
N:lnSut va Dy =—nSu.
6 =26

Chat lwu ¢ ¢in bing nhi¢t dong, » va u déu ddng nhil, va Dy, ., =Dy, .

3.3.3. Luu luvong dong luong
Cic phan r duge chuyén doi tr mién @ sang mién @ ¢6 dong lugng ma
thanh phan p =mue(y=1).

Doi véi cac phan i di theo chicu nguoc lai, thi p =mo(yv+1).

Luu lugng dong lugng (Ong hop cha hai chuyén dai theo chiéu nguoce
nhau d6 thi bang lue ruot:

|
Dy, = Fis =Dy, (g = iy = emnSulely =D =2+ ).

Vian (8¢ v clia ¢ae hat chat luu thay ddi rdt it trén khoang cach ¢o quang
duong wr do trung binh /, nén ta thye hign mot sy khai rién ¢dp 1, va ta duge:

F,

| dv
cis = _?“””[—S'

R dy

3.3.4. DS nhét cua mét chat khi

Nhur vay mo hinh don gidn nay cho (a gid tri n ¢

]
nN=—mnul.
! 3

; N \ l ce o ax
* Quing dudng wr do trung binh vao ¢ — . trong d6 o biéu dién il
nG

di¢én va cham hi¢u dung (xemn H—Prépa, Nhiét dong hoc, ndm thie nhar).
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H/ ,.\_T/

/l/\u J
73 ©

=Y

H.17a. Liwe liwgng phan nk Dy di

qua mdt T twong ng vor cde hat
ma vdn 16¢ i song song vai v va

cung chiéu.

Ya @

H.17b. Cdc N phan tie di qua < nr
mién 1 sang mién 2 trong thoi gian t

déu & trong the tich gach gach 6
day S va chiéu cao ut.



; . , . Lo . [3RT .
* N¢u ta dong nhat « vl van toc oan phuong trung binh u = YR thi

I RMT ’
—— . N,y laso AVOGADRO.
Njo 3

ta duge mot biéu thie cda n: m =

Doi vai khong khi, néu ta coi moéi phan wr nhe mot qua cau bdn kinh a
gin bing 3,5. 107 m | thi o duge viet o =nd® . Trong trudng hop nay &
20°C . ta tim thay 1 = 107> Pa.s (poiscuille), gid tri gin bing gid tri thuc
nghi¢m ( 1.8.107 Pa.s.).

Ap dung cho vai dong chay
mét hudng va cac chat l1ong

4.1. Trudng cac van téc v = v(y,t)e,
4.1.1. Truong hop téng quat

Trong trudng hop don gidn nay (A.18), h¢ thire co bdn cua dong luc hoc
duge thé hign béi phuong trinh vi phan (P = P(x, v, 2, 1)):

A2

ccv

av

p—=¢, = —grad P — pge, +n
or :

é..
X
F{\rz

Gid str chat hru nay 1a khong thé nén dugce. Bing phép chicu, ta duoc:
~ ~2 -~ -~ -~
ov ¢ oP cP . CP
p—=" -— — =-pg va —=0.

-~

o ov: o O Oy ez

Tir do, ta suy ra P=—pgv+ plx.1). vdi p chi phu thude vao x va 1. Phép
chicu thr nhit cho phép la dau

~ o -2

op . cv o v
F(X,f):— vad G(y [):pT_n—')

cx ot av?

Vi F(x, 1) = G(y, 1) d0i v&i moi gid tri ctia x, y var, F va G 1a ddng nhat va
chi phuy thudc thoi gian:
o ~2 o)
cv o op o
-nS - C(t) vO1 P(x, vy, t) = —pgy + px, 1).

~

n*
ot - oy? cx

p

Ta s¢ quan tam dén hai truong hop dic biét doc 1ap véi thoi gian C(1) =0
va C(T) = CO .

4.1.2. Truong hgp dacbiét C(f)=0
Hiing s0 C bing khong, khi p ¢6 ciing mot gia tri d6i v6i hai hoanh do khac
nhau, nghta [a p(x, r) = p(z). Trong nhimg dicu ki¢n nay, ¢ (y, 1) la nghi¢m ctia

A A2
phuong trinh khuéch tan mt chiéu: p % -1 (_é =( nghia la:
ot

ov”
cu o
— =n—— (phuong trinh khuéch tan).
ot o2

Phuong trinh nay da dwgce gap khi nghién ctu cac hign wong khuéch tan
hat (xem H-Prépa, nhi¢r dong hoc, ndm thie nhdi, chuwong 4) va khuéceh
tan nhi¢t (xem H-Prépa, Nhiét dong hoc, nam thu hai, chuong 1).

Dong chay nay ¢6 thé wong tng véi dong chiay COUETTE gitra hai mit
phang vo han c6 cic vin t6¢ khac nhau.
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L

CiM, 0= ey e,

C

z X

H.18. Dong chay caa mdr chat huwu
nhor khiong thé nén dupe, do vy cde

duomg dong song song vai (0x).



SR

3

Alp dung 3

Dao dong cudng biic

Nguoi ta xem xét, trong mot bé chita ddy mot chdt
long co khoi luong rieng p va d6 nhét m, mot
mdam dao d¢ng co dién tich S va d¢ cao z = 0.
Mam nay dao déng ngang, véi mét vin téc
Ug (1) = Vg, cos(@1)é, (h.19).

z

A mam dao
dong ngang

Moi trudng duge gid thi€t 12 vo han v€ phia
cac z duong, cic diéu kién & giGi han bdt budc
A =0 va B=y,. Khi chuyén qua ky hiéu thyc,
thi ta dugc:

u(z,t) = exp[ oz cos| ot o2
1) - 0 - - |-
NG N

Céc dudng cong trén hink 20 biéu dién van toc
cla chat lvu theo do sau z, d6i vdi cac gia tri
khac nhau cla o7 .

z

o i=0
0,8 t=0,1

X

H.19. Mam dao dong ndm ngang trong mot chdt luu
nhot.
Mam khd rong dé c6 thé bo qua cdc hién tuong
xdy ra & ria mdam, va ta co thé thira nhdn ring &
ché do 6n dinh, chdr long bén trén mam dao
dong véi van téc:

z,ty=v, (z)cos[mt +(p(z)] €.
Nguoi ta cing gia thiét rdng muc trén ctia chdt
long ¢ "khd xa" mdm va dap sudt doc lap vdi x.
1) Xdc dinh v (2, 1).
2) Xdc dinh chiéu sdu xuyén thdu cia cdc dao
dong, va noi ro gia thiét cudi cang nay.

1) Ap sudt doc lap véi x, v (z, 1) la nghiem cia
phuong trinh khuéch tan:

ov_nd%

o p o
Ta hay biéu thi v (z, 7) bing anh phic cda né:
v(z,t) = Re(v) v6i v = v, exp[j(mt +(p(z))]
Phuong trinh khuéch tan trd thanh:
2
622= 'azg voia = 2P
0z n
Phuong trinh vi phan cdp hai nay c6 nghiém
téng quat:

y:[Aexp[%azj+ Bexp[—]%zjazﬂexp( jotr).

0,6+
0,4
0,21
0_
0,21
041
0,61
0,81

T

t
t
0 0.2 0,4 0,6 038 10 ¢

H.20. y= exp[—Zn i]cos[h Yol = Z) voi zp=1 va
% o .

U0=1.

2) Bién d¢ cac dao dong giam theo ham ma v&i
chiu sau xuyén thau:

5= |20
\op

That 12 hop 1y khi coi méi trudong 12 vo han né&u
chiéu day chdt luvu, & bén trén mam, 16n hon
nhidu so véi 8. DSi véi mot dao dong 50 Hz
trong nudc, thi 6 vao ¢ 0,1 mm.

Chi y:

Ching ta sé gdp nhing tinh hudng giong hét
nhau vé mdt hinh thikc khi nghién ciu su khuéch
tdn cua mot bién thién nhigt do trong mdt loai
ddt ddng nhdt, hay sw xuyén thdu cia mot
truomg dién tx dao dong trong mgt ddy ddan
thudn tro. Phuong trinh khuéch tdin duwoc dp
dung cho cdc hé trong nhiéu linh vuc vat ly.




4.1.3. Truong hop dac biét C(t) = Cy (khac khéng)

Trong truomg hop ddc bi¢t quan trong cua ché do 6n dinh khong phu
thudc thoi gian, thi ta dugc:

o ~2

cop o

TN == -Gy
(@29 Oy

Céc nghié¢m la: Plx,v)=-pgy-Cox+ Ry

2

5 ¥
va 1{y)=-Cyh—+ By +1y.

n

Chu y ring cic duong ddng ap la cdc mat phdng nghiéng (h.21).
Dong chiy nay c¢6 thé trong tmg v&i dong chiy POISEUILLE gitra hai mat
phing song song (xem §4.3) ¢6 van (6¢ dong nhat.

P Dé tap luyén: bai tap 2 va 4.

4.2. Dong chay Couette phang

4.21. Mo ta

Dong chay COUETTE phing la dong chiy clia mot chdt luu gi¢i han béi
hai mat phing song song rin, va ¢6 cdc van (3¢ khong ddi, nhung khéc
nhau (4.22). Truong hop chit che cta cdc mit phang vo han hién nhién la
¢ tinh chat ly thuyét, nhung cac dong chdy thuc ¢6 thé gin ding nhu thé.
bic biét, dong chay gitra hai hinh tru dong tryc va ¢6 ¢ic van o¢ quay
khdc nhau ¢ thé duoc bidu dién cyc bo bdi mot dong chdy phang, néu
cdc ban kinh cua céac hinh try déu rdt gan nhau. Surnghién cdu dong chay
Couctte hinh try dugc dua ra trong bai tdp 8.

Chiang ta gia dy, bing gid thuyd, rang:

* van (6¢ tai moi diém déu ¢6 dang o = v(y.1)é, ;

* mit phing dudi, do cao y = 0, ¢6 vin t6c khong déi ¢y ;

* mat phing trén, do cao y = e, ¢6 van 16¢ khong ddi vy ;

* 4p sudl P (hay, phd bién hon P=P+ pgv ) khong phu thuoe vao x (va
tay tinh hinh khong phuy thude vao ).

Theo cac gia thict, «(y, H nghicm ding phuong trinh khuéceh tan mot chiéu:

2
v mce

o poayt

4.2.2. Ch& do 6n dinh

Trude hét ta hay nghién ctu sy phan ba cac van ¢ & ché do dn dinh
{khong ¢6 su phu thudce ro rang vao thoi gian).

Phuong trinh trén ré thanh:

2
v

2

)

~

=0; nhu vay ¢la mot ham afin cda y.
Ay
Cac van to¢ clia chat luu & y = 0 vy = e duve ap dit bGi cac van toc cla cac
mat phing (vi ring mot chdt luu nhét "dinh" vao thanh, va & ddy khong thé
¢é sur gién doan cla van (8¢ gitra chat luu va mat phfmg ). nén ta duye (h.23):

Uy —
pmuy 270

4
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y rudmg cac
e van (0¢
P=P, i

J

\Qpl __.—>:
duomg - \
dang&p

Cy>0

H.21. Dot voi dong chay nay, cdc
duomg ddng dp la cac mdr phdng
nghiéng.

¥ I van 16¢ ¢, cia mal phing

l mat phing rdn

v=e|

== T X

van 8e o mat phing rin
clia mat phiing
H.22. Dong chay COUETTE gia hai
mdt phdng song song "vé han'.

mal phang ran

van 1o¢ 1 mal phang rin
ctia mat phiing
H.23. Truomg cac van toc & ché do
on dinh.



4.3.3. Ché& dé qua do

Ta hay gidi han & mot truong hop dic biét:

e =0

* chat Iuu thoat ddu ndm yen;

* mit phing & trén dot nhién ¢6 van Wc vy & thoi diém 1= 0.

bat v =uv, va z=Le. Phuong trinh khuéch tan tr¢ thanh:
ou 10%u . pe2
5 T__@Q_z vOi T ;

Hing so T, ddng nhat v&i thoi gian, 1a khodng thoi gian dic trung dé thiét
lap ché do dn dinh. Hinh 24 chi ro sy phan b cac van toc (thu duge bing
phép gidi s0) d0i vdi cac gia tri khdc nhau cia .

14,p dung &

Nghién ciu mot co ciu truyén dong 3) Ap dung so6:
Mot mar phdang 2, dién tich S duoc kéo boi mgt D licu:
dong co, dang chuyén dong tinh tién voi van téc N 4 2
khong ddi o) =vie,. Mot mdr phdng song song E: 1,3.10 "m

Y5 kéo mor co cdu tac dung mor luc can khong
d6i F = —Fé,. Khong gian giita hai mdr phdng
chita ddy mor chdr luu khong thé nén duoc c6 do
nhot M va khoi luong rieng p. Khoang cach giga

ché& do dn dinh

S

0.9 4
0,8 1
0.7 1
0.6 1
0,5
2,4 4
0.3 +
0,2 4
0,1 4

0 01(3,034,05007,509 1{
H.24. Sir bién ddi cia vin t8c rir gon

4 , s Yyl o
[—] theo chiéu dai rat gon (—j o

i e

cac thoi diém khac nhau: 0,1 1,02 1;
031;..;091;1

sp =0,9.103 kg.m™ (dau) ;

v =10 ms™'; F=0,47 N; § =100 cm® va hdng

s thoi gian cia ché dp qua dpla T = 0,1 s.

hai mgt phdng la e (h.25). Cac chiéu bén rdt lon so
VoI e, va ta thira nhdn rdng hé niy cé thé duoc mo
hinh hoa bang mot dong chay COUETTE phdng.

Y ?v@n 16c v, cha mdt phing mdt phing rdn X,
- : l r
y=e , -
E viyv. t) .
. 16ng
= T X
van (6¢ p; ctia miit phing Z

H.25. Dong chay COUETTE phdng.

1) Xdc dinh, ¢ ché dg 6n dinh, van t0c v, cia Z,.
2) A biéu dién cong sudt do £, cung cdp cho
chdt luu, va % la cong sudt do chdr luu cung
cdp cho ¥, hay dinh nghia va tinh hiéu sudr
ndng luong € cia co cdu truyén dong.

Xac dinh luc F d€ higu sudt ndng lupng bing 90%.

Thiét bi nay liéu co thé, vé nguyén ly, phuc vu
cho viéc xay dung mot khop ly hop thay luc dwoc
khong ?

1) O ché do 3n dinh, lyc truot bé mat 1a déu va
. F . S R .
bing R Hon nita, vi van toc 12 mot ham afin
clia y, nén ta co:

F ov % Uz eF

—=N—= ,VAY Uy =) ——.
Snayn P y 2 lnS

Chuyén dong clia 2, chi khd dinéu v, >0 (luc
F 1a lyc can), nghia la néu:

. ns
F < Frax VO Fiax :7Ul~
2) Luc van dong ap dit vao mit phdng & trén thi
bing lyc truot, va chinh no ciing bing F. Ty s0
cdc cong sudt do vy biing ty s0 cac van tde,




nghia la:

L eF

€

v NSy .

3) Hing so thoi gian t cia ché do qua do
2

[r = pe—] cho phép tinh e:
M

e = 3,6 mm va ti€p theo F,, =333 N.

Nh¢ d6. ta duge € = 86% va do vay v = 0,860, .

Mot khép ly hop duge dung dé lam it
cac"chuyén dong tryc tric”, vi nhu mot sy bién
déi dot ngot clia ¢y, diéu nady ham y [a hing s0

o

thoi gian cla ché do qua do t =p ¢

phai da

J6n. Ta nhan thdy rdng mot gia tri Ion cla 1 (vay
la mot gia tri nhd cla n hay mot gid tri 1on cla
e) kéo theo mot hicu suit nhd, ma hiing s thoi
gian & day la rat nhd.

4.3. Dong chay POISEUILLE

Dong chay POISEUILLE }a mot dong chdy tng Sn dinh trong mot mién
gi¢i han bdi mot vach hinh try, tiét di¢én bat ky, dimg yén.

» Néu tiét dien hinh tru 12 mot hinh chir nhat rdl dai, thi ta ¢6 thé bo qua
cac hi¢u ting bor va gid thict ring dong chiy tdn tai gita hai mit phing vo
han: d6 1a dong chay Poiseuille phing.

* N¢u ti¢t dign clia hinh tru [a tron, thi dong chay POISEUILLE la hinh truy.

4.3.1. Dong chay Poiseuille gilta hai mat phéng song song E
H.26. Dong chay POISEUILLE gifa
hai mdt phéng song song c& dinh, vo

Dong chdy nay & gitra hai mit phing song song & tung do ¢d dinh va ¢6
dang o =u(y)é, (h.26). Cic co cau bén ngoai ap dat gitra cic i€t dién x =

0 vax =1 mot do sut "ap sudt van dong” (tanhd lai P=P+pgZ, Z1a dd han.
cao): AP =P=0) - Px=1).
Ta hay xdc dinh cdu tric clia truong cdc van (6¢ cda chat luu ciing nhu he
thirc gitra luu lwgng va do sut ap sudt.
Theo cac h¢ thic tdng quat duge thiét 1ap & trén, thi Pl mot ham afin
cla x, vd & ché do 6n dinh:
Vi

dy2 1’
«(y) la mot da thie bac hai trigt tieu ¢ 0 va & e (h.27) :

AP

v=—(ey—y7).

2n!

boi vai chidu rong L, theo phuong (Oz), thi luu lwgng khéi cla chal luu la:
¢ 3
D:pLJ-U(_y)dy hay D=PLE AP, ,
12n! :
0 _
y=e
. . N . L - EER

luu lugng nay twong ting mot luu lugng the tich D, = o AP. — 2(y)
Ta thira nhan ring sy ty 1¢ gitra lvu lugng va do sut ap sudt c6 thé dugc —
suy rong cho moi 6ng dan hinh tru. Nhé ring h¢ thie nay tat nhien doi = .
hdi mot ch€ dé tang on dinh, nghia 1a mot che do ma & d6 cac 16p mong ¥ =0 X

chdt luu trugt 1én nhau song song vaéi truc. Ta sé thady & chuong 6 la, néu
luu lwgng trd nén qué 16n, thi nghiém nay khong con 6n dinh nita, va
dong chay trd thanh roi.

H.27. Phdn bo parabon cua vin téc
trong mot dong chay POISEUILLE
phdng.




O ché do chay tang on dinh, thi lvu luong khdi ciia mot chit léng
nhét, trong mot dng dan tiét dién khong doi, ty 1& véi do chénh dp,
nghia 12 ty 1¢ voi higu s6 coa lwong P =P + pgZ gika cac tiét dién ¢
16i vao va 16i ra cia no (trong do P la dp suit va Z 1a do cao).

Diéu nay c6 thé duge minh hoa nhu sau: khi mot dong chdy cham trong
mot Ong ndm ngang c¢o tiét dien khong ddi, dugce trang bi thém céc "bo do
4p sudt" (h.28), thi ta quan st thay cic mic cyc dai trong cic ong thing
ding khic nhau déu sip théng hang.

4.3.2. Dong chay POISEUILLE trong mét hinh tru tiét dién tron
JEAN-LOUIS-MARIE POISEUILLE, mot thdy thude, da nghién ciu thuc
nghiém su luu thong ciia cic chat 1dng trong cac 6ng hinh tru. Ong da
phat biu vao nim 1844 dinh luat dudi diy mang tén ong:

O ché do dong chay tang én dinh, thi luu lugng khdi ciia mét chat luu
trong mot ong dan hinh tru c6 tiét dién tron va do chénh 4p lién hé
vai nhau theo hé thic:

11304

8n!
trong dé p la khéi lugng riéng, n 1a do nhdt, e la ban kinh va [ la
chiéu dai.

npa

D= AP hay con la D, =

b

Dé chiing minh dinh luat POISEUILLE, ta ¢6 thé xem bai tdp 8.

Trudmg van tdc clia dong chdy nay van cdn c6 dang parabon (h.29).

Muén lam chdy mot chat dau (n & lan can 1Pa.s) trong mot 6ng dudng
kinh lcm, chiéu dai 1m, véi luu lugng thé tich 0,1 lit trong mot gidy, thi
phai tac dung & phia trén mot ap sudt du gén 4 bar.

Véi cing mot luu lugng trong cing mdt dng din thi d6i véi nude, do
chénh 4p s& khoang 1000 1in nho hon.

B Sy thé hién bing thuc nghiém

Dai véi mot chat 10ng & dong chiy ting trong mot 6ng chidu dai [ va tiét
dién S, thi luu lugng thé tich (va do vay luu lugng khdi) ty 1& véi lugng

2 ~
ST cho mot AP 4p dit trude (h.30) :

2
S ~

DVOI = kTAP .
binh luat nay c6 thé duogce kiém tra bing thyc nghiém nhu sau (4.31).
Ta ldy hai 6ng tiét dién giSng nhau (co vai mm?), nhung chiéu dai (vai
chuc cm) cai no 16n gap doi cdi kia, vi du:
* ong 1: tiét dién S, chidu dai /|;
* ong 2: tiét di¢n S, chidu dai I, voi I, =21;.
Khi dat hai 6ng & cung do cao, ngang day mot bé chira, thi hai 6ng nay
déu chiu tac dung ciia cing mot dp sudt van dong AP : néu cic ong déu
nim ngang, thi 4p sudt van dong nay bing pgH .

Cac luu lugng thé tich ty 1¢ nghich véi chiéu dai cac ong, vay ta phai c6:

DVOIZ = O*SDVOII s nghfa la hz = % .

thiét bi "do 4p suat”

nude mém
chdy vao

|

NS

. i in
ong c6 tict dién
khong doi

dong chay (’1/
khong khi tr do
H.28. Cdc muc cuc dai trong cdc
6ng thdng dvmg khac nhau déu sdp
thing hang.

H.29. Phan bé parabon cua van téc
trong mgt dong chday POISEUILLE. H¢
co tinh d6i xumg tron xoay xung
quanh truc (0z).

ap sudt B

ép sudt P2

chiéu dai /

tiét dien
ba- trong c6
dién tich §

y dudng niim ngang hy ¥

H.30. Lieu lugng thé tich cia chadt
long dang & dong chiy tdng trong
Ong tiét dign S va chiéu dai | nay cé
dang:
s S
Doy =k=-AP,

V6i AP=P\~Py=R P +pglh; —hy).



Ta thuc hién mot thao tac biang tay theo céch thikc sau
Lay hai 6ng chiéu dai 15 cm va 30 ¢m (céc bén kinh a ciia hai dng déu
bing nhau va bing ¢ = 1,2 mm : dr li¢u ctia nha thiét k&). Ap suat van
dong dat len dong chiy, trong duong véi 20 cm nudce : ty sd do duge &
gin gia tri 0,66 hon la gdn gid ri 0,5 !
Ta nghi gi vé s6 do nay ?

W Ta dinh ré mot sé cap dé lén

na4ng

Cic Iuu lugng thé tich & lan can Dy, = . Nho do, ta duoc :

* Dy ~6,8.107 mis! x40 cm‘z.phﬁl; Dy ~6.8.1077 kg.s';
-7 3 -1 3| -4 -1

* Dyop =3.4107 m s 20 em? ph7!s D, x3,4.107 ks

Dong chay ¢6 rat nhiéu co may la dong chay tang.

B Dong chay POISEUILLE khong dat dugc tirc thoi.

Ton tai mot chicu dai qua 4o L, ma trén d6 dong chay ti€n dén trd thanh

. . 2uR
mot dong chdy POISEUILLE (h.32) : chléu dai ndy vaoco L. = ZOC , Vo
p2av C bc ey o i L
Re = , va a la ban kinh 6ng (Rc la s0 REYNOLDS s&¢ duoc xét &
n
chuong 6).
i
da”prv 4 D . . ..
Nho do, taduge L. = P 2 p bang v luu lugng khoi.
30m 30n n

Nhu vay ta dgoc L, =28 cm va L., =L4cm.
Cac nhiéu loan nay tham dv vao sé do, nhung khong giai thich duoc
s chénh léch lon gira s6 do va két qua mong doi.
B Cic ban kinh éng ¢6 thich hgp khéng ?
Gia st rang sai lgch 16n 1a do hai ban kinh khong dong nhat. Ta ky hicu
céc ban kinh nay la g va a,, va ddnh gia 1y s6 a = el
ay
. a1 1 Duon 4l

Cac luu lugng duge quan st lic d6 1a ——==0,66 =0~ — =

Dyani H 0.5
nay din dén at=132, hay o = 1,07 ! Chi ¢in ¢6 mot sai I¢ch tuwong doi
c0 7% gitta céc ban kinh 1a dd dé thu duoce cdc s6 do nay.

Ban kinh bing 1,2 mm (cht khong phai 1a 1,20 mm !) va nhu vay bén
kinh duoc biét v6i do chinh xac twong d6i 1a 4%. Vay 1y s6 bang 1 sai
kém 8% ! Ta van & trong pham vi sai sG.

Sy khong chinh xdc khi dinh ¢@ cdc ban kinh cia hai 6ng da giai
thich duoc sw chénh léch lon gita s6 do va két qua mong doi.

bicu nay ctng ly gidi vi sao ma viéc thé hién mdi quan h¢ dn Lai gitra luu
lugng va ban kinh cac ong lai [a van dé tinh (€.

» D& tap luyén : Baitap 3,5 va 8.

Chi y : Dinh ludt nay biéu thi cdac tinh déng dang voi dinh ludt OHM. L
luong (khoi lwong hay dién tich), doi voi mot “var dén” cho truoc, thi ty 1¢

A
Ca

chifQuu
e

l=21,

j . ¢hl

H.31. D6i véi hai dong  chay
POISEUILLE nay, nu /, =2/, thi lic

dé h, =h—l.
o2

ERNSRIIORL

diu dng vao

S S
dong chay
POISEULLE

chiéu dai

quado L,
H.32. O diu dng, 16n tai mot chiéu
dai qua do ma trén do dong  chay
tien dén tro thanh mor dong chay
POISEUILLE.



!44/'4

'0bé

iy theo truomg hop, voi dién dap hay voéi dp sudt dw. Tuy nhién, sw twong
tw khéng hoan toan ddy di vi “do ddn thiry luc” khong 1y le voi tiét dién

nhwe do ddn dién.

P Dé tap luyén : bai tap 9.

® So sanh cac dong chiay POISEUILLE va COUETTE

Trong dong chiay COUETTE, dp sudl (van dong) P 1a déu doc theo mot
duong dong, va dong chay la do sy dich chuyén clia cac vach gay ra. Tinh
th€ bi ddo nguoc d6i vai dong chdy POISEUILLE : cdc vach ding yén, va

dong chiy 1a do mot gradién cua P gay ra.

Alp duing 5

Phan phdi nuoc
Mor ong hinh tru, duong kinh trong d|, cung
cap nuoc cho hai éng dwong kinh d, va chiéu
dai Iy ma daw mat cudi ciia ching & dp sudt khi
quyén Fy (h.33).

P, [ /'dl l
| RN e T e

e

Py P,y H.33. Phan phoi nuoc.

Cho P la ap sudt & phia trén (1ai diém A).
Khoang cdach giga diém A va nhanh ré thir nhat,
ciing nhu khoang gika hai nhanh la 1y. Ta sé coi
cde nhanh ré la cac thé tich ddng dap nho, va ché
do dong chay la chay rdng. Ta thiea nhan dinh
ludt POISEUILLE A1 véi mot ong tiét dién tron la :

_npa4 ~

D AP.
8n/

Ve mor so do dién twong duong va xdc dinh lueu

lwgng cia mdi ong.

Ditliéu :

B-R=lbar, do=4mm; [, =5 =5m; d,=10mm,
2 -~

roi d; =6 mm va D -10%m?s
P

Céc dai lugng turong tur la :
B —-Fyva E; Dpva Iy Dy va I,

R va 14411!1 ; Ry va

TCpC[IV

144n 1,
7tpa'§1

Sur phan tich mach dién (h.34) cho ta cic két qua :

R +2R R +R
IOZE 3 l+ 2 2; 11210—————] 2
R{ +3RRy + R; Ry +2R,

R

R OFET
| T =82

Ap dung s0, ta dyoc :
* vl dy =10 mm :

D, =0,106 kg.s™' va D, =0,103 kg.s™';
*v0i dj =4 mm :

D, =0,046 kg.s™' va Dy =0,023 kg.s .

Trong truong hop thi nhat, Ry rdt nhd so vdi

R5, va hai luu lugng gn nhu bing nhau.

.- R R L
g B L& |

H.34. Su tiwong ne dong dién.
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PIEY CAN PHAI NHO'

m DO NHOT
* DGi v6i dong chay mot huong, nhu la v = v(y, £)é,, thi luc bé mit tiép tuyén F, goi la luc

trupt hay luc nhot, tic dong qua mot mat dién tich S phap tuyén véi €, , dyoc mang béi e, .
Chuan cida luc nay bing :

F=n—3_S.

Luc F nay c6 khuynh hueng ting toc cac dong cham va lam cham cic dong nhanh.

Hé s6 1 goi la do nhot cia chit luu va véi tinh gan diing tot, c6 thé duoc coi nhw mot hing
s6 dic trung cta chit lvu ¢ mot nhiét do cho truee.

Don vi do nhot trong hé quéc t& (SI) 1a pascan giay (1 Pa.s).

* Trong mot chat 1ong khéng thé nén duoc, cic lue truot twong duong voi mét luc thé tich
ma biéu thirc ¢ dang fi  =NAD.

* Phuong trinh vi phan cia dong luc hoc, hay phuong trinh NAVIER-STOKES, d6i voi cdc
chit lvu khong thé nén dugce 6 dang :

Dy, .
p—DT=fvol—gradP+T]Av.

Trong trwong hop don gian cia mét dong chay dang o = v(y, t)é, , thi phuong trinh vi phan
tré thanh :

ov. - - v .
p—¢€, = fin —gradP+n—é,.
ot o

® DINH LUAT POISEUILLE

e (F ché do chay tang én dinh, thi luu luong khoi cia mét chat lvu nhét trong mot ong din
tiét dién khong ddi, ty 1¢ véi do chénh dp (46 ton that ¢4t nudc), nghia la higu s6 cia lwong
P =P+ pgZ gitra cac ti€t dién ¢ 16i vao va 16i ra (trong dé P 1a ap suat va Z 1a do cao).

e (4 ché& do chay tang on dinh, thi lvu lwong khéi ciia mot chat luu trong mot 6ng din hinh
tru tiét dién tron va dé chénh ap lién két véi nhau theo :

_1tpa4 ~

D AP,
8l

trong dé p la khéi lwong riéng, i) 1a do nhdt, a 1a ban kinh va [ 1a chiéu dai.
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Bai tap co 1oi giai

Ma sat gitra hai dia phan cach nhau
bdi mdét chat Idng nhat

DE BAI:
Hai dia, ¢6 ciing ban kinh a, quay xung quanh truc thang dimg chung (Oz) z

cta ching. Khong gian gira hai dia duoc choan diy bdi mot chat luu van toc goc
[OF)

khong thé nén duge, ¢6 khoi lugng rieng p va do nhét 1. Khoéng cach e
gitra cic dia rit nho so véi a, va ta thda thuan bd qua twong tac gitra chal
luu va thanh bén & r = a, ta cing thira nhan ring, & ché do chdy tang,
trudmg van 10¢ ¢6 dang :

D=0(z,)ré .
Vin toe cta mot diém chat lwu dugce cho b&i 6(M, 1) = 0(r,1) = ro(z,1)é ,
trong d6 o la van td¢ géc quay cia dia Dy ¢ do cao 0, va o, la van toc vin (oc goc
goc quay cua dia Dy ¢ do caoe. 0

1) Hay gidi thich ngén gon dang néu trén doi véi truomg céc van toc.

2) Bing cich dp dung dinh Iy momen dong cho mot phin W chat luu, hay xac dinh phuong trinh dao ham riéng
dugce nghiém dang bdi o (z, 1).

3) O ch& do 6n dinh, o; va o, ddu khong d3i.

a) Xac dinh ham w (z) & ché do 6n dinh.

b) Tinh ngdu lyc I" do chat luu tac dung len dia D, . Dinh nghia va tinh h¢ s6 ma sat d6i vdi hé hai dia nay.

c) Divliéu :

Di v6i dau thiu dau & 50°C 1 =012 Pas; p=09.10" kg.m*}; a=10cm;e=0,Imm; v, —w; =2000 vbng.ph_l.
Tinh he s6 ma sat v&i dau thau dau & 50°C .

4) Ch¢ do qua do.

H¢ ban ddu dimg yen (w trict ticu khdp noi). ©, vin gi bing khong, o dot ngdt chuyén tr O sang Q & thoi
di¢m r = 0. Hay ddnh gia t la thoi gian didc trung dé thiét 1ap ché do én dinh ?

5) Ta thira nhan ridng t ¢6 cung cdp do Ion doi véi moi ché do qué do. O diéu kien nao, ta ¢6 thé don gian hda
h¢ véi gia thiét la gitra cac dia ton tai mot ngau lyc ma sat 1y 18 véi w, —wy ?

HUONG DAN LO1 GIAI

1) Dang nay coi trong tinh bdt bién bdi phép quay va diéu ki¢én ¢ giGi han
trén cac dia. Hon ntta, dang nay lai tuong thich véi tinh khong thé nén
duoce (dive =0).

Nhiing luc nao tdc dung lén mot ) . i .. .
2) Ta dp dung dinh Iy mdmen ddng, doi véi truc (Oz), cho mot phan

chat luu ¢6 thé tich » dr d6 dz. Chi minh cac thanh phén ctia cic lyc theo
Luec treot, tdc dung qua mr mdt, éy mdi duge tinh dén.

phdn tr chat luu ?

phu thudc vao van tdc twong doi N , < o s .
T . * Hai mang mong chat luu, song song vl cac dia va & cac do cao z va 7+ dz,
giita cac lop chatr huu. . A
trugt 1en nhau véi van toc twong doi

. . 130 .
Urel = (@ (z+dz, 1) ~w(z,1))rg, :ﬁ—rd:eo .
1574
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Vi diéu do da dieoc lam trong bai
giang, nén ta co thé tap hop cdc
dp luc va cde luc trong truong

vao mor s6 hang duy nhdr (P).

Sw quay thuc hién quanh truc
(Oz), nén chi cdn sir dung dinh
ludt vo huong vé moémen dong la
du. Ta nhdc lai quy tdc don gian :
momen doi véi mot truc

= luc x canh tay don.
Liéu ta ¢é thé tién doan dwoc
xem P bién d6i nhu thé nao theo
O ? Phieong trinh dieoce suy ra nr
dinh Iy mémen dong phai cho
phép thiét lap diéu do.

Tun hé thiec gitia cdc ngdu e do
chatr luu tac dung lén hai dia ?
Tui sao liic do, ngwoi ta lai co thé
coi la c6 mor tuong tac triec tiép
giga chiung voi nhau ? Ta sé
nhn thay diéu doé khong con
diing nita & ché do qua do. (cau
hoi 5).

Nhu vy lye trugt, tac dung qua mot méit nguyén 18 dién tich dS va song
song vl cac dia, s¢ Ja:

_ O
dFg =1 ré, ds.
) 0z

¢ Céc phan ti chat lvu & trén cung -mot ban kinh, ¢6 van (6c twong doi
triet teu. Lue truot, tdc dung qua mot mit nguyen (8 dien tich dS va phap
tuy&n vdi ¢, , nhu vay ciing tri¢t tieu.

* Momen (rugl (dng cong doi vai (0z) la :

A ) ')2
d s :nr2 ((_(2] “[gj rdrdt :T]r3 co
» 0z z+dz S %

cZ

drdo dz.

e Zla do cao va P la ap sual, ta viél P=pP+ pgZ ((Oz) duye dinh hudng
thco duong thing dimg di 1én).

Céc ap lue va trong lye, duoc dp dat vao mot phin i thé tich dr, twong
duong vai de = —g;ld Pdt va momen ciia chung doi vaéi (0z) 1a:

li‘Edr = —ri—PdrdG dz.

r o o

d //p = —r(
\

* Momen dong doi vdi (Oz) bang :

dLp-y=pdro P2 = p o drdo dz .

= - -
K&t ludn, :—e doc lap vai 8. Vavi PO +2r)= PO ), nén (ir d¢ ta suy ra
O

AD - 2
15 . W oW
— =0, va do vay @1 -
¢ or  p ozt

3) O ¢h& do 8n dinh, © (z) 1a mot ham afin :
[ —
O=0] +——=7.
[4

Luc va momen truot d0i vai mot phin ik cia D, bing :

. | ) —
AFygy =156, dS = —n 2 22=2Lardo 4
oz e
vid =27 %440 .

CIS(OZ) ¢

Sau khi ldy tich phan trén ca dia : . 4, = ~nn2—a(co2 -y).
e

Momen nay twong duong véi momen ma sat chong lai si quay tuong doi
clia D, doi véi Dy -

nrn a*

,,/(():):AC(O)z —o)) Vi C= .

Vi dau thau dau: C=0,19 Nom.rad Ls.
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Nguoi ta thu dwoc cdc hing so
ddc tring cia sy bién doi, yudt
phat e phuong trinh dao lam
riéng khong thie nguvén. Khong
nhdat thiét phai giai pluong trinh
trén dé biét cdp dé lon cia cdc
héing so nay.

Phuoug phdp nghién cuu nay sé
dieoc trién khai & chirong 6.

4) bat :

o=fQ; ;=Ce¢ vat=ut,

(T bidu dién mot thoi gian dwye suy ra (r thue nghigm (vi nhu nghich dao
clia tn 56 & cau 5)), ta nhan duge phuong trinh bién d6i khong thi nguyen :
~f A2,
of ™ cf

= =,
Cu p()z ac

ma ddi vai no cac dai lugng didc tumg f, £ va w déu vao cdp don vi. Nhu vay

¥ ot o e
o . . N ¢ ¢ . ¢
xudt hien mot thi gian dic trung T, sao cho —=— VOl T, = .

) 2
cu T n

Ap dung s6': 1. =0,08 ms.

5) Tuong tac gitra cdc dia s¢ quy vé mot lue ma sat vai h¢ so ma st C,
néu ¢d thé cai rang che do dn dinh bao giv cang dat duge. nghia 1a (¢d 3
dé xudt sau day déu wong duong nhau) :

* Thoi gian dic trung cho sy bién ddi cic van (0c nhu vay phai l6n so
vl T,

(23]

¢ Phuong trinh rat gon ¢6 dang : —==0;

T - I s A X P

* —=o,nghia ld v > 1., hay v < — (v la 1dn s0 cta chuyén dong
T, T,

tudn hoan).

Thanh thir d6i vai mot chuyén dong tudn hoan, thi tdn s6 v phai rdt nho so

o . ) .
v — nghla la so vl 1 300Hz, d6 [a truong hgp cdc hé co hoc thong
T,

thuong,

153



Bai tap

AP DUNG TRUC TIEP BAI GIANG

“1 Dong chay chat luu khéng thé nén dugc

Cho mot dong chdy chat luu khong thé nén duge On
dinh. doc 13p vdi that gian, di gua mot hinh try it
dién S duge trang bi mot (dm phin cach. chia tiét dign
cia hinh try thanh hai phin bang nhau.

O 161 vao ciia hinh try. cde van 0¢ ctia chit hni la V,
va Vh. con & 100 ra. khi xa (@m phian cach. thi vin 1oc
chatluu la V5.

Tinh V3 theo V) va V5.

Li¢u ¢d ton (ai mot sy (6n hao nang leong khong 7
Hay binh giai.

Vi
T

Khao sat trudng hop dac biét trong do v» =

o Dong chay tang trén
mdt mat phang nghiéng
MOt 16p méng chat luu (40 nhét 1, khéi lugng rieng
p) ¢6 chicu day e, chdy doc thco mot mil phing
nghieng, ma dudng c6 do doc lén nhat hop véi dudng
nam ngang mot goc a.
Truong cic van 0c, gia 4,
thiét khong phy thude thei
glan, ¢o dang o = v(y)é, .
Ta bd qua cdc luc nhét
trén mat phan cach khong
khi/nude.

Hay xac dinh dang caa
¢ (y), cing nhu hé¢ thic
gitta chiéu day e va luu
lrong khoi D ddi véi mot
chitu rong L.

Tinh van toc cyc dai .doi1 voi ¢ = lmm va a = 45"
trong cdc truong hop cta bang duéi day :

chat hé s¢ nhat M khoi heong rieng p
lovu (Pa.s) (kg.md)

nude n= L0107 Pas p=10107 kg.m -
diu n=1.0Pas p=10.10" kem ™

3 B4d giam ap gém mét mang
cac khoang mong

1) Mol Ong nim ngang ¢6 G dign vuong canh o
chiéu dai L. duge chia thanh cac khoang minh Vi bang
nhau nhd rit nhi¢u 1a mong chiéu day khong dang ke

* Ddu vao ép xtic véi mot be chia chat luu ¢o khoi
lugng rieng p va do nhat n @ o1 vao duge gite & ap
sudl Py

* O diu ra. chal luu & ap sudl ben ngoai Fy(P > 7).
Dong chay duvc gia hiél [a chay tang va on dinh @ xic
dinh luu lugng va vin (Ge trung binh chiy ra clia chit luu.
Ap dung s6 : chat luu 1a dau

Ditligu - n =10 Pas; p = 0.9.10% kem™;
Py =15bar; Fy=1bar; L=a=1cm;N =50.

Hay binh giai

2) éng duge gir & vi tri thing ddmg. va hi¢u so dp
sudl. AP =P — By wong Gng véi chidu cao ¢ol chil
luu gdn bang L.

Ap dung 6 - chat luu [ nude.

D liew - v =1,0.107" Pus.

p=10.10" kem ™ a = tem; L = 20em; N = 50.
Hay binh grai.

4 it déng ap
Hay xdc dinh hinh dang cac mat déng ap doi voi cac
dong chay sau day cia mot chdl luu khong thé nén duyc
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w
+4

0
tg

a) U=u(y1)é, trong mot
truong trong luc g = —gé, ; &
b) U=u(r)égy (ch€ do dn
dinh), d6i véi r trong
khoadng gitta a va vo cyc, .-~
trong mdt trudng trong luc ’
g =—gé, voiv(a)=uvy.

Ta thira nhan ring lyc trugt thé tich bang NA D, véi
A trong trudng hgp nay cé dang :

Ad = —rol(rot i) = iti drv) Nz
dr\r dr

Vi ca hai truong van t0c & day déu nghiem ding
divi=0.

VAN DUNG VON KIEN THUC

5 xcong sust do nhét (trén don vi) thé tich

Mot chat luu khoi lugng riéng p va do nhét 1 dang &
dong chay &n dinh dang :

U=v(y)e,.
1) Xéc dinh cong sudt thé tich 2, cda céc ndi luc
nhét.
2) Ap dung cho dong chay COUETTE

C6 mot chat luu, ma ap suat khong phu thude x, &
gitta hai mat phéng nm ngang cach nhau mot khoang
e. Mit phing dudi bat dong, con mit phéng trén dugc
kich dong mot chuyén dong tinh tién vé6i van toc
Uy = Upé, - Tinh cong suat ticu tan.

3) Ap dung cho dong chiay POISEUILLE phing

C6 mot dong nudc chdy gira hai mit phing nam
ngang bat dong cach nhau mot khodng e = 0,5 mm,
v6i van toc trung binh 1 m.s'. Hay tinh cong suat
tiéu tan trong mot hinh hop chiéu dai L (theo (Ox)) va
chiéu rong a (theo (0z)). Néu ta bd qua moi sy truyén
nhiét, thi hay tinh, ra Kelvin trén giay, do ting nhigt
do & cac diém ma tai d6 cong sudt 1a cyc dai.

Di liéu : nuéc : n = 1,0.10_3 Pas,p = 1,0.103 kg.m_3;
nhiét dung rieng c=4,2 kikg ' K™!.

6 * % COng thirc STOKES

Véi cac van to¢ nhod, & ché do tuyén tinh v &n dinh, thi
truong cac van téc xung quanh mot qua cdu chat luu
khong thé nén dugc, c6 bidu thic (trong toa do cau) :

3
3 e
Uy = Uy, COsO [1——£+LJ;

2r 2r3

3

3R R
=—U,Sinf ) 1 - ——-——].
LO o ( 4]‘ 4r3]

1) Xac minh ring trudong
nay la nghiém clia phuong
trinh vi phan da dugce tuyén
tinh héa va tuan theo céac
diéu kién & gici han.

2) Xic dinh céac ap lyc va
lyc trugt trén cac thanh
cla qua cau chat luu, réi
x4c dinh lyc tic dung lén
qua cu do.

7 *Nhot ké COUETTE

Thiét bi nay do COUETTE ché tao dé do d0 nhét cla
chat 16ng. N6 goém hai hinh try ddng truc ban kinh R,
(ban kinh ngoai cGa hinh try trong) va R, (ban kinh
trong cda hinh try ngoai). Khong gian gitta hai hinh
tru chita ddy mot chat 16ng ma ta cdn do do nhdét n.
Hinh try ngoai ding yén, con hinh try trong quay déu
véi toc do Q. Chidu cao h cda chét 16ng da 16m dé c6
thé bd qua céc hiéu tmg & hai dau, va nhat la tac dong
clia ddy len chat 16ng.
Vay, ta gié thiét ring trudng cac van tdc 1a 6n dinh va
c6 dang :

U=0(r)réy .
1) Tim van toc (twong d6i) Oy =g cla mot
diém trén hinh try ban kinh r d6i v6i he quy chiéu
gén vdi hinh try ban kinh ry ?

2) Bing cach twong ty nhu véi trudmg hgp dong chay
phéng, hay biéu thi lyc trugt, do chét lvu bén trong
tdc dung 1én chat lvu bén ngoai qua mot mat nguyén
t6 c6 dign tich dS phéap tuyén véi é,, theo dao ham

v .. do
—rel 13itheo — .

dr dr
3) Hay tinh momen d6i vdi truc quay ciia cac luc
truot tac dung Ién thé tich chdt luu ndm gitra hinh try
ngoai va mdt hinh try ban kinh » (R <r<R,). Tt
d6 suy ra ham o(r).
4) Hay biéu thi momen T, theo R|, Ry, Q va m cla
ngiu lyc phéat ddng kéo hinh try ngoai.
5) Hay nghién ctu trudng hgp trong d6 Ry =Ry —e,
vdl e < R|.




D@ ligu : Ry =50 mm; e = 3 mm; A = 266 mm;
Q=1 vbng.s_l.

b€ do dugc do nhét & lan can 1Pa.s, thi momen ngiu
lyc phét dong ¢6 do 16n ¢ bao nhiéu ?

8 *Dinh luat POISEUILLE ddi vGi
cac 6ng co tiét dién tron
Mot chat luu khong thé
nén dugc ¢6 khoi luong
riéng p va do nhét n, chay
trong mdt ong hinh tru tiét
dién tron ban kinh a, chiéu
dai L va tryc (02). F

Ta thira nhan ring & ché -

P.AZ
N ] a

do chay tang 6n dinh, thi: <] e N

* van tdc chat lyu trong

ong c6 dang U =u(r)e, "
(trong toa dg tru); Py+ AP

* néu P la ap sudt va Z la do cao, thi P=P+ pgZ
chi phu thudc vao z; ta s¢ dat P(z=0)=Fy + AP va
P(Z = L) = PO .

1) Biing cach twong ty nhu v6i dong chdy mot hudng,
hay xédc dinh lyc truot do chat luu ngoai tac dung lén
chat luu trong qua mdt mit nguyeén tg dién tich dS va
phap tuyén véi é, .

2) Biing cach ap dung hé thic co ban cia dong luc
hoc cho hé duoc cu tao, & thoi diém ¢ cho trude, bdi
chdt lvu chira trong mot hinh try chiéu dai [ va ban

kinh 1, hay tinh %ﬁ , 101 1r).
r

3) Tir d6 suy ra he thic vé sy ty 1¢ gitra luu lugng va
do sut ap.

9 * Su tuong tu véi dién dong hoc

Mot chat lam lanh 16ng, do nhét n =1,0.107> Pas,
chay tuan hoan trong mdt mach gém céc dng hinh tru.
Vé&i hai nhém 50 ong : ban kinh g, =0,5mm va
chiéu dai /| =50 cm .

V&i cac ong noi : ban kinh ay =3 mm va chidu dai
12 = 2,0 m.

Va mot bom bdo dam sy tudn hoan cda chdt luu véi
lwu luong thé tich Dy, =0,1 Ls™'.

g

bom 19

1) Hay biéu di&n mot mach dién twong duong.

2) Ap sudt & 16i vao bom (diém A) la 1,1bar. Tinh 4p
sudt & B, C, D va E.

3) Tinh cong sudt ma bom cung cdp cho chat luu.

7'[(14

Ta thira nhan dinh luat POISEUILLE : Dy = o
n

/l Chit Juu Iz khéng thé nén dupe, nén ta c6 sir bdo toan I Iuong
thé tich :
s S Vi+V;
SVi+=Vy=8Vy, hay ;=12
AN 3,02Y V3 )
. A Vi W,
Trong truong hop ma 'V, = Py thi Vy = e ; dang di cac duong cua

trudmg 14 nhur sau (xem chirong 2, bai tdp 2, cdc 161 gidi).

mién nhicu loan trong d6
xuat hign cic luc nhot.
Trong mién nhiéu loan, cic lue nhét téc ddng sao cho ¢ 161 ra, trrong
cic van tdc I déu. Nhir viy & ddy phii ¢6 sir hao ton ning hromg

* cong sudt dong hoc & 16i vio :
2 2
_VI_ + ﬁ V, V_2

s
2y,
PINTTPRRT,

S
= pz<vl3+v23>



@

* cong sudt dong hoe o oi ra :
,

V

3
2

S 3
pSVi—=-=p-Vi.

Dicu d6 gdy ra mét sur 1on hao ndng luong dong hoc trong don vi thoi

gian bdng :

B

3

s s S itvay

P v p 2 = p S vt - 2(—'—)
LT 2 4 )

Dai luomg ndy luén Juon duong hay trict ticu (nd ui¢t ticu khi
Vi =V, =V3) . Dung [ cdc lue nhdt fan ticu tin nang luong.

2 Tham khdo gido trinh §4.1.

HG thiie coban cia dong fue hoe due the hicn bor phuong tinh vi phin ©

N
Dr . SRR L . cTe .
p—— ¢ = —gradf + p gisinge, —cosad, ) +n —
D cyT
R L T T O A
Odly — =0 gradyi =0, vy —=0.
Ot D
Chat fuu fa khong the nén duoc, baig phép chicu, ta duoce :
~2 -~
. cTe P . .
*iaen ¢ N—=——+pgsina =0,
Jym Ox
..o CP
euen ¢y - ——pgeosa =0
. &}
.. P
cucn ¢, —=0.
Cz

Tir do ta suy ra P=—p gy cosce + p(x.t) . pehi phu thude vao x vt
pex.ay fa nghicui cua

~ ~2

Py . cTriy)
— —pgsing =n—mm—.
(£ Cy~

Dang thic ndy phai duoe nghiém ding voi moi gid trf cda x. y va l.
Nhur vy, nd phai bang mot hing s6 C() phy thude thoi gian (. nlumg
doc 1dp vor cde toa dG khong gian x va v. Bicu nay cho

N

Cpisaa) . ATyt .
/ﬁ——pgsmu = va n#:%(})v
[QR (“.V—

Ta 6 the vict - p(x.0y= xp gsinc + Cl)x + Dy (D fa hing 56 thit
su), nehia fi

5
~=
y

. . Ce(ya
Plx,y.)=—pg(ycosa — xsina )+1];’7)
aye

x+ Dy .

Vi v = ¢, dp sudl phai bing By . nghia Ia doc lap voi x, dicu d6 cho
phép xic dinh Cit) va Dy

A2
oty
N5

. =—pysing ==C)==Cy . Mt hing 50 thue s nghia
(N_V‘
N I gsing  de .
fa vidn toc co bicu thine sau ¢ = B‘—--)f(lc- vi,vi —=0 0
n ’ dy

¥y = (khong o6 fye truot tdén mdt phan cich chit ha/ khong khi).

¢ > 3
Lijc 6. fuu fuong bang p = J‘p['()v Moy = w )

0 n
e Py )=Plxy)y=—pgly—-cicosa + Py (D, =FR) . cde
duomg ding dp song song voi mit phing nghicng, va nhu vy hop voi
duong ndin ngang mot goc o

long v 10i binh gidi

R cde gid thict cé nhicu khd ning
div | =2510 7 ms <,
la dang

. i dong chay la qud nhanh d¢ cic gia
nuoce 2,5 ms

thiét v¢ dong chay tdng co hicu e,

* Phuvng phap khac

Tham khdo gido trinh §2.1.

Ap sudt phdt dong thay hicu dung)

2,

Y

d

dy

chi

P=P+pgZ chi phy thuc vio bicn so x, vi dai luong

phu thude vao y.
N
dv . L P
=N—==—pgsina (hang s0). ta co thé vict :
dx dv™

Bicét rang

P =—p gysina + cle.
(Apsudt ditiy=cla P=F, ).

Phan con fai cua cdch gidi khong thay dor.

3 1) Moi khoang déu rit rong so voi chicu day ctia né. Ta ¢6 thé bo
qua anh huong cua cic bova dp dung két qua lién guan dén dong
chiy POISECILLE phing.
1
pa
-
IMLN-
4 2
pa ‘ a
——— (A - Ry hay e —
I2nLN- 120 LN~

Vi moi khoang, thi Dyjne = (P -PR).

Tong cong D= (h-AR)
Vi diu. ta dire -
D=1510" kgs ' =15 g5 =54 kgh™!

. a2 -l
(wong tmg v van toc vy = L7 ms

Nhir vy gid thiét vé dong chdy tang (cin thict d¢ dp dung cong thike
én) di duoe chimg thure.

2) Cong thike trén ciing v hit doi voi nede, nhimg khodng cdch dp sudl
16 rang la nho hon, o lan can pglL :

od’ 2, )
Do_P ng:p if: p

= Chay v, =
12 LN? ImMA? M o LN?

,
-G
l2nN2 '

peL

dicy ndy cho D=3.3.107" kg.sfl =33 g.sfl frong g vGi v oc

=330 ms™"

l’m(\y
Vin toc ndy nhd, nén gid thidt vé dong chiy tang chic chan duoc

nghi¢m diing. .

Z‘I’ Trong cit hai treome hop dive cia van (e déu trigt téu. Ta ¢o cic
dong chidy khong thé nén duoc, twong thich véi gi thiét v¢ chat fuy
khéng thé nén due.

a) Tir plwong trinh vi phin cia dong lue hoc, biug phip chicu ta
nhdn duge cic phuong trinh va huong

N - 22

cP cv opP o

—=0! p—+—=N—5 W1 —=-pg
cy ot ax Oy ¢z

157



Nhur vdy mat dang dp khong nhat thict la phang. song song véi true (Oy),

N oP CP
vigrad Poey =00 —=cie nhung — O the plzu thude vao y vat.
Cz X

b) * Cic phin i chdt luu vé cdc vong tron voi vin toc khong dol, gia
(6 toan phin fa :

Dror
s Theo cdc quy tic tinh cic todn tk veeto (xem chuong 8) thi -
Al = —rol(rol i) = i[le[ﬂ .
dr\r dr
Dong chay I bit bicu trong phép quay 6 true (Oz), dp sudt doc kip
var 8. Thanh ther phuong trinh vi phan cia dong lue hoe s6 cho :

) B
o khi chicu tén ¢, ¢ =pio ;
dr r
o d(tde L
* khi chicu ién ¢ l—(—(d;l)):() (h¢ $6 nhot v khong thamn
dri s dr

gia vao, nhumg cdc lue nhat lai dp dat loi giai ndy !)
Sau khi Iy tich phin c6 k¢ din cic didu kicn ¢ LIt han, ta duoc

70
a ., atiy
=1’()7 viP=0— pgz\p——i’

ir

Viy cde mdt dang dp duoc sinh ra do syrquay cua ho cde duong cong :
R
a ()
=l
20r°

5 1) Xem tiét 4 cda gido trinh. D6i vai mot dong chdy nhu viy. thi

P &
P la mot ham afin cua x vi cho —=n—=cle .
dx dy?

Gid str ¢6 mot hinh hop nguydn 10 ma cdc ddy (c6 dién tich S = al)}
song song voi mat phang (xOz) va o tung do y va y + dy.

Hinh hép chiu tic dung cua cac lue trugl iron hai day ciia no

- de - S der -
Fiygy = +1]S[—lj ¢ va b= 9[ : ] Cy
dy J .. dy )
y+dy B

con ¢ phia trude va phia sau chiv cdc ap suat :
dF,=Pxjadyc, va dF ., =-Plx+Ladyc,.
2 bl

dP o AP de
Ax)=—L=n—L v — =N— = ).

dx dy' dx d i's
Pong ndng cua chat luu 1a khong doi, nén cong sudt tong ¢ong cua
cde ngi Izrc va ngogi luc rigt ticu

A + W Wy +dy)d, +F1(y¢ +(

(Tu nhin 1/1;2}/' D Px+L)—

P(xy—P(x+ L) y)ady =0.

d [Lgfj 5
dy d e
d

dy —nSo——dy=0
34 dy~

nho do ta duoe :

dz,

VISC

+nS

Sdy L thé tich cua hinh hop : . Lo =N (j’ 'j
y

3O
N

1o
o

; 1\
) /)\ i

2) v=uy 1 déu: -

\I\L *77’]/‘1

19}

C

3) Vi goe o trong mdt phang doi ximg : = vy, | 1-—5-

Lold
1 el 2 1441" [ moy 2
. My =St A T
['muy , U) ) Uinax vol Bl )
¢ -2 ¢
+e/2
«=1la _[ Hpgdy = ———r

~c/2

l ’)n / ‘l[ moy

¢
Cong sudt ticu tin (/‘C'n dom vi thé tich 1a cuc dai ¢ gan st thank hop

3on o dT dT _
'7\)01 max = ! qmo\ =pc—, hay —=3,410
‘ ¢ dt dt

R
TKs.

é 1) Xem chuong 8, dive =0 va nhu viy

R
—Z—(2cosB ¢, +5inb Gy )
')[“

<30, Reosh

’)r“

AD :ﬂot(lou =

A *—ﬂmd

Bicu thite niy twong thich vof tinh khong thé nén duve vi vér phuong trinh
vi phin NAVIER-STOKES, vii didu kign bo qua (17;.';‘1d YO vatadit:
e, Reosd

2

vOoT moi gid tri cia © va 0 — ¢,

P=£-

H(R.O)=0 khi r— o,

Nhur vy cdc didu kicn & gichi han di duoe cof trong.
2) » Tong hop cdc dp fue Ién hinh cau -
—P(RO)Rsind O dg¢, ;

- [én mot phan ik bé mit ; dem

;
o N 0, Reos 0 sind
~trong phép chidu Ien (0z) : dF, . = M:L-“Lde do

pres

e Lyc truot

. . Dipy |
- én mot phan wrbé mae : d Fm =7 ( (‘j b J R?sin6 d6 do G
or ) .
=R

n 1»m1€sin36

- trong phép chiéu : dF, 4 = do dyp

Sau khi Iy tich phan : F=F, .+ F;

pres Cls

=6mNR 6 -

Newoi ta dd kicm tra thiy cic thanh phan khdc cia dp fye tong hop
déu trict ticu.

7 D) by =) ~o(§ )iy =G (xemdpdung 1),

Khi xCt hai hinh try ban kinh rva r+dr, ta duoe

dw de dw
di, = r—dré, hay —1L = —
rel {7 Gy nay dr
e oodey
2) Luc truot ty I8 voi dS., v vor q ,nghia la :
r

F =8 g g5 - 905 g
dr dr
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3) Thanh ngoai téc dung lén chat lru dang xét mt momen :

A(R)) =R, ((ij_ur)J 2t RyhRy (lue bé mat x dign tich x cinh

r=R,

tay don), hay -A((Ry) = 27rnh(r3(ijﬂ) :
r

=R,

Ciing thé, mémen tc dung boi chit lru trong I3 :
3
A(r)= =2 b1 (dﬂJ .
dr

O ché do on dinh, mémen to‘};g cong ap dit vao hé chét iy trigt tidu,

« d , s
nghia la : r (d—(fJ:cte. Tich phin h¢ thifc nay, ta duoc

W= 4 + B . Khi ké dén cic gio1 han thi duoc

1'2
2 2
©=Q 2R1 2 %“
R2-R1 I
R2 2
T =2mnhR[ %) canpRR o
dr r=R. R22_R12

5) Sau mgt phép khai trién gici han & bic 1, ta cd :

_ 3
R2 r vi T :2T[nhR29 ’

Rz _Rl [+

=Q

Vi céc trj s6 da cho - T ~ 3N.m.

8 1) Vin toc tvong doi ciia cic diém cia hinh try bdn kinh r d6i véi

hinhy tru ban kinh 1y 1a :

dv | .-
U = (D) = 0(y), trd6 Ey=m—dSE, .
dr
2) Néu ta Iaim can bé'ng cdc ngoai luc :
sciciplyc: Fp=n r2(PZ:0 -P,_;)E,.
* cic trong luc : Ii, =-7 rszgEZ .
Nho dé, véi P=P+ p gz, taduoc cic ap luc va trong lyc
1:";, =12 (Py=0 - f’z:L)EZ =7 rz(PZZO P,_; -pglle,
=nrHAP- pglye,=mn rzA;’EZ;
o lyctrrt : Eyo=-n2n rLd—UEZ .
dr
O ché d6 én dinh, hee tong hop ciia cic lye tic dung bz?ng khong :

d—U:AEr vaviya)=0: u(r)=£P—(a2—r2).
dr 2L dnlL

a
3) D=p ju(r)Zn rdr, nghiala:
0

npa mpa 5 npa*

L L
Tanhan thiy néu AP = p gL , thi khong c6 bat ky mot luu fuong nio.

——(AP-pgl).

9 1) Nguoi ta thy c6 nhimg sy tuong ti sau diy gita :

e ip sudit va dién thé,

o luru luong thé tich va dong dign.

o ¢ PR o [ )
Doi véi mot ong, ta co thé viet AP=RD véi R= ﬂ“ va doi voi

Ta
mot dign tré thuan, ta viét AU= RI.
Ta 6 50 do dién trong duong :
P, f\\ Py IR.750) Pe
[
U ket Lot |
2 2
[R50}
Py D,y Pp
Véi
R =304 5 0,10 R 40108 Pama;

4

Pam™.A; viy —
naj 50

R =8“—lj=6,5.108 Pam™A.
T

2) “Pign tr6” tong cng ciia mach dign fa ;

R=2R, +2% =2,1.10° Pam™ A .
Biét ring lhm lhrong thé tich I3 O/ it trong mdt gidy,
Dyy=10"m’s™', do chénh dp sult Pg-P, bing
Pg—P,=2,1bar, dodéladuoc Pg=32bar.
Higu ap suit & cic “cuc” ciia gb- bang 0,4 bar,
Higu suit ¢ cic “cuc” cia R, bing 0,65 bar.
Vay, tir d6 ta suy ra cac ap suat khac nhau :
Py Py Fc Pp Py Py
1,1 bar 3,2 bar 28bar | 2,15bar | 1,75bar | 1,1 bar

3) Gid sit hé dwoc tao thanh béi chit lnu hign c6 trong bom & thoi
digmt.

Do bién thien dong ndng ciia nd rat nhd, nén ta cé thé coi cong sudt
tong cong nhan duyc trigt tiéu, nghia Ia :

Cong suét cic 4p e & phia trén va phia dudi + cong sudt ciia bom = 0,

Dodo : Ry =(Pg—Py)Sv =(Pg—=P4)Dyy .
Sur twomg tr voi dién dong hoc nhur viy ciing cho cong Suat :
R =21W




M Phan loai cic dong chiy (ir s6 REYNOLDS.
B Udc luong cac ¢ 1an ddc trung.

M Phin (ich thtr nguyén.

DIEu cAN BIET TRUGC

B Dong hoc chil Tuu,
B Dong e hoe chdl luu 1y tudng.

B Do nhdt cta mot chat luu..

SU CHAY THUC :
SO REYNOLDS

\
MG dé
Moi chat lieu, theo cdu tric ciia né, déu nhor !

Nlue vay khong 1on tai chdr luu ly tuomg
(cang vay, khong ¢o cac dong chay thé)

Thé nhung cdc mé hinh nay lai duoc ding

trong cong nghiép.

Dai khi nguadi ta ¢6 thé bé qua do nhot

ctia mor chdt luu.

Trong cdc diéu kign do, sw van chuyén dong luong
bdng doi luu (sie kéo theo boi chdt luu) chiém wu thé
hon so voi ciang sw van chuyén do bang khuyéch tan
(tinh nhot).

Khi do, ta co nguy co thu diege cac cudn xody.

Mot con 6 khong co thie nguyén cho phép "lwong tr
hoa" sumo ta cac dong chay khdac nhau cia mot
char luu nhor : do la s0 REYNOLDS Re.
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Cho 161 nay, ta maoi gioi han & cdc truong hop cdc dong chay ly neong
(chay thanh 16p voi cde chdt heu nhot, chay thé voi cac chdt a1y tuong),
¢o thé mo 1a boi cdc biéu thiic (hay cac mé hinh) todn hoc don gian.

Mot vai thi nghiém don gian chitng 16 cho ta thdy cdc sw chay thuc phic
tap hon nhiéu.

Cac nghién cuu thuc nghiém

2 2 2 7 Y H.1. Voi nucc cho phép diéu chinh
ve Sl'-r Chay cua mQt Chat qu thl'-rc luu liwgng va chdt mau cho phép thay
ro sw chay trong ong.

1.1. Su chay thanh 16p va cudn xoay

1.1.1. Vi du thu nhat : Thi nghiém cta REYNOLDS

Mot binh nudce (hay chat 16ng néi chung) cung ¢ip nude cho mot dng ndm
ngang, dai; mot thiét bi cho phép dua mot s¢i mau vao trong ong (A.1).

Thi nghi¢m chimg 16 :

* & cdc van 1oc nhd, sgi mau van thing va song song voi thanh 6ng (h.2).
Cac duong dong di doc theo nhau khong bi réi va trugt trén nhau : (a néi
¢O sy chay thanh Iop. DS 1a trudng hop cla 1t ¢a cic vi du da duge
nghi¢n cttu cho téi nay.

¢ (& cédc van (8¢ 1on, sgi mau phian (an ra va tron 1dn vao chat luu (h.3) :
cic duong dong bj r8i. Sy chiy & trong ong la cudn xody : cic duong
dong bi roi. Sy chay & trong &ng 1a cudn xody.

Nhur vay. doi vai mot chat long da cho, trong mot dng da cho, thi gié tri cia
van e cho phép phéan bigt mot sir chiy thanh 16p véi mot su chay cudn xody.

1.1.2. Vi du thit hai

Ta hay quan sat tia nude khi di ra tir mot cdi ong (h.4). Néu luu lugng  H-2. O van t6c nho, sw chay la thanh
yéu. thi sgi nude trong sudt chidy ra mot cach déu dan. Pidu nay chi xay /-

ra khi van ¢ chdy nhd hodc khi chat luu rdt nhét (theo nghia dinh tinh

thong thuomg cda tr nay).

a)

— AW

b)

— e A

H.3. O van i6c¢ lom, sw chay la cuon
H.4. Sir chay a. thanh [6p b. cudn xody. Duong kinh trong ctia 6ng bing 12 mm,  xody. a. Hinh dang thu dugc bding

e luomg Idn luot la 0.2 10t trong mot phiit va 10 it trong mét phuit. Cau triie clia  cdch chup anh ¢6 dién. b. Hinh dding
tia nuce cupn xody (& day chup anh voi thoi gian doi 1/500s) bién doi rat nhanh  thu dwpc khi nhin thitc thoi (chup
kho quan sdt duge mot cach ré rang. anh rat nhanh).
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Ti€p tyc tién hanh thi nghiém trén bing cach ting dan luu lugng @ bé mit
clia tia nude khong con hoan toan nhin nia va hinh dang cla né thay doi
theo thoi gian, sau dé, mat di do wrong sudt. Céic duong dong khong con ¢
dang du didn ciia ch&€ do chdy thanh 1ép. Ching tao thanh mdt mang fudi
phiec tap, roi ung, & ché do mdt 6n dinh thuong xuyén, hinh dang ludn ludn
thay d&i va thay déi rit nhanh. Khi do, khong con ¢6 thé du doan duge sy
bién ddi clia cac dudng dong nita va st chdy, hdn don, thanh cudn xody.

Sur xuat hign cudn xody khi van (8¢ chdy vuot qua mot gia trj nao do 1a
mot hign tuong rat phd bién.

1.1.3. Cac tinh huéng khac

N¢u ta thoi rat nhe nhang vao mot chiée coi thi khong thdy mot am nao
phat ra : khong khi chay thanh 16p va khong d6i. Bit dau tr mot luu lugng
nao d6, coi mGi phat ra mot am. Thi nghi¢gm nay chimg 16 su 1dn tai cic
hién trgng khong 6n dinh : sy chdy trd thanh cuon xody (h.5).

Su chay la thanh lép néu cic duong dong ""trugt” trén nhau va van
git song song voi nhau : néi chung, c¢é sw chay thanh lop néu "van
toc' nho.

Trong truomg hop nguge lai, véi van téc trung binh len, sw chay la
cudn xody. Sw chiy cuon xody la khong bén va ¢6 cau triic hén don.

2 S6 REYNOLDS

S& REYNOLDS s& cho phép la xdc dinh mdt cich dinh lugng "ranh giGi"
gitta mot dong chdy thanh I6p va mot dong chdy cudn xody.

2.1. Lua chon cac thong sé

Ta hay du kién xdc dinh céac thong so tac dong vao hai thi nghiém & trén.
Su chuyén (i€p thanh 16p - cudn xody véi cac dong chily dang xét phu
thudc vao :

* van toc trung binh V clia chat luu (diéu nay la duong nhién) : nhat [a
trong hai thi nghié¢m trén chinh ching ta da lam ro thong s& nay ;

* 30 nhét n cta chat luu @ didu nay cing duong nhién vi cic cudn xody rat
kho thu dugc & trong dau so véi & trong nude |

* duong kinh D cia Ong : d6i véi mot chat luu da cho, véi mot 16 nhd, ta
dé thu duge mot dong chay thanh 16p hon 1a mot 16 1én.

* khdi lugng riéng p cha chit luu. Thong s6 ndy cé vé khong duong nhién,
nhung khoi lugng riéng lai xudt hi¢n trong moi phuong trinh bién déi.

2.2, Su tiép can bang thit nguyén

D¢ ¢6 thé thyc hign sy phan bi¢t vé mat dinh lugng gitta mot dong chay
thanh 1&ép va mot dong chdy cudn xody, tir cac thong s6 & trén, ta hay xay
dung mot dai lugng khong ¢6 thit nguyen.
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H.5. Phai ¢6 mor luu luomg 1601 thiéu
dé cudn xody xudr hién va mor am
duwoc phat ra.
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Céc phuong trinh thit nguyen cla cde thong s6 khac nhau da lua chon la
Vi=LT ™ ml=ML ' T [D1=L; [pl=ML"

pVD

Chi ¢é lugng la khong ¢6 thir nguyén ma ta ¢ thé xay dyng duoc

tir cac thong sd nay (x. §10). Vay dai lugng nay la mot con s6 ddc trung
cho sy chiy. Con s6'khong 6 thit nguyén nay goi la s6 REYNOLDS:
_pVD

n
Ta hay tinh ¢ 16n clia s REYNOLDS cho hai dong chdy, mo (2 ¢ §1.1.2.

Re

Ky hicu D,y 12 luu lugng thé tich, va D la duong kinh cta Gng, vén 16¢
4D Dvol

vol

nD*  D?

trung binh V clia dong chdy duge cho bt V =

Thi nghi¢m dugce thue hién véi nude p = 10°? kg.m73; n= 107 PI. Tur
trén, ta co:

* khi quan sit thdly mot dong chiy thanh Iép V = 2,5 cm.s™) v Re = 300.
* khi quan sat thdy mot dong chay cudn xody (16i) V1,2 ms~ va Re~14000.

Cac gid tri nay 1a cdc dac trung clia mot dong chiy thanh 1&p va mot dong
chdy cudn xody.

y ' L
* S0 REYNOLDS Re = PV
n

cho dong chay cua mot chit luu (khai lwgng riéng p, do nhot n), cé
van téc trung binh V, xung quanh mot vat can (hay trong mot dng
dan) ¢6 kich thuge dic trung L.

la mot s6 khong 6 tha nguyén, dic trung

* Su chuyén ti€p thanh lop - cudn xody

Néu s6 REYNOLDS nhé (Re < = 2000, néi chung la gia tri duoc chap
nhan), s chay thuong thuong la thanh lep; Vai Re lén (Re > 2000),
dong chay thuéng la cudn xoay.

Hinh 6 cho ching ta mot vai ¢d I6n cda cac gid tri 6 thé cé cla s6
REYNOLDS.

Nhiing cach giai thich khac nhau
cuia sd REYNOLDS

Ta hay lam rd cdc khai ni¢m quan trong vé sy gidi thich s6 REYNOLDS
bing cdch chi xem xét mot chél luu khong chiu nén, ¢6 khai luong riéng
p. d0 nhdt n dang chiy véi van 10c¢ trung binh V xung quanh (hoic trong)
mot vat cin ¢ kich thude dic trung L (h.7).

3.1. Nhitng diéu can nhic lai
Ta nh¢ lai rang trong biéu thie clia dao ham theo hat (dao ham toan phan):
D

2 .
=—+ (. grad)
Dr o &
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5 ta so |
mo ta
ReEYNOLDS Re
su bidn doi =
cta vo trdi dat
song bang ot
vi khudn trong nudce 107°
tinh trung trong 103
tinh dich
hon bi 1072
roi trong mat ong
ca trong bé kinh 10°
ngudi boi trong nude 1()5
rin trong nude 10°
chim 10°
ca lon trong nudc 108

H.6. Cdc vi du vé
REYNOLDS.

gia tri cua s&

van tde cua chit long & vo ciing,
xa ¢hd ¢6 nhicu loan

e

— e

H.7. Mot chdt luu khong chiu nén,
cé khoi luong riéng p va do nhor n,
dang chay véi van 16¢ trung binh 'V
xung quanh mot var can 6 kich
thuee ddc trung L.



¢6 hai s0 hang :

| >

- do bién thién cuc bo cia dai luvong

o))
o

e 4. grad : do bicn thien déi lwu cta dai luong, nghia 1a do bién thién gdn
vai sir dich chuyén ciia chat 10ng.

Viay nén, phuong trinh bicn ddi (8ng quat mot chit 16ng nhét, duoe cho
b&i cong thae sau:

Di ;.  gradP

. -
—=f +—Av,
Dt p p

cho phép thu duge phuong trinh sau day ma van toc & la nghiém :
o m pdp
if- +(v.grad)v - D= S~ g,
ct p p

Phuong trinh bién déi clia van (o¢ nay dugce gidi thich nhu sau

do bién thién cuc bo clia van (6¢

/—— do bicn thien dai luu cla van (o¢

{Q}H(ﬁ_ gma)ﬁH{—l}AD:{fm _ grad P}
ot P P

d0 bién thién khuy&ch tan clia van toc —/ /
0 hang "phét dong"

S8 REYNOLDS ludn luon thu duge bdi ty s6 cha hai dai lugng dic trung:

¢ mot lién k&t vai sw doi luu (ta s¢ cho nd chi sg "c¢") :

* mot lién k&t vai sw khuyéch tdn (ta s¢ cho no chi sd "d").

3.2. Ty sd gi(ta hai suat truyén déng luong

3.2.1. Truyén déng lugng bang déi luu

Khoi lugng dm di qua dién tich dS trong thoi gian dr (h.8a) bang
dm = p v dS dr. Dong luwgng riéng bing v, nhu vay da ¢c6 mot sy truyén
dong lugng bang doi luu.

Suat truyén dong luong bing déi luu bing : ot sudt truyén
- dong lugng
dp, = pvzdet . bing doi luu dp,
3.2.2. Truyén déng lugng bang khuyéch tan /\/\AW
v
Hay nh¢ rdng trong mot dong chay cha chat 16ng nhét ¢6 1dn tai mot tng o
lue b& mat ti€p tuy€n gitra hai 16p chat 16ng (iép xac néu van toc tuong dm1— ds

doi gitra hai I6p nay khic khong. D6i vai chdt 1ong khong chiu nén, luc g .8a. 55/ truyén dong luong bing doi
nay co6 dang : luu. Khoi ligng dm di qua dS trong
thoi gian dt bang :

- s N 3
dF =dF,é, =—Ilgrad IdSe, .
11 €x o grad(poy )| €x dm = D, dt = pudSdt

164



He thie nay duge gidi thich nhu mot sy truyén dong luong bang khuéch tin
qua di¢n tich dS (h.8b) (x. chiong 5). Sudt truyén dong lugng bang khuyéch
tan qua dién tich dS trong thoi gian dt cho b&i dpy = dFjye,dr . hay :

dpy = % Il grad(p o, ) 1dS dr .

He thic nay cho phép (bing cich danh gid c& lon cia dai lugng
Il grad(pu)ll la luong % ) viét biéu thic sau :

Suat truyén déng luong bing khuyéch tdn la :

dpg =P asar =" asar .
p L L

3.2.3. S6 REYNOLDS
S Reynolds duge xde dinh bdi :

{suﬁ't truyén dong lugng

R bing déi luu } pe  (pv
Cc = = —= =
{sufit truyén dong lm_mg; P4 (nuj n

bing khuyéch tan L

2)_ pLv

3.2.4. Giai thich.

s REYNOLDS ldn
Re>1 < p. > py

80 REYNOLDS nho
Rext & py > p.

ru thé cila sy truyén dong lugng
bang khuyéch tan

wu the cla sur truyén dong lugng
bing déi luu

3.3. Ty sé gilta hai thoi gian déac trung
Dé thdy ro cic thoi gian ddc trung gdn véi sy doi luu va sy khuyéceh tan,
ta hay trd lai bidu thie da dua ra trude day :
& (Gogradyi - Lag = 7, - &radl

ot P p
Cén nh¢ ring ta dang c6 dong chdy ctia mot chat 1dng khong chiu nén (¢
khoi lugng rieng p va do nhét ), véi van (8¢ v xung quanh mot vat can
¢o kich thude dic trung L.

3.3.1. Thoi gian dic trung cla su van chuyén dong luong
bang déi luu
Ta hday so sanh cic sd hang bién thién cuc bo (;—LJ va d6i luu
ot
(([).g?dii)&) clla van toc. Néu hai s§ hang nay "gin bing nhau”, thi ta ¢6
thé xac dinh mot thoi gian dac trung T, saocho:
Lol nghiala _L
T, v

Cha y rang thoi gian dic trung biéu thi thoi gian can dé mot hat di hét
khodng cach dac trung L.
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sudt truyén
dong luong biing
khuéch tan dp,

grade ()

y vy + dy)
y+dy T R A
y 2 > 1:(y)

X

H.8b. Sw truvén dong luwomg bang
khuéch ran :

M)y = v, (y)é, va di, =n%dscuz\,



Thoi gian dic trung T, cda s van chuyén dong lugng bing déi luu
. L
bang 1. =—.
v

3.3.2. Thai gian dic trung clia su van chuyén déng luong
bang khuéch tan

Ta hay so sanh cic sd hang bién thién cuc bo (i—p] va  khuéch tan
ct

(EAI)] clia van toc. Néu hai s0 hang nay "gin bang nhau" thi ta c6 thé

p
x&c dinh mot thoi gian dic trung T4 sao cho:

r_ne
q P2
2
L
nghia [a T4 =P
n

(thdi gian ddc trung nay ton tai trong moi hién tugng khuyéch tén; x.
Nhiét dong luc hoc, H—prépa, ndm thie nhdt va ndm thi hai).

Thoi gian dic trung T4 cda sy van chuyén dong lugng bing khuyéch
2

N L
tan bang 14 =PE

3.3.3. S& REYNOLDS
S& REYNOLDS ¢ thé con duge xédc dinh bdi mot ty so :

. ‘ . 12
thoi gian déc trung clia su van chuyén PL
T4 pLv

R dong luong bing Khuyéch tan n
c= = — = —_— =
thoi gian ddc trung cla T, L ul
su van chuyén dong luong bing déi luu v

3.3.4. Giai thich

sO REYNOLDS nhd s0 REYNOLDS 16n
Re«l &1, «1, Rex»1 o 1.«

thoi gian ddc trung cla sy van | thoi gian ddc trung cda sy véan
chuyén dong lugng bing khuyéch | chuyén dong lugng bing doi luu
tan rdt ngdn, d6 s& Ia cdc hién | rdt ngdn, d6 s& la cac hién twong
trong chiém wu thé: chiém wu thé:

s khuéch tin chiém wu thé s doi leu chiém wu thé

* Véi s6 REYNOLDS Ién, sir van chuyén dong luong bing déi lvu manh
hon la bing khuéch tan; diéu dé c6 nghia la thoi gian dic trung gan voi
st van chuyén biing déi luu ngin hon 1a bing khuéch tan.

* Véi s6 REYNOLDS nhd, sw van chuyén dong luong bing khuéch tdn
manh hon la bing déi lvu. Thoi gian diic trung gin vdi sw van
chuyén bing khuéch tan ngin hon bing doi lwu.

N

Ve



4 Cac dinh luat déng dang

4.1. Phuong trinh khéng thu nguyén cuc bd

ddi véi mét chat 16ng khdng chiu nén
Ta hay xét dong chay clia mot chdt 1dng khong chiu nén xung quanh mot
val can.
Dol voi mot dong chay da cho, nghiém cta phuong trinh NAVIER -
STOKES phu thudc vao :
* cdc thong so ddc trung cia chat 16ng (p, 11);
* cdc ditu kien gi¢i han gan cho dp sudt va van tdc ;
* cic ddc trung cla vat ¢dn (hinh dang va kich thude cta vat).
Vay ta hily tim lai cdc thong s& da dugc xdc dinh trudce day.
Bing mot phép bién ddi toa do, ta ¢6 thé rat gon duge so cic thong s
doc 1ap.
Ta hay tudng trgng ¢6 mot chat 1dng khong chiu nén, gia thict vo cang
rong; & xa vat can, chat 16ng ¢c6 mot van toc déu v, = v, da bict (h.9).
Goi L 1a mot chiéu dai dac trung cda vat can (vi du la dudmg kinh doi véi
mot quéa cau). Cac don vi "t nhién" ciia bai todn, doi vdi chiéu dai la L,
d6i v6i van 8¢ [ 1, d6i voi thoi gian 1 = va d6i voi ap sudt a pol
(v&i nghia rong cda s6 hang, va ludon ludn ky hicu la P=P+ pgz nhu &

chuong 5). Ta hay dat :

x=x1L x=y'L x=2'L

8

v=uv'v, t=1"— [f):[f)vpl,

Uy

Cac toa dd maoi x', y', z' va ' a cac sd khong ¢6 tht nguyén ; ta goi chiing
la cdc toa do thik nguyén.

Ta cing sé ky hi¢u grad’, rot', v.v..., 1a cdc toédn tir vecto dugc xdc dinh
trong h¢ md&i nay, vi du nhu :

orP .. oP' oP' _

I€_r+~—'€v+ -e,.
ox oy' 7 o7 T

Véi h¢ bién s6 mdi nay, phuong trinh NAVIER-STOKES tré thanh :

grad'(P") =

BDE B
— —=-p—gra =AD",
P L Dt P L " 12
. puLl . . A )
Dat Re = ——— la s0 REYNOLDS ctia dong chay va nhd vecto cudn xody
n

. —, . . .. D
®'=—rot'(0"), khat trién 2¢ ,tacod:
2 Dr’

—~, 2

ov — o~ 1
—+20'A 0"+ grad(P'+ —)=—A"0’
or' g 2) Re

* Tinh khong chiu nén ludn luon duge dién ta bdi div'd' = 0.
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van t0c cua chat 16ng & vo cung,
xa chd ¢o6 nhiéu loan

_,/\\
E— __

H.9. Mot chdr long c6 khoi luong
riéng p va d¢ nhot m di 101 mor vt
can ¢é kich thuce ddc trung L voi

vdn toc v, .



» D¢ khir 4p sudl, ta 1ay rot ciia hai v& cla dang (huc trén. Bing cach ap
dung céac quy tdc (Ong hgp cic toan (k veelo (x. chuong 8), va dua vao
div'e' =0, ta thu duogc :

o' — _ 1 . o' 1 I T
—+rot'(w'A")=—A'®w"' ha =—A'0'+(w'.grad)'.
ot' ( ) Re Y ct'  Re grad)

4.2. Binh luat déng dang véi dong chay
Xxung quanh mot vat can
Trudng van 10c duge xac dinh bdi :
* cic phuong trinh dao ham riéng :
oot |
—+rol'(w'Al)=—A'®
ar' Re

div'd'=0 va @':%Tot'(&');

* céic dicu kién gidi han :
o'=é, ovocung va 7'=0 & trén vat can.

Trong cac toa do khong thir nguyén, di véi mot vat can ¢6 hinh dang va dinh
hudng da biét, thi van 16¢ khong thir nguyén o' chi phu thuge vao mot thong s6
- 50 REYNOLDS Re. Néu ta thay ddi cac kich thude cha vat ¢an, hoidc néu ta
dung mot chdt 16ng khac, nhung gitr nguyén s& Reynolds, thi cac dong chay la
dong dang, nghia Ia gidng hét nhau, sai kém mot thira s6 ctia thang do.
Cau tric cua dong chay cia mét chat long khong chiu nén xung
quanh mét vat can c¢6 hinh dang da biét, chi phu thudc vao sé
pLvy

n
Cac dong chay ciia hai chit 1ong khac nhau xung quanh hai vat rin cé cung
hinh dang nhumg cé cac kich thute khac nhau 1a déng dang véi nhau, néu c6

REYNOLDS Re =

cac s6 REYNOLDS béng nhau. Khi dé van téc khong thir nguyén Y seco
voo

cung gia tri tai nhimg diém tuong ung cta hai dong chay.

Dic biét, ch€ dj chay (thanh lép hodc cudn xody), déi véi mot hinh

dang da cho, phu thujc vao gia tri cua Re.

Chi y:

* Dinh nghia cia sé" REYNOLDS c6 phan con mdp mo. Thuc vay, doi voi
mét vat rdn cé hinh dang bat ky thi chi cé cé lom cia chiéu dai ddc trung
L la c6 ¥ nghia. Vi vay, ta cdn phai xdc dinh ro dinh nghia cia L (Vi du :
chiéu dai lon nhat).

* Tinh déng dang chi dwgc dp dung khi vit rdn chim hoan toan trong chadr
long khong chiu nén va khéng cé gioi han. Néu vit rcn khong chim hoan
toan, nhie mgt con tau chdng han, thi ta phdi ké t6i cdac song bé mdt, ma
cdc song nay lai khong tudn theo cing cdc dinh ludt déng dang. Hon nita,
néu ta phai ké toi tinh chiu nén (do la truomg hop cdac dong khi khi cé van
téc rdt nhé so véi van t6c cia dm), thi sw bdng nhau cia cdc s6
REYNOLDS chuwa du dé dam bao cho sie dong dang.

» Ap sudt khong thie nguyén chi tham gia vao cdc phieong trinh boi
gradien ctia né. Vay, dé la cdc do chénh léech P'(M)— P'(O) déi voi mot
diém mdc O, chung c¢é cung mot gid tri cho moi dong chdy tuong tu.
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' ﬂlp dung 1

Cidc hé so thang do cho mot phép thi
trén mo hinh (maket)
1) C6 nhiéu phép rthir lién quan dén mot chiéc
rau ngdm trong tuong lai dwoc thuc hién trén
mot moé hinh voi 1y 1 1/5, ndm yén trong mor bé
&0 do o duy tri mot dong chay khong doi.
Hay xdc dinh cdc hé s6 thang do cdn ap dung cho
van tdc, cho ap sudt va cho cac hop luc dé chuyén
cdc gia tri do diepe wén mo hinh vao thuc 1é.
2) Ta tuong tupng cac phép thir dwoc thuc hién
frong mot ong théi khong khi. Gia rhiét khong khi
khong chiu nén, hay xac dinh van t6c dong chay
cua khong khi. Phuong phap nay liéu co sie dung
duoc khong ? Ta sé ldy doi voi nuoe 0. 1,0.107
P
va d6i voi khong khi 3-=1,5.107.
p
1) Coi chiéc tau ngdm chim hoan oan trong nudc,
khong chiu nén va gia thiét ring s bang nhau cta
cac s8 REYNOLDS dit d& dam bao tinh ddng dang.
* Goi ¢y = —1yé, 1a van toc clia chiée tau ngdm
thye. Trong h¢ quy chiéu clia tau ngam, diéu nay
twong tng véi mot dong chdy sao cho vy, =ty
Dé thu duge cing mot s8 REYNOLDS thi dong
chiy trong bé phai c6 mot van toc bang Su .
Khi d6 cac dong chiy twong ty nhau, va doi véi
moi cap diém twong ng :

v _ Ymo hinh
thuc — 5

* DG v6i cic  bien thien dp  sudt
P—Fy=(P- PO‘)pufo. Néu trong hai trudng
hop dp sudt bing Ay & do cao 0, thi khi do :
Pmo hinh — P()

25 '
» Néu ta khir dugc anh hudng cia trong luc,
P = P va 4p sudt ¢6 du do dong chdy tao ra trén
mo hinh Ién gap 25 1an. So v&i tau ngam thue,
van t6c duge nhan 1én vai 5, va cac khodng cach
duge chia cho 5. Biéu nay kéo theo gradien clia
cac thanh phdn van td¢ duge nhan véi 25. Vi cac
phén tr dién tich trén mo hinh nhd hon 25 lan,
nén téng hop cla cic luc nén va cét, do vay ciia
lyc nhdt, do dong chay tao ra ¢6 cuing mot gid tri
tren mot phin cia mo hinh va trén phin twong
ling clia con tau thye.

Piwe — Fy =

2) Céic s0 REYNOLDS bing nhau néu
Ve = Ymg hinh )

' 75
Vidu néu y,.=10 ms ! khi do Upphih =750 ms
I6n hon van t6c am. Gi thuyét khong khi khong
chiu nén nhw vay la khong thue & va khong thé ¢6
sir dong dang clia cac dong chay.
Chiy.
* Sw bdng nhau cia cdc lwc khong lién quan dén
thanh phan "lwc ARCHIMEDE" (do trong lyc) ciia
téng hop cdc luc nén.
* Bé dé thir khong thé hoan toan tdi tao lai dwoc
cdc diéu kign gici han civa bién gdn nhw vé han.
Cho nén, cdc két qua phai dwoc hiéu chinh, co
tinh dén st c6 mdr cia cac thanh bé,

l

4.3. Cac ché& dd chay

4.3.1. Trudng hop dic biét cua ché do tuyén tinh khéng déi

Ta hay nghién ciu trudng cac van e, trong trudmg hgp mot che do tuyén
tinh dugc gia thiét khong ddi.

Ddi vai cdc $6 REYNOLDS nhd, chi ¢d cac hien tugng khuyéch tén tham
gia (céc hi¢n tugng doi luu khong dang ké) va phuong trinh trd thanh :

O ché do khong doi, cac van (oc khong thi nguyén tai moi diém, vi vay
duoc xac dinh bdi :

rol'(A'3) = A'(rol'5') = 0 va div' (5) = 0

0'=¢,. & voeung, va J'=0 trén vat cin.




Do vay, truong (M) Ia duy nhat, khong phu thudc vao s6 REYNOLDS.
Tré lai cac toa do ban dau, ta viét :

BM) = 0,,5'(M).
Vi doi véi mbi diém M, (M) 1a mot vecto khong déinén ta ¢6 :

Vdéi s6 Reynolds nhé (Re <« 1), trong ché dé tuyén tinh khong dai,
van toc tai moi diém ty 1€ voi vy -

Chd y ring d6i vdi cac dong chdy c6 s6 REYNOLDS rit nhd (Re < 1) thi
theri gian khong tham gia tuomg minh vao sy bién ddi clia chdt 16ng : ché
d0 chiy luon luon la gin nhu khong ddi (x. chuong 8).

4.3.2. Su khéng tuyén tinh, cac cudn xoay va hén dén

Néu trong mot dong chiy, s6 REYNOLDS Re 1ém so véi 1, ta phai tinh dén
cic sO hang khong tuyén tinh. Cac nghié¢m khong con chdng chdt 1én nhau
duoc nira va sy phan bd cac duong dong bién ddi theo s REYNOLDS Re.

Nghién ctu dinh lugng mot cudn xody bang céach gidi phuong trinh
NAVIER-STOKES li rdl phic tap. Ta xdc dinh mot cach don gian la sy t6n
tai cdc s6 hang khong tuyén tinh trong mot phuong trinh vi phan don gién
c6 thé gay ra céc hiéu tng gin gidng nhu cudn xoay :

* v6i céc nhiéu loan nhd. ta thuong ¢6 thé tuyén tinh héa phuong trinh vi
phan dé c6 cac nghiém ¢6 thé tao lai duge.

Vi du : Mot dao tie it bi nhiéu loan luon luén dao dong xung quanh vi tri
cdn bdng cia nd, bdt ké cdc diéu kién ban dau nhie thé nao.

¢ néu céac nhiéu loan I6n hon, ¢ thé tén tai nhi¢u nghiém bén. Cac
nghi¢gm nay bién d6i xung quanh mot hodc nhidu "tdm hit". Mot su thay
ddi rat nhd céac diéu kien ban diu hodc cac nhiéu loan nho bén ngoai ¢
thé 1am h¢ mdt thing bing va chuyén vé mot nghi¢m hoan toan khac.
Vidu : Mot con ldc duopc ldng di "rdt manh” c6 thé dao dpng xung quanh
vitri § = 0 hay 0 = 2, hay 6 = 4=,... Tinh chdt khong diéu hoa caa cdc
dao dong nay coé thé dugc thé hién ré nho vao hinh anh pha (x.H-Prépa,
Co hoc nam thit nhat). Tie cdc diéu kién ban ddu lan can, hé cé thé tién vé
cdc ché dg bén, nhung khdc hdn.

* néu cic nhiéu loan rét I6n, ta khong con ¢6 thé duy doan heé sé bién déi nhu
thé nao nira ; mot sy thay déi rat nhd cac didu kién ban ddu hay cac thong
3 ¢6 thé dan 16i céc trang thai hoan toan khéc biét : trang thai hdn loan.

Nhu vay, & mot dong chay chat 16ng, c¢6 thé phan biét duge cac pha khac
nhau : khi ting van tGc (do d6 ting s§ REYNOLDS) ctia mot dong chay, ta
quan sat thdy cac hién tugng tuong tu :

* vGi Re rdt nhd (dién hinh 1a Re < 1), dong chiy 1a thanh I6p, gén nhu
tuy€n tinh. Dong chay 1a bén, dudng nhu khong dnh hudng bdi cac nhiéu
loan nhé. D6 1a diéu ma ta da thdy & §2.2.

* néu Re lon din (trong thyc (&, gia trj phy thudc rdt nhiéu vao mit cit
cla vat cin hay hinh dang cta 6ng), dong chiy ¢6 thé ¢ nhiéu hinh dang
tuong d6i bén. Nhitng nhiéu loan nhd 1am cho dong chay chuyén tr hinh
ddng nay sang hinh ddng khac. D¢ la diéu ma ta quan sit thay khi mé dan
ddn mot voi nude ; ¢ nhimg cdu tric hinh hoe thay déi xuat hign trén tia
nudce, bat ddu tr mot luu lugng nao do.
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* v&i nhimg gia tri 1on hon cla Re, ta khong con ¢6 thé mo th mot cach don
gidn dong chiy khi né trd thanh cudn xody (réi). Su lech nhd nhat khdi cac
diéu kién ban diu va mot chiit nhiéu loan ciing lam thay ddi hin 101 gidi. Sy
bién ddi clia mot dong chay khong thé du doan trude va dong chay rd
thanh Adn loan. Su cudn xoay thé hi¢n chi yéu bdi sy khong thé xay ra mot
ché do khong ddi bén va bdi sy tdn tai thoang qua cée cdu tric tudn hoan
(su phan nhanh), ca vé khong gian lan vé thoi gian. D6 la diéu ma ta cang
quan sat thdy khi mé& hét ¢ mot voi nude voi luu lugng 16n (dudmg kinh
16n) : dong chdy duomg nhu tire thoi chuyén qua cace trang théi thodng qua
khac nhau ; ta khong (thé doan trude duge mot ché do chay nio.

Sw cuon xody duge gin vdi diic tinh khong tuyén tinh cta cic phuwong
trinh ctia co hoc chat 1éng. Né xuat hién vdi cac s6 Reynolds cao, va
dic trung cho méot dong chay hon loan va phu thuoc thei gian.

5 Dong chay xung quanh mét vat can

5.1.1. Luc can chinh dién, hé s can chinh dién
Theo dinh nghta, liec can chinh dign ia thanh phan song song véi & clia
6ng hop cac luc do dong chay clia chit 1dng tao ra. Ching ta da gip luc
nay khi goi n6 la lyc ma sat.
Lue nay khong tinh d€n céc tic dung ca wrong lue. Ta hay khir luc nay
khdi cac phuong trinh : diéu d6 lam cho P va P triing nhau.
H¢ s6"can chinh Cx clia mot vat rdn la mot so khong thit nguyén duge xac
dinh bédi :
I 2 o 13 Fein chinh
Fein chinh = CprUOOS nghia la Cx = ————.
3 pugzoS

Tiét di¢n can S (maitre-couple) 1a dien tich clia mat thu dugc bing céach
"chi€u" vat rin trén mot mit phing vuong g6c véi dong chay (4.10)

boi voi mot vat can ¢6 kich thude va han thi céc dai lugng trén duge xdc
dinh theo don vi dai.

Ta hay xde dinh xem, d&i v6i mot vt can ¢é hinh dang va dinh huéng da -
biét, luc can chinh bi¢n ddi nhu thé€ nao theo ham cda cac thong so p, n,

N . e a A trudmg van tée déu ¢,
Uy va L (kich thudce cia vat can). : :

D6i voi mot vat can ¢6 hinh dang va dinh huwéng da cho thi hé s6 can
chinh Cx chi phu thudc vao s6 REYNOLDS Re :

Cx = f(Re).

Ké&t qua nay chi thu duge duy nhal bing cach phan tich thit nguyén (x.
$10), va nghiém lai moi hé qua cla né hodc bdi cac quan sét thyc nghiém.

1iét dién can S —
H.10. H¢ 56 can chinh Cx I mot s6

Ta hay thi nghién ctru cac dong chdy khac nhau ton tai xung quanh mot khong thit nguyén xdc dinh boi :

qua clu, bing cach nghién ctu cac dir kien thyc nghigm lién quan (6i

. |
dong chéy nay. Fean chinn = C*EPVWS .




5.1.2. Su bién d6i theo thuc nghiém cla Cx(Re)
d6i véi mot qua cau nhan
DPuong cong trén A.11 ghi lai sy bi€n ddi (theo thi nghi¢m) ctia h¢ s6 can
p2Ru,,
n
Cac gia tri bing s dic bi¢t chi ro trén bang 12 .

chinh Cx theo Re = ddi vai mot qua cdu bédn kinh R.

Re, ~5.10°

T
]
1

Re 0.1 i 10 ] 102 | 10% ) 10% | 10° | Ree | 10°

Cx 245 28 4.4 1,1 [04710431047 1 ! 0,14
H.12. Mgt vai gia tri cia hé s6 can chinh Cx doi véi mot qua cdu nhédn theo ham
. p2Re,,
cia Re=—-+->2.

n

Ta thay xuat hi¢n trén dudmg cong nay bon mién dic trung
* Mién I: Re nhd
He¢ s0 cén chinh ty & nghich vdi Re:
Cx = 2—4
Re
* Mién 2: mién trung gian.

Ta ¢ thé tinh gdn dang Cx theo cong thic ABRAHAM :
2

=)

Cx:A[H

véia=9.06va Aa” =24,

* Mién 3: 10* <Re <Re, =5.10°.

Heé s6 Cx gin nhu khong ddi.

* Mién 4:

C6 mot su "chuyén dich” tuong tmg véi mot s6 REYNOLDS t6i han Re,,

ma Cx gidm dot ngot. Sau d6 luon khong déi.

Ta hay chi y d€n cac mién | va 3.

B Mién 1 (Re <1) : luc cdn chinh dién ¢ ché do tuyén tinh khong doi

PLvs
n

. N 24 .
H¢ s6 can chinh Cx gin bing e vgi Re = va L=2R.
e
Ta hay tinh lyc can chinh di¢n F, :
2

Fx=Cx%S,v()i Cx=24 v S =nR%, e I

p2Rv,

2
F, = 24 Ple g2 6nnRuy,,
P2Ru, 2
Nhu dw dodn (a priori) ch€ d9 tuyén tinh 1a mot sy gan ding 6t d6i véi
Re « 1. Trong thyc t€, d6i v6i phan 16n cic hinh dang vat can, sy gin
ding trén van ¢6 thé chip nhan duge d6i véi Re < 1.

mién 1 , mién2  mién 3 , mién 4
Cx/ o :
1004
10
i Re, = 5.10°
1‘{ Cx= I'Té ; ¢ 2
0 :

8 T T T :ﬁ T 7: T el
0,1 1 10 102 10% 104 105 106 Re
H.11. Hé s0 can chinh Cx(Re) doi

vai mot qud cdu nhdn.
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Biéu thic cia luc cin chinh dien nay doi véi mdt qud ciu véi sO
REYNOLDS thdp (Re < 1) £, =6mnnRe, , tao thanh cong thic STOKES.
Trong nudc n= 107 Py, ta ¢6 thé d4p dung cong thic STOKES cho mot
qud cdu duong kinh 0,1mm dich chuyén v&i van (8¢ | mms™ (Re =0,1)

V&i mot qua ciu duong kinh fem dich chuyén véi van to¢ 1em.s™

trong
nude, Re = 100: ta khong thé ap dung dugc cong thirc STOKES. Néu dich
chuyén nay xay ra trong mot chat 1éng nhot hon nhu dau, véi né n = |,
Re = 0,1 thi cong thic ¢6 thé ap dung duge.
Cong thic trén da duge chitng minh (x. bai tdp 6, chuong 5).
Chii y:
o Luc can chinh dién chi ti 1¢ véi van toc dong chay néu chi ¢é6 mgt minh
vat can trong mot chdt long coé quy mo vo han. Sw ¢é mdr cia thanh ngdn,
hodc cria cdc vat can khdc, sé lam cho bai todn phitc tap hon (x. §8).
* Vi moi dong chay ¢ s6 REYNOLDS nhé xung quanh mot vat can bat ky
co kich thuwoc hitu han, hé s6 can chinh 1y 1é nghich véi Re. Vi vdy ta ¢o
thé ching minh rdng luc can chinh dién cé dang 16ng qudt sau (1iét dign
can S ti lg voi I )

K

Cx= ¥ Feanchinh = KMl

Cac thira s6 K va K' thuong vao co don vi ; chiing phu thudc vao hinh
dang va vao sw dinh huong cia var can. Cdc thira 56 nay co thé dugc suy
ra tw thi nghiém hodc tinh dugc bdng mét vai phép hinh hoc don gian.

Khi s¢ REYNOLDS rat nho (dién hinh 1a Re < 1) thi dong chay xung
quanh mét vat can la tuyén tinh, va luc can chinh dién ti 1&¢ véi van
toc dong chay.

Véi mot qua cau ban kinh R, lye can chinh dién dugc tinh béi cong
thirc STOKES :

Fean chinh = MRy, .

® Mién 3 (10° <Re <10°): Iyc can chinh trong ch€ dé cuon xoady

Vi nhitng s REYNOLDS ndm trong khoang tr 10° dén 10°, Cx gan nhu
khong d6i. Trong pham vi nay, lyc can chinh (hay luc ma sat) xap xi ty 1&
V(i binh phuong ciia van toc.

D31 véi mot qua cau, gia tri cla nd vao ¢ 0,5. Khi d6 ta c6 thé viél

F. =kpv2R?,
vai =— (=)

C6 thé dat duge cac gia tri nhd hon doi véi cdc mit cét "khi dong luc
hoc" : nhd hon 0,2 d6i véi mot chiée o to.

P> D& luyén tap : BTI.




Truong hop gidi han
cua chat I1dng ly tudng

6.1. SO REYNOLDS

Dai véi mot chat 1ong 1y wdng, n = 0, va nhu vy Re bing vo cung. N&u
ching ta ngoai suy mot cach khong than trong cac két qua trén thi mot
dong chiy chat 16ng ly tedng luon ludn fa cudn xody.

Nghich 1y nay 1a do mo hinh ¢lia chdt 16ng Iy tudng khong phai 1a mot
ngoai suy wr mot chat 1éng thye ¢6 do nhdt nhd. Vian o cia mot chat
[6ng thue, ngay cd khi ¢6 do nhdét rat nho, cang biang khong & chd tiép
xtc véi vat rin, trong khi van 10c mot chat 1ong ly twéng lai khac khong
va Giép tuyén vai bé mit clia vat rdn.

6.2. L6p gioi han (tang bién gi&i)

O lan can vé moL val can, cac profin (mat cdt) van e s¢ rat khae nhau
néu ta xét mo hinh cia chat 16ng nhat, tie chat [éng thue (h.13). Trong
khi v&i mo hinh clia chdt 16ng ly trdng, van (e 1a khac khong thi doi vai
chat 1éng thye, no 1ai bing khong.

Trén hinh 13, ta quan sat thay hai mién rdt khic nhau :

e mién |: v&i y < 8, hai profin rat khic nhau ;

* mién 2: véi y > 6, hai profin gdn nhu giong nhau.

C6 mot sy chuyén (iép ndm cach vit can mot khodng cach 8 © ta vira méi
dugce thdly ro lop gicdi han, twong ting v&i mién trong dé cédc proflin van to¢
[a rat khac nhau.

Pai luomg § ("gidgi han” trén clia 16p gidgi han) thuong duge goi 1a hé day ciia
lop gi6i han. B day nay ¢6 thé thay déi doc theo mot profin: nhu viy ta ¢
thé ¢6 tinh hudng sau véi mot vat can (f1.14), nd ¢6 thé biéu dién mot phin
ctia prolin cac van (¢ nhu profin nay ¢6 & gdn mot diém dung (h.13).

L6&p gidt han d6 1a mot 1ép gidi han thanh 16p. Mot 16p gidi han thanh 16p
¢6 thé r¢ thanh cuon xody; trong truong hop nay. profin cic van (oc ¢
hinh dang biéu dién trén hinh 16.

Ta hiy trd lai (h.17) hai mién xudt hi¢n wen hindt 13.

* Mién 1

Trong mién 1, twong tng véi truomg hop thue, ta ¢6 thé viet & = v(y)é, :
van 0¢ bién thién nhanh theo y, nhung bién thien it theo x (nh¢ ring cac
kich thude rdt dan theo y!). Céc lye nhét, do do cac su truyén dong lugng
bing khuéch tan, s¢ chi€m uu thé,

* Mién 2

Trong mién nay, ta ¢6 thé viél 7 =v,.é,: van 3¢ bién thien rat it theo cdc
dai lrgng khong gian.

boi khi cang ¢6 i nu mo hinh héa profin van (0¢ bing mot dinh luat
tuy@n tinh hay parabolic hoidc theo hiam ma (4.18).

Trong phuong trinh cuc bd cia dong luc hoc, do nhdt tham dy vao so

[
)

hang (phuong trinh khong thir nguyén).

C

174

H.13. Su khdc nhau ro vét gina hai
profin van toc (chii ¥: cde kich thudac
dai tang manh theo v). (a): profin sé
o voi mot chdr long IV tuong, ()
profin thue.

"2idi han trén
cua lop gidi han

duong
dong

H.14. Mot lop gioi han khong nhdi
thiét la khong doi.

diém
dimg

lop gidi han
H.15. B¢ thay ro lop gidi han lan
cdin mot diém dunyg.,

16p gi¢i han —

cudn xody phu :
H.16. Lop gidi han thanh lop tro
thanh cudn xody . cdc xody nudc
phu dige tao thanh trong mot mién
ma bé day co thé 1ang lén hav giam
di. O dav, ta thay xudt hién mot sy
biit khoi Idp gici han thanh 1op.
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mién 2, & day van ¢
bi€n thién it theo cac
dai lugng khong gian

mién 1, & day
van tdc bién thieén
ety nhiéu theo y

\

vt can x

i parabolic

vat can 8

mién 2

mién 1

H.17. Van t6c cia chdt long trong mién 1 c6 dang H.18. Van t6c cia chdt léng trong mién 1 c6 thé mé hinh

U =1(y)é,, trong khi d6, né c6 dang U = v, trong mién 2. héa bdng mot profin tuyén tinh (vecto cudn xody Q déu)

hay mgt profin parabélic (vecto Q thay doi tuyén tinh theo

¥) hodc theo ham ma.

Mot chat 1dng ¢6 do nhot nho, do gia tri 1on cha Re, ¢6 dic tinh nhua mot
chat 16ng ly tudng khi laplaxien clia van toc khong qua 16n. Nhung, & lan
can vat can, van toc chuyén rat dot ngot tir gia tri khong sang mot gia tri

(i)

vao ¢ v, . Do dé, khong con bd qua dugce nira.

4]

6.3. Mién c6 hiéu luc cuia cac dong chay thé

& ngoai 16p gi6i han, ta c¢6 thé bd qua mot s& hang nhét, va mo hinh ciia
chat 16ng ly tudng cho ta mot sy gan ding tot.

Trong cac ap dung hodc céc bai tap, ta da nhiéu 1an lién ti€p xét cac dong
chay rhé (hay khong xody) ciia cic chat 16ng 1y twdng. DE kiém ching
tinh chat ¢6 cdn cit clda gia thuy&t nay, ta hiy nh¢ lai phuong trinh bién
ddi cha vecto cudn xody :

D' 1 . e T
——=—A'0'+(0"'.grad")v".
Dt Re (©'.grad’)

J ngoai I6p gidi han, A'G'~ 0 va D—°°,=(c5'.g—raﬁ')a'.
!

H¢ thirc trén ¢ mot hg qua quan trong : dong chay la khong xody & vo
cing nén vecto cudn xody van gin bing khong doc theo moi dudng dong
khong di qua 16p gi6i han. N6i chung, ta ¢6 thé coi dong chay la dong
chay th€ & bén ngoai 16p gidi han va dong ré xoay tao ra, & cudi vat can,
béi cac duong dong da di qua Idp gidi han.

Dong chay clia mét chat 16ng c6 do nhét yéu xung quanh mot vat rin
gan nhu mét dong chdy ly twéng, trir ra mét mién nim lan can vat
ran, goi la lop gioi han. Cac tac dung cua do nhot, va dic biét 1a sw
tao ra cac cudn xody, gan nhw duyce gigi han & lop gigi han nay.

Hay nh¢ ring mot 16p gidi han, tiy thudc s6 REYNOLDS, ¢6 thé 1a thanh
16p hay cudn xody (x. §8).

Bay gi0, ta hay luu y dén 16p gidi han thanh 16p.




6.4. Bé day cia mét I6p gidi han thanh I16p
Bing cach xét thi nguyeén, ta ¢6 thé danh gid ¢ lon bé day ciia 16p gidi
han khi né ¢6 c@u tao thanh 16p.
O ché do khong ddi, van tdc 1a nghicm ciia phuong trinh:
Rerol'(@'An0")=A'G "

Hay tudng tuong, trén mot 1dp mong day & ' doc theo mdt don vi dai cla
vat can (trong cdc toa do khong thit nguyén, Aink 19), van 3¢ va vecto
cudn xody ¢o dang:

0'=v'(x'\y)e, va o' = '(x\y')e..
Cac dao ham theo x' rdt nhd so voi cac dao ham ddi vai Y. A'o’ 1a vao

o R . . 2 5 . P N
cd —= (ta ¢6 thé kiem chtng lai, chang han, biang cach gia thiét mot

profin theo ham mo cho ham s& ®'(y")). Van t6¢ da vao cd don vi, nén
©W'AJ" lavao ¢co ©'é,. Theo phuong (Ox'), khodng cich bi¢n thién dién
hinh clia ©' bing | nén:
oi@ni) =25 ~0e, .
o z
Biing cach dua cac ¢ 16n rén vao phuong trinh dao ham riéng, ta thu
l
JRe
Néu L 1a kich thude ddc trung cua vat can thi k&t qua trén wong tng vai
L
e
Doi véi mot quéa cau ban kinh lem, chuyén dong tinh bién trong khong
khi [% 107 m?.s7! j bé day cda 16p gidi han 1a vao cg vai phin mudi

dugec &'~

S =

cha milimét khi ¢6 van toc 1 m.s~!.

ﬂlp dung ©

Nghién citu hé s6 can chinh
Béing mot lap luan theo thit nguyeén, ta hay xdac ~ dUoC:
dinh xem hinh dang ciia dinh ludt bién thién cia
hé s6 can chinh Cx s& nhu thé nao, néu trén toan
vdr rdn c6 mot lop gioi han thanh Iop ¢6 bé day

H.19. Thé hién ro cdc toa do khong
thit nguveén.

Thay & bdng gia tri gin ding cda no, ta thu

K 1

JRe

Cx =

nhé b.
Luc can chinh di¢n ¢ ¢& I6n cha dién tich, nhan
v&i gradicn clia thanh phan tiép tuyén ca van t6¢

NghTa la: Fezn chinn ~ pKL2 Esﬁ -

"Dinh Iual" nay hau nhw pho hgp vai duong
cong cida hinh 11, khi Re ndm trong khodng ttr
50 dén 1000. Boi véi cac gia tri 16n hon cla
Re, xody ré dong tr¢ thanh cudn xody. Dinh
luat nay khong con tuong \tng vdi cdc gia tri
thye nghi¢m.
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6.5. Su bién doi cua ap suat trong mot 16p gidi A
han thanh Iép

Ta hay quan tam dén mol Iép gidi han thanh 16p, dimg cta chal 1ong

khong chiu nén. Hay dung céc ky hi¢u cta hinh 20. ¢5
Dong chdy ¢ ngodi 16p gidi han da dugce bict: khong nhot, va do vay L *

tuan theo ly thuy@t vé the. Trong mién nay, van toc chi phy thudc vao x.  H.20. Cdac bién s6 dung dé nghien
Ap suat ciing da biél hay c6 thé tinh duge theo dinh Iy BERNOULLI (chdt it dp sudt trong lop gidi han. Var
I6ng khong chiu nén & dong chay khong ddi trong mot mién khong ¢6  can ¢d mot chiéu dai dac trung L,
cudn xody). voi L>38 .
Trong 1¢p giGi han, van (o¢ ¢ an theo phuong trinh bao toan khai lugng

e X N . CU P
(div(r)=0), va phuong trinh NAVIER-STOKES (vm == 0} ; cdc ¢o lon

o

ctia nhitg s0 hang khac nhau xudl hi¢n trong cic phuong trinh nay, dan
151 cde ket qua sau (khong ching minh):
Doi voi mét dong chay khong chiu nén, dimg, c6 s6 REYNOLDS cao,
xung quanh mdt vat can c¢6 kich thuee dic trung L:
* ton tai mot Iep gigi han, gia sit thanh lép, ma chiéu day 8 sao cho
1

S—z «1;
L

7

* trong lop gioi han:

— 4ap suit 1a khéng ddi theo y (vudng géc vai thanh):
or
haligay) ¥
oy

— d¢ bién thién ap suat theo x (ti€p tuyén voi thanh) duge tao ra béi
dong chdy khong nhot ¢ bén ngoai lop gidi han.

Cac két qua nay chung thuc cho cic phép tinh thuce hién voi cac dong
chay 16ng ly tuéng, dic biét 1a cdac dong chay thé,

M6 ta mét vai dong chay
Xung quanh mét vat can

Cac dic trung cta mot dong chdy xung quanh mot vat cdn duong nhién 1a
ham so cla s6 REYNOLDS Re.

Mot céch tong quit, khi s6 REYNOLDS ngay cang ting thi:

* sau sir quan sat thdy mot dong chiy thanh 16p, nhdt.

* mot 1¢p gidi han thanh I6p phat trién.

* 61 véi mot s6& REYNOLDS cao (co Re = 10° ), 16p nay trd thanh cudn
xoay (gi tri tdi han), khi dé gay ra mot sy gidm quan trong (c6 thé néi la
bat lién e hay mdt ci nhay) cha Cr.

* ¢ xa gid tri t&i han nay, Cx bi€n thién it.




7.1 Md ta dong chay xung quanh mdt qua cau

Dai voi mot qua ciu ban kinh R, hé¢ s6 ¢an chinh dign Cx duge xéac dinh bai:

RY

12
F. = Cx%n R2,

va s6 REYNOLDS biing:
_ p2Ru,
———-n .
Ta hay nh¢ lai hinh dang ctia sy bicn d6t ctia h¢ s0 can chinh dign Cx(Re)
cia mot qué cdu nhin (h.21).

Re

Ta c6 thé quan sét bing thue nghi¢m cac dong chay sau.

* V@i cac gia tri Re nhd hon 1, dong chay la thanh 16p va gan nhu tyén
tinh. Cac duong dong ¢ hinh dang bidu dién wen hinh 22. Cx ty I¢
nghich vai Re.

* Vi cdc gia tri cda Re 16n hon 1 (¢ Re = 20), xudl hién mot cudn xody
hinh xuyén, bén, & phia sau qua cau (h.23). Cic kich thude clia cudn xody
nay tang thco s6 REYNOLDS.

* Vi cic sd REYNOLDS vao ¢& 300 - 450, cudn xody nay két thic bing
sit chiém linh toan bo phin phia sau qui ciu (h.24).

* Bit ddu Re bing gin 450, cudn xody tach ra. ¢6 dang mot hinh dinh ¢
(h.25). Cudn xody nay do h¢ qua cda sy ¢6 midt mot lyc ngang "quay tron”
tdc dyng 1én qué cdu .

* VGi Re = 1000, dong chdy khong con déu dan ntra: né hinh thanh mot
x0dy r¢ dong, mién rdi vt hdn don & phia sau qué cau (h. 26).

* Néu Re tré nén rét 16n, (Re >x5.10%) xody r¢ dong gidm ding ké. Cac
cudn xody bién ddi mot cach hdn don. Khong con ¢é thé mo 12 mol cich
don gian dong chiy ntra, né tr¢y thanh dong chéy roi (4.27). Mie dau trude
day 16p gisi han 1a thanh 16p, nay né chuyén thanh rdi.

Cx bi¢n d6i nhanh ¢ 1an ¢idn mot gid trj 151 han cta s REYNOLDS, tuong
tmg voi su chuyén G€p 16p gidi han ur thanh lép sang roi. Diém tach ra
clia I6p gi¢i han thay ddi vi tri mot cach dot ngot, manh; do vay co mot
"¢t nhay" trong su bién ddi clia Cx (x. §8).

Re =450

H.25. Cudn xoay hinh xuvén nén tach

Re =~ 300
H.24. Khi Re tang, cugn xodv két thie
béng sw chiém linh phin ha ho cia  ra va cé dang dinh oc.
qua cau.

H.26. Dong chay khong con déu din nia. Lop gici han la thanh 16p, nhung mot
mién réi dige phat trién ¢ phia sau qua cdu. Diéin ¢dt trupt cita 16p gici han ndm
o "phia trucc”.
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H.21. H¢ s6 can chinh dién Cx(Re)

doi voi mpt qua cdu nhdn.

Re<0,5
H.22. Voi mor s6 REYNOLDS nho,
dong chay 1a thanh 16p va gdn nhu
tuvén tinh.

Re~20
H.23. Cuon xoday xudi hién ¢ phia

sau qua cdu b hinh xuvén.

diém tach ra ctia
lép gidn han
|

Re=~10°

sure dong

B0



7.2. Md ta dong chay xung quanh
mot hinh tru vo han
Dai vl mot vat can ¢é kich thude vo han, ta can xac dinh lyce can chinh dign
va h¢ s0 ¢an chinh di¢n trén mot don vi chiéu dai. Nhu vay d6i véi mot hinh
tru ron ban kinh R, tdc duomg kinh D = 2R, Cx duoc xic dinh boi
2

F.= CX%D = CxpeaR ; va Cx duge tinh bing m™' .
~ . . pDu,,
S0 REYNOLDS Re duge xac dinh bdl Re = ———.
n

Dang dicu bién thién ctia Cx thco Re doi véi mot hinh tru. dwoc biéu dién
trén hinh 28a.

Cx
Re <5
10 Yoo
1
Re = pvD - —
0,1 T T T T T T T T T n > _\\_///-'——
10" 10 100 100 10

H.28a. Bién thién cia hé s& can chinh
dién doi voi mot trie dai vo han theo s&
REYNOLDS.

H.29. Dong chay thanh 1op va gan
nhue tuyén tinh

Re | 1072107 1|10 102 108 |10t ] 10° | s10° |10 | 107

Cx | 400 60 11 3 12 0 112 123 [ giandoan| 0,4 | 0.6

H.28b. Cx la ham s ciia Re doi voi mor hinh tru, nhdn, vo han.

* V@i ¢dc gia i nho cla Re, vao ¢ don vi, dong chay la thanh 16p va gan
nhu wyén tinh. Cac duomg dong ¢ hinh dang duge biéu dién wen hinh 29. Ta
¢6 motL dong chay thanh 1dp, nhdét, khong bj tach ra.

* Vi cdc gid tri ctia Re d9 vai chuc, ta thdy xudt hién cdc cudn xody bén,
& phia sau hinh try (h.30). Dong chay ludn luon dai xtng; ¢6 mot sir boc
tach thanh Igp doi ximg.

* V&i Re vao ¢o 100, cac cudn xody "tdch ra" khoi hinh try mot cach tudn
hoan, trong khi cdc cudn xody khac lai duge hinh thanh. Dong chay la
dn hoan, nhung cac dudng dong van ¢6 (thé déng nhat héa duge (h.31).
Ta cu thé hda mot dudmg cudn xody xen k& nhau clia BENARD-KARMAN.

40 <R 150 a 3
e < 150 2300 Re=100

-

oo

@ j=e=T

H.31. Duong cudn xody xen ké nhau ciia BENARD~KARMAN.
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diém tichra Re>5.10°

cua l6p gidi han
7

Y —

dong

H.27. Lop gioi han thanh lop trudc
day tro thanh rdi : n6 dugc thao ra &
"phia sau" qua cdu.

S<Re<40

H.30. Cdc cuén xody bén xudt hi¢n &
phdn sau tru. Dong chay ¢6 dang
hinh tru.

300 < Re < 5.10°

H.32. Sw tach ra cia 1op gici han
thanh 16p dwoc thuc hién ngay cang
ra phia sau cia hinh tru.



* V6i Re ndm giita Re = 300 va Re zS.IOS, su biit ra cta 1op gidi han
luon uon dugce thye hign bt diu tir mot 16p gidi han thanh 16p. Cac cudn
xody dugc tach ra khéi hinh tru va trd thanh réi (h.32).

e V&i 5.10° <Re <5.106, sy bt ra duge thyce hign tir mot 16p gidi han

3]

161, & d6 ¢6 "cii nhay" cda Cx (h.33).

« O xa gid tri nay ciia Re > 107, Cx gir gin nhu khong ddi (h.34).

Chu y ring dong chdy xung quanh mot canh mdy bay, dugc coi nhu mot
hinh tru ¢6 chiéu dai vo han, ciing cé cung nhitng dic tinh trén (h.35). Sy
biit ra clia I¢p gidi han thanh 16p gay ra mot sy giam lyc nang. Sy tao ra
mot 16p gidi han r6i (nhd vao nhitng chd gb ghé nhd trén cénh) cho phép
giam bdt sur biit ra nay (x.§8).

5.10° < Re < 5.10°

Re > 5.10°

H.33. Lop gioci han tro thanh roi. H.34. C6 mgt xoay ré dong réi va hén
don & phia sau hinh tru.

M& rong: cac dong chay c6 sé
REYNOLDS rat nho va rat Ién

8.1 Cac dong chay c6 sé REYNOLDS rat nho.

Khi s REYNOLDS nhd (Re < 2000), dong chay la thanh 16p (va di nhién
khong roi)

C6 nhiéu su bién déi véi s& REYNOLDS rat nhd (Re << 1) nhu chuyén
dong clia mot song bing, su bién héa clia tAng Trai DAt, sy dich chuyén
cla céc tinh trung trong tinh dich,...

V&i s6 REYNOLDS rat nho (Re << 1):

* cic lyc nhdt chiém uwu thé 16 rang so vdi cic lyc quan tinh nén ngudi ta
¢6 thé bd qua luc nay.

e cac sy bién d8i dién ra rat cham, nén ciing c¢6 thé bd qua cac bién thién
nhat thdi cuc bd cia van toc.

Vay trong cdc diéu ki¢n nay, cac phuong trinh bién ddi khong phu thude
vao thoi gian: ching bat bién d6i vdi bién s6 nay.

Voi s6 REYNOLDS rat nhé (Re << 1), cac bién déi cia chat 1ong la
thuan tiy dong hoc, dwge thue higén véi van tée nho (thuong 1a khong
ddi). Thei gian khong tham du vao, cdc bién doi ¢ gici han cia tinh
thuan nghich : ngwoi ta néi dé la tinh thudn nghich dong hoc.

céc két qua
thi nghiém

sur bittra clia
16p gi6i han

0

H.35. Su bién dbi ciua hé s6 nang

theo goc toi F,

la h¢ 56 nang.

2
=C,%L véi C,
© 2
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4 vong -~

Do e s -2
H.36. Tinh thuan nghich cia cac e nhot trong mor dong chay ¢6 s6 REYNOLDS rat nhd (Re < 1077):

a. Vi tri ban ddu ciia gior ;
b. Su tan ra ciia gior sau bon vong quay chdm caa hinh tru bén rrong.

c. Giot gdn nhue lay lai hinh dang ban ddu sau bon vong quax chém theo chiéu nguoc lai ciaa hinh tru bén trong.

Vay cac dong chay véi s REYNOLDS rat nho duge quan sal vai cde he:
e ¢6 kich thude nhd
* (v/ hoiic) duge dit trong mot chal 1dng ¢é do nhdt 1on.

Ta hay ldy cdc vi dy khédc nhau.

8.1.1. Tinh thuan nghich déng hoc cua mét dong chay
c6 s6 REYNOLDS rat nhé

Ta hay hinh dung thi nghi¢m sau day, duoc mo (@ wén Ainh 36. MOL giot
chdt [6ng duge nhudm mau (sird) ndm trong mot chdt 16ng khong mau ¢6
cung U rong (glixérin), va duge dit gitta hai hinh try.

Tren hinh 36a, (a thdy giot & vi trf ban ddu. Ta thyc hién dong chay (do
vy ¢6 sy an ra) cda giot (h.36b), bing cach cho hinh (ry trong quay
khodng bon vong cham (mol vong trong 10 gidy) (hinh try ngoai van gitr
¢o dinh); giot gin nhu 1dy lai hinh dang ban ddu (h.36¢) sau bon vong
quay cham (cung vin (0¢) hinh try trong theo chiéu nguoe lai.

Tinh thuan nghich ctia sy bicn déi nay (thudn tuy dong hoc) la ¢6 thé, vi
s& REYNOLDS ciia dong chdy nay rat nho.

8.1.2. Cac van téc gidi han & s& REYNOLDS rat nhé

Lay hai hon bi lam bing cung mot chil (U trong giong nhau), nhung cac
ban kinh ¢6 ti 1¢ 2: dit trong cing mot chat 10ng (glixérin) ¢o 1y trong gdn
bing song hoi nhé hon, cac hon bi nay nhanh chéng dat (6 mot van o¢
roi giGi han trong mot G 1¢ 4, nghia 1a (i 1¢ v&i binh phuong bdn kinh cia
ching (4.37). Thuc vily, mot hon bi ¢6 ban kinh R va khoi lugng riéng
pp. dat trong mdt chat 16ng ¢6 khéi Jugng rigng pp va ¢6 do nhaot n,
chiu tac dung cta ba lyc (h.38) :

4
* trong luc 37 R3P[3§ ;
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trirdgc sau

@ céc bég liinh
"""""" trong L I¢ 2
H.37. Trong mot dich chuvén o sé
REYNOLDS thdp cia mor hon bi
trong mot chdr 1ong ¢o 1 trong ticong
dwomg, van 16c roi H 6 voi binh
phitong duong kinh ctia no.

6nRNY

L

%ﬂm(PB‘PF)g

H.38. Khi dat t&i van tdc gidi han:
4
6m Rn o :;nR3(03 -Pr)g.



, . 4 . Coa . ,
* lyc dady ARCHIMEDE »—%—n R3p,,~g. Van toc rat nho cho phép ta str dung
biéu thic nay, ma binh thuong chi ding trong tinh hoc (hop luc

in R3< pp— pr)g cha hailye trén "tao ra” chuyén dong) ;

* lyc cin chuyén dong (lyc cén chinh dign), do sy nhét cda chdt 1dng tao
ra. V&i s§ REYNOLDS rilt nho, lyc nay bing —6n Rn 0.

Nhu vay, trong khi lyc "tao ra chuyén dong" Ui 1¢ véi R} (h.39), thi van
t0c giGi han (khi t8ng clia ba lyc trén bang khong) ti 1¢ véi R? . didu nay
kha phu hgp véi thue nghi¢m.

8.1.3. Anh hudng cua thanh ngin

Trong chuyén dong roi cda minh, hon bi s¢ chuyén dong cham di néu no
& gan thanh ngin (71.40). Diéu nay dugc giai thich 1a cic mach chit 16ng
co khuynh hudng "di theo" hon bi bi thanh ngin ham lai.

Hi¢u tng nay ¢6 thé duge thay ro khi quan sat sy ldng dong clia mot 1ap
hop cac hat ¢6 4 trong gin bing (i trong cda chat 16ng trong d6 cac hat
dang ldng: mdt ¢6 gradicn theo hat 16n 1a khong nim ngang.

8.1.4. Chuyén dong roi cia mét hinh tru
I.ay hai hinh tru gidong nhau (¢6 cang kich thude va cung ti trong) dat vao
trong glixérin ¢6 U trong gin bang nhung hoi nhé hon.
Hinh try dat thing dimg dich chuyén nhanh hon hinh try dat niim ngang.
Van ¢ dich chuyén giGi han song song véi cac dudng sinh (V) bing
gap doi van (8¢ gidi han vudng géc vai cae dudng sinh nay (h.41 va 42).
Neéu ctng hinh tru rén duge dat mot cach bat ky, thi no khong chuyén
dong theo mot dudng 1h§ng dimg (h.43). Luc ("phat dpng") f lao ra
chuyén dong ctia hinh try ¢6 thé phan tich thanh hai lyc Fjy va F o :
, F=Fy+Fy.
Khi d6 van t6¢ duge phan tich thanh hai thanh phan 2, va 2, sao cho:
7y :ZOLF// va U :aﬁl

val o :D// +ljl_ .

cac luc phat dong gidng nhau

trong thi nghiém trén

A
--------------- 3
| F=F b F=F
_______________ , S
______ — - = i /
v=aF, cdc van 1oc

gioi han -
L y=2aF,
________ YooY

trudce sau

H.41. O 56 REYNOLDS rdt uho, van toc
roi gioi han phu thudc vao huéng cila
né. Cac van 16c nay ndm irong i 1¢ 2:

vy =20,

H.42. Cac van t6c gioi han khac nhau
twy theo chuyén dong dupe thuce hién theo
phienmg vuong goc (L) hay song song
(I1y voi cac duomg sinh ciwa hinh tru:

vy =20F/ var =aF,
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R=2r g
chiéu cha lue

ban diu van tdc gisi han
tao ra (x4)
dich chuyen

lye "phit dong”
(x8)

H.39. Trong khi luc “"phat dong tao
ra chuyén dong" ti 1é voi R, & 56
REYNOLDS nho thi vdn t6c gici han tf

Py . 2
lé véi R

T Y
hai qué cdu
giong nhau

—— thanh ngan
¢6 dinh

H.40. Trong chuyén dong o s&
REYNOLDS nhe cua hai hon bi (rong
mot char long cé khot luong riéng
ruong diomg, thi hon bi ndao & gan
thanh ngdn sé bi chém di.

F

H.43. Luec ("phar dong”) F c6 thé duec
phant tich thanh hai lee Fy va o :

F=Fy+Fyi.



Chui y:

* S6"REYNOLDS lién két voi chuyén dong ciia cdac tinh trang trong tinh dich
la rdr nho, vao co Re = 1o (h.44). Cac tinh tring st dung tinh chdr & trén
dé dich chuyén. Trong thuc 1€ ching thuc hién mot chuyén dong xody.

o SO REYNOLDS lién két voi chuvén déng ciia mot con rdn trong niese lai
hoan toan khac: Re > 10° . Con rén diung luc quan tinh dé di chuvén, do
nhot cia chat long trong do con rdn di chuyén ¢6 thé bo qua.

8.1.5. Ong HELE-SHAW

Mot ong HELE-SHAW (f1.43) dugc ciu tao bdi hai tdm trong sudt

(plexiglat) rdt gdn nhau: khodng cach gitra hai (dm vao ¢ milimét.

Ta ¢6 thé dit var can gitta hai tim d6; cac vat cian ndy ¢6 kich thude

ngang c& vai centimel, nhung chiéu cao ctia ching bing khoéng céach gira

hai 1am.

Vin (8¢ chdy tao ra cho chit 1ong gitta hai 1dm rat nho, co mm.s ™!

Ta hay tinh do 16n clia s6 REYNOLDS v&i nude:

CpLe 10%10771077
n 1073

Re =1

Nhur vay s0 REYNOLDS la nho.

Vay, thco Uit dien, truong van toc ¢é dang parabolic (dong chay
POISEUILLE gitra hai mat phing) (h.46).

O ch& do khong déi. ta ¢6 thé cu thé héa cic duong dong ctia mot dong
chdy bing cich st dung phim mau, hoic céc s¢i lanh tdm dau trong dau
vadolin chdng han.

Loi ich ctia mot ong HELE-SHAW nhur sau:

Dai véi mot vat can da cho, cic duong dong thu dwgce ¢ s6 REYNOLDS
nho, trong ong HELE-SHAW giong nhu cdac dwong dong thu duoc biing
ly thuyét khi gia thiét chat long 1a ly twéng (nghia la khong co do
nhot), nhr vay tuong ung voi mot dong chiy ¢6 sé6 REYNOLDS bang
vO cung!

P 1a didu ma ta quan sét thdy teen hinh 47.

bé diy vao

Vit can ¢ milimét

lruomg
van toe

dong chay
clia chat long

dong chay
cua chdt long

H.45. Ong HELE=SHAW dupc cdu tgo
boi hai tdm cach nhau khoang 1 mm,

H.46. Hinh dang ciia truomg van toc
ctia mor chdar long trong mér ong
gitta ching ¢6 mor char long dich  HELE—SHAW.

chuvén véi van téc nho, co mm.s” .
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H.44. So REYNOLDS lién két voi

chuvén dong ctia cdc tinh trang

trong tinh dijch la vao ¢& Re = 107

H.A47. Dong chay xung quanh ot

hinh tru ¢6 bé day nho (Imm) va vén
10c nho (1 mms™) Dong chay
dugc thé hién ro nho cdc soi lanh
tdm ddu trong ddu vadolin.



8.2. Cac dong chay véi s& REYNOLDS rat 1on

8.2.1.Cacluuy

Ta bict ring, & s REYNOLDS rét lon, cac dong chay la chay roi: céc sy
chily roi ndy 0n tai khi van toc 1on hon mot van ¢ gidi han, qua ng, do
nhét khong con di dé di¢u hoa cac chuyén dong.

Khi ma van 10¢ di chuyén clia mot chiée 0to trong khong khi 1én (may
bay, qué bong gon...) thi cac su chay roi nay xuat hién.

Cic su chay roi ¢6 thé ¢6 hai bdi cic chan dong ma chiing tao ra, nhung
ching cting ¢6 nhitng tdc dung ly thi:

* sir chiy roi lam cho sy hdn hgp nhién licu véi khong khi trong mot dong
co 16t hon.

¢ sir chiy 161 cho phép mdt vai mdy bay bay nhanh hon.

8.2.2. Tai sao mét qua bong gén lai khéng nhén ?
Trong nhimg dic¢u ki¢n sir dung binh thuong, s6 REYNOLDS ctia mot qua
bong gon [dn hon Re = 10°. Cac qui bong gon duge Tam mép méo di sao
cho s chay roi ting lén dé ching bay duge xa hon.
Vi vy, trong cing cac didu ki¢n lang qua bong, thi qua bong gon ¢6 thé
dat 161 khodng cdch 150m, con vdi qud béng nhan thi khodng cich nay s¢
chi 1a 100m (h.48).
Su khong déu dian cho phép thu duge xung quanh qua cdu mot 1op giéi han
roi (1.49), trong khi do 16p nay la thanh 16p doi véi mot mat nhan (4.50). Khi
16p gitn han thanh roi thi lue can chuyén dong s¢ nhd di (h.51).
Ta c6 thé thdy ro cac sy chiy roi nay bdng cach them vao trén mot qué
céu nhdn mot vanh tron gd ghé.
Nhu vay, d6i véi mot dong chay dic trung bdi mot s REYNOLDS da cho
(nhung lon: Re > 107), thi céc 16p gi¢i han 1a rat khac nhau khi khong ¢6
hodc ¢6 vanh g6 ghé nay (h.52).
Ta hay khio sét cic bi¢u dién bang d6 thi cia hinh 52.
* Trong trudmg hop a) (qua ciu nhan) va b) (mot sei ddy manh da dugc
dat 1én qua cau nhin), ciac s0 REYNOLDS la gidng nhau (Rc:2.105),
nhung cac he s6 cin chinh dién lai khac nhau:

a)Cx=04;b)yCx=0,1
bicu nay la do sy xudt hi¢n 1p giGi han rdi tao ra bdi su ¢é mit clia soi
day trong truong hop b).
* Trong trudmg hop ¢), qua cdu 1a nhin, vi Re=4. 107 Trong nhimg diéu
kién nay Cx =0,1.
* Diém (1) wong tng voi sy bt khdi cha 16p gidi han thanh 16p, va diém
(2) twong tng vG&i sy chuyén tiép thanh 16p-roi.
* Diém (3) trong ing véi mot sy chuyén tiép thanh 16p-roi trong 16p gidi
han.
* Mién chi ro bdi (4) twong tng véi sy bit khoi thanh roi.
* Trong khi mdt I6p gidi han thanh 16p tdch rdi khdi mot profin a) thi mot
16p gidi han rdi lai ¢6 khuynh huéng bam vao profin hon by, diéu ma ta
cling quan sat thdy trén hinh 53. Diéu d6 ¢6 tac dung 1am gidm h¢ so can
chinh dién Cx.

qud bong gon

qui béng nhin

7 ™.
,/ N
e // - ~, \.
N N
100m 150m

H.48. Trong cing nhing diéu kién
ldng bong, qua bong gon (mop méo)
bay xa hon mor qua béng nhdn.

dong chidy xung quanh

qua boéng gon

I6p gidi han roi
H.49. Xung quanh mdt quda bong gon
o mot lép gici han roi.

16p giGi han /\ ~—

thanh lop

H.50. Xung quanh m¢r qua bong
nhdn ¢6 mot lop gisi han thanh lop.

r hé 6 can chinh dién Cx
0,6 1
0,51 r’/“_
0,4 qué bong
0‘3 1 @n/ x
021 cau nhin )
0,14 //
T —T —>
0 10°% 106 Re

H.51. St khdc nhau gita cac hé sé
can chinh dién Cx(Re) cia mdt qua
bong nhdn va ciua mot qua bong gon
trong

mot - chuyén

REYNOLDS Ion.

dong c6 s&

0
N
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H.52. Cdc dong chay khdac nhau voi s6 REYNOLDS Ién Re > 10° xung quanh mét qua cdu.

truomg hop cau Re Cx
a cdu nhin Re =2.10° 0.4
b day manh ¢t trén mot ciu nhin Re =2.10° 0.1
c cdu nhin Re=4.10° 0.1

9 Mo réng: cac chat 1ong phi NEWTON

9.1. Pai cuong
Trong cong nghiép, thudng ngudi ta cdn thyce hign:

* cac hon hop hodc cac khudy dong lien tuc mot vai chat 1dng nao dé lam
cho ching dong nhat: ching han, cdc chat 16ng nay c6 thé la cic dung
dich dai phan & hodc cdc polime nong chay, cac chat (dy hay cac sin
phdm ddu, cac chat 1ong sinh hoc hay cic thyc phdm, thé lo limg cda than
hodc quéng;

* cac ldp son hodc cac 16p trét, dé tron. dé lam va ddng théi khong duoc
"chay" khi trat 1&n tuong, hodc trong khi sdy kho.

Ta biét ring cac hi¢n tugng xudt hi¢n trong cdc dong chay 16ng khac nhau
& trén (khi quay, khuady hodc trét) cé lién quan truc tiép véi dic tinh cla
chang (hay trang thai nhét), nghia la gén v6i do nhét 1 cda ching.

Dai vai mot chat 1ong thue, do nhét (con goi ta do nhét bidu kién) 1 1a 1y s6:

n=—,,
Y

o » N o s o dF 5
gita ung luc ti€p tuyén o dat vao chat ldng | nghialac = e va
gradicen van toc:

¥ =l grado]|.

(ddng nhdt v&i nghich do clia thi gian) duge tao ra khi ¢6 dong chay (h.54).
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a)

H.53. Trong khi lop gioi han réi (b)
maoc vao profin, thi lop gici han
thanh lap lai roi khoi do (a).

dien tich dS van tdc clia
., chitlong
7 = llgrad(v),,

aF -
\

LT

— cdc duong dong
H.54. D¢ nhor v cia mor chdt long
thuce dupe xdc dinh boi hé thie sau :
G =Ny,

va ¥ =lgradoll

.. HdF
vot ¢ = ||—
ds



Doi voi mot chat 10ng thye, Gng lue o (rén tinh bing N.m 2 va do do, do
nhdt 1 cong vy, 1a cac ham s¢ ctia ¢hdl 10ng, ma nhat la cba gradien van
e ¥ (inhbing s p@) vanG).

Néu d6 nhot 1 nay chi phu thudc vao ban chit cua chat long, ciing ¢
thé 1a ham cta nhiét do T va ap suat P (n = f(T,P)) thi chat 1ong nay
dwoc goi 1a chat 16ng Newton; trong cac truong hop khdc, chat 16ng
la phi Newton (£.55).

chat long Newton T chat long phi Newton

do nhat 1 chi phy thuoe vao ban chal
ctia chdt 1ong (ddu)

do nhat ) phu thude:
« vho ban chit cia chat 16ng :
e viio gradicn vian (o¢ ¥ o ra khi cd

dong chay.

H.55. Xdc dinh cdc ddc tinht Newton va phi Newton ciia mét chdr long

Nhuw vay, doi véi mot chal 10ng Newton, tng lue Gép tyén ¢ bicn thién
uyén tinh theo gradién van ¢ ¥ (4.56), nhung ciing ¢6 thé ¢6 cic dic
tinh khac (h.57).

ticp yén A cp uye

dd nhot n

1

Rz

>

gradien
van ey

gradien
van toc y

H.56. Bicnh ddi ciia ing sudt tiép tuxén va do nhot doi voi
mot chdr long Newton.
Ta hay ldy vi du khac nhau vé chdt long thye thuomg gidp.
* Mdu
Mic ddu platma 1a mot chat 16ng Newton, song su ¢6 mat clia cac hong
cdu lam cho mau khong phai [a mot chdt 1dng Newton (n phu thuoe v ).
{Platma (chdt 1dng Newton)} + {hong cau (hat)}

= {mau (chdt I6ng phi Newton)}.
* Cic chat I6ng ¢6 ciu tric
— Déu la mot chit 16ng Newton, nhung huyén phu ciu tao bédi long do
trimg va dau (nude x5t mayone) 1ai 1a mot ¢hat téng phi Newton.
- Khong khi va long trdng tring la chat léng Newton, nhung chat bot thu
duge khi dinh bong long tring trimg (luyél tring) lai khong phai 1[a mot
chat 1ong Newton.
* Trat (pha)
DaGi voi mot 1op trdt hoi day dé chong tham & miit trude nha va mot [6p son
min bong, ta c6 s thay déi sau day cua img he o, & gradien van (o¢ y  thap:
— tng lue hiru han & gradién van 10¢ bang khong (tng luc ao hinh) cta 16p
trat (2.58) [a dd 1on dé dat duge mot 16p "day” & mit trude (¢o thé nho mot
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eradicn
van toc y

mor chdt long phi Newton.

tng luc o (N.m™)

50

cdn mat img lue lon
(khac khong) dé ao ra
mol gradien van ¢
(c6 dac tinh déo)

gradien
van 1oc y

H.57. Bién doi cia iing sudt tiép twuyén va do nhor doi voi

—>

1

gradien van e y (s~

H.58. Sw bién thién cia ung luc o
theo gradien vdn tic ¥ doi voi viée

trat chéong thdm hoi day, lic mjt
dong chay co gradien van toc thdp.
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truc lan 16 cho), day i 0.5 kg.m 2

— tng lue & gradien van e thap ctia I6p son min bong (4£.59) la nho dé ¢6
thé dat 16 16p son day 0.1 kg.m ™2 '

O nhiéu chit 16ng phi Newton tuong doi quen thude ¢6 mot ngudng chiy:
do 1a truomg hop kem danh rang, bo hodc cic bot nhao khic. DE thy ro
dac tinh nay. ta c6 thé lam theo cach sau. Ta 18y mot thidt bi gdm hai khai
trus try dudi ¢6 duc mot 16, va ta ¢d thé dit cdc gia trong Ién truc trén
chuy¢n dong dugc (71.60). Trong khi ddu chidy ngay ma khong can try trén
thi ta lai phdi th¢m cdc gia trong thi dong chdy cla kem danh rang mdi
bl dau x4y ra; la cting nhd ring cAn mot Gng lye 101 thidu thi thuoe danh
rang mdi ra khoi ong!.

9.2. Nguyén tac cua phép do do nhot

Phép do do nhét duge thye hign nho mot lvu dan k& Mot s8 1on céc luu

dan k& da xudt hi¢n; chiing thuomg dya trén nguyén tdc ¢6 mot trung (am

quay duge (co thé la cde dia, cac hinh chép, hinh try, hinh cdu hodc céc

canhy, con cédc ¢dt ben ngoai duge giwr ¢d dinh.

Quay luu dan k&, nghia 1 tao ra mot sy ¢, do d6 mot gradien van 1oc da

bict (vir do vay doc duge). Cac nd e can thidt dé tao ra sy quay nay cho

phép doc duge do nhdt tren mat hign sd true LEp hodic trén cdc bang tra.

Do vay trén nhi¢u thang thip tién gradien van (¢ phai ¢6 kha nang thay ddi

trong mot thang ¢6 do rong di wr vy > 108 57! i ¥ < 10° s~ Chi ¢6 mot

luu dan k€ thi s¢ khong thé phit dugc oan b cac mién khac nhau nay.

Ta hay ldy truomg hop cla som. Tuy theo mién cin tao ra son huyén phu,
. o PN e T R _

gradicn van 16¢ ¥ ¢o the thay doi tr 107 5 Fsi 107 7! (h.61). Trong

qua trinh ¢6 cdc pha khac nhau nay, ngudi ta ¢in phii bict do nhdt bidu

kién cila son.

Nguoi ta ¢6 thé dice trung cho cdce chit 16ng trén bing cac mo hinh ddc

tinh khac nhau; ¢dc mo hinh nay rdt ¢6 ich dé bict trude duge (chdng

han) c& Ién clia cOng sudt s¢ dua vao qua trinh khudy hoidc tron cac chat

long nay.

Gradien van toc y(s ') w0210 1 1 10 10wt 1’

du trir
dan trai ra
lang dong L

trit, rot
nhung

bom

tron

rai rie

phun
ap dat bing truc lan

4p dit biang ban chai

H.61. Cor Ion ciia gradien van toc khi qua cac pha khdae nhau ciia son huvén phi.
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ung luc o (N.m™2)

I

0,21

T >

0 1
gradien van toc (s ')

H.539. Sie bién thién cia ing luc ©
theo gradien van toc v doi voi vige

son bong min, lic dong chav ¢o

gradien van toc thap.

kem danh ring —
(chat 1dng phi \
newton) .

\ gia trong

ddu (chat long
/ Newton)
/

/

hinh tru

H.60. Trong khi ddu (char long
Newton) chay dudi tic dung ciia
chinh trong lupng ctia no, thi trong
trieong  hop kem ddnh rang (chdt
long phi Newton) lai cdn phai thém
cac gia trong, dong chdy mdi bt
ddu xav ra.



9.3. Cac md hinh dac tinh cia mét chat ldng
dang chay

Bang (h.62) trinh bay cic mo hinh ¢6 dac tinh khac nhau.

N
.
R

$ B

cac md hinh duoc nghign cin '
trong pham.vi chuong trinh
J— chit 16ng
mo hinh chd 16ng 1 twong |
A
chat 1ong thyc
chilt Jong NEWTON : ' chdt 18ng phi NEWTON :

1-chi phu thu¢e chat Iong

71 phu thudc vao chat 1ong va
viao dong chily dugc tao ra

/

chdt long c6 dac tinh
nhdt thudn tiy

— T

\

chdt 1dng nhot dan hoéi

dic tinh

dac tinh

phu thudc thoi gian doc lap voi thai gian

~. /7

v

chdt 16ng chdt 16ng

| chat 18ng gia déo
sut bién luu dan g8l

chdt ldng ng déo

H.62. Cdc mé hinh dc tinh khdc nhau ciia mot chdt long.

Trong khuon khd cta chuong trinh, su nghién ctru clia chiing ta giGi han &
(cac 0 mau xam):

* mo hinh ciia chdt 10ng 1y tudng (nghia la mo hinh chat 16ng khong nhot);

* mo hinh chat I6ng thuc ma véi né do nhét 1 1a khong ddi, véi moi loai
dong chay tao ra cho chat 1ong nay, nghia 1a cho cac chat 10ng Newton.
Ta hay khio sat cic dic tinh ¢6 thé ¢o khac.

B Cic chat 16ng nhét dan héi, vira biéu thi ddc tinh nhét va vira biéu thi
ddc tinh dan héi (ta ¢6 thé gan cho chat 1dng nay mot thoi gian dac trung

kRl

T, ); ddc tinh t8ng thé cla ching n6i chung phy thudc vao "lich sit" cda




O

chiing, nghia la vio cac img sudt ma ching da chiu truge d6. Trong da so
cac qua trinh cong nghiép cac bién ddi clia cac san phim nay la dii cham
"so voi T, " d€ chi dac tinh nhdt clia ching ¢6 téc dong vao qué trinh.

B Nhidu vat licu ¢6 cdu tric dé& bi dnh hudng khi cdt vat ligu: van toc dé
vat licu sdp xép lai (thuong la cham) lam thay d8i tinh nhét, do vay do
nhdt phu thude vao thoi gian.

* Trong da s0 céc truong hop, tinh nhdt gidm véi thoi gian tac dung cla
lyc cit hay ung lyc khong ddi: khi dé chdt 16ng duogc goi la chat 1ong stit
bién (thixotrope). Hién tuong sit bién la mot higén twgng thuan nghich
(hay nghich déo) va chat [ong 13y lai trang thai ban diu cla nd sau "mot
thoi gian nao d6". Dic tinh nay 1 rdt quan trong (va nén lam), ching han
trong qua trinh quét son cho mot gia do.

* Khi trong thoi gian tic dung ma tinh nhot tang theo Ung lue (trwdng hop
hiém hon), thi chat 1dng nay ¢d dic tinh phan sit bién, ciing dugc goi la
tinh [ueu dan (rhéopecte).

8 Khi tinh nhét doc lap véi thol gian:

* thudng gip hon ca 1a tinh nhét cha céc chat 16ng nay giam khi gradien
van tdc¢ tac dung tang: chding duoc goi la chat 10ng gia déo hay chat léong
Iwu dan (rhéofluidisant) (da s& nghién ciu dd duge thye hign trén céc
chdt 16ng nay);

* trong trudmg hop nguoce lai (tinh trang rdt it thdy) céc chat (dng nay
duoc goi la chat long no.

B Nhitu chit long c6 diic tinh déo, nghia fa c6 mdt ngudng tng suit oy
(goi la tmg lyc deo) ma dudi gia trj d6 gradien van toc bing khong. Cac vat
licu nay ¢6 mot vé nhao, gdn gidng vé cha san phidm khong thdm mat trude
(h.58). Khi tmg sudt dan hdi trd nén nho, thi san phdm gan nhu la gia déo.

9.4. Chat 16ng gia déo
Nhi¢u nghién c¢iu da dugce thue hién trén cdc chit 16ng rdt thuong gap
nay; ¢6 nhiéu sy mo hinh hda todn hgc dic tinh cda ching, ma mot dinh
luat don gian (dinh luat ham mi cla OSTWALD, 1926) ¢ biéu thic:

n= KY n—1 .
trong d6 K 1a mot hding s6 chi phu thudc vao chat 1éng; n thuomg duge goi
la chi 6 clia dic tinh: d6i véi chat 1dng gid déo, n < | (d6i v6i mot chat
16ng n@, n >1). Nhu vay, doi vai viec son min bong, céc bién ddi cla tng
sudt G(N.m‘z) va d0 nhdt 1 bién thién theo dinh luat dugc chi ro trén
h.63 va 64. D61 vai viec trat mot 16p khong tham hoi day lai khong phai
nhu vay (.65 va 66). Mo hinh nay duoc stt dung rit rong rai dé nghién
cttu cic chdt 16ng gia déo ¢6 dé 10 mot thi€u sot 1a da gia thiét do nhot
tién 61 vo cung khi gradien van tdc trd nén rdt nhd. Két qua nay mau
thuan vai thye nghiém, vi d6i véi cac chat 16ng nay, do nhot ludn luon
tién 16 gi¢i han hiru han d6i véi mot vén toc ¢t bing khong.
Bang thuc nghi¢m nguoi ta thdy, do nhét thuong bién thién (h.67) gitta
hai gidi han ng va 1, ; khi d6, ¢6 nhiéu mo hinh khac dé€ mo & dic tinh
cia cac chat trinh  CROSS (1965)
N TNw -
Mo —Nw 1+Cy'2/3

léong nay. D6 la  phuong

, trong d6 C la mot hang s6 dic trung cla chit 1dng;

img luc o
(N.m~2)

3,09

~

0 02 04 06 08 7
H.63. Ung luc o bién thién theo
gradien van 16c vy doi véi viec som

min bong, khi mgr dong c¢d gradien
vdn téc thdp, ¢ thé mé hinh hod
diege boi dinh ludr OSTWALD:

o =027 %0

phan dudng cong
sai v&i thuc nghiém

dac tinh gia déo
(mién ¢6 thé dp dung

0.5 - duge cong thic)

—>

0 02 04 06 08 7

H.64. Do nhér cua viec son min

bong cho boi dinh ludt OSTWALD doi

véi cdc gradien nho, c6 chi s6:
n=0,2% """

img lyc o
{N.m-?)
} dac tinh déo
e /

0 02 04 06 08 7
H.65. Ung sudt o bién thién theo
gradien van toc ¥ doi voi viée trat hoi
day, khi mgt dong chay co gradien van
10c ha thdp, khong thé mo hinh héa
ditoc boi dinh ludt OSTWALD:

6 =16,2+33,2¢%°
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1. (ddng nhat v4i thoi gian) 1a mot hang s dac trung clia chat 16ng.

va phuong trinh ctia CARREAU (1972)

9.5. Két luan

Su phan tich dong chiy ctia mot chit 16ng thuc va sy do do nhdt ciia nod
dudi céac ing sudt khiac nhau cho ta thdy r6 ¢6 mot "mod hinh ddc tinh" ma
ta thuong ¢6 thé gan né véi mot sy mo hinh hod toan hoc.

Bing phép loai suy véi dong chay ctia chit 1ong Newton, ta thuong ¢6 thé
thu duge ¢ 16n clia cac tmg sudt hodc cdc cong sudt cin sir dung khi mot
chalt 18ng phi Newton "hoat dong" (x. bai rdp 8).

1 M& rong: loi ich cua
phép phan tich bang thut nguyén

10.1. Co s& cua phép phan tich thi nguyén

Su phan tich thir nguyén thudmg cho phép d€ dang tim ra chiéu hudng hodc
dinh luat bién thién cha mot vai dai hrong vat Iy nao d6 . Ta chi cin biéu thi
dai luong cin tim dugi dang mot da thie trong d6 ¢6 mit cac bién s mong
mudn va sau d6 thoa man tinh déng nhat clia eong thirc cin tim.

Cic ky hi¢u dugce ghi trén hinh 68.

Do d6, vdi cac dai lugng thuong gip. ta c6 nhing cach viét nhu trén bang
hinh 69.

10.2. Cac tinh hudng don gian thuong gép
10.2.1. Cach xac dinh mét dai luong dac trung
Trong chuong danh cho dong luc hoc cac chat 1ong 1y twdng, ta di tinh
dudng kinh ddc trung clia mot cat dng, tic chiu dai mao din, khi ¢6 ké
dén lyc cang bé mat.
Ta hay lay mot Sng rdng ¢ dudng kinh D; khi 6ng nay dugc dit len mat
ctia mot chat 1dng ¢6 khoi lugng riéng p, ¢6 he sd cing bé mdt A, trong
trong trudng g, thi chat 16ng dang lén & trong ong néu dudng kinh cda ong
nhd hon so v&i duong kinh 161 han D, (h.70).
bé tim duge ¢o 16n cla D,., ta da diing phép phan tich thi nguyén, va da
tim D, dudi dang D, = k.A% pP g7 | k 1a he s6 khong c6 thit nguyen.
Ta hay nhd lai:
(D }=L; [Al=[FLL =M.T7; [pl=ML™ [g}=LT"

Mot biéu thirc phéi luon ludn dong nhat, nén:

L=M*T2yMP 3B )1y 772 ) = M*+B [ 3B+y 202y
nghia la

a=—-F,a=—y val=y-3p.

Ny
QT

n
P
3,0
2,01

1.0 —

0 02 04 06 08 7

H.66. Do nhot cua mot lop trat mdt
trucce hoi day khéng tuan theo dinh
lu@t OSTWALD ddi voi cac gradien
nhé, ¢o chi so-
16,2+ 33,257 %)

7 .

LT S

7

H.67. Chiéu hudng bién ddi cia n
theo gradien vdn téc y doi voi mor

chdt long gia déo.

don vi cua ki hi¢u
khai lugng M
chidu dai L
théi gian T

H.68. Viét tit cac don vi co ban.

phuong trinh

dai lugng thu nguyén
van toc [¢]=L.T™
khdi lugng rieng | [p]=M.L™>
luc [F]=M.LT™?
ip sud (Pl=ML'T7?
ndng lugng [E]= ML2T?
do nhot Ml=M.LLT!

H.69. Phuong trinh thir nguyén cua
cdc dai liwong thuomg gdp.



Loi gial 1a duy nhat: a =-p =—y :%; khi d6, ta ¢6 thé xac dinh duong
kinh t¢i han b&i cong thire (1dy &k = 1):
D, = /i (dai lrgng nay goi Ia chiéu dai mao dan).
P8

* Doi vai nude D, ~ 3 mm néu duong kinh ciia ong rat lén hon 3 mm, ta ¢6
thé bd qua cic twong tac bé mat, va nguye lai, néu dudmg kinh rdt nhd hon 3
mm, ¢c tuong tac bé mit khong thé bd qua va chit 1ong dang 1én trong Ong.

* D01 vai thiy ngan D, = 2 mm: n€u céc giot thly ngan ¢ duong kinh
nhd, ching ¢6 dang hinh cdu (do wu th€ cta cic luc cang bé mat), néu
khong chiing c6 dang det (do wu thé cta trong lyc) (h.71). Chd y rang ta

da thiét 1ap duge mot dai lugng khong c6 thit nguyen : S

P&

10.2.2. Luc tac dung bdi mdt chd cé khuyu lén chat Iong
Ta hay tinh luc tac dung bdi mot chd khuyu (géc 6 va tiét dign S) 1en mot
chdt 1ong khong chiu nén, ¢6 khai lugng riéng p, dang chuyén dong véi
van toc v (h.72).
Bing tryc gidc, luc F nay cang 16n néu vin W0c¢ v cha chat 16ng, khoi
lugng rieng p clia nd, tét dién S ctia khuyu ciing nhir géc 6, cang 16n. Gia
thiet lirc nay chi phuy thudc cac bién s& trén.
Mot 1an nita, ta hay diung phép phan tich thi nguyén dé tim F duéi dang:
F:<I)(9)p°‘SBUY :
Nhu da biét:
[Fl=M.L.T 2 [p]=M.L>; [S]=1%; [v]=LT
(6 12 mot s0 khong c6 thir nguyeén, do do Q(0) cling vay).
Mot biéu thire phai luon ludn dong nhat, do do:
MLT 2 = (ML ¥y 2P )@y 77 )= M L 2P 7
L&i gidi van 1a duy nhat:
a=1;y=2,vapB=1.
Luc ¢6 dang (1o gidi duy nhét ¢6 thé cg)):
pSv”.

2
Trong thiy dong luc hoc, ta nén dua bidu thic pu2 vé dang p—;— (ap sudt

dong luc), va vi vay, ta co:
2
F=d@® )sp—;’— .
Chuong cudi clia gido trinh nay danh cho céc ¢an bing sé cho phép ta xéc

. . (0 .
dinh ham s6 ®©) = 4sm[5j , cing nhu sur dinh hudng cia F .

Mot lan ntra ta da xay dung duge mot dai lugng khong thit nguyen:

P

5 hay la 5 -
5P pv
2 2

- uu thé cia luc
cdng bé mat

J duong kinh D
il

xy

nuwoc

)
IR

H.70. Chdt long déang lén trong ong

co duwomg kinh D nho hom so voi D,

wu thé cda
luc trong truong

H.71. Giot thiy ngdn trén mdr dat
ndm ngang.

van toc v

tétdicn §

chit 16ng c6

khdi luong
rieng p

H.72. Luc tic dung lén chdt long
lam né léch huong co dang:

2
F:tD(O)S%.



10.2.3. Van téc cua séng trong truong
Thue nghiém cho thdy, séng trén bé mat clia mot chat 16ng c6 khéi lugng
riéng p, ¢6 chidu sau vo han (y < 0) lan truyén véi vasrtde ¢ chi phu thudc
vao budce séng A va gia toc trong truong g (h.73).
Biing mot lap luan twong ty nhu & tren, bling cdch dit c=A%pPg’ | ta
phai co:

LT ' =1 MP L3P 1y T
Phuong trinh trén cho ta B = 0 (kh&i lugng riéng cGa chal 1dng khang

| 1
tham duy) vy =— vado viy a =—.
1) Y > dy 5

Van toc ¢6 dang ¢ = k\/ﬁ , k 1a mot hiing s6 khong thi nguyén.

Ta da thu dugc chinh dang nay khi nghién citu v& séng limg (chieong 4),
V31 cdce gia thuy@t sau: cac phuong trinh duge tuyén tinh hod va chiéu sau
cia bién la vo han.. V&i mot chiu sau hitu han, ta khong thé thu duge ¢
bidng phan tich tht nguyén.

Ta lai thict lap duge mot dai lugng khong thir nguyén \/% .

8
10.2.4. Pong luc cla séng va cham gay ra bdi mét vu nd
Khi c6 mot vu nd trén mit dat, & do trang thai ban ddu cda bau khi quyén
duge dic trung bdi khoi legng rieng p, sy bung nd ning lugng E ¢6 kém
theo mot s6ng va cham ¢6 dang ban cdu ban kinh R thay ddi vé6i thoi gian
1 (h.74). Gia st ring sy bién ddi cda ban kinh R chi phy thuoc vao céc
thong 3 E, p. 1, ta hay khao sat R dudi dang R=1*pP EY .
Ta thu duoc:

L=T¢MP L3 Mr 12 T°%
tr d6 cho:
a—-2y =0, P+y =0 va -3p+2y =1.

Loi giai la duy nhat:

2
nghia la R= K5 hay 1a 2log(R) = K +“1og| £ |+ log(r) .
P 2 2 p

Lap luan ma ta vira trinh bay 1a do G.I. TAYLOR dua ra. K&t qua ly thuyét
cia phép tinh toan nay thu duge bing phép phan tich thit nguyén hoan
toan phi hgp véi cac phép do duge bing cach chup &nh mot vu thiy hat

nhan & Hop ching qudc. Su bign d6i cia %log(R) theo log(f) la mot

duong thing ¢6 do doc bing 1 (h.75). Céc quan sit nay da cho phép
G.I. TAYLOR danh gid duoc ning lugng tda ra trong vu nd twong ung.

Chi y riing ta lai ¢6 mot dai lugng khong thir nguyén

R
s|C°E
p

mat nudc

X

khai luong

_) chdllong co
i x
néng p

H.73. Van 16c cia cac séng cho boi:

C:k\/ﬂ.

nang luong i
tda ra boi khi quyén ¢d
vund: E khoi luong riéng p

H.74. Sir bién doi cia bdn kinh ciia
séng va cham cua vu né nay o
dang:

Slog(R)y=2K + log[—l—]Jr 2log(t) .
p

5 log(R) 4
2

dudmg thing
¢6 do doc |

log(®

—

L 5
H.75. Suw bién doi ciia Elog(R) theo

log() la mor dwong thdng c6 do doc
bing 1.



10.3. Cac tinh hudng khé xur hon

Trong nhimg tinh hudng & (rén, sy xac dinh ham sd cin tm 12 duy nhat.
Ta hay xem x¢t treomg hop ma sy xdc dinh [a khong duy nhat.

Ta s¢ gidi han ¢ nhimg trudng hep cda co hoe ¢hat 1ong.
Ldy vi du (h.76) vé phép tinh lye £ tdc dung len mot don vi dai cda mot
hinh try tron duong kinh D, hinh try nay duge dat rong mot dong chdy
ctia ¢chat 16ng khong chju nén, ¢é khai lugng riéng p, ¢6 he s6 nhdt n va
¢O van toc déu U, ¢ vo cling.
Ta lai im lyc F; dudi dang F; = kD* Ul pin® .
Phuong trinh thé nguyén:

I l=MLT 2L =MT2 =14 LT Yoty ot !y

dan ta &1 @p hop cac hé thie sau:

y-6=1:
a+pB-3y-06=0;
-B-56=-2.
Nhu vy ta s¢ phai giai:

o 0 1 1% [
b1 =3 1 b =1 0
0 -1 o0 -1’ ] =2

3

Ta khong thé tim duge o, B, y va 8. vi chi ¢6 r = 3 he thic dé x4c dinh N
=4 dn (ma tran ¢o hang 3).
Phuong phap gom ba giai doan.
* Trudc hét chon r [a bién s§ "phu thudce”: chiéu dai dic treng D hoic cac
ham so clia truomg pM, ), PIM, 1), UM, 1. O diy ta s¢ 1dy 3 bién s0 phu
thugce, vidu D. U, vap.
* Sau d6, im N — r h¢ s0 khong thit nguyén, noi cdc bién s0 con lai vai
cdc bién s0 phu thude. & day, cin phii ¢6 mot he thie duy nhat gica vy va
tap hop céc bicn s6 D, U, vap.
Su tim kiém h¢ thic ndy din 16i n=4k'D”Udp" , bing phuong trinh tha
nguyén, ta ¢o lai gidi duy nhat:
n=k'DU,p .
Chd y rang:
l U,D .
— =Pl e (s0 REYNOLDS).
k' n
* Cudi cung ta biéu thi dai lugng cin tim theo cac bién so phy thuoc, khi
d6 hé¢ sty 1¢ phu thude vao cic dai lugng khong thit nguyén & trén.
Nhe vy, & day ta c6 thé vict F, =k(Re)D*UL p7 k(Re) la mot ham so
khong thir nguyén ctia s6 REYNOLDS Re. Biéu thiic nay cho ngay: a =1 ;
B=2:y=1(loi gidi viin [a duy nhat). Do vay, ta thu duge:

F, = Cx(Rc)%pUiD.
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s~ rmg van 1oc déu

I é & xahinhtru: U,
. hinh tru co
F—— / dudng kinh D
— ( ; F
 ——
. o
O

» cht 1dng ¢6 khai luong riéng p
— va do nhot n
——

H.76. Luc F; tac dung lén mot don
vi dai cua hinh try la ham caa U,
(van toc déu cia chdtr long & vo
cung), p khoi lupng rieng cua chdt
long), M (do nhot ctia chdt long) va
D (dieong kinh clia try tron).



F, . . U,D
Nhu vay Cx =—=—— i ham duy nhat cia s6 REYNOLDS Re = PY- .

L
pULD 1

1o —

Dinh ludt nay duge xdc dinh bdi nhiéu thi nghiém, va moi két qua dugc
dua [en dudng cong sau day (h.77).

Chui y:

* Trong sw trinh bay ¢ trén, thuc t& da dan ta 161 viee "xay dung' hai (noi
chinh xdc hon N + | — r) dai lupng khong thie nguyén Gy va G,, giita
chiing ¢6 mot méi guan he "phitc tap" dupe suy ra tiv thiee nghiém. Hai
dai liwong duoc chon la:

prD FL

va Gy = Cr= b

GI =Re =
n L 2
sz’D

* Sir lwa chon cdce dai uong nay la khong duy nhat; hoan toan twong
ta sé ¢o thé ldy:
: o G
Gl :GIGQ va 62 :—l—.
Gy

Mot hé thiee khdac ndi cdae dai luong khiong thie nguyven G'y va G'5.

P Dé luyén tap: BT 9.
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CxT
10+
14
R plU,.D
e=
0,1 1
100 100 100 10° 107
e F;
H.77. Su bién d6i cia Cx = ——
;pUil)

( Fy = e trén mor dom vi dai) theo sé
REYNOLDS Re, ting voi mogr hinl try
dromg kinh D dang chuvén dong voi
van 16c U, doi vai mor chal long ¢o
_ pU,.D
= T

khot heomg rieng p - Re ).



“rg

DIEU CAN GHI NHO

m CAC DONG CHAY THANH LOP VA ROI
* Mot dong chay la thanh lép néu cic duong dong "truot'" trén nhau nhung van git song
song vdi nhau: noi chung, cé dong chay thanh lép khi ''van téc chay'' nho.

* Trong truong hop ngugrc lai, voi mét '"van téc chay" lom, dong chay la réi. Dong chay roi
khong bén va c¢6 ciu tric hén don.

= SO REYNOLDS

pVL

n
chat 16ng (c6 khdi luvgng riéng p, do nhét m) cé van toc trung binh V, xung quanh mot vat
can (hodc trong mét 6ng dan) c6 kich thudc dic trung L.

* S¢ REYNOLDS Re =

la mt s6 khong c6 thit nguyén dic trung cho dong chay ctiia mot

* Chuyén tiép thanh lép - roi
Néu s6 REYNOLDS nhé (Re <~ 2000, la gia tri thwong dwoc chidp nhan), thi dong chay
thuong 1a thanh lop; voi Re lén, dong chay thwong la roi.

Cau tnic dong chay cia mét chat léng khéng chiu nén, xung quanh mét vat can cé hinh
pLvy

n

dang da cho, chi phu thuéc vao s6 REYNOLDS Re =

* Hai dong chay cta hai chat 16ng khac nhau xung quanh hai vat rin c¢6 cung hinh dang,

nhung c6 kich thude khac nhau, 1a firong tir véi nhau néu c6 s6 REYNODLS bing nhau. Khi

dé, van téc khong thi nguyén L seco cung mot gia tri tai cac diém tuong ung cia hai
vw

dong chay. Dic biét, ché do chay (thanh lép hoic réi), véi mot hinh dang da cho, phu thuéc

vao gia tri cia Re. O s6 REYNOLDS nhoé (Re < 1), trong ché€ do tuyén tinh khong ddi, van toc

tai moi diém ti 1¢ voi v, .

Su chay réi dugc gin véi dic tinh khong tuyén tinh cda cac phuong trinh cia co hoc chat
long. Sw chay réi xuat hién véi cac s6 REYNOLDS lom, va ¢6 dic tinh cia mot dong chay hén
don va phu thudc vao thoi gian.

m DONG CHAY XUNG QUANH MOT VAT CAN

D6i véi mot vat can ¢o6 hinh dang va dinh hudng da cho, thi hé s can chinh dién Cx chi phu
thuoc vao s6 REYNOLDS Re:

Cx = f(Re).

Khi s6 REYNOLDS rat nhé (dién hinh 1a Re < 1), thi dong chay xung quanh mot vat can la
tuyén tinh va luc can chinh dién ti 1é véi van toc ciia dong chay.

Vi mot qua cau ban kinh R, luc can chinh dién cho béi cong thitc STOKES:
Fin=6mRu,.

m LOP GIGOT HAN

St chay ctia mét chat 16ng c6 do nhot nho xung quanh mot vat rin gan giong nhu sy chay
ctia mot chit 1éng 1y twdng, trir mét mién nim ké vat rin, goi 1a Iép giéi han. Cac tac dung
ctiia dé nhot, va dic biét s tao ra cac cudn xody, gan nhu xay ra & lop gici han nay.

s
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Bai tap

Ap DUNG TRUC TIEP BAI GIANG

1 Luc ma sat trén mét qua cau

So d6 dudi day biéu dién he s can chinh Cx(Re) d0i
vai mot qua cau. O s§ REYNOLDS rat nhoé:

24
Cx= .
Re
A Cx
100 A
109\
“24
1 ==
© Re\'/’L Re
0 poy

,l T T T T

0,11 10% 10* 10°
Thuong lye can tac dung 1én mOt qua cdu tinh tién
trong mot chat 1dng. duge md hinh hda bdi mot trong
hai cong thic:

* Fun=-KSvu;
* Fc;'m =-fV;

vdi S 1a tiét di¢gn cin chinh (maitre-couple), K la h¢ so
phu thudc vao chit 1ong va f la h¢ s6 phu thude vao
chat ldng va vao ban kinh,

Tur sor 6, hay xédc dinh dinh ludt thich hgp vé lue can,
val gid tri cla cac hing so cho cac truong hop:

1) Mot hon bi sit duong kinh lem roi 1 do:

a) trong khong khi (n » 2,107 Pl);

b) trong nude n = l.l()73 Pl):

¢) trong dau (n =1 Pl);

khai lugng rieng cta sdt gan bang 7.8 . ]03kg.m*3.
2) Mot giot nude hinh cdu rot ty do trong khong khi:
a) duong kinh 10 pm ;

b) duong kinh 0.4 mm,

o Dong chay thanh I6p trén mat phing nghiéng
z

Mot lop mdng chat long
(d0 nhdét n, khoi lugng
rieng p). ¢6 bé day e,
chdy doc thco mot mit
phing  nghieng, ¢6
duong doc chinh, hop
véi mat phdng ndm
ngang mot goc a.

khi quycn

Trong dong chay thanh Idp. truong van 0c¢ doc lap
vdi thoi gian, ¢6 dang (x. bai 1ap 2. churong 5):

. rsina .
V= p‘g—_\ﬁc -y, .
2n

Hay tinh van 1oc¢ cye dai khi e = Imm va a = 30"

khai lugng ricng ‘l
p 1010 kgm™

chdt long h¢ sd nhat

diu n="10P

nuGe n="10107Pl p 1040 kem™

K&t luan.

3 Buong kinh cta mét 6ng dén

Mot thdp nuwde cung ¢dp cho mot ong dan hinh try ¢6
mot ddu h& thong véi ap sudt khi quyén.

Dig kion:

chiCu sau ctia binh chia: iy =3 m ;

mtc chénh lech cida ong dan: =13 m;

chi¢u dai cta ong dan: L = 100 m ;

dd nhat cla nuwde: n = l,().l()73 Pl;

Iuu luong theo thé tich:

1) Dy =1 Ls ':2) Dy =0.5 Lmin ™"
Neuwot ta cong nhan c¢dng thire POISEUILLE cho luu
lwgng theo khaoi lugng D, clia mot chal 10ng ¢6 khoi
lwgng rieng p va do nhdt n, trong mdt dng dan hinh
try ¢6 duomg kinh o va ¢6 chidu dai L, ddt dudi sy sut
ap sudt AP

Vin to¢ & cich trye mot khodng r ¢ dang:

\

Z’(I’):N() 1—4”_,) .
d-

Gid str dong chdy la thanh 1dp, hay xédc dinh duong
kinh clia ong dan.

Mot dong chdy nhu the ta thanh 1&p néu Re < 2000.
Hoi gid thuy€l nay ¢o xde ding khong?




7
0,

4 van giam ap duoc ciu tao tir
mét mang cac fat mong

Mot ong nidm ngang c¢6 ti€t dién hinh vuong canh a
va c6 chiéu dai /, duge chia thanh nhiéu lat mong va
bing nhau bdi mot s6 16n céc 1a c6 bé day khong
déng ké.

Déu vao ti€p xic véi mot binh chita dung mot chat
16ng ¢6 khoi lugng riéng p va ¢6 do nhét 1, duge gitr
& ap sudt A . O diu ra, chdt 16ng c6 4p sudt bing ap
sudt bén ngoai Fy (A > Fy). Che€ dd chay la thanh
16p va khong ddi, hay xac dinh luu lugng, van toc
trung binh & diu ra va s6 REYNOLDS ciia dong chay.

D ki¢n: Py =1bar; B =15 bar;l=a=1cm; N =50.
Ne¢u cic gia thuy€t duge xac nhin, hay tinh luu lugng
trong cdc truong hop sau:

a) nudc: 1 = 1,0.10°PI;
b) khong khi 1 =1,7.107Pl ;
¢)ddu:n=10P va p=0,9.10" kgm™.

5 Nghién ctiu mét nhét ké

Mot loai nhét ké duge don
gian hda trén so d6 ben.
N6 duge cdu tao bdi mot
Ong mao din C ndi vdi hai
qua cau B; va B,. Ciu

- (-
B, dugc dd ddy mot chat  chisd a !
16ng khong chiu nén, ¢6  cdu B, gl
khai lugng rieng p, va ¢ chisd b

d0 nhét 1, dén mitc a (chi . C
s0 a). Nguoi ta do thoi oie
. < . B . mao dan
gian T can dé mdt chat

16ng di tr mic nay qua

mutc b (chi so b).

ciu B,

Nhét k€ nay duge dung dé thuc hién ciac phép do
trong doi.
1) Hay chimg t6 riing néu ta 1ay hai chat 16ng c6 khéi
luong rieng p; va p,, c6 do nhét n; va n,, thi cac
thoi gian dich chuyén 1, va t, thda man:

N e

N2 P2T2
2) Céc khoi lugng riéng cda acéton va cla nudc &
293K 1an lugt bing pueeon = 792,0 kgm™  va
Pruse = 998,2 kg.m . Do nhot cita nude & 293 K Ia
Npuse = 1.0050.1073P1. Cn ¢6 Ty =120,5s dé
cho nugce chay giita hai chi s6 cliia nhét ké. Néu can
€O Taeson = 49,5 s cho acéton, thi d¢ nhot cia acéton
Nacéton ing bao nhiéu?

6 Luc nang cua canh mdt chiéc Boeing

L

00000000000000000000000000000000 a

dién tich § cta canh
Ta mudn danh gia lyc ning clia mot canh theo dién
tich § cda nd, theo khoi lugng riéng p cla chat luu va
theo van tdc V clia may bay.
1) Bing céch sir dung phép phan tich thi nguyén, hay
xic dinh kiéu phu thudc cta lyc nang béi mot don vi
di¢n tich clia canh may bay vao cac dai lugng sau:
van toc V clia mdy bay va khdi lugng riéng p cla chat
luu trong d6 méy bay dich chuyén.
2) Mot chi€c Boeing c6 khoi luong gan biing
1,5.10° kg, va dién tich cac canh vao khoang
2,8.102 m?, bay & dd cao 11 km (& d6 ti trong clia
khong khi gin biing 0,37 kg.m™>); v6i mot van e
bay vao c@ 2,5.10° m.s”!. Hay néi r6 thém cau tra
1¢i clia cau hoi 1).

7 Udc luong dudng kinh cia mét phan tu
bang phép phan tich thit nguyén

He s8 nhot n ciia mot chat khi 1a ham s& ctia khéi

lugng m cla cdc phan ti cla chdt khi d6, cia duong

kinh @ va clia van tdc toan phrong trung binh U cla

céc phan (.

Tir bang sau day, hay udc lugng duong kinh cia phan

tir métan (CHy,). Coi céac chat khi la ly tudng.




duﬁng khOlﬂlll’Q’f\g Po nhot

kinh phan tw ( 1 o1

Om) | M (kgmoi ! | 1 ke S
heli (He) 2,1.10710 41073 2,0.107°
metan (CH,) 7 16.1073 1,1.1073

VAN DUNG VON KIEN THUC

8 »# canh quat {chan vit) day

Mot chi€c canh quat dich chuyén theo mot truc ndm
ngang v&i van toc khong déi V, trong mot chét luu
gia thi€t khong chiu nén, c6 khoi lugng rieng p va do
nhét 1. Chiée canh quat nay c6 dudng kinh D, quay
V@i van toc goc Q.

van tSc quay

chat luu khong chiu nén
6 khai lugng riéng p
va d0 nhét n

1) Hay xdc dinh biéu thic cta lyc ddy bang phép
phan tich thit nguyén.

2) Dé nghién ctu cac ddc trung cia mot canh quat
(nguyén mau) cé dudomg kinh D = 4m, quay véi
Q =100 vg.min‘1 ; nguoi ta thyc hién mdt maket
(hinh mau) ¢6 duong kinh D'=0,50 m .

a) Chimg t3 ring néu maket dich chuyén trong cing
mot chat luu thi v& mat vat 1y, su tuong ty ddy da la
khong thé thyc hién dugc.

b) Maket va nguyén mau van dich chuyén trong cung
mot chat ru. Chimg (0 ring ¢6 thé bd qua cac lyc nhét.
¢) Lyc ddy cha maket F'=230 N, vanglu lyc tac dung
I =22 N.m v6i van téc dich chuyén V'=9 kmh™!
va mit van toc quay Q' =360 vg.min_l .

Hay xéac dinh van toc V, lyc ddy F, ngu Iyc T, va hi¢u
sudt r d6i voi canh quat nguyén miu bing do lom thyc.

- Dz kién:

9 *Udc tinh lue tac dung lén
mot don vi dai trén mot hinh tru
Luc trén mot don vi dai F; tdc dung lén mot hinh try
¢6 tiét dign tron, dudng kinh D, dat trong mot chat
luu ¢6 khai luong rieng p, 4o nhét 1y va van e Uy,
(& xa hinh tru), chi phu thudc vao céc thong so trén:
FL :f(D7 P, M, Uoo)

Dua vao bang dudi day, hay udce tinh dai lugng Fj
nay d6i v6i mot hinh try ¢é dudng kinh D =0, m
dich chuyén v&i véan t6c 60 m.s”! trong khong khi.

chat luu p (kgm™) n (P
khong khi 1,3 1,8.1070
nuée 1,0.10° 1,0.1073

chit luu nudc thily ngan | khong khi
khoi luomg riéng | o 153 1| 3610 | 1,30.10°
p (Kgm™)
do nhét n (Ns.m™2) | 1,00.1071 | 1,55.107 | 1,83.107
duong kinh D cia tru 0.01 0.01 0.1
(m)
van toc tuong doi
cua chat luu 30 55 60
U,(ms™)
Iyc F, tic dung lén
mot don vi dai 45107 | 7,0.10 2
cda hinh tru
(N.m™)

L1 GIAl

/[ o Néu Fom=-KSvo, viy img voi phin gan ndm ngang cia
duong cong, nghia 1a voi cic s REYNOLDS trong khodng
10° <Re<10° khi dat 161 céc vén t6c gio1 han. Bidt réng trong mién
nay Cx = 0,5, ta c6 K =0,25p 42 Véi S=nR*, van toc gior

han cho boi:

KnR? o
* Néu Fean=—6nn R0, khi d6 timg v6i phin tayén tinh cia duomg

24 . o .2
cong Cx = T dan toi biu thirc nay, nghia la trong miénRe < 1.
e

Hé s6 fbing f =6mn R . Van toc gidi han cho bdi:
pDUgh
n

m N A
gR vatavanco Re=

DE lua chon giita hai mé hinh, ta tinh s6 REYNOLDS Re déi vdi vén
toc gI61 han thu duoc :




cac hé sb L s
O van toc P
fINm "s) | . SO . N
R gidi han binh luin
va (ms~) REYNODS
K (kgm™)
thanh | % . 47 sal
i F=1910712, 1107 14107
THDay by Ress |
st trong = — -
khong khi| i K =3310 20107 2.6.10% md hinh dunig
107 <Re <10F
thanh 5 +2 6 sai
T i £=9,4107 14,3107 1 4,310
H?.l)b) bi lop Re> |
sdttrong 3 : -
L . IK=2510" +4 | Mo hinh ding
o IOl 1.4 1,.4.10 3 5
107 <Re <1y
thanh | o) o md hinh gin
TH.1)¢) bi lip [=9.410 14310 3.8 dine Re~ 1
sit trong F = -
sl K =2300" sai
diu O 15 14 “
Re < 10™
TH.2)a) | thinh 6 _3 |md hinh ding
N ) VKRR R AT BT ‘R l ¢
giotnude | lop S
¢ dudmg |
. 7. K:'{;{]()’ —1 — sal
Kinh 10| 1o 451071 2,9.10 e
Re< 10
L
TH.2)b) | thinh % 5> | md hinh ding
o ) o |7=7510 fload | Lot Resl
giotnude | lop ¢
o duomg )
Kinh | i |K=33107"] 28 74 e
Re <« 10}
), 4mm

Q Ta tinh 50 REYNOLDS [icn quan (67 dong chiy ndy bing cdch Idy

Vi Va e nhurede dai leomg dic inmg cua dong chdy

ASHHON

van toc cue dai

s6 REYNOLDS

chit lyu -
Uy (MLS h Re
dau Uy = 2.5 Mg Re=2,510""
nuie Ui = 25 ms™! Re =2500

Vi dau, gid thuyét dong chay thanh 10p ¢d nhicu khi ndng ding hon.
Vor nucre, gid thuyét dong chdy thanh 1op chdc chan lia khéng ding .
cie cudn xody hode s khong bén vimg s¢ xuat hién. CO thé cie sir
khong béu vimg loal sau diy s¢ phat rién.

YA

lop cudn xody

O mike mit phan cich chat long - khong khi. cé mot sir gidn doan ciia
van toc trong chit long, 1y =c)=0¢, lacue dai trong khi do. o
trong khong khi vy = e )= 0. Do v;?y. co m‘(‘)( 16p cudn xody tai
y =c. Nhimg sir khong bén vimg ¢ th phat tricn trong Iop cudn xody
ndy néu s6 REYNOLDS I6n (.50 dd).

3 Dong chay trong b¢ chir rat cham, do viy ta gid thict dp sudt ¢ diy
thay doi theo dinh udt cia finh hoc c‘hzi{ long : P(A)=Pg,+pgh.
Cong thir POISEUILLE cing due phép vict 1 :

12%n LD,
P(A)= Py, = p gy + 4.
md
- 1280 L D,,
Turdo, suy ra: pe(hy+ /1|):n—4‘—*—| .
nd

Vi toc cuc dai vy thoa man :

J 5
D,y = f?ﬂ ro(rdr vor "(’):1’0[1—4%]-
) 42

C. 8D, .. 128n LD,
twrdo, cho vy :_‘;’1 VoI o =4 2L Pl i
md mpg(hy + i)
S REYNOLDS cho boi - Re = 2404
M

1) L luong 3,6 m*h! duoe thue hicn qua mot ong ¢d duong kinh
d = 1.27 em, vor ingt van toc cue dar bfing ty=15,8 ms ! didu nay
cho mot s6 REYNOLDS bing Re = 2. 0. Ché do fa chdy 161 va phép
tinh d 1 sai.

2) Luv fugng 0,5 L.min~! duoe thue hi¢n qua mit (‘fng ch duomg
kink d =038 em, vdi vin (¢ cue dai vy =1.4 ms™!, dicu nay cho
mot s6 REYNOLDS hfing Re = 5 500. Ch¢ dd vin con fa chiy 161 va
Phcp tinh d 12 sai.

Viy gid thuyét la khong phu hop vor loai dong chdy nay.

4 MO it £dl dng so voi bé diy cia nd. Ta ¢d thé bo qua dnh
huong cua cdc bo va dp dong két qua lién quan dén dong chdy
POISEVILLE phing.

Vi mod lat, I fwomg theo khoi huomg 1

1
pa
Dy =22 (R =R)).
I2nIN-
2 4
4 R pa
cho vy, =——=(R~R). Tonglai: D=——-—(F - F)).
120/N- 1IN~
It NP . d . I‘)"'ll
Chicu dai dae tnmg ld — vi Re=————(F - B)=—=.
I2n°IN m

a) Nuvie : Re=3,3.10°
b) Khing khi - Re=1.5. 10* (ho qgua tinh chiv nén).
¢) Diu: Re=3.10"".
Gidt thuyét v¢ dong chdy thanh [op 13 sai JO7 voi nuce va khone ki
va duoe xde nhan dung doi voi diu, vor nd dong chay thu fai thanh
mot s ro 1 nhe

D=15107" kg.sﬁl =15ps
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5 1) Trong ot ong mao din, lwu luong theo the tch cho boi (x.
hai dp 8. chuong 5) -

Lue tao ra chuyén dong cda chat long qua dng mao din tree 1iép li
ham 0 cua do chénh Iéch ap sudt AP do mot cot chat loug co do cao
di cho gdy ra, do vy (¢ true tp vor khor luong ricng p.
Loy luong theo thé tich qua ong mio dian ién ¢ s6 REYNOLDS il ntho
L khong doi vor thoi gian. Thoi gian T cua thi nghi¢m 17 I¢ nghich
vai fuy heong thea thé tich.
. / n D P S
Dicu do cho @ 1 =—=B—, trong d0 B la mdt hing s6 cua thi
Do p
nghicm. khong phu thudc vao chit long.
Viytaco:
P
N2 P2t
2} Ap dung bing s0 cho :
ceston Tt 3
p‘lLLlUll aceion =0.323.10 3 Pl
T

Naceton = N

Rt e

é 1) Luc trén don vi di¢a tich déng nhat vor mot ap sudt nén no

:
dupe cho boi cong thie < =k BT néu chr co cae dai leong o va

SN V o .
V tham du. Dicu nay cho F= kS‘p—’—. K fa mot dai fuong khong

thik neuvén, mehia ki mot con s khong o6 thi nguyén, i bim 56 cia
dong chit ke 100 tai xung quanh nidy bay.

2) Dy vao cde gid i hz}'ug $O. ta tiuh k trong twong hop mot chice
Bocing.

My bay dang bay & dg cao khong doi. lue nang F phai tre doi vii
wong luomg cia nd ; néu bo yua hidn thién cia g vor do cao, ta co
F=1510"N.

Hoan thanh moi phép tinh ta thu duoe k =046,

Vi da 56 cic mdy bay, hé 6 k ¢ gid i trong khodng 0.2 va 0.6.
pv’

i
)2
F=00 55— 13027

Doi v mdt chice Boing, 1 ¢6 the vict:
5

7 Ta tim dudi dang v = k m*®PUT ki mot dui fuong khong
thir nguyén. HY thie trén tro thanh

Ml=(mt ()P (UF  hay ML T =M 2P 1 177
Toumdweo = Ly=1vaf=-2Viy n=k—.

U la vén t0c toan phuong trung binh, doi vor khi ly urong o nhiét do
phong :

Lot =27
2/11 —EH.

S NTVm
Ldodotaconco: N =k'———.
m o)

<

hay U =

[

Chi y rang m=—— N laso Avogadro.

Ny
Gia thict k' giong nhau Joi vor lai chat khi (edng nhu ciac nhict do). khi Jo

ta thu due v = Kl mde hang so giong nhau doi v had k.

-
(e
Ta ¢ the vidt
! !
s - —
3 Men )3
Dy =y | e T 0y = 40007
4 A
N, Mue

Gid uf nay phi hop vor gid ti thudng duoe chip nhin i 300pm,

8 1) Tyt fue Fduoi dang: F=kVp 8 pdQd  k 1a mot con
O khong thiF neuyén. Phip phéi tich i nguvén din 1i:
[FI=MLT =T Mmool
trdo cho
h+c¢=1

a=3b+c+d=1
—g—c~¢=-2

a
0 | (IR VR VR |
Hoyconla:y 1 -3 1 1 Ofci=| |
-t 0 -1 0 =2id =2

o

Mitrin M= 1 =3 [ 0
-0 =10 =2

CON =5 corvir=3hing din

107 phai im N + 1 — =3 dai g khdng thiknguyén GG va Gy
Chon p. V vii D laun cde dai lone phu thude va thict lap cic dai
luomg khong thir nguvén,
* HE SO nhot v cho phép thiét Vip (nhe cdc dai lwomg p.V v D) mot
dai leomg dau tién Gy dong nhdt (ching han!j voi s0 REYNOLDS Re:
. VD
G =Re=222
N
e Van toc goc Q. ding phit v T 13 17 56 caa mot vin (6c rén
NPT . i ’ . QD
mot chicu dai, cho dai luong khong thi nguyén Gy = -
o Biy gicv ta phii xic diul F = I(Re.Gy).p" VP .DC . Il ham 56
khong thirnguyén.
Rat dé ding tim duoe cde hé 6 a. b, vi e
S g
F=T(Re.Gy)pV™D.
Chi ¥ rang h¢ thie sau cung niy lim xudt hicn "mot con $6vé hee”
2

(dai luomg Khoug thir nguyén): Gy=Np=—s—.
pV-D-
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Tom lai wa thu duoe:

. . VD . QD
F= szD:I(Rc.G) vor Re =p——~m G=—.
n 1%
Luu ¥ rdng hinh dang ctia cinh quat xudt hign trong ham $6 [, phy
thugc vao thi nghiém.

g

2) a) Hai canh quat (gid st "co cung hinh dang") dich chuyén trong
cung mot chdt leu. Viv ta c6: p=piin=n'. Déco thé dp dung
dwnre @p hop cic quy tac vé dong dang. ta phii co: Re = Re' va
G = G dicu nay bude phii ¢0:

QD
VD=V'D'V;)%:—.
1% V'
o VD
Tir do suv ra V—:B:X va do vy —%: —=04.
. v D Qv D

Tinh mdt & [om cua van (oc coa ddu can quat nguyén mdu: vin (oc

N N TIPS - —1 O N <
nay hang ¢O gty vao e 20 m.s . DOrvor maket, van toc

N VA . _j
nay con fo hom: 8 lan gid tri tén. we 1600 ms

* Néu chat lnu 1d khong ki

Ciie van (0c aen hode clng ¢& Iem. hode 12 r lon hon vin 6¢ cua din
trong mor uuomg do (340 m.s~'). MO hinh khong khi khong chiu nén
nhur vy f khong ding. Trong méi truomg 0y, Reypang kn = 9,107

* Néu chat leu ld mnse

Cic vin (Oc trén rat lom, nhat la trong truong hop cua maket. dp sudt

. ooV S . 3 LR
dong luc la vao cé P . nghia fa vao khodng 10°Pa . O do nhat

IELs¢ 6 hign twong ki xam thue (su sinh hoc). Trong moi truong

nay Re e = 1.10°.

b) Trong khong khi hodc wong minge, cde s6 REYNOLDS rat fon. Do
vv. co thé ho qua Jo nhét doi véi nguyén mdu va maket; dicu ndy

din (i fy Re = .

¢) Viy. dicu bt buéc du y nhit con lai la:

QD QU
1% I’
SN % . _
Dicu nay cho; — = Qb —M i: 2,22 e V=20kmh™.

Vo' D o3600,5

Khi d6 cie lue Fva F duoe ién k¢ vor nhau boi cong thire:

i—p@:[v) [2) :[fj (i) =316, e F=T 70N
Fopvipr \v)lp) L/ los

Hicu suat r i mot so khong the nguyén, r = ¢(Re,G) vor

vD ... L Qp o
Re=P (o diy bang vo cung). G =——. Viy cac hicu suit doi
n Vv
Vi nguyén méu va maket [a giong nhau: r=r' Ta hdy tinh r'
9000
cong sulit clia F' Fv 230x
r= S SSLL A 3600 ),693,

T A )< Ay A \ T oyl 9
cong sudt cua ngdu lue ' T7'Q2 22)(%())(_(%

trdé: r=0.69.
Mot phdp tinh tong tr cho ngau lyc téc dung vao canh quat nguyén
mdn cho:

3 20.10°
72710 %
v

r=—-=

o

00— 55896, e T =56.10" Nam .
169 100 % —-
60

9 Ciing nhr ¢§10.3, ¢6 3 phuong trinh 4 an va ta phai xic dinh hai
dar rong khong thi ngayén. Néu Iy cic dai lwome doc lap 1a D, p vé

U, thi khi dv ¢ the chon:

U,.D .
:~p—~—@-mGz:C¥: ]

N —~U.D
SV

£

G|:RL‘

Khi d6. ta thict I3p duoe bing sau diy;

chét luu nude thiy ngin khong khi
Re 3,0.10° 48107 43.10°
Cx 1,00 034 7

Ta tuyéan tinh hoa duomg cong trone micn bicn thicn hep ciia s6 REYNOLDS:

s do cho ngay Cx =0.55 (phép tinh chinh xc cho Cx =0.52), tird6 gii o7
. 2 .

thu dupe cho F, bing Fy =1,3.10° Nom ™"

[}
F N - .z A
Do thi kem theo mo 1a sy bicén J Cx .
i ) 1,03 nudc
thicn cua Cx theo Re cho mit
hinh iry, AW
........... Y khong khi
0,54 Do
___________ +-| | __lhiy
i+ N ngan
{11 Re.0?
L 1 lT —
0 5
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Mvuyc T1EU

n Ap dung cic dinh luat cta dong luc hoc va cia
nhi¢t dong lyc hoc cho mdt chat 16ng dang chay.

DIEu CAN BIET TRUJC

B Cach mo 4 LAGRANGE va EULER vé mot dong
chay.

B Cic dinh 1 d&i véi mot he chat diédm :

* v¢ dong lugng (k& thite dong hoce) ;

* v& momen dong lugng ;

* v¢ dong nang.

W Nguyeén ly thi nhat va nguyen 1y hai nhiét dong
lue hoc.

202

CAC CAN BANG
CO HOC VA
CAC CAN BANG
NANG LUONG

\
M3 da
Chung ta da biét cac dinh ludt ciia co hoc hé

chdr diém, hodc cac dinh ludt cia nhiét
dong luc hoc dp dung cho cdac hé kin.

Muc dich cia chuong nay la qua cac vi du,
chimg 16 ¢o6 thé dién giai cdc dinh ludt trén
nhuw thé nao dé ap dung ching cho cdac hé
mo.

Khi do cluing ta sé c¢o thé tra loi cdc cdu hoi
nhue :

* [y ddy ciia m¢t dong co phan luc la gi ?

* cong sudt sinh ra do sw dan khi trong mot
tuabin la gi ?

ONB‘Q
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RO

Vé mot thiét bi trao doi nhiét : varties jﬁ“‘h nhict

T

dai cuong va cac dinh nghia

1.1. M6 ta thiét bi trao déi nhiét

Mot thiét bi trao déi nhi¢t duge cdu ao bdi hai ong dan C; va G, tiép ‘

xdc nhi¢l vdi nhau, ¢o Giét dien déu dién tich biang S) va Sy, trong do ¢6 !

hai chatlong Fy va F5 & nhi¢t do khic nhau chdy qua (hink 1). vil li¢u din nhiét 5t

H.1a. Thiét bi trao doi nhiét : ta gia
thiét rng trong thiét bi, chdr Jong F|

Chiing ta chap nhan cic gid thuyét don gidn hoa sau :
* h¢ 1o0an bd duge ¢o 13p vE nhiét vai bén ngoai ; e L

: ngugi di, va chat long 5 nong lén.
* cic chat 1ong a khong chiu nén ;
* n0i niang ctia mot khoi lugng m clia chat 1ong chi phuy thuge vao nhiét do
T ctano va lan can Ty, ¢6 thé duge tinh bdi bicu thiie.

U=mc(T-Ty)

v quy wde, ndi ndng bing khong & nhict do Ty (x. dp dung 1).

* Nhi¢t dung rieng ¢ tai mdi diém da bict.

. PURRT ~ x A INCRL s~ - ~ z H g 2 * 1y Y, i ) hay
* C6 mol "chat din nhi¢t 161" gitta cic Sng dan hai chat 1ong. (*) Ta hay nho rang dong chay
’ . : . m¢t chiéu la mot su Iy twong hoa
* Dong chdy mar chiéu (chi ¢c6 mot kich thudce) @ cac dde trung nhi¢t dong cde dong chay thue : van 16c cia
hoc va co hoe cua chat 1ong gia thiét 1a déu trén mot tiét dién thang cla chdt long bing khong & sdt thanh
ong dan (*). ong, va tén tai mot lop gici han
A s N 5 . PN N na do day phu thudc vao dé nhor
* Vin (0¢ ctia mdi dong chay khong phu thude vao thai gian. (ma de day pi ' -
, cua chdt long), bén trong l6p nay
* Gid thict chat 1ong 1a ty tdng va bd qua cice thay doi nhd cla do cao. vén téc la khong dong nhdt.

Theo h¢ thire BERNOULLI, céc dp sudt £ va Py la déu doi véi mdi ong
dan (¢o tet dign déu).

Chdt 16ng Fy vao thiél bi Ltrao ddi nhi¢t & nhi¢t do Ti, va ra khoi do &
nhi¢t do 7j,. Tuong wr, chat Iéng 5 vao & nhiet do 75, vara ¢ nhict do
T, . Ta gia thi€t Ty, >T5, : chdl long F| ngudi di va /> néng lén trong
thiél bi trao ddi nhiét.

1.2. H& md va hé kin

Cac dinh nghia nay da duoc duva ra trong nhi¢t dong lyc hoc va trong
co hoce

1.2.1. Cac dinh nghia (nhic lai)
Mot hé 1a kin néu n6 khong trao déi vat chat véi bén ngoai.
Mat hé 1a mé, nguoc lai, cé thé trao déi vat chat voi bén ngoai.

Cu thé la;

* mOL h¢ md khong duge xac dinh bdt mot tap hop xac dinh cac hat vat
chat, ma bdi mot ranh gidi ma mot dong vat chit ¢6 (hé di qua (hinh 2a). mat kiém tra
Ranh gidi £ gi¢i han mot h¢ mé, duoce goi la mar kiém rra 1a ding yén

- ) H.2a. Chdr long di qua mdr kiém tra
trong h¢ quy chicu nghién ctru ( x. chuong 2, § 1. 3);

cd dinh trong hé quy chiéu nghién cia.
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e MOt h¢ kin duge xdc dinh bdi mot (ap hop céce hat vit chit (4.2b). Bién
gidi " gidi han mot h¢ kin, goi 1a mdr chia cde hat, chuyén dong trong
h¢ quy chidu nghién ctru : cac diém ctia mit = dich chuyén vai van e
bang vin ¢ cuc bo clia chit 1ong (x. chuong 2, §1.3)

Thiét bi trao ddi nhiét ma (a nghién ctu tao thanh mot 1é me. O méi thoi
diém h¢ duge cdu tao bdi cac ong dan va bdi chit 1dng & bén trong. va he
duoc gidgi han béi chide vo doan nhict va bdi cde tict dign vao va ra clia
hai ong dan (h.3)

~ > LA JE ~ . N .
1.2.2. H&é mo ¥ va hé kin ./* chéng khit nhau (trung phung)
Ki hi¢u .7 1a h¢ gidi han bdi mat kin ¢6 dinh £ goi [a mdr kiémn rra (h.3) 5 h¢
duge cdu tao badi thiét bi trao ddi nhigt, cac ong dan va chal [ong chia & bén
trong. .’ 1a mot h¢ mé, vi da ¢o sy truyén val chat qua mit ¢o dinh Z.
O thoi diém 1, cic ong din va chal 16ng nam trong ¥ ¢6 the coi la mot

< H . T N ~ N < : 2 - -
h¢ vit chat kin duge ki hicu 1a " ; h¢ nay dwge xac dinh bdi mot mat

. * N - -2 . 2 P - ~7 > a7 24

chtra cac hat ¥ . ma cac diem dich chuyén vdi van 10c cua chat long
(x. chuong 2. §1.3)

# . R : e g R
Y va Y wang nhau (chong 1én nhau) & thot dicm ¢, nhung sau do lai
bi¢n ddi mot cach khac nhau :
* % vin duge gidi han bGi mot bien gidi bat dong T, va cic nguyeén 10
chit 16ng chia trong d6 duge thay thé dan din bdi cic nguyén 16 chit
16ng khac ;

# . e x - . . ., o

e .Y dugc cau tao bdi cic ong dan bat dong va bdi chat 1ong chuyen
dong. Bién gidi cta nd bi bien dang theo (hot gian, nhung nd vian gdm cac
nguyén 10 chdt 1ong c¢i (4.3).
Ching ta da gap mot tinh huodng wong W trong dong hoc chdt diém. B¢
bi¢u thi mdi quan h¢ gitra cic van (¢ cia mot dong diém, do cdc quan st
vién gdn vdi hai h¢ quy chidu do dugce, ta di dua ra khidi nigm diém tring
phing. Dong diém M va diém (riing phing cta nd gin véi h¢ quy chicu
A" tring vai nhau lde , nhung quy dao cta ching sau d6 lai khac nhau.

L . . ~ . PN P N N PRI 5 )
Bing su loai suy, ta cting s¢ goi ¥ la h¢ kin tring phing voi he mé .7 &
thoi diém 1.

* By ~ . . ~ 9 . - o~ A B3
Heé kin & ma vao thoi diém ¢, duge ciu tao béi cing nhimg phan ti
vat chit cia hé m¢ ¥, dwyce goi la hé kin tring phang ciia .
Céc dinh luat co hoc va nhi¢t dong luc hoc ¢6 quan h¢ véi cac he kin,
ching xac dinh cach mo 1A LAGRANGE.

Hodc nhu ta da thdy ¢ chuong 1, sy mo (& ty nhicn mot dong chiy dugc
suy ra Lir cdc thong tin Xudt phat tir cac bo thu ¢d dinh lai la phép mo 14
N ~ 9 r " x ) [ 2. £ ¥ . - fa

Euler. Vi viy, ta phdi dicn (4 sy bién doi clia 7 theo cde dit kién Euler.

1.3. Néi ndng riéng va luu luong déi luu

1.3.1. Néi nang riéng

Dong chiy dugce xac dinh bdi mot tap hop cic dai luong cuc bo ; cac dai
lugng nayla xac dinh tai méi diém nhu dp sudt. van Gc va nhi¢t do va goi
14 cdc dai lugng cuong tinh, 461 1ap véi cde dai lwong qudng tinh. ching
la xdc dinh trong mot h¢ xédc dinh.
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mat chia cac hat lic r + or
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mit chura cac hat lac «

H.2b. Vin déng cia mot mdr chia
hat
Khoi luong M cia chdar long, gioi

meit bi char long "kéo theo”.

han boi mdr chuvén dong nay, lo bat

bién voi thoi gian.

@) z
F
Pr—
s
b) su truyén vat chat
qua mal ¥ ¢6 dinh
- gid1 han bdi h¢ S,

H.3. Hé me . duge gici han boi gt
kiént tra o dinh % — vé chdm cham.
a. He mo " va hé kin trang voi
2 e 1y, b Liic 1y +dr, cdc hé

nay khong con tring voi inhaw niva.

AN
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Vé moét thiét bi trao doi nhiét :
dai cuong va cac dinh nghia

~ 3 « A%, - Aa v~
1.1. Mo ta thiét bi trao do6i nhiét
Mot thi¢t bi trao d6i nhi¢t duge ciu tao béi hai ong dan C; va Cy idp
xdc nhi¢t vai nhau, ¢6 & dién déu dien tich bing §; va S, trong d6 ¢6
hai chilt 1ong Fy vii /5 & nhiét do khiac nhau chdy qua (hinh 1).
Chung ta chdp nhan cac gia thuy@t don gian hoa sau :
¢ h¢ (oan bo dugce ¢o 1ap vé nhit vdi bén ngoai ;
* cdc chit 1ong 1a khong chiu nén ;
* noi nang clia mot khoi lugng m clia chat 1dng chi phy thude vao nhiét do
T ctand vivlan can 7. ¢6 thé duge tinh bdi bidu thie.

U=mc(T-Ty)

Vi quy ude, ndi ndang bang khong ¢ nhiet 4o Ty (x. dp dung 1).
* Nhi¢t dung rieng ¢ tai mdi diém da bict.
* C6 mot "chat dan nhig¢t (61" gitra cde ong dan hai chat 18ng.
* Dong chay mér chiéu (chi ¢ mat kich thude) : cac ddc trung nhi¢t dong
hoc v co hoc clia chat 16ng gid thidt 1a déu tren mot it di¢n thang cla
ong dan (*).
* Vin (6¢ ciia mdi dong chdy khong phu thude vao thai gian.
* Gia thi€t chat 16ng 1a ly wéng va bo qua cie thay ddi nho cha do cao.
Theo h¢ thire BERNOULLE, cdc dp sudt A va P la déu doi véi mdi Ong
din (c6 tict dien déu).
Chat 1ong F{ vao thiét bi trao ddi nhi¢t & nhiet 4o 7;, va ra khéi do &
nhi¢t do Ty, . Tuong ty, chat 1ong F, vao & nhi¢t 4o 75, vara ¢ nhi¢t do
T, . Ta gid thi€t 7y, >7T,, : chdl16ng F nguoi di va F, nong Ien trong
thict bj trao déi nhiet.

1.2. H& mo va hé kin

Cac dinh nghia ndy da duge dua ra trong nhi¢t dong luc hoc va trong
co hoc

1.2.1. Cac dinh nghia (nhéc lai)

Mot hé la kin néu né khong trao déi vat chat voi bén ngoai.
Mot hé 1a mé, nguoc lai, 6 thé trao doéi vat chat vei bén ngoai.
Cu (hé la:

* moOt h¢ mé khong duge xdce dinh bdi mot tip hgp xac dinh cic hat vat
chat, ma béi mot ranh gidi ma mot dong vat chat ¢6 thé di qua (hinh 2a).
Ranh gi¢i £ gi¢i han mot h¢ mé, duge goi la mdr kiém tra 1a ding yén
trong h¢ quy chiéu nghién cdu ( x. chuong 2, § 1. 3)
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vit liéu cich nhiét

=4

|

i

vat lieu dan nhiet 16t
H.la. Thiér bi trao doi nhiét : ta gia
thiét riing trong thiét bi, chdt long F

ngugi di, vichat long F, nong len.

(*) Ta hay nho ring dong chay
mor chiéu la mor sy IV neomg hoa
cac dong chay thie : van toc cia
chdt long bing khong o sar thanh
ong, va tén tai mot lop gici han
(ma do day phu thudc vao dg nhot
ciia chat long), bén trong l6p nay
vén 16c la khong dong nhat.

mat kiém tra

H.2a. Chdt long di qua mdt kiém tra
6 dinh trong h¢ quy chiéu nghién ciu.




e MmOt h¢ kin duoc xdc dinh b&di mot tap hop cac hat vat chat (7.2b). Bién
gidi £ @idi han mot he kin, goi 1a mgr chita cde har, chuyén dong trong
h¢ quy chicu nghien ctu @ cac diém ctta mat =7 dich chuyén voi van toc
bing van (6¢ cuc bo cta chdt 10ng (x. chuong 2, §1.3)

Thiét b trao ddi nhi¢t ma ta nghién citu tao thanh mot hé me. O mdi tho
diém h¢ duge ciu tao bdi cac ong din va bédi chilt 1ong & bén trong. va hé
duge gigi han bdi chide vo doan nhi¢t va bdi cde et dién vao va ra cta
hai Ong din (h.3)

A > S a JE ~ p < .
1.2.2. H& mo ¥ va hé kin .7 chéng khit nhau (trung phung)
Ki hicu .7 1a h¢ gi¢i han bdi mit kin ¢0 dinh T goi la mdr kiém tra (11.3)  hé
duoc cdu tao bai thiét bi trao d6i nhiél, cdc dng dan va chit 1ong chira & bén
rong. % 1a mot hé mad, vi da ¢d s truyén vat chat qua mat ¢d dinh Z.
O thoi diém 1, cic ong din va chat 1ong ndm trong . ¢6 thé coi la mot
hé vat chat kin dugce ki hicu 1a 9" hé nay duoc xdc dinh bdi mot mat

* -2 . 2 < ~ I , ~ )

chira cac hat ¥ . ma cic diém dich chuyén vdi van 1oc cda chat 1ong
(x. chieong 2, §1.3)

* N N Y e e w < .
S va 7 wung nhau (chong 1én nhau) & thot dicm 1y, nhung sau do lai
bi¢n doi mot cach khace nhau :
o 7 vin dugc gidi han bdi mot bién gidi bat dong T, va cic nguyén 1O
chil 16ng chia trong d6 duge thay thé din din bdi cdc nguyen (0 chil
long khac ;

st . Y- . » < » N . " i s o

e Y duge ciu o bdi cdc ong dan bat dong va bdi chat long chuyén
dong. Bien gi¢i ctia nd bi bién dang theo thdi gian, nhung nd van gdm céic
nguyén (0 chat dng cu (h.3).
Ching ta da gap mot tinh huong wong ty trong dong hoc chat diém. DE
biéu thi mdi quan h¢ gitra cdc van 16¢ ciia mot dong diém, do cdc quan sil
vién gdn vai hai h¢ quy chicu do duoc, ta da dua va khai niem diém tring
phiang. Dong diém M va diém trang phang clia n6 gdn voi h¢ quy chicu
A" tring voi nhau ldc ¢, nhung quy dao cta chiing sau do lai khac nhau.

o . . * N -~ . ~ N P -~ Y T
Bang su loai suy, ta cting s& goi % 1a h¢ kin tring phiing véi hg mo 7' ¢
thoi diém 1.

~ ’ * ~ N N e .2 . ~” 9. -~ -~ A R4
Hé¢ kin & ma vao thoi diém ¢, duge ciu tao béi ciing nhing phan ti
vat chat cia hé ma &, dwoc goi la hé kin trang phiung ciia .

Cac dinh lual co hoc va nhi¢t dong lyc hoc ¢d quan h¢ véi cac he kin,
chiing xac dinh cach md 14 LAGRANGE.

Hodc nhu ta da thily & chuwong 1, sy m0 14 ty nhién mot dong chay duge
suy ra Lir cdc thong tin xudt phat tir cac bo thu ¢d dinh lai la phép mo 14
- N ~ o ‘X » (%3 2 3 ok - ~ [N

Euler. Vi vay, ta phdi dién (4 sy bién doicua ¥ theo cic di kién Euler.

1.3. Ni ndng riéng va luu luong déi luu

1.3.1. Néi nang riéng

Dong chdy dugc xac dinh béi mot 1ap hop cde dai tugng cuc b ; cac dai
lugng nayla xac dinh tai méi diém nhu dp sudl, van (6¢ va nhiét do va goi
la cdc dai lugng cuong tinh, doi 1ap vai cdc dai lugng qudng tinh, ching
la x4c dinh trong mot h¢ xac dinh.
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mat chida cac hat ldc 1 + or

mat chira cac hat lac ¢

H.2b. Vdn dong ciia mdt mdt chita
hat : mdt bi chdt long "kéo theo”.
Khot Juong M ciia chdar long, gioi
han boi mdt chuvén dong nay, o bar

bién vai thoi gian.

a)

b) su truyén vat chit
qua mdt < ¢d dinh
0icsi han boi he S,

I

t

H.3. H¢ mo Y dwoe gici han boi indt
kiém tra ¢d dinh ¥ — ve chdm chdm.
a. H¢ mo Y va hé kin tring voi

& . - - Py
S liic 1y, b Lic 1y +di, cac h¢

nay khong con tring véi nhau niia.



MQV&;

Trong (ruong hop dang nghicn ctu, ta khong thé xac dinh duge "nhi¢t do
cta hé .Y vi nhi¢t do nay thay doi mot cdch lien ue dié’lp nay qua
diém khac ciia he. BE xdc dinh noi ning ctia ¥ (hay cda 4" ), (a phai
"cdl" he ¥ thanh moL sO rdl lon cde hé con, xac dinh & thang rrung mo,
phii di nhd dé ching duge coi la ddng nhal, va phai di [on dé khai ni¢m
nhi¢t dd con ¢o y nghia,

Ta hay xét ¢ 1an cin ctia diém M mot phin wf trung md vat chal ¢d khoi
lugng 8m. HE nay ¢6 thé tich 8V, ndi nang U va nhi¢t do 7. Can dic bigt
cha y rang la da dung cac ky hi¢u 8V va 83U ma khong diung 87 : d6 1a vi
khi lugng vt chdl dang x¢t trér thanh rdt nhd thi cac dai lugng quang tinh
1ién 151 khong, con cac dai legng cudmg tinh lai van bat bién.

Chang han doi v&i motL phin t chit1ong £ :3U =8 me((T = Ty) .

Do vay, ta ¢é thé dinh nghia mot bién s8 cuong tinh, do 1a nodi ning ricng
w, (BU =u,,8m) ; ndi ning riéng ny phy thude vao cice dicu ki¢n cuc
bo va khong phu thude vao "kich ¢ (khoi lugng hay thé tich) ctia phin
(i vat chal. Nhu vay, vai chat long £y, = (T -Ty) .

Noi ndng clia ¥ ¢6 bicu thie :

U, = J‘J‘J‘um(M)dm .
g

Tai moi diém M cia ./, khoi lugng riéng p(M) va ndi nang rieng u
[a xdc dinh, va noi nang cta ¥ con ¢6 thé vict la :

Uy = J‘J.J.p(M)um(M)dT ;
;

tuy nhién ngudi ta thuomg thich thao tac véi bidu thite & trén hon, vi dm
bicu thi riéng né 1a mot h¢ kin, ma didu nay lai khong dung véi truong
hop dt (x. dp dung 3)

(M)

m

Tuong tr nhu vy, ta ¢6 thé dinh nghia cac dai lugng rieng khic, nhu (hé tich
niéng ¢ la nghich ddo cta khoi lugng rieng p 2 dm = pdt hay dt = m .

Nguoi ta thuong ky hicu cac dai luong ricng bang char thudomg (chir khong
vict hoa). Trong co hoc chdl 16ng. dé tranh 1an 1on v&i van e dong chay

o, 1a s€ ky hi¢u the tich rieng la — .
%

14,p dung 1

Cac dai lwgng riéng (theo don vi khoi lugng) 1) Dong nang ctia mot phin (& trung md bing
1) Hay viér biéu thicc cia dong ndng riéng, va
thé nang trong truong riéng ctia mot chat long
theo ham cia van toc dong chay v va theo do
cao z cia no.

1 . 5
3k = 3026 m va th€ ndng trong trudmg cla no

6?’p = gz0m (néu theo quy wd, 7p =0 khiz=0).

2) Trén vi du ciia nude, hay cliing 10 rding cac

dg bién thién noi ndng va entanpi riéng ctic mot

chdt long khiong chiu nén la gdan nhw bing nhau. . .
Hay viét biéu thic cia ching theo ham cia Y2y ¢dc ndng luong riéng lwong (mg bang :
nhiét dung riéng ¢ ciea chdt long.

ST - - ¢
Vi nwoe, ¢ =4,2 kJ. K l.kg ! K,

1

2 N
=—=0" va ¢, =g2Z
2 Cpm 82
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2) Not niang U cia mot h¢ 16ng phu thude vao
hai bién s6 : U (T, V). Néu hé la khong chiu nén,

V 1a khong d&i thi noi nang chi con phy thuoe  Néu AT =1K thi : Au

vao nhi¢ét ¢o 7. Trong mot mién nhigt 4o gidi
han (véi mot khoi lugng m cia chat 16ng) , diéu

Trong trudng hop cla nude, p = 1,00.10° kg.mf3 .

=42 Kklkg™!.

m

Ta thu duge mot do bién thién bing nhau cla

nay dugc thé hien bdi dinh luat quen thuoc. Ly
U=me(T-Ty), hay Auy, = cAT . P

p o AP =42.10°Pa.

H=U+PV hay h=u,+—. Do d6, vi p ,
p Viy, v&i cdc ap dung thong thuong, ta ¢6 thé bod

2. e M 2 P S
khong doi, nén : Ahy, =c AT + —I-Ap qua cic bién thien clia — va Al ~ Ay, ~ AT .
P

1.3.2. Luu luong khéi (nhéc lai)

Nhu da biét, luu lugng khot Dy, clia mot chdt 10ng dang chay qua mot
dien tich X, bing khai lugng di qua dién tich d6 trong mot don vi thoi
gian, va véi mot khodng thoi gian 8, taco: dm = D8t .

Néu dong chay la mot chiéu, thi luu luong khéi qua mot tiét dién thing
dien tich S ctia mot chat 16ng, ¢6 khdi lugng rieng p va ¢6 vin toc chay o,
¢6 biéu thire (h.4) Dy =pvS.

Trong vi du dang nghién ctu, va theo h¢ thirc trén thi cic van toc ¢ va
v, cla chat [6ng la déu véi mdi Ong dan.

1.3.3. Luu luong d6i luu cda ndi nang

Chat 16ng dang chdy van chuyén theo né khong chi khoi Iugng ma con
ning luong. Luu lugng ndi ndng Dy qua mot tiét dién = bing luong noi
nang di qua tiét dién d6 trong mdt don vi thoi gian.

Mot luu luong c6 s van chuyén vat chat tham dy goi 1a lvu luong
dai luru

Su phan bi¢t nhu (rén 12 quan trong, vi ¢6 thé con nhiéu dang truyén ning
lugng khac qua mét dién tich : sy din va sy bic xa.

1.3.4. Hé thire v&i luu luong khéi
Xét khai lugng 6m clia chil 16ng, ¢6 ndi nang dU, di qua mot tiét dign cho
trude, trong thoi gian 6t
Taco: dU =upndm=uy, D0t va tir d6, ta suy ra gia tri cta luu lugng
Dy cia U

DU = leDm .
Trong truong hgp dang nghién ciu, luu lugng vae cla ndi nang qua tiét
dien vao cGa chit Idng F] bang :

DU =C1(T|c —To)Dm.

le
Dé don gian hoa cac ky hiéu, ta bo chi s m di ; tir nay vé sau u sé chi
ngi ndng riéng.

H.4. Luu luong khoi. Chdt long di qua
1iét dign thdng co dién tich S_trong thoi
gian dt duopc chira trong mot hinh tru

cothé tich S vdr (S vuong goc vor van
tdc U cita chdl long).



1.4. Can bang (bilan) nang luong

1.4.1. Nguyén ly thir nhat cia nhiét déng luc hoc

Dua vao nguyén ly thi nhat cGa nhi¢t dong luc hoc (lien quan dén cic he
. . I A~ ~ T _ o PR . I .
kin), ta hay thyc hign mot sy cin bang nang lugng doi vaéi he kin &7 gitra

hai thoi diém gdn nhau r va 1 + di.

N B JH . . e N
Nang lugng toan phan @ cia ¥ duge xdc dinh boi @ =U+g +7,.
trong d6 U la ndi nang. “k la dong ndng vi mo va ¢ 1a th¢ nang vi mo.

Dol vai /7 . s can bing ning lugng duge bidu thi boi d¢ =8W+380Q.

trong d6 8W la cOng clia cée ngoai ue khong din xudt wr @, va 8Q la
* N s

nang lwgng do % nhan dwge qua sy truyén nhict.

* Trong truomg hop dang nghién ctu, dong nang la khong déi va cic bién

thién ctia the nang trong truomg duge bo qua, taco :
EY

dU =3 W +8Q nhung nhd ring can bing nay lién quan (i .7’
* Cac thanh bén ngoai ctia cac 6ng dan 1a doan nhi¢t. Hon nra, néu ta bd
qua sy truyén nhi¢t bing din nhi¢t trong cic chit 10ng qua cac Gt dign
vilo v ra, thi s& hang trao doi nhi¢t 8Q bing khong.
- H 7 > = ~ A~ /* i ~ - . e

* Cic ngoai luc ¢6 kha nang cung cap edng cho 7 chi la cdce ap tuc tic
dung 1én cac tict dién vao va ra. Cac cong sudl cla ching fa

P Sy ey v PS> ey, laduong, ¢ ngang cdc (iEL di¢n vao ;

-B S v =P S0 Claam, § ngang cace Lict dién ra.
Do viy cong sudl toan phan va cong W bing khong.

> N . . R . A e il 2 (g Ig
Ta chi ¢con phii bicu thi ro dU doivai 7 theo cac bién s Euler.

1.4.2. Do bién thién ndi nang cua ¥
U, ¢6 thé bidu thi nhu (6ng ndi ning ctia cac phan (i cta h¢ :
Uy = U(‘)'ng + vt dan nhiet T Ul(’)ng Pt Ul(’)ng 2
Nghta la. theo ham s0 ctia nhi¢t do T(M, r) va ca nhiet dung riéng ¢(M)
tai mdi diém :
U, = J’J'JAC(M)T(M,/)dm VO ¢(M)=c¢| trong F ,v.v..
4

ter do -

dU,, T(M L . . ’
d_'/ = J‘J‘J‘C(M)Mdm (-"duoc gidi han bdi mit kiem tra £ ¢d dinh).
! &}
7

Tich phan duge 1dy cho toan bo thé tich ctia % bao gdm c¢dc dng dan, vt

dan nhi¢t, va chat 1ong chira & trong do lic .

1.4.3. DO bién thién ndi nang chia /"

S va g triung v&i nhau & thai diém 1, nhung lai leéch nhau lae 1 + dr (4.5)
Tai thoi diém 1 : U, «(1)=U, ().

Taidiemthdi 1 +dr: U s (r4+dD)=Uy(r +dn)+3 U1 +8Upg =8 Uy, =8 Us,.,
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H.5. Bién ddi cia hé kin 9"

Smy=Dyyde; 8my = Dyydt vor D,
v Dy lacdac i luong khdi di ra.
a. O thot diém t

b. O théi diém t + du.

m]

»



vai ky hicu U\, 1a ndi nang chira trong phin W £, ¢ khoi luong &y,
di ra khoi thiét bi trao ddi nhi¢t trong thai gian dr, U}, 12 ndi ning cia
phan (¢ £, ¢d khai luong &my i vao thiét bi trao déi nhi¢t trong thoi
gian dt, v.v... (h.5).
Ta ¢6 thé bicu thj cac dU theo cic lwu luong khoi Dy, va Dy, vathco
céc noi ndng rieng cla cac chal 1ong & ddu vao va ¢ diu ra cua (hiél bi
trao dai nhigl :

OUe =0 myuye = Dy uyedr Vv,
Ta thu dugce :
U »(t+d0)=U, ()= Uyt +d0) = Uy (1) + Dy g = 10) + Dy (eing =t )Idr

hay :

dU, - du.,
d'l/ = d):/ + Dm, {tye —uye ) + Dm: (ttyg —tae) -
bién lhi(:n} . bicn thicn
cuc bo | ddi luu

Theo ham s6 cia cidc nhi¢t do :
dU dU
T -
dr dar + Dm| (T =Tie) + 1)1113('2(71’.\' R
Dy, Gtyg =y ) + Dy, (ag = 13,) biéu dién (ong (dai s0) cla cac luu lugng
doi luu di ra cda ndi ndng, va tr 4o, la suy ra

dv - du, A ke
——=—%+ (luu lugng 401 luu toan phan di ra cia ndi ning)
dt di
Chi ¥ :

dU
Luong /

biéu thi cai gi ? Do la do bién thién cia ndi ndng lién quan
dr

dén mor heé kin, nghia la mor hé dupce gioi han boi mot mdr ¢oé chia hat.

Ta co thé bidu thi lwong nay truc tiép dwoi dang —— (la dao ham toan
) Dt

phdn cia U x. chieong 2, §1.3).

1.4.4. Biéu thiic EULER cla phép can bidng nang luong
Bing cach (ap hop cac k&t qui rén lai, ta ¢ thé biéu thi phép can bing
ning lugng bing cac dai lugng EULER :
dU',/,* _duy,
A
hodc 1a theo ham cla nhi¢t do :

AT(M, 1 o
J‘J-J‘C(M)C—(ﬂ—)—d/n + Dy 1Ty = Tie) + Dy ¢y (Tag = Ta) = 0

ct

+ I)llll (g =ty ) + sz (1 =3 ) =0

(gid thi¢t cac chal 1dng khong chiu nén)

1.4.5. Truong hop cla ché dé khang dai
Ch¢ do chay la khong ddi néu moi dai lugng EULER khong doi theo thoi

gian ; & day diéu nay dugc bicu thi boi i =0.

ct
Can dic bi¢l ghi nh¢ rané ddc (inh khong ddi chi lién quan den '/ ma
khong lien quan dén %" : cic phan tr chdl 10ng khac nhau cida s thay
nhi¢t do cua ching lhdy d6i theo thoi gian.

208



8,
0»1

4

Phép can bing ning lugng trd thanh :
Dm]Cl(Tls —Te)+ DmZCZ(T2s ~The)=0.

Trén phuong dién cla riéng chat ldng F), thao tac chi la, trong khoang thoi
gian dr, phai dua nhi¢t do cha mot khoi luong &my = Dy, dr tir Ty len T

Do vay Dy, ¢|(Tis —Tie)dt va Dy, ¢y (Tog = Toe) , bi€u thi cac d0 tang noi
ning cia chdt 1dng F| va F, trong thoi gian dr.

Ap dung 2 s¢ dua ra mot mo hinh trao d8i nhiét gitra cac chat 1ong dé xac
dinh cac nhiét d0 & diu ra.

ﬂ,p dljng 9

Thiét bi trao déi nhiét dong nguge

Hai chadt long 9 (nong) va 9% (lanh) chay
nguoc chiéu nhau trong hai ong dan rieng big¢t
va tiép xic nhiét voi nhau (h.6). Ta xdc dinh vi
tri x cia mot tiét dién ndm gita O (diém A) va L
(diém B).

Y5, c6 nhiet dung rieng c|, chay tix A dén B voi
mot luu luong khoi Dy, va trong ché dp khong
doi, nhiet do cua né bién thién theo mot dinh
lugt Ty (x). Cing vay, ta dinh nghia c,, sz va
T,(x) doi véi % (h.6).

0 L *
H.6. Thiét bi trao ddi nhiét dong ngueoe.
Y| divao tai A & nhiét @9 T4, da biét, va di ra
tai B ¢ nhiét do T\g.4y di vao tai B o nhiégt dp
TZB’ [hd’p hon TlAI da blé(l‘, va di ra tai Ao
nhiér d6 Ty, .
Gia thiét s trao ddi nhi¢t gitka hai 6ng dan tuan
theo mot dinh ludt tuyén tinh. Cong sudt nhiét
d#y, do mot doan dai dx & cing mikc cia 4
nhuong cho ¥ bdng :

A% = G(T; - Ty)dx .

1) Hay viét cdp hai phuong trinh vi phdn theo
Ti(x) va T,(x).

2) Xét truomg hop trong d6 Dy, ¢ = Dy ¢; = Dc.

a) Hay xdc dinh T,4 va nghié¢m lai mot cdch
dinh tinh két qua bdng cdch lam thay doi cdc
thong s6'L, D, ¢ va G.

b) Hay xdc dinh cong sudt do % nhdn duoc &

ngang mitc vJi thiét bi trao dot nhiét,

1) Khi ché do khong déi da dugc thiét lap thi
nhigt do cia céac chat long chi con phu thudc vao
x thoi. Ta hay viét phuong trinh can bang niang
lugng cho he kin cdu tao tr mot phdn tir cla 4
(twong ung % ), c6 khoi lugng dm va chiéu dai
ox (h.7).
O thoi diém 1, phan tir c6 hoanh do x va ndi nang
cia né (néu dat u(Ty)=0C)la:
dUI(N=08m c|(T(x)—Ty)

(twong tng dU, (1) =8m c,(T(x)-Tp) .
O thoi diém ¢ + dr, phin ti& c6 hoanh do
x+vdr, vandindng cliano la:

6U1([ + dt)=6mc1(T(x +Uldt)—T0)
(twong tmg 8 Uy(r +dt) =8 mey (T(x — 05dt) — Tyy) .
Né&u bo qua cong ciia cic ap lyc thi sy bién thién

ctia 8U chi do su truy2n nhiét trén chiéu dai é x -
dme, %Z—l-vldz =G(Ty(x)-Ti(x)) Ox
(twong tmg :
d7,
dmey E(—L’z Yt =-G(Th(x)-Ti(x)dx,

cdn than voi cde ddu 1)
Néu S 1a dién tich ti€t dién cia ong din :

dmup=p;Sdxvy=p Sy dx=Dp dx,




(r do ta ¢ phuong trinh vi phin :

D

ny

dr-
Tuong wr, ta cang thu duye D ('7—d~2 =01, -1)
‘

ar,

(=L =G =Ty
dx -

L 2

(hay cdn than voi cac dau !).

Sx

T
i '

.. 0
wr do cho § khong doi vay =y, - 27—); .

Ncéu vict 7 =Ti4 va Th(L)=Trp, ta thu
duge 0, sau dd 7o, =T, —0 . nghiala:

L
T4 Y -Thy
Da=—"7—
I +—

3
T>4 ticn lai gan Ty 4 nCu A ticn (61 O. D¢ dang
thay rang tinh hudng nay xay ra néu lam cho sy
trao ddi nhi¢t d¢ dang hon, dicu nay ¢o (he thye
hien duoe voi Lo lon, G 1on hodc D nhé. Cac
nhan xét trye giac nay phu hop 61 vai két qui

—+- +
X + vdt

H.7. Bién Jddi ciza mor phdn v cia /4.

D

m, y

2)a)bat A=

vai mot chicu dai), 0 =7y =75 vay =T, + 75 .
Ly 10ng vahi¢u ctia hai phuong trinh rén, ta ¢
Ad0

dx

D,

m3(2

G

0 va di:—l().

dx

De . .
=L (dong nhat
G

X tinh toan.

b) Bai vii 75 . thao tac rong tng la, trong thoi
gian dr. phai dua mot khoi lwemg dm = D, dr
wrnhict do Top 1en nhict do T4 . do 46 thu mot
nang luong bing D, ¢>(Thy = Th)dr .

Viy, cong sudl nhi¢t do %5 nhan duge bing :

S = D, 2 (Toq = Tap) -

1.5. Téng quat héa

Cic phuong phap da sir dung cho phép can bang noi niang cta thict bi trao
doi nhigt ¢o thé md rong ra cho cic dai luong quéng tinh khac nhu co
nang hay cac dai luong veclo nhue dong lvgng va momen dong lugng.

1.5.1. Pai luong tinh theo don vi thé tich

Vai moi dai Tugng quang tinh, (a k&t hop mot dai luong theo don vi thé

tich twong tmg 14 mdt vo hudng hodc mot veeto ; do vy ta thu duge bang

trén finh 8.

dai lwong G

dai luyng theo don vi
thé tich g,

noi nang U

entanpi H h,
cntropi § Sy
)
) E
dong nang ¥y pr Y L
2 2
dong luong p pe dp=prdt ‘
momen dong luong L, prAar 3 Lo=p(F AT l

H.8. Dai luong theo don vi thé tich.
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1.5.2. Pai lugng theo don vi khdi lugng

V& moi dal luong quing tinh, ta k€t hop véi mot dai Tugng theo don vi
khoi tugng tuong tng 1a mot vo hudng hoac mot veeto ; do vay ta thu
dugce bang trén hinht 9.

. dai luong theo don vi
dai luyng G A 'A._;“ ¢ v 8G =gbm
| khoi lvong g
noi ning U iy, SU =y, dm
entapani H Iy, SO H = hydm
entropr S S 88 =s5,0m
2 /'2 3
dong ning g o T Jdm
B 2
dong lugng p 5 S p=rdm
momen dong luong £, AL Sl =P AGm
| E—
H.9. Dui luong theo dont vi khoi liong.
r
bao ham toan phan DG °p
L phan - g‘“ pdr + 0 L
cua mot dai lwong quang tinh oM ey
P . _ S e s 4
Trong tier §1.3 ciia chueong 2, ra da thday rang
N ~ A DG - . » o M
doo ham roan phan nn cria dai lupug quang + div(gy,poidr .
!
. oy /
tinh G hdng. ‘
DG 5 bicn thie 5 hien thie g op .
L do bién lAhlcn + do hlfn thién _ J:“lj zim P+ ﬂ_ﬁ+ dlv(gmpzf'}dt
Dt cuc bo doi luu { it it
V
gy <M 1) o .
—dt +q Py, (P.OKP.NIS 1y phuong winh  bic toan khoi  luwong
s C
» \ i L } —‘+ divipr)=0.cho ta:
voi gy lamdr do theo thé tich cia G, 8G = g o1 .
. DG
Bang cacli siv dung hé thive wrén, hav tinh — néu q ’*m ,
g« strdung hé thite wrén, hav tinh ™y néu —gndivipd) + divig,, pi) pd
dung g, (mdr do theo khdi hemg cioa G).
Hav xic nhan lai J'J'J' (M, I) . Vi div(fA) = fdivA + gmdf./\’ . ta thu dwore
g
. ) _ J'J.-H W i grad g, ppd .
bai luong quang tinh G dll’(_)’C xéac dinh bdi :

G= i (Modm = ML) p(Mndt . A .

’ “‘J."“‘“ ) fm (M) (M, 1) Bict bicu thie cla dgo ham toan phin nén két
’ / qud cuoi ciing 1a

H¢ thie trén cho

DG g P
DG J.J.J. (g P) It +<ﬁﬁ((’~’mp)’:-/\"d5- J-J-J-Jdm vai G = J‘Ij‘gmdm.
S
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Chi y :
H¢ thic rdt don gian trén day cia dp dung 3, khi thiét ldp cdc can bdng,
phai dan ta 16i lap lugn khong nhimg voi cdc phdn tik khoi lieong & m (cdc

hé "kin" ) ma ca véi cac phdn tiv thé tich (cdc hé "mo”).
Cac phdn tix khoi lupng dm la cac hat chdt long da thdy & chuong 1, §1.2.3.

1.5.3. Luu lugng d6i luu ctia mét dai lugng quang tinh

Luu lvong Dg giti qua mét mit T cia dai lugng quang tinh G béng
s0 lvong cia G di qua X trong mét don vi théi gian.,

Luu lugng cia G ¢6 sy van chuyén vat chat tham dw goi la luu lugng
déi luu.

Khoi Iugng chdt 16ng dm di qua mot tiét dien T trong thoi gian dr bang
D,,dt . Theo dinh nghia cla g, (riéng, theo don vi khoi lugng) thi lugng
G mang bdi dm bing 8G = g,,D,dr. T do, ta suy ra gia tri cda luu
lwgng cia G : Dg =g, Dy,

Trong truong hgp mot dong chay mot chidu, lvu lwgng doi luvu cia
mot dai lwgng quang tinh G dugc biéu thi theo ham s6 cia luu lugong
va cia dai lwong riéng g, béi Dg = g, Dy,

» D& luyén tap : BT1

1.5.4. Phép can bang
Nhu d6i véi vi du da giai quyét trén day, ching ta s¢ phai i4p dung céac
dinh luét cda co hoc hodc ciia nhiet dong luc hoc duge phét biéu cho céc
hé kin, trong khi céac dir kién cia ta lai lién quan t&i mot he¢ mé 7.
Khi d6, ta sé xem hé kin %" nhu tring v6i he .7 & thoi diém 1, sau d6
thuc hién mot phép can bing cha sy bién déi s6 lwong cla dai lugng
* N
quang tinh G (vd6 huéng hoidc vecto) chira trong % gitta hai thoi diém vo
cung gin nhau. Ta s& khong c6 y dinh thiét lap mot dinh luat tdng quat,
ma sé chi thyc hien mot phép can bing phu hop véi timg vi du cu thé.
Chi ¢6 phuong phap la diéu can nhe (chit khong phai mot cong thic
bat ky nao !!).

2 Cac can bang déng luong

2.1. Dinh ly vé déng luong
Ta hay nhic lai dinh ly v& dong lugng doi véi mot he chat diém .
2.1.1. Dong lugng hay két thirc dong hoc

Pong lugng cda mot he chat diém bang téng dong lugng cila cac phén i
cuia he.

* V&i mot he chira N hat ¢6 khéi lugng m; va cic van td¢ o;, dong lugng

bing :
N
' "=l

1




« Doi vai mot he 1ién tue. nhu mot chat 16ng, mot phin wr thé tich ndm lan
can mot diém M ¢o dong luong nguyén (0 d p=F(M)dm va dong luong

p= Ijj[‘(M Yeln

hé

ctia h¢ bing :

* N¢u moi diém ciia h¢, ma khai lugng toan phan {a mr, déu e6 cliing mot
van oc ¢ thi:

p=mo.
* Bong luong riéng tai mot diém bing van e cta dong chay tai diém do.
Do vay. luu Juong dai luu cha dong lugng qua mot dién tich dugc bidu thi
thco ham so cta lwu lvong rieng D, vivcta van toe ¢ .
Doi voi mdi thanh phin décice : D, =0 Dy,

D/) =D

hay dudi dang vecto

n -

2.1.2. Phat biéu dinh ly

Pao ham theo thoi gian cia dong lugng cta mot hé chdr (h¢ kin) bing
1ong hop cic ngoai lye tae dung vao he do.

e NEéu h¢ quy chiéu nghién ctru la h¢ Galilé thi cdce ngoai lyce fa do twong
1ac vai cac he khace. Trong trudmg hop nguoc lai, ta phai thém vao cic lyce
quan tinh.

e Tong hop cac ngi liee bang khong.

2.2. Vi du vé can bang déng luong :
luc day clia mét tuabin phan luc

2.2.1. Mé hinh don gian hoéa

Tuabin phan lyc duge gdn trén mot mdy bay (4.10), chuyén dong tinh tién
s0 v biu khi quyén @ O pay = —01¢, Ta khong doi. Tir nay ta hay bicu
thi moi dai lugng trong h¢ quy chicu ctia may bay, gid thict la galilé.
Khong khi di vio dong co phin luc vai mot van (10¢ & = 1€, sau do bi
nén lai.Cac khi phat ra tir sy dot chdy duwoge gian nd trong mot Ong tuye.
Chung cung ¢dp niang lugng cin thi€t cho sy viin hanh ctia mdy nén. rdi
cuoi cing duge phut ra vai mot van (10¢ i = 026,

Trong mo hinh don gian héa cta ta, & va 0> duge gid thiét 1a déu trén
cac tiet di¢n vao vara Xy va X, (1)

N¢Eu ta khong k& dén céc cudn xody. ta c6 thé chap nhan dong chdy cla
cde chat long 1a khong ddi (trong h¢ quy chiu ctia tuabin phan luc) va ap
sudll ¢ cic mat vao va ra biing ap sudl ctia khi guyén bao quanh.

Ky hicu Dy, e 12 Tueu lugng khoi ctiia khong khi di vao nghia ta khoi
Iwong caa khong khi di vao twabin phin lue trong mot don vi thoi gian,
Nhién li¢u Ta ddu héa duge gid thict cau tao bdi dodecan CaHyg ¢6 khoi
lrgng phan W M =170 g.mol ™. Khong khi 1a hdn hop ciia 20% khi oxy
O, va 80% khinito N, ; c¢an 18,5 mol khi oxy, tie 2,604 kg khong khi
dé dot chay Imol C;Hag .
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tuabin phan lyc
Van oe i = -6,
cla may bay

X
H.10. Tuabin phan luc gdn trén mot

may hay.

.

lién k&L vai may bay

may nén tuye
A3 i
“‘l
L
N
: budng .
dot T '\_’
Khong khi vao ]
Z,

nhién li¢u
ML Tuabin phan luc.



Hon nira néu gia thiét luvu lugng dau hda bing mot ntra lwu lugng cédn c6
Vi céc ty 1¢ hop thic thi lvu lugng khéi cda nhién liéu bang :
170

m.n.ligu = _5':%
Trong céc diéu kién dd, do ¢é sy bao toan khéi lugng cda cac chat tham
gia phan ting (ché do khong ddi), nén luu lugng riéng di ra bing :

Dy ra =+ 0) Dy i = LO32D i ki

Vian dé cha ta la xac dinh lyc tic dung bdi tuabin phan lyc lén may bay
theo ham s clia cac dif kién (van toc va luu lugng).

=Dy khi VoI o =0,032.

2.2.2. Phép can bing ddng lugng

Ta hay xét h¢ mo % gdbm tuabin phan luc, nhién liéu va cic chat khi ndim
gita X, va ¥, & thoi diém .

Chiy:

Ta biét rang sw cdn bing dong luong ciua hé (mo hodc kin) chi duy nhat
do chdt luu, song vi cdc ly do don gidn hoa, thuong ciing rdt cé loi ,

chdng han sw can bdng cdc luc, la dwa vao hé "cdi vo vt chat” hodc
"binh chita” trong do chat luu dang bién doi.
Vi céc dai lugng khdong phuy thudc tudng minh vao thoi gian nén dong
luong ciia 7 1a khong ddi :
* do dong chay cia cac chdl luu 1a khong d8i nén p(M)J(M) la hing so
tai moi diém cha .7 ;
* chuyén dong cla cic bo phan dong cha dong co phan lyc (may
nén v.v... ) cd thé gia (hiét 1a &n dinh.
Ta hay xét he kin ", tring v6i % & thoi diém 1. Goidmy 1a khdi lugng
khong khi di vao ./’ va 6 my la khoi lugng ciia chat khi di ra khdi .7’ trong
khodang thoi gian nguyén (8 dr (h.12).
bong luong cda %, ban than no, thay ddi. Ta hay thyc hién phép can
biing dong lugng gitta céc thdi diémrvar +dr :

13’7/‘ (t) = f).’// (t)

ﬁ_y" (t+dt)= ﬁ_(/(l‘ +dr) +3 mZUzéx - 8mluléx .
vi p,, khong ddinén :

Py(t+dr)= py (1)

va P (t+dn) = p, (1) =@ mpvy —dmuy)e, .

Thay cac gid tri clia dm vao :
15‘71‘ (1+dr) - f),r/»‘ ()= (Dot — Dy, k.khi¥t Jedr,

ta cC :
dp,,-
dr

= Dy kil + )0y — v dé,

e .. .. D H.12. O thoi didm t + dt, & don
(biéu thirc ma ta s& c6 thé viét = ). .. ,,O.lq fem . ong
Dt nhat voi .7 gidm dm; vatang &m,.




2.2.3. Luc day cla déng co phan luc
Ap dung dinh ly dong luong cho h¢ Kin a
dlj,y/* )

dr = Dy gxnild+a) ey —eyle, = Rngoixia.'/’* :

Cac lue do ngoai vi tac dung 1én g7
e céc lye do khi quyén tac dung len thanh ngoai bao gébm céc lue dp suat
va cdc lye cdt (hay lye ma sat)
* lue do may bay tac dung 1én dong co phan lye.
Vi cac h¢ ./ va e tring nhau & thoi diém 7 nén céce lye tac dyng Ién
ching bang nhau, va ta goi lyc trie doi voi hop lye nay la lire ddy F/"
Vay. doi vai 7, ta 6 thé viet :

Fm:'\y bay—>s T+ Fini quyén—.y t F/) =0.
Ta cang s¢ thu duge mot bidu thike giong hét néu dong co phin lye Ta mot
h¢ kin ma ngoai cac luc F}ﬁ{]y bay— V@ F'khiquyéng,,, ta s¢ tdc dung
them vao ¥ mot luc bing F),.
Vay lye ddy wong duong vai mot luce dat vao dong co phan lue, va lyc
nay ¢o biéu thie :

Fp==Dp kil (1+a) 0y =y ley .

Néu lvu y ring o << 1, tacd

Fy=1F, = Dy yoni(en = 0p)-
D¢ lam vi dy, ta hay xét miy bay bay vdi 300 m.s ' ¢ do cao 16n, tai do
khoi lugng riéng cia khong khi la 0,3 ke.m . Néu mit vao L, ¢6 mot
dientich 1 m” thi Dy, =90 kg.s ™!
Vi cice gia thuyet ctia ching ta, néu ¢ = 800 m.s ' thi lue ddy ctia dong
co phan luc bing 4.5.107 N ("4.5 tdn™), va moi gidy no ticu thu 2.9 kg
nhién héu.
Chiy:
* Gid tri ctia vy 0 thé thu diege 1 1% 6 nén, va cde xem xét nhi¢r dong
lue hipe. Co thé tham khao lai cac bai 1dp cioa ch. 8. H.Prépa. Nhigt dong
Liee hoc, ndm thie nhat.
* Ta da dua ca tuabin phan liee vao hé mer .70 Ta ciang ¢o thé coi hé .7
chi cdu tgo boi chdr luw chika trong dong co phan lyc. Nlumg trong
trieong hop nay, sie phan tich cdc ngogi liee sé khac di :

Rngohia.'/”' = Fd(f)ngcoa.’/" + Pk.quyén(sl = 5206y
Ta hay viét di¢u Ki¢n can bing co hoc clia riéng dong co (khong ¢6 chat luu) :

O:—ﬁd +Fn

ong co—/"" + ngoal iy bay—dong co v

trong do anoili biéu thi tdng hop cdc lye do khong khi tac dung len thanh

ngoai cia ddng co phan lye (4.13).
Bing cach phoi hop cac can bang trén, ta thu duge cung mot biéu thirc
cho luc ddy, wong duong vai mot lue dat vao dong co :

F/) = *(Fm(ly bay —dong co + Fk,quydna,’/") = _Dmk khi[(] +OL)U2 -0 IE.\, :
Ciéc nghién citu trén ching (6 ring sir chon h¢, duong nhién néu nd khong
lam thay déi k€t qua, ¢6 dnh hudng dén tinh phiic tap ctia cdc phép tinh va
cua cac 1ap luan.

215

may bay

3

ap sudt

H.13. Can bing cdc ngogi liec.

mdy bay—>dong cor

ap sudt



ﬂIp dung &

Tia nudce trén mot tim phang
Mot tia nuoc dwpc hong toi mor idm phédng voi
mot van téc v, mor he heeng khdi Dy, va mot
20C 101 QL.

m

Cdc dai lieong vecto s¢ duoc bidu thi trong co so
e giao (6.6, ¢.) [ é. vuong goc voi tam va
¢ nam trong mat phdng toi, xac dinh boi é. va
vdn toc cia tia nwoc toi (h14).

liu Jugng I)ml

mat X
¢O huu huong A

——
lwu luomg D, -

lwu luong D,
H.14. Tia mueoe tae dung mot lyc truc doi voi F() .
Ta thiaa nhdn cdc gia thiét sau ddy :
* b6 qua dj nhot ciaa nude @ do vady khong co
gt mdt mat co ndang nao
e sau khi cham vao tdm, van 10c ctia nude van
ey tuvén voi tdm ;
* tia e va 1am dupe déit diii ap suar khi guyén.
* Lo qua anh hudnyg cia trong triuong. .
e tia nugc 11 tdch ra thanh hai tia mot chiéu ma
cde vdn toc dén ndm trong mdt phdng 1oi.
Hay xde dinh ;
a) Cdc van toc vy va v, cua cac tia lé ;
b) fuu fwong khoi D,,,[ va Dm2
¢) liee ddy. Ta cé the dinh nghia lwe ddy nine la

cua chiing ;

lwe 361 caa luc phu F() tac dung vao dé gin cho
a@m ndm vén.

a) Chat leu 1a ly twdng va dong chiy la khong
ddi trong h¢ quy chidu nghien ciu.

Viy ta ¢6 thé ap dung h¢ thic BERNOULLI cho mdi
duomg dong. Vi ap sudl bén ngoad & mei noi déu
bang ap sudl khi quyén nén van (¢ ciia hai tia nude
6 biing nhau va bing - |7 H =i > Hﬁ\

=y,

b) Ta hay xét h¢ mé.¥ cdu tao bdi tdm va bii chat
[ong ndm gitta mot Gét dien clia tia 131 va mot 1t

di¢n cta mdi tia 10. Vi dong chiy la khong doi nén
dong lugng chaa trong /' 1a hing so.
Sm=Dydt. Smy =Dy dt va dmy =Dy, di
bicu thi cdc lugng nude di qua cde bién gidi cda
A trong khodng thoi gian nguyen 1o d.
ES L. . N N

Ta hay x¢t h¢ 7 trang vai &7 ¢ thot diem 1 va

.. , N o . i L. JH
thue hién phép cin bing dong lugng doi vai 7
gitta hai thoi diém ¢ va ¢ + dr.
O thoi diem 1 @ p, ()= py ().
O thoi diém 7 + dr :
P (1 +d1) = py (i +dn) =3 me(sinae, —cosae. )

+ (dm =38 myr)é,

Trong ¢hé do khong d6i p, (1) = p, (1 +d) ., W do
Pt +dn) = p (1) = =Dy ecosadie;

+H=Dyesina + Dy 0= Dy o]dré

hay Ta .
dﬁy’* . . .
e —Dy, coseué, + =Dy sinoc + Dy =Dy ey

=Fy+ “Ap sudt

* Vi dp sudt bang ap sudt khi quyén tai moi diém
& bien gidi cda .Y (chinh vi ly do nay ma ta da
chon cach dua tAmvao he), nén 10ng hop cic
lye dp sudt bing khong.

* Biy gior ta hily xét sir can biing cda riéng tadm :

O = Fywse i + Fikhiouim T Fy

Vi cdc lye cit khong ¢6 mit (chit [ong khong
nh&l) nén tic dung clia (Am Ién nude s¢ vuong
gde vai @m cling nhu tac dung cda cic luc ap
sudll khi quyén : vay F, cting vuong goc vdi
t@m. Khi dd (a suy ra sy ¢dn bing dong luong
Dy sinat = Dy =Dy, V61 Dy =Dy, + D

1 m,

. Dml |+ sina . Dlm | -sina
hay la: = Vil = = .
2 D, 2

m “= m

¢) Tir phép can bang dong luong., (a cling ril ra :

Fy = =Dyyrcosad. Wwrdo: Fygy = Dyecosae .

P Dé luyén tap : BT 2va 3
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Cac can bang mémen
dong luong va dong nang

3.1. Dinh ly vé hudng vé mémen ddng lugng
(nhac lai) /

3.1.1. MObmen ddng luong dobi véi mbt truc H.15. Momen dong luomg d6i voi

Momen dong lugng ciia mot chit diém doi vai mot truc A0, €4 ) bing : truc Az Ly =¢mdu.

Lp =é5(OM nmD). € = +1 néu M "quay" xung quanh
Trong cac tpa do trutruc A : Ly = mrg . truc A theo chiéu dwong (truong hop
Néu v vuong goc voi truc A (h.15): Ly =emuvd. hinh ve).

* Momen dong lugng ciia mot h¢ vat chit bat ky déi véi trye A bang t8ng
cic momen dong luong cla cac phin tir cia he.
N&u he la mot vat rin quay xung quanh truc A: Ly =J,0 .
* Trong cic toa do try, mdomen dong lugng riéng tai mot diém clia mot
chat long dang chay :

lA =p rze. .
3.1.2 Phat biéu dinh ly
Pao ham theo thoi gian cda mémen dong lugng d6i véi mot true ¢d dinh
ctia mot hé vat chdt bing momen 8ng hgp cla cac ngoai luc dit vao he
ddi véi trye do6.
Néu h¢ quy chiéu nghien cdu la phi Galilé thi ta phéi thém vao cac ngoai
luc cac lyc quén tinh.

3.2. Pinh ly vé dong ning (nhac lai)
3.2.1. bong nang
* Dong ning clia mot chat didm bang : g = %mv2 .

* Dong ning clia mot he vat chat bat ky bing t8ng cac dong nang cla cac
phén t&r cda he.
* Néu h¢ 1a mot vat rdn quay xung quanh mot tryc cd'dinh A :

3.2.2. Phat bi€u dinh ly
Dao ham theo thoi gian cda dong nidng clia mot he vat chit bing cong
sudt cia cac ngoai luc va nodi luc.
* Cong sudt clia mot lyc dat vao mot diém ma van toc bing o, 1a £ =F .0 .
* Trong truong hgp mot vat rin, cong sudt cia cac noi lyc bing khong.
* D&i v6i mot vat rdn quay xung quanh mot tryc ¢8 dinh A, cong sudt cda
céc luc ma momen d6i véi Ala .4, , bing :
P = //A().) .




3.3. Vi du : nghién ciu mét tuabin

3.3.1. Mé ta md hinh

M1 wabin, duge mot tia nude khoi dong, quay xung quanh truc ¢d dinh
A ctia n6 vai vin tée géc o (h.16).

Nhimg gia thiét va ky hiéu

¢ Ta hi€u momen dong lugng hay momen cda cic lyc 1a cdc momen d0i
v tryc quay A.

* Tia 161 va lia 16 12 mot chidu va co bé day khong déng ké. Céc tia nay di
vao va di ra tiép luy&n véi mot vong tron true A va ban kinh a. Luu lugng
khoi ctia nuoe 1a Dy, , van 10c eda tia 101 bang ) (d0 Ién &) va vin 16¢
cua tia 16 bing &, (40 16n ¢4). Gid tri cta ¢ da bidl, song cla vy phy
thude vao o.

* Momcn dong luong d6i voi A clia tuabin va clia nudc ma tuabin chira
biing Jo. Gia thiét J 1a hiing so.

* Mdy do tuabin kéo vt cdc ma sat & trén truc tic dung moL momen cdn
¢6 gid tri tuy¢t 401 I Gid thict ' khong ddi, khong phy thude vao ché do
lam vigc.

* B qua tdc dung cua trong luc.

3.3.2 Phép can bang mémen dong luong
Ta hay xéL h¢ mo 7, ¢iu 1ao bdi tuabin va chat long chira & gitra tiét di¢n vao
X, va tictdignra X, ., ciing v&i hé kin " triing phiing & thoi diém 1 (h.17).
Sur lya chon h¢ nhur thé 12 ¢6 1y do vi nd s cho phép ta ap dung mot cach kha
don gian dinh ly vé momen dong luwgmg. Thue vdy, vi h¢ hoan toan chju ap
sudt & bén ngoai, ddng déu, nén mdomen chia cic luc ap sudl bing khong. Hon
nira. ta lai khong bicu thi cac ngi liec tuomg tic gitra tia nude va tuabin,
Trong khodng thot gian nguyén (8 dr, mot khoi luong 8 m = D, dt nudce di
vao X véi mdt mdomen dong luong :

SLy=dmuyu
v moL khoi lugng bing the di ra khoi £ véi mot momen dong lugng :
: dLy =dmuna.
e Ta hay thuc hi¢n vdi 9" mot phép can bing momen dong luong giita
hai thot diém 1 var +dr:

L,(t)=Ly() ;

L',//« (r+dn)=Ly(t+dr) - Dyty adt + Dgvy adr
Lyty=Jo(r) va Ly(+dn=Jo(r+dr),

tr do :
L.'r' (r+dn— L.,‘,, () =~D,a(v| —vp)dt + J[o(t +dr)—o(1)],
hay la:
dLy- do

— =D a(vy—try)+J—.

dr m =2 dr
* Biy gio ta ap dung dinh ly momen dong lugng cho hé kin "

dZ -
dr = //ngohi >P

L

H.16. Tuabin bi kéo bot mot tia nuwr.,

H.17. Hé mo 7 dirpe cdu tao boi
tuabin va miede ndm gita £, va £, .

%!-



Momen doj véi A clia cac ngoai lue ap sudt bing khong nén ta thu duge
phuong trinh vi phin :

dL, - doy
7 =—Dpaley =)+ —=-T".
dr dr
* Dau "= " trudge I dya vao dac tinh cin ctia momen @ phuong trinh nay do

vay chi cd y nghia vdi o > 0.

* Thyc ra. > phu thudc vao tuong tdc gitta tia nude va tuabin. Vay ta
phai ¢6 cic gia thiét phy dé thu dugec nmot phuong trinh vi phan ctia ham
sO ().

3.3.3. Phép can bang co nang
Mot gia thiét vé ning luong mat mat do cic ma sat s¢ cho phép ta xic
dinh ¢, theo ham 0 ctia o. T va ¢). Thye vy, dinh ly dong nang ap
ik IV
dung cho .7 viét la:
(JK.'/ (r+dn = ;JK,I/“ (1)= (’71)1g()hi + ’7l)nmg )dr
O day cong sudl ctia cac ngoai lyc 1a:

=-To.

o
“ngoal

Cong sudt ctia ¢dc ndi lue khong phu thude vao he quy chidu. Néu ta ding
trong h¢ quy chicu cta tuabin thi c¢c lye do nude tac dung 1&n wabin dat
tai cic diém ¢ van 8¢ bang khong. Cong sudl cta cac noi lyc chi gic
han & cong sudt cia céc lye nhat :

40 — 2 47 4

'/lmng = Jhe VYOI Fhor < 0.

Ta hay thyc hién phép can bing dong nang cho 4"

] |
;‘K“/, (r+dn—dg, (1)= j)_l)mdfl'gz +ig (r+dr)——2—1)mdr of —ik, (D

d(lj(x)zj
2

#Kv/‘(r +dr)—z’KJ (n= gy Jo py
. | d
Vay: “To+ A = —1)“,(1% —1'12)+J0) —2,
2 di
2 Prhe
hay 1a - 1»% _ ['12 2o B 2Jw dw o nhét .

[)Il] [)H] df [)Ill

Tu nay, dé cho don gidn, ta s¢ bd qua sy mat mat ning lugng do tinh nhét

sinh ra.

3.3.4. Phuong trinh vi phan cta chuyén dong cla tuabin
Ttr cde phuong trinh rit ra wr hai phép can bing, ta ¢6 thé khir ¢, va thu

duge moOt phuong trinh vi phan theo o (1) ¢

o 2w 2Jo dw

Al 71r2 = 4+ —
Dy, D, dt
I’ J do

U —th = + —_—
Doa Da dt

m m
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Tirtrén, ta suy ra ¢+, =20a va cudi ciing :
J%%— 2Dty —oa)+ 1T =0.
Phuong trinh vi phan nay duge nghiem ding néu o > 0.
3.3.5. Nghién ctiu ché& dé khong doi
+ O ché do khong ddi , ddi; =0, va sau mot vai phép tinh ta thu dwoc gia

clam :

tri w,

1% I I
(u,:—l l-————nu 0,>0.
! a 2D, avy

m
Néu I' qua I6n, bicu thie ndy cho mot gid tri am cla w,. khong tuong
thich vai gia thiét theo dé © nguge dau véi momen can.
Trong trudmg hop nay, momen ciia cac ngoai luc nhd hon T (vé gid tri
tuy¢t doi) (h.18).

w, =0 ncu I' > Dy ary.
Trong truomg hop gidi han I' = 0, ¢ac van ¢ ¢ va ¢, bing nhau. Chil
16ng bdo toan dong nang ctia nd va "khong bict" 1&i tuabin.
* Cong sudt do tuabin cung ¢dp & ché do khong doi bing :

I [’1 I
'7)‘ AT = r(l) = l -
cung cdp Py { 2D, ar }

hay con la (A.19)
Seung cip = 2Dnaw () —wpa) .

T s
=—L va ' =Dy, didu nay twong

Cong suil nay 1a cye dai néu o 5
d

p
tng vdi oy =0.

Cong sudt cung ¢ap ding la cyce dai néu ¢hat 10ng mit toan bo dong ning
ban dau cia nd. Vi vay ching ta da bo qua sy mit mat nang luong nén

tinh huong nay tuong tng voi mot hicu sudt 187 vu vé mit nang lugng
bing 100%

3.3.6. Ché& dé chuyén tiép

Ta hay dat © = —2— .
2D a”

m
Phuong trinh vi phan theo o (f) tré thanh :
0 -0
do 7% _y,
dt T

Né&u ¢ thoi diém ban ddu van (0c quay bing khong, thi nghiem la :

ool t-eel ]

trong d6 t bidu thi thoi gian dic trung cda su thict [ap ché do khong dai.
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(x)p¢
v i
a

2Dgav, r

H.18. Ché do khong doi -

can va van toc guay.

ngdu luc

2
Dy

. >

k4 v Wy
2a a

H.19. Ché do khéng doi : Cong sudt

va vdn 10 quay.

|
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Ap dyng 5

Can bing cia mot cdi ong
Mot cdi ong Ty o thé quay te do xung quanh
truc ndm ngang A cia no. OA/ng nay cung cap
nuoe cho mor ong Ty, hinh chig "T", han vao
T,. Dau cia mor rong cac nhanh cia T duwoe
it lai, nude chay ra o nhanh kia (h.20)

phin
nit kin

H.20. Goc o phu thude vao luu lupng.

Theo ham cua cdc kich thwoce cia Ty, hay xdc
dinh gid tri cia géc o khi cé can héing. Bdng
cdch néu ra cdac 1y do, ta ¢6 thé dwa ra cde gia
thiét don gian hoa.

Cac drrki¢n :

khoi luong cia dng Tr, 2myp =200 g ;
cdc kich thuoc cia T, ca=1,0mva b =20cm;
khodng cdch tw tdm qudn tinh G cia T, dén
truc quay ;¢ =64 cm

tiét dién (déu) cia T, :S=1,0 cmz;
khoi luong riéng ciia nude : p

lww luong khoi - Dy, =0,20 ks !

Ta s¢ gia st cic dong chiy 1a mot chiCu va ¢é
hinh s¢i chi (chiéu day khong dang ké).
Ta hay x¢ét h¢ md .7 cau 1ao bdi 6ng Ty, va bdi
nuwde ma ong chia, cung vai he kin trung phiing
o, N -2 N e [N s 9 X N
Y ¢ thoi diem 1.2 [a GéLdign vao (¢ ¢hd nodi
gicra 7) va T, ) va X, latict di¢n ra.
Ong dang quay xung quanh A, la s¢ thyc hién
mol phép can biing momen dong lugng,
2 2 7 ~ NERE TN ,* N
Céc lac dung ¢ bén ngoai len ¥ Ta:
e trong luc, tvong duong vél mot lye mg dat
d tam quan tinh G. Khéi legng nude chia

trong ¥ 1a m, = pS(a+2b) va momen doi voi
truc quay A ctua cdc lyc trong trudng la
M= —(my + my)gesina
* dp sudt : h¢ % chju ap sudt bao quanh trén toan
bo mit ngoai chia he, trir tiét dién vao X, tai d6
ap sudt cao hon.
Téng hop cla cac lyc dp sudt khong bing
khong, nhung vi luc do dp sudt du tai £, dugc
dat trén tryc quay A, nén moéomen cua cic luc ap
sudt déi véi A bang khong ;
* tic dung cua 7}, ma momen doi véi A bing
khong.

dL

Dinh Iy momen dong luong vict d/ =./
t

dL, -

Ta hay xac dinh bang mot phép can bing

momen dong lugng gitra hai thdi diédm gin nhau.

< - o A A ~ DlT’l
Nude thodt ra vai mdt van toc v = =5
p

dm=Dydr la khoi lugng cla nude di vao ¥
trong thoi gian dr.

Momen dong lugng rieng bing khong doi véi
nudce di vao, va bing ar doi véi nude di ra.
O thoi diém 12 L, (1) =Ly ().
O thoi diém t +dr -
L’,//x (r+dry=Ly(t+dt)+ Dydit(av - 0)

Lac can bing, L, (1)=L,(r+dr) va do vay
M = Dyav.

2
T do —{m; + pS(a+2b))gesino = ici hay :
2
. D, .
sinag =-A= m¢ néuA < 1.

- pSgclm + pS(a+2b)]

Néu luu lwgng qué lén, A > 1, va dng quay xung
quanh A ma khong ¢6 thé ¢6 vj tri can bing nao.

Ap dung bing 56 o =11°.

» Déluyéntap: BT 4
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4 Cac phép can bang entanpi va entropi

4.1. Cac gia thiét va ky hiéu

Ta hay ap dung cdc nguyén ly nhiét dong hoc cho mot chat 1dng chay
trong mot ong din. D& don gidn hoa, ta gia thiél dong chiy 12 mot chiéu
va chi ¢o the ndng vi mo la do trong lyc.

Goi . la h¢ m& duge cau (ao bdi chit tdng ndm gitta hai Gt dién clia dng
T, VA S, v 1ahe kin trang phang & thoi diém 7.

O thoi diém 1 + dr, hé¢ kin " nim & gitra hai tict dien Z 4, va £, (h.21).
Chal 16ng nam trong trang thai A gitta £ 4 vd X 4. vd rong trang thii B
gita X v . Ta hay ky hicu Py. Py, 4. 05 vove. la cic dai luong
lrong tng voi cac trang that A va B,

4.2. Cac su trao déi nang luong
Theo nguyen ly (thit nhat nhi¢t dong hoc, doi véi hé kin s

A#J/,:YVwLQ VO © =U+7g + . .
trong d6 W la cong do . nhin duge va @ Ia ndng lugng ma . nhan
duge bang truyén nhigt.
Tuong tng voi noi ndng U ¢ ndi ning riéng u.
Tuong tng v&i dong nang vimod @ ¢O dong nang riéng :

|

2
e = U .
2
Tuong ing véi the ning vi md &, ¢6 the nang ri¢ng ¢, Vi the nang la

th¢ nang clia trong Lrudmg nén :

p

ep = gz vOi z la do cao
" ¢o thé nhan tir ben ngoai nang luong biing truyén nhi¢t Q (dan nhigt va
bic xa) ; goi ), la cong sudt nhidt. Va cting ¢6 thé nhin mot cong W ciia
cc lue khong dan xudt tir @, , cOng nay ¢0 thé duye phan tich thanh :
* cong "¢ ich”, do mot mady cung cdp (mdy nén, cdnh quat...). Goi .2, 1a
cong suat co hoc ¢6 ich, con goi la cong sudt chi dinh .7},
* cong cta cac luc ap suflt & thugng luu va & ha luu.
Chii y . Cong sudr cia cdc ndi lwe nhor khong dipe tinh dén trong phép
can hang ndng luong nay.

4.3. Phép can bang nang luong déi vaéi ./~

4.3.1. Bd bién thién ning luong clha v~

Ta hay thye hign mot phép can bing ning lugng doi véi v gitta hai thoi
diém géin nhau :

o §thoi diém ¢ ) =71

* & thoi diém ¢+ + dr 2(.,/,* (t+ df) = F?//(f+df)+6fl[; _6F{A .

Ta st dung (inh quang tinh ctGa nang lugng ¢ va ky hi¢u 8 1a ning
lugng ctia phan (r chat 16ng ¢6 khoi luong 8 my da di ra qua liétdien X
trong dr, va 8¢, la nang lugng cda phan (i chat 1ong ¢6 khoi luong dmy.
da di vao qua tict dien Z 4 trong dr.
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H.21. Gita cac tiét dien £ 4 va Xy,
chat long ¢o thé trao doi nang luonyg
dueoi dang cong o ich va diedi dang

truvén nhiét.



Q%.

Cac d0 bien thien cta & - va & gitta 7 var+ dr dugc lien k&t vai nhau
bai
q _ Ng v e
d (-,/,‘ =d Coy +6('I)> —6rA s
hodc, bang cich dua vao cac nang lugmg ricng va cac tuu luyng tat A vatai B,
dey- déy
dr

1 » 1 5
+ (“b’ + 0B +&’1/;j’)m/; - (“/\ AT 8 | Pua

1!
AN

4.3.2. Céng suat cua cac luc ap suét
Ta hay 1ay lai phuong phéap da str dung trong thiél bj trao ddi nhict & §1.
Ky higu S, va Sp 1a dign tich ctia cde iet dien £ 4 va . NCu dong
chiy xdy ra theo chidu Wwr A tGi B, thi cong sudt clia cdc lue dp sudl la
duong lai A va la am tai B.

. . o Py Py
Tong lal. %, = P4Sq04 — PgSpep hay conla: Ky =—Diya —— Dy -

Pa Pn

4.3.3. Cong suat c6 ich va entanpi riéng
Nguyén ly thi nhdt duge dién 4 bdi sy can bing ning lugng

de -
—L— =+ A+ Ay, hay Ta:

dr
dd, 1 » I 5 Py By

s+ gy D= | a4 i+ &a B =H A+ Do == Dy

dr 2 2 PA Pi

hay con la. néu dua vao enranpi riéng h=u+— :
P
d iy

1 > I -
S Ay = [hb’ MR j Diyp ‘[h/\ +’2‘1'A 874 jl)m/\ +

Viy ta ¢6 thé khong ¢in dan mot cich twong minh cong cia cac lye ap
sudl & thugng luu va ha leu nira bing cach st dung ham entanpi riéng.

4.4. Phép can bang entanpi déi véi mét dong chay
khéng déi
4.4.1. Codng suat co hoc ¢é ich va cdng suat nhiét
Vi lai néu dong chay 1a khdng doi thi cac huu lugng khai déu bang nhau :
ddy
dr

={.

Trong truong hop mot dong chay khong déi mot chiéu, cong suit co
hoc ¢6 ich va cong suat nhiét do hé nhan duyc gita hai diém A va B

biéu thi mot cach don gian bing ham entanpi riéng /i = u + £
P

1
At % = [(’18 - I’A)‘*'E(U}z} ~v})+g(zp - ZA)lem-

Clui ¥ -

o S vdin hanh cia mor chiée may khéng bao gior hoan roan khong doi, ma
theo chu ki - chdng han ingr chiée canh quat dang chuyén dong, va sau
moi vong né trd lai tai coang mor vi tri. Bidu thiee trén la c6 hiéu luc voi
didu kien phdai ldy cdac gia iri trung binh cia cong suds, cia lwew luong,
ciah vacia v
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* H¢ thuc trén khong dua ra mor gia thiét nao vé dp nhot cia chdt long,
cing nhuw vé tinh thudn nghich cia sy bién doi cia chdt long.

* Ta co thé dé dang mo rong hé thic trén cho mdt hé¢ mo goém nhiéu hon
hai 16i vao/ra, chdng han nhuw thiét bi trao doi nhi¢t da dwoc nghién ciu &
ddu chuong. Ta hay ddnh ddu cdc ciea nay bdng chi s& i. Voi moi 16§
vao/ra, dwoc gdn cho mot lwu luong ¢6 dau dwong doi voi mét 107 vao va
c6 dau am doi véi mot 161 ra, mot entanpi riéng, mot van téc v.v... Bing
cdch swdung lai cdc phwong phdp nhu trén, ta thu duwoc :

o 1 .
'Jth+'J/ﬁ:§ Dm,-(h,-+50,~2+gz,-) va E D,,; =0.
i i

:4’p dung &

Sw can biing ctia mét tuabin khi

Mot tuabin khi dioc cung cdp mét hon hop dong
nhdt métan va khong khi ma ty l¢ theo thé tich la
CHy: 5%, Oy :19% va Ny : 76%.

Hén hop ban ddu cé van toc khong ddng ké ndm
trong cdc diéu kién khi quyén (Py, Ty) . Hon hop
dwoc nén lai réi dwa vao budng dét. Hon hop khi
1r do ra dugc tdng toc trong mot Ong tuye, sau
do tac dong lam cho mot tuabin quay trudc khi
bi tong ra ngoai véi mdt vén téc vy, ¢ nhiét dj
T, va dp sudt Py (h. 22)

CH,

Ju—
khong khi
H.22. So dé mét tuabin khi.

budng
dot

tuye tuabin

Hay xdc dinh cong sudt co hoc cung cdp cho
tuabin, cing nhw hi¢u sudt cia dong co voi cdc
dit kién va cdc gia thiét sau day :

« T,=298K; T7;=1100K; P =p=1bar;
v =20 ms ! ;

* muc tiéu thu CHy : 16 g.s_l.

* moi thanh phdn déu duoc coi la khi ly tucng :
C, =30 1K "mol™;

* b6 qua moi trao ddi nhig¢t véi bén ngoadi ;

* entanpi mol & 298 K va dudi 1 bar :

CH,4 :-75 kimol™' | H,0y; : — 242 Klmol™!;
CO, : —393 kJ.mol ™!

Ddi véi mot hén hgp ban ddu cdu tao tr 1 mol
CHy, ta c6 thé xic dinh duge do bién thién
entanpi tir tr ligu trén hinh 23.

cac chat du cac cac
phaniung |_, | sanphdm |—>| sanphim
298K. 1 bar 298 K. 1 bar 1100 K. 1 bar
d(‘)’t‘chz’ly

H.23. Phép tinh AH.

Phén ttng dot chay :
CH2 + 202 4 C02 + 2H20
bao toan lugng khi, cho 20 mol d&i v&i mot giay

van hanh. Vay nhiét dung ctia h¢ dang xét la
C, =600 K"

AHchz’iy =—802kJ ;
AH an phan = ~-802 +0,60 x 802 = -321 kJ .

He dang xét, ban ddu duge cdu tao bdi 1 mol
CHy, 3,8 mol O, va 15,2 mol N5, cé mot khdi
luong bang 0,699 kg, vay :

Ah=-0,97Mlkg™ va D, =0,699 kg.s".

Phép can bang entanpi cho :
£ =D, (Ah+%u|2) ,hay : 4 =—320 kW,

Cong sudt nhiét hao phi do sir dot chay & 300 K

cta 1 mol CH, trong mt giay s& la 802 kW. Ta
c6 thé dinh nghia higu sudt bdi he thic :

1P|

IPchz’iy

, nghia la n} = 40%.




4.4.2. Cong c6 ich va nhiét trao déi

Goi w, va g la cong c6 ich riéng va nhiét nhan riéng, nhian bdi mot don
vi khoi lugng ciia chat luu khi n6 di tr A qua B.

Trong mot khoang thoi gian 1, né di vao may mot khéi luong m= Dy 1,
va nhan mot cong c6 ich W, =41 =w,m. Vay 4, = D,w, va cling thé
K =Dpg .

Khi d6 ta c6 thé khir Dy, trong biéu thirc ciia phép can bing entanpi.
Cong c6 ich rieng w, (con goi la cong riéng chi dinh w;), va nhiét
hrong riéng nhan dwoc ¢, nhan béi chat luu gita hai tiét dién cia mot
dong chay mot chiéu khong ddi dwoyc biéu thi bdi :

1
g+ wy = (hp = hy) + = (0F ~v3) + 8(z ~ 24)
() giira hai tiét dién gan nhau :
8q+5w, =dh+—;—d(1)2)+gdz.

Ngoai truong hop cia cac Ong tuye ra, ma chic ni’m% la cung cdp mot tia
phun ra véi van tdc 16n thi cidc do bién thién ctia v ludn ludn hiu nhu
khong dang ké. Diéu nay ciing x4y ra twong ty doi véi cac do bién thién
cha gz. Do vay, phép can bing entanpi thuong duge rit gon bing thyuc
nghiém vé Sg+dw, =dh.

Alp dung 7

Mach lam lanh

Trong mot Ong bdang dong, tiét dién khong doi,
chiéu dai L, c6 mot dong khong khi nén nong luu
chuyén véi van t6c vao co ms . Dong khong khi
nay di vao & A, co toa 6 O, & nhiét do 0 4, va lai
trora & B, co hoanh dp L, & nhiét dp 8 5. Cdc trao
ddi nhiét (qua 6ng) gita khong khi nong c6 nhiét dp
0 (x) va moi truomg bao quanh, co nhiét dp 9y,
theo mot quy ludt tuyén tinh. Cong sudt nhi¢r d¥
do khong khi nhuimg cho mor doan éng dai dx la :

d# = K©O(x)-0,)dx .
Cac dir kién va gia thiét
Khéng khi duoc coi la mot khi 1y tuong :
¢ =10K.K 'kg™'s D =0,010 kgs™";
K=20WK ' m™; 0, =200°C; 6, =20°C.
L =10m.
Hay xdc dinh nhiét d¢ O g cing nhuw nhiét luong
trao doi boi 1 kg khong khi nong. Nguoi ta sé
xdc nhan rdng d¢ bién thién déng ndng la thuc
su bo qua duoc.

* Ta hay thuc hi¢gn mot phép can bing entanpi
d61 véi mot doan dai dx ctia Ong :

Dy [h(x + dx)y = h(x)]=dAy, =-K©O(x)—0()dx,
o I . |

tir d6 suy ra phuong trinh vi phan % :——}:(9 —0g)

D_c
Voi A = —P

=5 m (chiéu dai dic trumg).
Duya vao cac didu kién giGi han, nghiem la :
0 =00+©4 —Go)exp(—%J,

Ug =0(L), cho 85 =44°C.
* Ta hay thuc hign phép can biing cho toan bo dng :
hp—hy =c,@0p-04)=4q, cho g=156 kikg™'.
¢ Vi cac van toc vao c@ m.s~!, do bién thién

dong ning rieng bing vao ¢ Jkg~!, didu nay
cho thdy n6 ¢6 thé bd qua dugce so vai Ah.

» Dé luyén tap : BT.6.




4.5. Phép can bang entropi

4.5.1. Vi du vé mét éng tuye
Mot ong tuye 1a mot dng dan ¢o Giél di¢n thay doi, trong d6 mot chat khi
gian ra dong thoi dwge tang 6. MOt nghien ctu so luge vé hinh dang cla
ong tuye s¢ dugce néu ra trong hai 1ap 11.
Ta ¢6 thé gia thiét ring trong ch& do khong doi, dong chdy la mot chiéu
va doan nhi¢t. Ngodai ra, ta ctng gid thi¢t chat luu ta mot chat khi 1y wdng
VL SN
mity so — biang v.
Cy
Chat tuu duge nhin vao tuye & A, dwdi dp sudt Py. & nhict do T4, va co
van 0¢ khong dang k& Chat lwu ra khoi tuye & B, dudi ap suat Py (ap
sudl ben ngoai ching han), & nhict do T, vir c6 van 0c ¢y (h.24).
Vichat khi Ia ly twéng nén phép can biing entanpi gitta A va B duge viet
) . N
0= /7/; —/7/_‘ +;l’ = c'p(f/; *TA)-F:)—L'/; )
(nguoi ta ¢6 thé ching thye rang do bién thién cia gz 1a bd qua duyce trude
moi s& hang khic), tir do :
Uy = 2(“p(T/j’ _TA) .
Bi'}ng cch str dung h¢ thie ROBERT-MAYER, G ot = Cy ot = R - a ¢0 the
bicu thi ¢, theo ham cta khoi lupng phan M cia ty sO y cua chat khi.
R v
My -1
Mot phép can biang entropi s¢ cho phép ta xac dinh duge f,;

CP

Ta hay thyce hién mot phép can bing entropi S cho h¢ e gita hai tho
diém gin nhau :

e & thoi diém S, (=Sy (1)
*Ghoidiemr+dr: S (1 +d) =S, (1+d)+8Sp -85,
&Sy 1a entropi cha phan tlr chat leu ¢6 khoi lugng dmyy di ra ¢ tict dign
X p trong thot gian dr.
N&u s la entropi rieng thi 8 Sy = Dy spdr . Tuong tw 8 S, = Dy, .5 4dr .
Viy ta ¢6 thé viét phuong trinh can bang entropi :
ds, - _dSy
dr dr
Vi dong chay la khong d6i nén entropi chira trong -7’ 1a mot hiing s6. Hon
* . o . IS .
ntra, nang lwgng do %" nhan bing trao doi nhi¢t bang khong, nén do bicn
thién entropi gidi han § s hang taora :
y* d Slaom

ds
o :TZDm(SB—SA).

 Trwomg hop 1 : dong chay ding entropi

—=+ Dy sp—54).

¥ ¥
f . I

Staora =0 va s =54 DO v6i moL khi ly twdmg Py (p—j = Pb,[—]
A

v -1 y -1

Py . BB
hay Ty =Ty [i] T Ket luan lai© vy =4/2c,T4 L] —L—Pl—)’] f
Pa P
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* Truwomg hop 2 : dong chay khong ding entropi

N¢u (a tinh dén tinh bat thuan nghich cua cac phép bién doi do cac phan
t& chat luu thue hign thi ¢6 sy tao ra entropi & bén trong dng tuye.

y -1

N

Py v
Py

Sp >S4, Vﬁy P/jl'}), > PAI‘Z( ) hily con la : T/f > 7A (

Y,l

p
2¢,Ty 1~[P—"]
A

vp <

\

:q’p dyng 8

Sw gian né poélitropic trong mot dng tuye
Trong modr éng tuye o khong khi nén gian neo.
Cdc dix kién va cdc gia thiét nhu sau.

* Khong khi duoc coi nlue mor chdt khi Iy neomg, ¢o
nhiét dung riéng & ap sudl khong doi G = 1,0 k].l(l,
O 13 56y = 1.4 c6 khdi omg phan 1 29 g.
» O 16i vao ciia tuve, van 16¢ cia nd la khong
ddng ké va o trong trang thai A © T, =600 K
va Py =5,0 bar.
* O l6i ra cta tuye, dp sudt cia no la Py =1 bar .
. o A . A ” 2
e Tiet dign cua l0i ra ctia tuye a=1cm- .,
1) Sie gian nola ddng entrépi. Hay xdc dinli vin
¢ di ra va lheu liomg khoi.
2) Nguoi ta mo hinh héa tinh bar thudn nghich
ctia sie gian boi :
|
Tds=APd| —
P
voi A =0,1.

Hay xdac dinh lai van t6c va luu luong

1) Theo nghién cttu & trén :

vt
P, .
20, Ty 14{1] =665 ms .
P4

,hay 1a

. M Py
va pp = RT
B

= 0,92 kg.m

Tir d6 suy ra luu lugng khoi Dy, = pyra= 6las.

2) Hay chuing tO ring gid thict gitp ta viét duge
Pp_k =cle (gian politrropic)

_‘.Ldu+pd[l].

pJ P
Chat khi 1a Iy tudng ; néu M fa khoi lugng phan
tr cia nd thi:

Can bing entropi :

Tds = APd (

Mey [ P !
du = eydT = 22| - dp + —~dP
p- o
1 P 1
= _—2dp +—dP .
y -1 o} p
d
Wdo: — k=L =0 voi k=y -rey -1).
p

Chi cén thay v bing k trong cac biéu thic cho
TB va U

Ta thu duoc :
k=136 :Ty=392K; 0=465ms ';

pp =089 kem™; D, =57gs".

P Dé luyén tap : BT7
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4.5.2. Phép can bang co nang déi véi mét dong chay khéng
déi mét chiéu
)
Ham entanpi ricng i =u+— do vy ¢6 the duge coi nhir mot hiam cta hai
p

. . N . 1
bicn s0 trang thai P va s, mi phuong trinh vi phan la dh = —dP +Tds ().
p
Ta hay dong nhat vi phan cta ham A(P, s) va bidu thice clia sir can bing
cntanpi :

1 . I
dit =—dP+ Tds =8.g+ 8w, = =d(?) - gdz.
P =

A ) | I
Theo nguyén ly thir hai, 7°ds 2 8¢, lacd dwy > ;d(1'2)+ gdz+—dP.
< P
Vay gitra hai diém A va B ctia mot dong chay :
B
] 1
Wy, 2;(1',2;—1'%)+g(z,,—:‘_‘)+ —dP.

P
A

D¢ giai thich y nghia cia k&t qua nay. ta ¢o thé coi cong ¢o ich duge dung
deé

- - Y e a 1 2 2
* ting cu nang cua chit luu : sO hang 5(1*,} =) +elzg —24)
B

e "trat” chat Iuu tr trang thai A sang trang thai B ; s0 hang J—dP ;
p
A

* b lai phin nang lugng hao phi do ndi ma sat néu chat heu 1a nhét. dicu
nay giai thich chiéu ctia bat diang thiic.

Ta s¢ ¢6 thé thiet lap trye Gép bidu thic (rén biing ciach thye hign mot
phép cin bing co ning.

4.5.3. Dong chay thuan khiét cia mét chat long

Ta hi¢u dong chiy thudn khict Ia mot dong chidy khong ¢6 cong ¢6 ich.
nghia la khong ¢6 may. Boi vdi mot chat 16ng, gia thiét khong chiu nén.
ta ¢6 thé don gian hoa bidu thic trén

B
Jidpz—P’f_PA :
p p
A
Vi cong ¢6 ich bang khong nén con lai -
2 .
%+i+g;A - i+i+gz,f =259

Dai lugng @ , ddng nhal véi mot ap sudt, goi 1 tdn hao dp sudt.

* NEu chdt 16ng khong nhdt thi dong chily khong tao ra entropi, va sy 1on
hao dp sudt bang khong. Khi do ta im lai duge phuong trinh BERNOULLI .
* N&u chdlt 16ng 1a nhét, sy t6n hao ap sudt la duong. Didu d6 ¢6 y nghia
ddc biet 1a & van (0¢ v do cao bing nhau, ap sudit gidm wr thugng heu vé
ha hwu.
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(%Y Ta nhe lai rdng bicu tnic
nay, khong dua ra mor gia thiét
nao vé han chat, thudan nghich
hav khong caa s bien ddi thuc
hién boi chdr heu. Bidu  do
teong dwong véi s khdang dinh
rang co mor ham s trang thai
(P, s) vdi:

] (ij va /—[ij .
P Py Oy o

H.25. Sir 16n hao dp sudt trong mot
dong chay cia chdt long thie khong
chiv nén trong mor dng ¢o tiét dién
khong doi.
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PIEY CAN GHI NHO

m CAC HE MO VA CAC HE KiN

Mot hé ta kin néu n6 khong trao doi vat chat véi bén ngoai.

Nguyec lai, mot hé md ¢6 thé trao doi vat chat vdi bén ngoai.

» Mot hé mo khong duge han dinh béi mot tap hop xde dinh cde hat chat, ma béi mot bién
gidi goi 1a mdt kiém tra dwye chon ¢6 dinh.

* Mot hé kin, duoc han dinh béi mot tap hep xac dinh cac hat vat chat. Bién gidgi £ : gioi
han mot heé kin goi 1a mdt chita cac hat, chuyén dong trong hé quy chi€u nghién ctru : cic
diém cia =° dich chuyén védi van toc cuc bo cilia chat long.

Cic dinh luat cda co hoc va cua nhiét dong luce hoc lién quan dén cac hé kin.

B LUU LUONG POI LUU CUA MOT DAI LUONG QUANG TINH

* Luu lvgng D qua mot mit £ cia dai lugng quang tinh G bang s6 lugng cia G di qua £
trong mot don vi thoi gian.

Ta goi lvu lwong doi luu 1a lwu lwgng cua G lién két vai sw van chuyén vat chat.

* Trong trrong hop ciia mot dong chay mot chiéu, luu lwgng déi lvu cia mot dai lugng
quang tinh G duge biéu thi theo ham cua lwu lwong khéi va cua dai lwong riéng g, béi
DG =gmDy-

1 1
Vi du, dong ning riéng la K, = Euz , va luu lvgng dong nang la D = —,—Dmv2 .

m CAC PHEP CAN BANG

Cho % 1a m6t hé mo va Va mot hé kin trung phung véi ¥ ¢ thei diém +.

Dao ham theo théi gian ciua mét dai lugng quang tinh lién quan dén 4" thu dirge tr mot

phép can bing gita hai thoi diém gan nhau. Vi du, déi véi dong ning :

(‘4nl + '7()3“. )dt = (({”‘('r//* (( + dt) - ?((}’l( /¥ (t) = ?f’)l(,'/’ (r + dt) - &‘f’i{f/’ (r) + 6:’({&(2 _6 L‘;’:l(l ’

vai O Z‘XKI 1a dong ning cda vat chat di vao ¥ trong dr va 8 ¢ 1a dong ning cia vit chat di

ra khoi .7 trong dr. )

O ché& d khong déi, trang thai ciia.# 1a khong thay déi, va phép can biing dwec don gian hoa :
(.9

int +’yt3xt )t ZS%i(Z _Sb(’i(l .

m CAC CAN BANG ENTANPI

* Trong truong hop cia mot dong chay khéng déi mét chiéu, cong suit co hoc ¢6 ich va
cong suit nhi¢t do h¢ nhan gita hai diém A va B, dugc biéu thi mot cich don gidn bing

. L P
ham entanpi rieng h=u+—.
p

1
Ap + 4 =g - hA)+E(v12f ~v3)+g(zp ~ 201Dy, -

* Cong co ich riéng wy, (con goi la cong riéng chi dinh w; ), va nhi¢t luong nhan riéng ¢ do chat

lru nhin duyc gita hai tiét dién cia mot dong chay mot chiéu khong déi duoc biéu thi béi

1
q+w, =(hg —hA)+E(v12,» —vi)+g(zk —Z4).
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Bai tap ¢é 16i gidi

~

#-fidu suat cia mét canh quat

Theo Mines-Ponts, 1988
Mot canh quat gio ma chiéu day duge bod qua, quay xung quanh mot truc (Ox) ¢d dinh trong h¢ quy chiéu nghicn
ctru. Canh quat dugpe dat hoan toan trong khong khi, do Ta mot chil luu ¢6 khoi lugng riéng p, gid thiét khong chiu
nén va c6 do nhot khong dang ké. O xa canh quat, chat lvu chuyén dong vai mot van (6c khong déi va déu. song
song vdi true quay (Ox) clia canh quat. Ong dong bao quanh canh quat c6 mot Liét dien thing dign tich thay déi A(x).

ong dong ¢6
tct dign thay doi A(x)

gid mang ¢inh quat

—

canh
Va
quat

vy-

Ta chdp nhan céc gia thiét don gidn héa sau day :

* (¢ ben ngoai 6ng dong nay, dp sudt la déu va bing Ry ;

* van (6c¢ va dp sudt cla chdl luu 1a ddng déu trén mot tidt di¢n théng ctia ong ;

* & phia thugng lwu cda canh quat, va & khé xa. ap sudt bang By, van 10¢ cta chit luu bing Vg = 0y€y . VALLICL
di¢n thing ¢6 mot dién tich Ay

* & phia ha luu cta cdnh quat. va ¢ kha xa, ap sudt bing £y, van 10c cta chat luu bing Vj =04€,, va LicL dien
thing c6 mot dién tich Ay;

* ¢ lan can sat ngay canh quat, va & hai phia ctia mat phang ctia n6 (Jan lugt & phia thugng luu va ha luu)

— cdc dp sudt dugce ky higu bdi P va P, ;

— cac tiét di¢n thang ctia ong dong c6 mot di¢n tich A=Ay = =Ay

— cdce van 1oc duoc ky hicu bdi o€, va 0.,

* cic cudn xody duge gia thiét chi ndm quanh quan trong khong gian gitta Ay~ va A”+ .

1) Tr sy bo toan luu lugng, hay suy ra cdc h¢ thire lien két cic dién tich va cdc van toc. Ta s dit vy = Uy = Uy -

2) Li¢u ta ¢6 thé ap dung h¢ thirc BERNOULLI cho mot vai mién nao d6 ctia dong chidy ? T d6 hay suy ra mot
he thie lien ket P, P, vg. vy vap.

3) Hay xdc dinh bing hai cach luc F= Fé, do chat luu tac dung len canh quat. Tir d6 hay suy ra ¢ theo ham
ca v, va ug. sau do Ftheo ham cta p, Ay, v, va vy

4) Hay xac dinh cong suit - do chat luu truyén cho canh quat.

Nguoi ta dat vy = vgu . Hay xdc dinh, véi Ay va v, dacho:

* gid tri up cla u lam cho F cyc dai, va cdc biéu thire F, vd 4 tuong tng cda luc va cla cong sudt.

* gid tri u, clau lam cho 7 cuc dai, va cac biéu thie F, va 4,

trong tng cla e va clia cong suat.

V¢ cac duong cong F(u) va #(u). Hay binh luan.

5) Hay dinh nghia hi¢u suilt ndng lugng r cia canh quat. Bicu thi r theo ham cda « va dinh ro gia tri bing s&
cla hi¢u sudt cye dai ry, .
6) Nguoi ta cho ring c6 thé ché tao duge mot canh quat ¢6 hi¢u sudt (5 uu.

D ki¢n: Ay =3 m?, vy =10 ms~! va p=12 kg.m_3 (khong khi khi quyén).

Hay xdc dinh lyc do khong khi tdc dung 1eén canh quat va cong sudt nhan duoc.
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HUGNG DAN

Ro rang la hé thite BERNOULLI
khong dp dung dupe cho roan bé
mor duong dong. Néu ¢o truong
hop nay thi ta s¢ c6 vy =10g,
Ay = A, va canh quar sé khong
trao doi cd dong lwong lan dong
nang voi char lien. Ngwoe lai, ¢o
thé ap dung hé thiee trén cho mot
s doan cia duong dong. Truoc
hét, ra hay néu ra moi diéu kien
dé ap dung duwpc hé thire do.

Tu co the nhan dinh réng chuyén
dong o ngang miic cia canh quat
la déc lap vei thoi gian dieoc
khong ? Chéd nao la mién co cudn

xoav'?

Cau hot tinh 1€ nay siv dung cdc
kér qua criia nhing cdie hoi trén.
Co thé nén biéu thi luc nav, mor
mdt, theo ham cia cde dp sudt
P, va P, mdt khae, theo ham
cta cac van toc v, va g -

Ta nén thuc hién mot phép can

bing cho dai heong qudng tinkh
nao dé xdac dinh mor hee ?

LOT GIAI
1) Vi chat lru la khong chiu nén nén luu lugng khoi (D, = pAr) ¢o
cling mot gia trj qua moi Gét di¢n ; dicu dé cho ta:

Agly = Ay-ty = Ay e (
2) O phia thupng luu (gitta A, vao A - ) va ¢ phia haluu (gitra Ao va Ag):

= AHUH) = Adl’)d .

s dong chay la doc 1ap vai thoi gian. Ta cting chi ¥ ring no cing khong
¢O xody (khong c6 cudn xody) ;

e chat lwu 1a khong chiu nén va khong nhat.

Nhu vay, ta ¢6 thé ap dyung h¢ thire BERNOULLI trong hai mién trén, dic
bi¢t Ia trén duong dong tring vai true doi xtng ctia dong chiy :

. l
e ¢ phia thugng lvw : P — Fy = —;p((ﬁ - z,’Z;) ;

) |
* ¢ phiahaluu: P, - R :;p(l'}z{ —1121)-

1
Tiwrdo: P, - P :Ep(:ﬁ )

Nguge lai, rat khd dé mo hinh héa duge dong chay trong khong gian gitra

AH, va AW.

Thyc vdy. cang nhu thé néu ta dua ra gia thiét chuyén dong la khong ddi

(T = Oj thi s¢ ¢6 mot sy truyén nidng lugng gitra chdt Iuu va canh quat
cr

(thue hign duge nho cde cudn xody). Vay h¢ thie BERNOULLI khong thé

dp dung dugce trong mién nay.

3) Phép tinh thir nhat
Cho mot h¢ m& 7] (@0 bdi chat lvu ndm gita hai mit phing & phia
thugng lueu (A”,) va & phia hg Iuu (AW) ril gan cdnh quat.
Ta hay thyc hign mot phép can bing doi voi dong luong cha he kin 77
tring phing & thoi diém ¢
P (1) = Py (1) Va /5’,/],* (t+dn= Py (1 +d0) + Dy dr(0y = 050 )6
Ta bi¢t p la khong do6i ddi voi he md %] va riing :
Upg = Uyao =01

dp, )

“; ’ : . s
ds =0, h‘ly Fprcs—)-’/; + Fcz'mh quat—>4 — 0.

Viy

Bict céc ap sudl trén hai mit cta .y’ :

Feht wu—>canh quat — ~Fegnh quat—>4 = Fprcs—é»’/l’

Phép tinh thu hai

— (P = P )Aye, .

Cho h¢ m& %5 (a0 bdi chal fvu ndm gitra hai mat phing ¢ xa mang cic
chisd g va

~ N ~ 2 ~ 3 . R IR ¥
Ta hay thye hien mot phép can bing cho j déi véi he kin %

,3_,/; (1) = pyy (1) va p‘,/; (t+d0) = py, (1+d) + Dypdi(og —0,)e
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Neén thuc hién phép can béng cho
dai lwong quang rinh nao dé xdc
dinlt diege mot cong sudt co hoc ?
Khi tim
triecye khi biéu dién dé thi, can

hiéu mot ham so, va
thiét phai cho mién xdc dinh ciia
no. Cac gioi han cia mién nay ¢
thé ¢ ban chdt toan hoc, hav vdr
1¥ - flu) ¢o thé dwpe xae dinh mor
cach toan hoc d0i vai cac gia tri
cia u khong co ¥ nghia vt 1y,

Vi p 1a khong ddi vai he me %% . nén ta ¢6 thé vidt
] g ¢ 2

o, .

T = ﬁ)l'cs-~>.’/, + FL.Inh quat—% ~ Dm (Ud - Iyg ey .
% nhing chim hoan toan trong moi truong ¢d dp sudl £y, vay
Fores >y, =0 va:

Fc,luu—>c;’1nh quat = “Fc{mh quat—>7; = Dm (["g — 4y )‘;\' :

Dong nhat hai biéu thuc cda lyc
Dy (g =vg) = (P = P)Ay :—pAH(zu ~5).

D

m

wdo v, +04 =2
: P Ay

=20y . nghia la:

I
vy =5y + 1) VA F=2pAy(0, — 030y -

. n ’ A X N = N LA 7
4) Ta hay thye hign mot phép can bang dong nang doi vidi h¢ Y
dinh nghia ¢ ciu hoi 3).

duoce

Pong ning cua %] 1a khong doi (ché do khong ddi), va dong nang di vao
bing dong ning di ra, vy :
e
Yo
dar = /pru Aanh quat
Cong sut - do chit luu cung ¢ap cho cinh quat. nguoe dau voi Znn qua -
do vay biang :

=0

P =P = Agty(Po = P =2p Az, *'“H)l"Pzi'

pl(_\
Bing cich str dung bicn s& khong thir nguyen u

—7pAH((,u(l—u} va P = 7pAHzx,u (I—=u)

. Cac ham so FQ) va .2) chi

|
—( "+ld)2

. . I
duge xac dinh voi u>— vau< |,

vyl duong va oy =

lul-—

o

Cic duong cong vé dugce (vai 5 <u <) twong tng vor

F P
flu)=—= () ~=2u(l —u) vi /)(u):—gﬂ?:hlz(l—u).
DAHI’ P ALy
Afx0,1 bp x0,1
/ ---------------------
4.8 2,8]
4.2 — 2.4
36- T y
] 24
34 1
2,4 — 1.6+
1,84 ﬂ 1,21
124 — 0.8
0,6 - e 0.4
0 02 04J06 08 1 4

2

W
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¢

Noi chung, hiéu sudr duwoc xdc
dinh boi ty sd giga luong "thu
dupe” va luong "bo ra" cua cung
mot dai lueong

Néu khong co cdanh quar thi
lugng ndng luong ho ra trong
mot don vi thot gian, voi mot cdi
mdy chiém cang mor dién tich
nhu canh quat sé la bao nhiéu ?

1

s N, 1 2 1 3

* Flacyedai voi u=ug = 55 o :EpAHl"g - :ZpAHz.vg.
L 2 4 2 8

s slacye dai vOi u=u, = ;; o ZT)PAHZ*\; s Ry :EpAHUS.

Chit y .

. 1 . .
* Néeu u=ug, v4=0 va A, = ;AH~ Toan bo dong lwong cua chdt luu

duepe truvén cho canh guat. Do vay luc ding bang hen luong vao cia

3]

!
dong luwong : £ =Dyty = ;/‘AHU

Uil

y 1 I, .
* Néu u tdng qud > vy tdng va luong déng ndng do moi phdan tir chdt

long truyén cho giam ; nhimg, 1iét dién vao tang, luu lupng tang va tich

. . 2
s (déng ndang riéng bi mar x luwu lugng) di qua mot cue dai voi u = 5

5) N¢u khong ¢6 cinh quat, khong khi giit nguyén van 16c¢ vy va dong
. oy 1 5 A . .
nang ri¢ng cua nd bing Ez,';. Cong suat bo ra (cung cap) trén mot may

cing cdng kénh nhu canh quat 1a bang lwu lugng dong nang qua dién tich
Ay . nghiala:

1 2 | 3
Ponoein = — DUy = —pAgLs
cung cap 5 mbg 7 PAH g
R Loy P 7
Khi d6 hi¢u sudt bang r = —= 4u(l-u).

’ycung cip

. . . 16 . . . .
Hic¢u suat cye dai r,, = — thu duge vdi w=—. VicOng sudl cung cdp la
27 ’

[SSH )

mot hding 6 nén higu sual va cong sual ty 1¢ véi nhau.

6) . =1,07 kW vdi F =160 N,
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Bai tap
AP DUNG TRUC TIE'P BA! GIANG

“1 P6ng hé do khi

Khi métan 1a thanh phan chii yéu cha khi thién nhién,
¢6 thé cho moOt nang luong Q1 = 890 kJ.mol™! khi
chdy ¢ 300 K. Tim luu lugng theo thé tich ¢ 300 K ra
don vi m*.h! ciia mot ong dan cung cap cho mot 1o
dot ¢o cong sudt 1y thuyCt 1a 20 kW ?

9 Luc tac dung 1&n mét dhg co khuyu

Tir mot 16 ¢o dinh trong mot ong ndm ngang, clmg,
¢é Gt dien khong dot S ¢6 nude chiy ra vai mot b
lugng khoi Dy, . Ong ¢6 khuyu, va phuong trung binh
chiu mdt géc guay o. Mt ngodi ctia Gng ndm trong
khi quyén ¢6 dp sudl £y : ong dugc gitr o dinh nhe
céc dai va bulong.
phin ¢d dinh

e

—I"R{lp suat P

cac vong dai va
~ bulong ¢¢ dinh Ong

ap sudt khi quyén B
& ha luu (phia dudi), nude duge phun ra khi quyén,
va ¢ phia thugng luu ap sudt bang A cao hon F.
Sy 160 hao ap sudt wan theo mot quy Tudt tuyén tinh
R-Ry=KD
Hay tinh :
a) luc do nude tic dung 1én Gng.

m -

b) (6ng hop lye R do {cic vong dai, cic bulong va
phin ¢6 dinh} tac dung lén ong d¢ git cho h¢ thong
ding yén tai cho.

Ap dung :

D=1Tkes™ §=10em?; K=0.2 barke 5 o =90°.

3 Tia nudc trén mét ban chuyén déng

Mot ban dat vudng gée vai phuong ndm ngang (Ox),
chuyén dong tinh idn voi van 0c khong ddi
g=0vé. Bin bi "ddy" bdi mot tia nude ¢o van e
Gy =r9ée VA ltu lugng khai D, . Mot bo lam Igch
dong ldi tia nude mot gde ¢d gid tri a trong h¢ quy

chiCu cla ban 4. Tia
nude gick mot Liét dien déu,
ap sudl cda no luon bang
ap sudt khi guyén va ngudi
ta bd qua moi tinh nhat.

1) Tinh Twu lugng D;p clda Ua nude trong he quy
chicu #p . '
2) Tinh luc tdc dung 1en ban.

44 Cong suat cia mét bom nudc

Mot chiée bom hat nude
r mot giéng lén  va
chuyén nudc vao  mot
binh chita da duye didu ap
vai mot lue lugng khoi
khong d6i Dy, . Mic trén
ctia nude trong binh chita
¢ dO cao /i phia trén mic
nude cla giéng, v dp sual
& do bang P, cao hon dp
sudt khi quyén 7.

Tinh cong suit.#” do bom cung cip cho chat 10ng :

a) néu bo qua moi do nhat ;

b) néu sy 16n hao ap sudt AP trong cdc Ong Ly 1¢ vdi
luu Tugng. nghia la AP =KD, .

Ngudi ta thira nhin ring cong sudl clia cac luc nhdt
chi phy thudc vao twu tugng, ma khong phu thude
vao iva B

5 May tron

Mot mdy tron ¢6 van, thu nhan nude lanh (nhi¢t do
Ty, luu lvong khoi D), va nude nong (75,D,) .

Hay xdc dinh nhi¢t do 7, cta nude di ra khoi van.
Hay n6i rd cac gid thiét

6 May nén doan nhiét

Mot may nén dua khong khi tr trang (hai 1 & bau khi
quyén (P =1lbar, 7;=300K) leén trang thai 2
(P, =6 bar,Ty). Cong sual cta dong co nén Kkhi
bing 1.5 kW, va luu luong khoi bing 6,5 g.s™' . Do
vl khong khi duoc cot la khi ly

¢y =LOkike ' K™ vay =14,

1) Tinh nhict do 75 .

2) Tinh entropi tao ra trong mot don vi thai gian.

tudng
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3) Luu luong s¢ 1a bao nhigu néu su bién ddi cla
khong khi la déng entropi.

7 May lam lanh

Trong mot thiét bi trao ddi nhiét hoan toan cach nhiét,
khong khi néng (P =6 bar, T} =500K) dugc lam
lanh déng ap t6i nhiet do 7, bing 300K. Chit Iuu
gidm nhi¢t dugce cau tao bdi nude (nhiét dung rieng
c=418kIK™") di vao &

nhigt o 0, = 12°C vadira —= SR i
& nhiet do 0. Luu luong nwoc_ | [
cn\Ja nuéc la d,,: 100 g.s ’ o
va lru Irong cia khong khi «hi
la6,5gs™.

Tinh 6.

VAN DUNG VON KIEN THC

8 Luc Ién mét voi réng chira chay

Mot Ong mém cé tiét
diéen S, tan cung bang
mot dau bit o6 tiét dien &
cudi s rat nhd so véi S.
Ap suit & trong oOng
bing P, va tia nudc dira
trong khi quyén c6 ap ©
suat Ry. Dau bit hgp vai
phan trude cia ong mot
g6c vudng. Van toc cta tia nude s& duge gia thiét 1a
rat 16n so véi van tdc clia chat luu & trong Ong.

tiét dien s << §

ap sudt Py~ &

Nuée duge coi 1a mot chat luu ly twdng, tinh luu
lugng khoi Dy, va Fj thanh phdn song song voi tia
nude cia lyc F do ngudi cdm voi rdng tac dung.

Ditkién - P =10bar; Py=1bar; s=1cm>.

Q TéniGa

Mot tén ltra c6 khoi lugng & thoi diém ¢ 1a m, phut vé
phia sau cac chat khi thoat ra tr sy chiy nhién ligu va
chdt oxy hoa nhién lieu chira trong tén lira. Gia thiét
tén lra chuyén dong tinh tién vé6i van toc ¢ doi voi
hé quy chiéu nghién ctru coi la Galilé va gia thiét van
toc u cua cac chat khi phut ra trong hé quy chiéu %
ciia tén lira 12 déu va khong ddi. Dy, biéu thj luu
lugng khdi clia ching.

1) Tinh lyc ddy cia tén lia , nghia 1a luc Fp cdn phai
dat vao mot he kin chiu cing cdc ngoai lyc dé thu
duoc cung mot gia téc

2) Tén I, c6 van toc ban ddu bing khong khong
dugc dit dudi mot tic dung bén ngoai nao. Luu lugng
la khong déi va khoi lugng cudi cing bdng mot phan
s0 o cla khoi lugng ban dau.

tuye binh chira

budng dot

Tinh d9ng ning cudi cung &k .g cuda tén lira. Khéi
lugng ban dau 1a ¢0 dinh, hoi véi gia tri o, nao cla
a thi # s cuc dai ? Xac dinh hi¢u suat co nang r
va tinh hi¢u suat d6 d6i véi a =a, .

1 O Con quay phun tudi

Mot con quay phun tudi dugc cdu tao bdi mot ong
thing dimg truc (Oz), va mot 6ng ndm ngang cé hai
tay don dai a, tan cung bdi cac dau bit véi tiét dién
cu6i cung béng S. Chiéc ong nim ngang c6 thé quay
xung quanh truc ¢6 dinh (Oz) . B6 qua bé day cla cic
ong, va gia thiét cac dong chay 1a mot chiéu.

Momen qudn tinh clia con quay va cia nudc chia &
trong d6 bang J, va khi quay vdi van t6c géc w, nd s
chiu mot ngau luc can khong d6i c6 gié trj tuyet doi I
Luu lugng khoi cla nudce 1a Dy, .

1) Thiét lap phuong trinh vi phan cho w(r) .

2) Tinh @, , gid tri cla ® & ché do khong déi.

3) ® bing khong tai thoi diém ban ddu, hay khao st
ché do chuyén tiép.

11 Mt cat (profin) cua mét éng tuye

Dé don gin hoa, ngudi ta gia thiét dong chay ciia khi
trong mot ong tuye 1a mot chiéu, khong ddi, doan
nhiét va ding entropi. Myc dich cda bai tap 1a lién két
van toc chay «(x) véi tiét dién S(x) clia Sng tuye.

Chat khi di vao dng tuye tai x = 0, v6i van tdc v (0) nhd
khong dang k&, mot ap sudt P(0)= P4, mot nhigt do
T(0)=T4 vamot khoilupng rieng p(0)=py.




Chdt khi duge gia thiét 1a 1y wdng va ¢6 khoi lupng
phan tir M. TY s6 y duye gi thiét khong déi va da biét.

1) Hay biéu thi quan he ton tai gitta van ¢ «(x) va
khai lugng riéng p(x).

2) Hay biéu thi he thirc gitta lvu lugng khoi D, o(x) va
S(x).

3) Tuy theo van toc phun vg cla chit khi, hay bién
lu@n hinh dang cta mdt cdt cia dng tuye.

/l 2 boéng co tuabin
Theo ENSAM, 1991

Ta hay so dd héa mot dong co. Chat luu van hanh la
khong khi, dugc coi 1a khi ly tudng.

Daki¢n : cp =1,0kKILK kgl va y=14.

Luu luyng khéi ciia khong khi 1a D, =0,9 kg.s™".
Cic phan tr ¢6 cac dic trung sau day.

* Tuabin nén (T.C)

Higu suft co hoe 1, =0,95;

khong khi hdt vao :
P2

Pi
qua trinh ddng entropi : g, =0,9.

t;=10°C va p;=10bar ;

=4; nén doan nhiét ; hiéu suat chi dinh doi voi

i

%%
Theo dinh nghia, ng, :W vgi W, la cong chi dinh
i
va W, la cong chi dinh clia mot quéd trinh ding
cntropi 4o gitra trang thai [ va ap suat B .
¢ Tua bin (T.U)

Higu suat co hoc n,, =0,95, nhiét do nap khi vao :

W,
t4 =927°C ; gian doan nhigt, véi ng = —-=0,81.

=

Tua bin lam khéi dong tuabin nén va co ciu truyén
cla vat truyén.

* Thiét bi trao déi nhiét doan nhiét (E)

575 0,74
ts—ty

Hi¢u sudt : € =

* Budng dot (C.H.)
Céc thanh doan nhi¢t ; dot chay ddng ap ; hi¢u sudt
M. =0,97.

hi¢ hét luu nhj
Theo dinh nghia : n. = (n 1,et'do = /uu han)
(nhigt do dot chiy)

Nguoi ta bo qua :

* cic t0n hao ap sudt, tr dd B, =R =P, va BR=R=R;
* ¢dc bién thién dong ning va thé nang ;

* cic bién thien nhiét do trong céc ong din ndi lién
cac phdn tir khac nhau ;

* cac bién thién luvu luong do nhién ligu bom viao.

6 IANANAL LS
g

E
A
3
1 CH.
¥
[
2 / y/
4 |
' co ciu
T.C. TU.

1) Tinh nhigt d6 1, cing nhu cong suat £ cung cap
cho truc cia mdy nén.

2) Tinh nhigt d¢ 15 va cong sudt A c6 sén trén truc
clia tuabin. Tlr d6 suy ra cong sudt %, do co cau
truyén cda vit truyén nhin duoc.

3) Tinh nhiét d9 3, hiéu sudt toan by 1 va luu lugng
khdi theo gio Dy, cia nhién liu ma ning sudt toa
nhiét bing 4,0.10% kJ.kg™'.

4) Tinh nhi¢t d0 g & ddu ra cla thiét bi trao ddi nhigt.

L 01 GIAl

DVO

/I # =qDy, = Qo Dot = Ot =% . Thé' tich phan ti bing

mol

24,6 L (gid thict I khi Iy tuomg) va Doy =1,99 m> h™!.

2 a) Bing cich thic hién mot phép can bing dong lrong doi voi

£, . 5 £ . N ogeal \ a FY \ D
chat luu chim ¢ trong ong tai thoi diém t ma vin toc la v= —”; ,la
p

thu duge :




E

. e TR — RiSleosord +sina )= Dyfelosand +sinad, )=, ).

Tirdo suy ra -
nuie—dng

D; S :
[—";+ BS [[(1=cosa )l —sinaé, [+ KD, S¢, .
p: |

b) Ta khao sit (dp hop cac luc tac dung Ién ong.

Tong hop cac lue do mot truong

dp sudt déu udn mot mat kin P,
bing khong. B¢ tinh tong hop l l khi quyén

cde lpe dp sudt khi quyén Ry J/
tdc dung 1én phia ngoai ong. ta

' rong twong mot tinh huéng &
do h¢ s¢ chim hoan toan trong S
moi truomg ¢d ap sudt By

Tong hop cic lye dp sudt s¢ bing khong. viy :
Ry + RySe, — RyS(cosae, +sinae, )=0.
hay : Ry==RSl1-cosa ), —sinad, |

Viy taco:

Ry+ R+ Fum’xcvﬁ'mg =0,
dicu nay cho R=—Ry~F, Cdng By
) Dz
R=—| 2 ¢ p§ \[(I-cosa )6, —sinaté, |+ KD, 8¢,
o 5 0 v 3 mty

+RSIA —cose)é —sinad, |
D; L .
=— —‘; [(I—cosa)e, —sinae, f+ KD, 8¢, .

p
Luc nay khéng phu thudc vao ap sudt khi quyén. Két qua nay cing co
the duoc thicét 1ap bang mt phép can bang dong heong licn quan vii
hé (Ong + mure ).

Ap dung bing 56 : F,=-2INva F,=+IN

4

N A v
3 1) Dy =pSteg—e) va Dy, =pSuy. viy Dp = Dm(I —-—]
néu o<uy.

2) A, 13 h¢ Galilé. Sy bao toin ning luomg trong A, bao haun ring
van toc (vo huong) cda mnde fa khong dor trong Ay, (nguoi ta khong
tinh dén trong luc).

Vin toc cua tia t0i trong 4, bang Vip = (1 = v)¢, .

Vin toc cua tia I trong Ay i Vp = (1 — 0)(cosa &, +sinady) .

HE [ban + mne Iiffp xd¢ voi by lam Ioch dong ) duoe dit dues ap sudt khi
quyen (co hop lue bfing khong) va duot mot lue —F b tar vor e tic
dung bor tia nude. Mot phdp can bing dong luomg doi vii hé nay cho :

—F=Dp(V,p~Vp). hay F= szt,[l-i] ((1—-coso)?, —sinatd, .
th

. Ca “ . N L . Lo s ga ( '
Z"’ a) Ta thue hicn mpt phdp can bang co ndng doi véi hé " tao
bot mrce, o thoi diém t chira trong mot éng dong lién két mdt trén
cua gicng vi mdt idn ca binh chita. Goe cua cac thé ning duge chon
¢ ngang mie vor mdt gieng.
o Cic dong nang ricng di vao va di ra dupe bo qua.
* Thé ndng riéng di vao biang khong (7. =0).
 Thé nang riéng di ra bang gh.
Vay .
v L Udn=ay (=dy (+d) =y () + Dydi(gh=0)
v ’ h ’
=D, di(gh-0).

S A AN LR A 2 P o

Viche do i khong dor ncn dy (1+di)=dy (1),

Céng sudt cua cde lue ap suat la

D,
'%:“‘v" = PU Sgiéng Ugiéng -A Shinh Ubinh =~ (P() - Pl ).
.. B-h
A, D =i (=P + R U, 1 dG 7= Dm(gmip—“j .

b) Ta phii thém vio phip cdn bing cong sudt cia cdc ngi e nhet.

Newi ta gid (hict dong co khong hoat dong véi h = O va

B =R —-AP. Khi Jdo phip cin bing ning lupng sé cho
AP D

—Dyy === K

4 m
P P

P
nhot

— A

P =
ap sudl

Vi R khong phu thudch va P ncu

_ D2
J’*Dm[gh+u]+l<-—“—‘-
p p

5 Cdc gid thiét

CO thé gid thit van 1d doan nhigt (it nhat Ia trong ché dp khong dor.,
khi cae 6ng i ndng). Hon nika, nhigt dung ricng o dp suit khong o
¢ cia nuoe khong phu thude vio nhidt do trong khoang dang xct.
Oché do khong déi, entanpi di vao van trong khodng du bzfng entanpi
di ra cling trong khodng thoi gian do.
T+Dh

PCuDTt+ pCy Dy It = pC (D + Dy)Tydt hay T = D+ D :

D+D
é 1) Vi chat khi Ia 1Y womg nén .9 = Dy,Ah= Dye,(h,=T)) ur
do Ty =531K .

2) Do v mdt khi Iy wong, dh:c‘pdeTds+('dP va

T -
As=c, In| 2 —Y—lln i
L) A

n . p N M P ¥ N .
Thuc hién midt phép can bang entropi dor voi hé kin /" trang phing
vor hé o Y cdu tao boi mdy nén va chat khi chia trong Jdo
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ds.»  ds.,
< =4+Dm5ra_Dm5vé0'

dt dr
Vi entrdpi 12 khdng doi nén phép can bing niy din tdi :
ds,

taora

—20 _ p,As=0,38JK 57!

J) O I6i ra ctia mét qua trinh ding entropi, nhigt do sé 12 501 K va Iy

Iong 14 7,5 g5~

7 Cic cong suat nhigt do chat hru nhan dvoc & dau vao va dau ra I

ngupc déu. Poi voi mbi chat Iwu, mt can béng enltanpi cho :
Dy (hypo = Ba) = A

Viy dAhy . + DAy =0, hay 0,=0,+

Dmcp N
T-T),
dc (1 0) “

60, =15,1°C.

8 Vi chat lru I3 I womg nén c6 thé tinh lwu luong bng cich sit

dung hé thic BERNOULLI :
2 2
- P 2K
Pia 70, gr=—2X4 ﬂ+ gz v D =psvy,
2 p 2 p

Biét ring ulzia > ugng , nén :
PUE, =2P =Ry vd Dy=psvg=s2p(R—R) .
Mot phép can bing dong lwomg p dung cho hé tao bdi diu bit,
khuyu ong va chat Iuu chia trong dé, cho :
F+ (P = R)Se, + F' = Dy = Ty )
F biéu thi luc phai tim d€ tic dung lén diu dng, va F'=F', bicu
thi cdc Irc lién két cia dng 6 thuong I,

Vivg,»uvg, . tace:

ong
F+(P—P)Sé, + F'=Dy (i, - 0) .
Tir do ta suy ra F, =2s(P, - Ry).

Ap dung bing s6: Dy, =4.2kgs™' va F,=180N.

9 1) Ta ding trong hé quy chiéu phi Galilé Ry
Cho hé m6 ¥’ cau tao boi én lira, nhién ligu va cac chat khi chifa
trong tén lira va h¢ kin tring phing 7 H¢ nay chju mgt luc tuong
tic Fy ( trong Iy, lyc ma sit v.v..). p,y 12 khong do6i, va phép can
bing dong lrong cho :

R+ lf“q.“f"h =D,ii —0 (hru Iwomg vio bing khong)
, hay Fp =-Du .
Sur phan tich ciing ¢6 thé dwpe tién hanh trong hé quy chiéu nghién
cifu, song phép tinh todn kém dom gian hon mgt chit,

Theo dinh nghia 17“0 + 1:“p =mi= “Fq.[inh

dv dv
2 t)—= -D t)—=D_u.
) )d[ (my m)d[ mt

my

Tich phin phuong trinh nay ta dupe v(t)—0=uln .
my— Dm[

. 1
Viy v, 4 =-ulna va & =5m0u2a(lna)2,

cubi

Ham f(OL)=0L(ln0L)2 nhdn mot cuc daf voi Ina +2 = 0. i

do vy, cuc dai vai o =oy = 0,14 .

Co ndng phai tiéu ton d& phun vio mot khoi luong khi dm, trong hé
DT 1 s

quy chiéu cua tén lika bang d &y = dm;u2 . Co ndng toan phan phai

OL(InOL)2

tiéu tén 1 %mouz(l—a) vakhido r= . Néua =oty thi

-a
r=0,63.

/l O 1) Cho ¥ Iz hé mé cdu tao bGi con quay phun ti va nudc
chika trong d6 (don gian nhat 1i dwa con quay phun nudc vao hé, vi
trong trwong hop nay, dé xic dinh cic ngoai luc) va ¥ I h kin
tring phiing G thoi diém t. L bicu thi mémen dgng luong doi vor truc
quay. Ta thue hién mot phép cén bé'ng moémen dong lrong trong hé
quy chiéu nghién citu, duoc gid thict 1a Galilé,

» Trong thoi gian dt, mot khoi heong & m = %Dmdt ra khéi méi diu

e e s L D,
bit voi mot van toc ma thanh phan theo & la wa——“;cosa .
p

o Khoi lromg 26m di vio Ong dimg c6 mémen dong lwong bing
khong.

D,
L,/,. (t+dt)—L7;(t)= Lp(t+dt)— Lp(t)+ 25 ma (wa——mcosaj .
., ”, pS
dLr/' 172
trdé: 4=(1L—'/+Dma wa—Lncosq |
dt dt pS
dL//‘ ¢ N dL(/ d ] d
—L — T nénw>0va —'Lzﬂ:]—u—)—.
dt de dt dt
. d . \
Neu o > 0, Lo =Wy V0T wO:D—mcosa— va
dt pSa Dm32
. J
Dma2

. D , D?
2 w,=wqnéul <—m;cosa hay w,=0 néu T >Znd s
p

pS
t
o :u)p[l—exp(—T—H .

/l /l 1) Su chdy la doan nhiét va khdng c6 cong co ich viy
V2 =2hy—1h).

Chat khi 12 1y twong, nén (hy—h)=c,(Ty=T).




e
"0,

Qud tinh dan la ddng entropr. viy
i

pP;
p= 4P4

Saw cde phép tinh, ta tim duge

| L}Z :1
P 2,7

.

2) Luu luyng khdi Dy, = p 'S 1a khong doi. nghia I :

!

’2 X «/7ﬁ1 D
(xS (x) lal 8 ="M —¢e.
2epTy ) P
I'[L
" 1 CI‘T’\
3) Ta dao ham bicu thiic tén - =+ — + —— —=0.
oy —1 | I
2e,Ty
orx) fa mot ham s6 d(”;nw bidn va S’ ict tidu viti :
U= = Q—T
e \/y+lpx \/y+lMA

Do vy ta 6 bang bicn thicn cia S (néu vy > ) :

X 0 Xy

* S (0) $6 vd cling lon ! Mo hinh gid thict 1(0) = 0 vi vy, khong ip

dung duoe tai x = 0.

* = Y—)\—/[ﬂ . Hinh nlr ddy cang la bicu thac cua vin toc cua am

G nhi¢t do Ty cua chit khi tai Xg

o Néu ty (duoe xic dinh boi dp sudt Py) nho hon vy khi di chi
minh S (x} la nghich bicn

Két luan

Vi mot van ¢ phun nho (¢ <y) . (‘)’ng tye la hoi .

Véi mot van toc phun lin (sicu am), (’fng tuye 1a hoi t (tng 16c 161
vy) . sau do phin ky.

/l Q D) Goi Ty la nhict d6 cua mdt qud trinh nén dang entrdpi do -

nen[ ]

Phép cin bang entanpi cho

P,

T =420.5K.
A

P
(L=T)=wj»=—wj

hz—hl:‘.p :—-‘(T) T])
n
trdé t; =163"C.
D (h—h L.
=Pl ) g 145 kW,
My
2) Bdng mot lip ludn wong wr: T, =807,5 K T =882 K 15 =609°C..

=, Dy hs — by vi 7 =269 kW .

Cong sudt st dung duve i = 124 kKW.

3) Theo hicu sudt cua thict bi trao Jor nhict, 13 =493°C .
Phiép can bz}'ng entanpi doi vii CH cho Iy =t =c (- T)=43 kl,kg_I .
Viy cong sudt nhi¢t do nhicn licu cung cap i

, hy—h
#h =Dy, S oaikw

a7.10°
4107

Trdén =028 va D= 3600 = 40,2 keh ™!

&) Thidt bi trao dor nhidt I doan nhict, viy hy—

h2+h()*h5:()

hay 15=279"C.
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Muc T1EU

B Nim vimg céic cong cu toan hoc cin thit
cho viéc nghién ctu vit ly cac truong.

DIEu cAN BIET TRUGC
B Cac phép tinh don gian.

TRUONG VA
PHEP TINH
VECTO

\
M(S’ dé
Chuong ddc bi¢t nay ddr ¢ cudi sach nhéam trinh bay
mot cach dom gian va thién vé y nghia vat ly, cac
cong cu todn hoc chit yéu can thiét dé nghién ciu
vdt Iy cdc truomg.
Muc dich cua chuong nay khong phai la ching minh
1ar ca; tuy nhién, ching ta ciang néu lén cdac moi lién
hé chinh yéu ton tai gita cdc todn i khdc nhau nay.
Trong gido trinh nay thi chitong nay luon duoc nhdc
dén dé tham khao. Hon nita, né con la mét phan bo
sung hiu ich dé nghién ciu dién tir hoc.
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1 Cac toa do khoéng gian

1.1. Toa d6 DESCARTES
Diy la cic toa do don gidn nhat d¢ st dyng. Cic vecto don v é,. €. Vi
é. 1ao thinh mot tam dién thuan. Mot didm M duoc xac dinh béi ba 10a
d() cua no x, vvaz il
Tuong ttng vai mot do dod nguyen 16 clia M 1 vecto dM v6i (h.2):

dM = dy ¢y +dyé, +dze..
K&t hop vai cae toa 4o nay con ¢d cic dién tich nguyén 10, cac thé tich
nguyen (O (finh 3). Moi dai lrong vo hudmg g (hay dai lugng vecto G) phu
thude diém M st duge ky hicu g(M) = g(x, v, 2) hay G(M) = G(x,y.:) .

bz
toa do z

D .
PR G L 4 '
I
; e ’
E e, 0 ) /,' \ y
[ ;’ “

a doy
£ laddx X

H.1. Hé toa di DESCARTES. Cac toa  H.2. Vector dM ¢6 cdc thauh phan dx,
docaa M lax, v, 7 dv, dz, nghia la:

M(x, v, 2) dM = dvé, + dve, +dze. .

1.2. Toa do tru

Mot diém M dugce xac dinh bdi ba 1oa do cia no r, 0 va z (h.4). Céc toa do
nay duoge k€L hop vai cde veeto don vi ¢, ¢y va ¢, 1ao thanh mot co sG
phép chifu true giao phy thude vao chinh diém M. Cic veelo é,, ¢ va
¢. 1o thanh mot tam di¢n thudn (A.4).

z

T ~loadd z

/
K /_\ Ve wa do r
M
4
T — b
Ay ]
i) &
---------------- T :
H R == =
X 0 H ¢, r
H.da. H¢ 1oa do tru. Cac toa do cia - Hidb, Sy xép ddr cae vector ¢,. ¢y va
Mlar 6,20 M(r, 0, 2). ..

Vai moi do doi nguyén 10 clia M lai twong tmg mot veeto dM

Trong toa do try (hinh 5): dM =dré, +rd® ¢ +dzé,.
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H.3. Thé tich nguyén 16 dt = dx dy dz

duge  gioi han  boi sdu dien  tich
nguyén 16 phing voi dS; =dady,

dS, =dvdz va dS; =dydz .

- x
H.de. Trong mdt phdng (xOv), ta lqi
tim thay hé toa dp cue.



K@t hop voi cic toa dd nay la cic phén t dién tich va thé tich (4.6). Mot
dai lugng g phu thude diém M s¢ duge ky hicu g(M) = g(r, 0, 2) hay
GMY=G(r0.7).

A H.6. Sie thé hién cdc di¢n tich (v thé
tich) nguyén 10 trong truong hop cdc
toa do tru!
dS, =dndz; dS, =(r +dr)d0dz;
dSy =1d0dr va thé tich c¢d biéu thirc
dr =rd0drdz.

X
H.5. Trong toa dj tru:
dM =dré, +rd0 & +dzé, .

1.3. Toa dd cau

Mot diém M duge xéac dinh bdi ba toa do clia né r, 8 va . Céc toa do nay
duoc ket hop vai vecto don vi é,; &y é, , tao thanh mot co s&d cla phép

chiéu truc giao phy thudc vao chinh diém M. Cic vecto é.; ¢ ; €, 120

thanh mot tam dién thuan (h£.7). VG6i 6l d0 doi nguyén td cla M lai

tuong timg mot vecto dM .
Trong toa do cau (h.8):
dM = dré, +rd0 & +rsin0dgé, .

K&t hgp v6i cac toa do nay Ia céc phan tir dién tich va thé tich (A£.9). Moi
dai lugng g phu thudc diém M s& dugc ky hicu g(M) = g(r, 6, @) hay
GM)=G(rp,).

H.7b. Si thé hién hai hé toa do cuc.

: ; i A H.9. Cdc di¢n tich nguyeén 16 (va thé
.:‘\’Hdr tich nguyén 16) trong toa do cdu:

dS; = rdrd0; dS, = rsinOdrde;,

X dSy=(r+ dr)sz sin0de va thé tich

H.8. Tpa dp cdu: €6 biéu thitc dt = r?sin0drddde .

dM = dré, + rd0 g, + rsin0deé, .

Cha y: Cdc dai luong r va ©, dupc dinh nghia & day, khdc cac dai luong
twong vmg trong toa do tru. Trdi lai, toa d ¢ va vecto don vi €y tuong

umg lai dong nhdt véi cac dai luong © va & trong toa do tru!
Y
1242
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2 Buong chu vi va bé mat

2.1. Pinh nghia

Cho mot dudng cong ¢ noi hai diém A va B trong mot khong gian (h.10). A
H.10. Duong cong € khong duoc

Khi A va B trung nhau, thi dudng cong dugce goi la kin: né xac dinh mot b
dinh huong tir A dén B.

duong chu vi (h.11). Duong chu vi nay, khong nhat thiét 1a phing, lic d6
s& gioi han mot mat S khong duy nhat. Cac mat £, va £, déu ti 1én trén
cung mot duong chu vi € (h.12).

Mot mit kin 12 mot mat gi¢i han mot thé tich V (h.13).

z, mat kin = thé tich V

A=8B €
€ 5
H.11. DBuong chu vi véi mot gt kér H.12. Hai mat £, va T, 1 lén trén HW.13. Mdt kin £ gi6i han mot thé tich
hop ti lén duong cong nay. cung ingt duong cong kin (hay dieong  két hop V.

chu vi) €.

2.2. Quy udc vé su dinh hudng

Ta k&t hop véi duong chu vi mot chidu di: mot phan i chidu dai vo
hudng d! cho phép dung vectodM =dIT, trong d6 T 1a vecto don vi ti€p
tuyén véi duong cong (hinh 14a vab).

Véi mot mit, ta két hgp mot hudng : mot phén ti dign tich vo hudng ds,
va phap tuyén N cla nd, xdc dinh mot vecto dS, do dai dS va hudng
theo phap tuyén N sao dS=dSN (h.14c).

a) 7 B b) . ©)  tdS-dsN
dM
aM
€
€

A .
H.14a. Duong cong ‘€ dupc dinh huong  H.14b. Puong cong kin ¢ c6 dinh  H.14c. Duong chu vi c6 dinh hudng
tit A dén B. huong, hay duimg chu vi ¢6 dinh hudng. voi mot mdt két hop.

Trong truong hgp mot dudng chu vi, cdc phén tir vecto T va N twan theo
mot quy udc vé dinh huéng :

* khong c6 quy udc tuyét doi vé sy dinh hudng d6i vi mot duong chu vi
(h.14b) ;

* nhung ton tai mot quy ude vé sy dinh hudng gitta mot duong chu vi va
cdc mit ti 1én duong chu vi nay. Quy ude tuong d6i vé sy dinh hudng
dugc chi rd trén cac hinh 15 va 16.




-
N

H.15. Quy wude vé sie dinh huong cia cde mdt 1 fén dieomg cong '€ 6 dinh huong

cho triroe.

Mot mat kin. theo quy uodce. duge dinh hudng 1a duwong ra phia ngodi thé
tich ma n¢ gidi han (h.17).
thé tich V

mat kin ¥

T, L
cde matkin Ty, va I the tich v

H.17. Mdit kin £ gicsi han thé tich két hop V. Thé tich V ¢é thé duoe gion han hoi
hai mdt kin 2. va Zm,

mt

2.3. Cac tich phan két hop

2.3.1. Tich phan cua mét trudng cac vé hudng

Cho mot duomg cong @ va mot mat X kin hay khong. Ta s¢ gap cac tich phan
vO hudng hay veeto duge tao thanh xudt phat tir cac triomg vo hudng:

* tich phan vo hudng: J‘gd/ vi J‘J.de:
v e

* tich phan veetor J.gdlb va J‘J‘gds.
4 z

Hai tich phan ddu. cic vo hudng, duge dung nén xual phat tr truong vo
hudng g. Hai tich phan sau. duoe dyng nén xudt phat tr cing mot trueong
nhu nhau, lai la ¢dc tich phan vecto.

Vige phan bi¢t cdc tich phin vo hudng v tich phin vecto i rdl quan trong.
Thianh thir tren mot dudmg chu vi @ (trong truomg hop nay, phai ve mot
vong tron rén ddu tich phan), ta ¢ thé xéc dinh hai tich phan sau day:

cj) di va Cj) di .

duong cong'e duomg cong ¢
Tich phan thd nhdt bidu dién chidu dai cta duwomg chu vi
v ¢ di=L1]. trong khi tich phan thtt hai (ri¢ct ticu

duomg cong ¢

95 df =0 (h.18)

dudng cong ¢
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H.16. Hai mar £ va T, 11 len cing

mot diong cong kin co dinh hieong @



» b) a§

a) ] b)
ds "
ds
dr

z

P
H.18a. Duong cong ¢ c6 chiéu dai L: (ﬁdl =L H.19a. @dS =S (di¢n tich cia mdt ). b. @df =0.
G T b3

b. Duong cong ¢ co dinh huong: gﬁdi =0
¢

Chu y:

* trong truomg hop ciia mét mdt kin I, thi tich phdn #dg trigt tiéu,
z
trong khi @ds khong triét tiéu (h.19).
z

* DG6i voi mot mar khong kin, thi vecto dién tich S két hop véi T, fi lén
mot duwomg chu vi € la duy nhdt, va cé thé tinh dugc bang cdch dung tich

phan sau:

Wi
I

$ S ndM,
duong chu vi ¢
ddc lap voi viec chon diém P (h.20). Tinh duy nhdr co thé duoc ching
minh bdng cdch sit dung dinh 1y GREEN—OSTROGRADSKI (§4.2). Vecto, ma
s dinh huomg tudn theo quy woc twong doi gika phdp tuyén véi mdr T va
chiéu lwu thong trén dwomg chu vi €, cing la vecto dién tich ciia moi mdit
ti lén €, diéu nay chung 16 ro la ta khong dugc nhdm ldn né voi vo huong,

phu thudc vao viéc chon bé mdt: (ﬁﬁds.
)

2.3.2. Tich phan ctia mét truong vecto G(M) M+ did

Ta ¢6 thé xac dinh hai tich phan vo hudng, hinh thanh tir mot trudong / M
vecto G, rét quan trong trong vat ly: d6 1a luu théng va thong lugng.
€

2.3.2.1. Luu thong ciia mét vecto

. N R =R N . . .20. Dién tich cua t idc c6 gach
Luu thong C cia mot truong vecto G trén mot duong cong € co H.20. Dign tich cia tam gide ¢6 gac

dinh huong (kin hay khong) dugc xdc dinh béi (h.21): chéo bing chudn cia %W ndM.
B Nhie vay dién tich S c6thé dupc tinh
C= I G(M).dM hay C = (j) G(M).dM. theo:
A dudmg cong kin € S= lW ~dM .
dudng cong € 2

duomg chu vi ¢




Chu y:

Luu thong cua mot vecto doc theo mét duomg cong kin gdn lién véi todn
tr rota (xem §5).

Luu thong cia mdt vecto 1a mdt cong cu quan trong trong dién tir hoc va
trong co hoc chat 1dng.
2.3.2.2. Théng lugng cua mét vecto di qua mét mit

Thong lugng @ cia mot trudmg vecto G di qua mdt mit ¥, ma mat
nay phai c6 dinh huwong, duwoc xac dinh béi (h.22):

o= _UE(M).dS hay cﬂ G(M).dS.
z % (kin)

Chii y.
Thong luong cia mot vecto di qua mot mdt kin ¥ dugc gdn vdi todn ti
dive (xem §4).

N
ds
M,
€ - idS
G
C=d GM).dM @ =ﬂ5(M). Rds - .
D= ﬁ GM). ndS
dudng cong ¢ € z
H.21. Dinh nghia luu théng ciia mét vecto. H.22. Dinh nghia théng luong ctia mot vecto.

Thoéng lugng cla mot vecto di qua mot mit kin hay khong 1a mot cong cu
quan trong trong:

» bién hoc (vecto mat do dong thé tich jy ) ;

* Dién tir hoc (thdong lugng cia cac vecto trudng E, B, ﬁ, )

* Co hoc chdt 1ong (thong lugng cda vecto vin toc).

Bay gio hay chi y dén cac todn tir ma khi tic dung vao cédc trudng vo
hudng hay vecto, thi bi€n d6i ching thanh céc truong khac. Cic toan ti
nay c¢6 mot tinh chat noi tai, nhung c6 thé duge bidu thi trong cac toa do
khong gian khac nhau da dugce dinh nghia trude day, bang cach dung cac
dao ham riéng d6i vdi cac toa dd khong gian do.

3 Toan tu gradién

3.1. Pinh nghia

X&i mot trudmg vo hudng g(M). Két hop véi mot do chuyén doi nguyén (6
dM lai c6 mot dd bién thién nguyén td dg cla g : dg = g(M +dM)-g(M) .




Toan tir gradién (vi phan ¢ M) duyc xdc dinh béi:
dg = g(M +dM) - g(M) =grad,,(g).dM .
Thuwong ta viét dg = grad(g).dM .

Todn W gradien tac dung vio mol truomg vo hudng s¢ bién doi nd thanh
mot trudnyg vecto.

3.2. Tinh chat

Gradién ta mat dai lugng vi phan.

Tap hop cac diém ¢6 g = cle xic dinh mot mat (hinh 23).

¢ NGu xudt phat tr mot diém cia mat do, ta di chuyén mot doan dM) trén
mal nay. nghia 1a trong mat phing GL€p tuyén véi mil nay & diém dang
xéL thi dg = 0. Diéu nay ham y 1a veclo grad g trye giao vai moi dM rén
bé mal, viy la tryc giao vdi cdc mat g = cle.

« N¢u bay i ta chuyén doi theo phap tuyén thi dg Id duong néu gradg
viL dM2 cung chidu: vay gradg hudng vé phia cic g tang.

74 g=g=cte 7}
g=g =cte
. 82> &1
o x 0 X

H.23. grud g vuong goc véi cac mar g = cle va hiong theo W24, Cdac bién thién khong gian ciia g cang lon thi
chiéu cdc g tang. gradién sé co mot gia tri cang lom.
Vecto {;ﬁg :

* truc giao vai cac mat g = cte

* hudng vé phia cic "'g" ting (nhw vay, né chi ro dai lugng g(M) bién

thi¢n theo phuong nao va theo chiéu nao);

* ¢hi ré tam muc lon cia dé bi¢n thién khong gian cia dai luong ''g"
(hinh 24).

3.3. Luu théng cua mét gradién

3.3.1. Luu théng cua mét gradién tir A dén B khdng phu thuéc
dudng di.

b
. . H.25. Tich phan:
Ta khdo sat luu thong cla mot gradién, nghia 1a dai luyng jG.dM vOi 8
b J.gmdg(MydM =g(B)—g(A)
A

G = grad g . Bi¢l ring (theo dinh nghta cta gradien): dg =gradg.dM =G .dM , khong phy thude duong cong € di it

nén ta co thé viet (h.25) : A dén B.
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B B B
J‘GdM = grad g.dM = |Jdy = g(B) - g(A)
A A A

K& qua doc 1ap véi duong cong di tir A dén B.
3.3.2. Luu théng ctia mot gradién trén mot dudong cong kin

bang khéng
Ta lai 13y bidu thie trde, néu B = A, thi ta dwoc (hinh 26):

B
fomi= ¢ endeari-Gae=o
A dutrng cong ¢

Didu nlty ¢ quan h¢ vai dong nhit thic sau day ma ta s¢ khong chimg minh.
Néu G la mot gradién G =gradg thi khi dé rofG =0 tai moi diém
cua khong gian (xem §5).

3.4. Gradién trong vat ly

3.4.1. Gradién dién thé: truong tinh dién

Ta da thiy trong tinh dién 1a: mot tredng ¢6 ban chit tinh dién, xuat phit
tr mot dien thé V nho he thic E= -grad V (xem H-Prépa, di¢n tie hoc,
nam thie nhdt): thi trudng phai vuong gée vai cac duong ding thé va
hudng theo cac dign the giam.

3.4.2. Gradién néng dd: su khuéch tan cua cac hat

Trong mot mdi treong ma mat do hat n khong dong déu (nhur vay. lic 4o

¢ tdn tai mot gradién ndng do), thi phai xudt hign mot hién wong khucch

tan hat (xem H—Prépa, Nhi¢t dong hoc, ndm thie nhdr), nghia 1a mot mat

do thé tich ctia thong lugng hat ty 1¢ véi gradién dia phuong clia ndng do:
j',, =—Dgrad (n) (dinh luat FICK)

3.4.3. Gradién nhiét do: su khuéch tan nhiét

Trong mot moi truomg ma nhi¢t 3o khong dong déu (nhu vy, lic d6 14n i
mot gradién nhi¢t do). s¢ xudl hi¢n mot hién twong khuceh tan nhi¢t (xem H-
Prépa, Nhiét dong hoc, PC.PC, PSI va PSI, nam thir hai), nghia la mot mit
d0 thé tich ctia thong luong nhigt ty 1¢ voi gradién dia phuong cia nhigt do:

jQ =~k grad(T) (dinh ludt FOURIER)

3.4.4. Gradién chiét suat: d6 léch ctia mdt tia sang

Ta da biél rang trong quang hinh (xem H-Prépa, Quang hoc, ndm thi

nhdt) On tai mot gradien chidt sudl # trong moOlL moi trudng khong dong
nhat. Chiél sudl nay chiju trach nhiem vé do lom cta mot tia sang (hinh 27).

3.4.5. Gradién van téc: sy khuéch tan déng luong

Trong mot dong chily mot chi¢u ma trudmg van (¢ theo hinh thic lugn
Euler ¢é dang v(M.n = L{\.(,\'i)réx‘chz‘ing han, thi s¢ ton tai mot gradicn cda
thanh phan van 8¢ z{\,(i\'):gmd[t{x(_\')] song song vai (Oy) (hinh 28).
Gradién nay chiu trach nhiem vé mot sw khuech tan dong luong, do vay
chiu trach nhi¢m vé mot luc bé mat dang (xem clutong S):

df::X)

grad[er, (1] i dSe,.
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aM

H.26. @ grzl(‘lg,d/'tflv:()‘
v

aradn

/

\

cde duong ding - n

—~—

(o] x

H.27. Duomg di ciia tia sang trong ot
moi truomg khong dong char, rrong do
10n 1ai mot gradién ¢hiét sudt n (ngudn

gdc cia hiéu tmg ao danh).

y grad v, (y) grada,(y)
5 EAL A RS
4 I
i 0
. R
— .

0 X

H.28. Trong dong chay nay ciia ehdr

fiew, thi gradién van 1éc o, khac

khong:
grddw\ (v)# 0.
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3.4.6. Puong luong thé tich cua cac ap luc
Truong dp sudt P(M) rong mot chit Tuu ¢o thé duge mo (4 dudi dang mot
duong luong (hé tich (frinh 29) (vem churong 4):
dF = —grud(l))dr )
Puong lugng nay xudl hién trong phuong (rinh EULER dudi dang:
D¢

p Br = j;: - gmd([’) (phuong (rinh EULER).

3.5. Vi du vé phép tinh gradién
Ta hay tnh tue GEp gradien clia cic truong vo hudng don gidan va thudng
dung trong vat ly.

3.5.1. Tinh toan grad,, (1—)1/‘;]

Muon tinh gmdMﬁmj, ta phdi quan tam (i do bién thién cla dai

1 . — Lo ! ) .
lugng  ——. Khi P ¢0 dinh. (hi grad,, | ——| vudng goc voi mil
PM PM )
v =cle, do vy vuong gdc vai mol mat cau tam P va ban kinh PM.

Gradien duge mang bdi PM .

Gradien niy hudng theo chidu cia tang, vay PM phii giam, nghia la
huwdng W M vEé P (hinh 30), va no s¢ cang lon khi M cang gin P.

Ta dit grady, LW] = fr)e, (vaor PM =re. vafir) <O).

SR ! l ! 1
Biél raing — = —, —| —— = f(r)idr, hay f(r)=-—. vy la cO:
g o T [' =-—==A y N ER
- 1Y PM
erad | -—J = ———— didu mi ta thuomg viét trong oa do ciu dudi dang:
\PM PM
-1 e,
Ul‘zld[—W:— L.
: r r’
PM — 1
grad,, \J:— :—;,radl, —
PM PM? rm

3.5.2. Truong vé hudng ddi xung tru
Muon tinh gmd fr)y (trong 1oa do try),
dai lugng fir). Vecl grud S
vudng gée voi

ta phai xem xét do bicn thién clia
vuong goc véi mat fir) = cle. do viy
mot hinh try ¢6 true (Oz) va ban kinh r. Gradién, dugce

mang bai KM (hink 31) ¢6 th¢ ¢o dang grad f(r) = g(r)é, . Biél ring
dfir)y = g(rdr. nén ta duoe:
dror)
glr)y=—
dr
- d -
Trong toa do try, ta cé gradf(r)= fd(rr) e
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Plx, y, 2)dydz

—P(x +dx. v, :)d»d T
o -

X

H.29. Liuc tong hop cia cac luc nén
e dung lén mér phan ur thé tich
dv dv dz bdng —(grad Pydvdyds .

grad,, (,,%)

H.30. Kiuenh huong  ciia vecto:
rll ( !
(€
Mipm
z
grad f(r)
Y

x
H.3Y Toa do tru -
d/(/ ).

dr

o1t 1d/(, )=

C, .



3.5.3. Trudng vd hudng déi xiing cau .
S ey A s 5 R e e o arad [(r)
Muon tinh gradf(r) (trong toa do cdu), ta ¢an quan 1am (31 do bicn thién

cha dai luong f{r). Vecto grad f(r) vuong goc var mil fir) = cle, do vay
vuong goc vai mit cau 1am 0 va ban kinh . Gradién. dugc mang bdi OM
(hinh 32), ¢6 thé ¢o dang grad/ (1) = g(r)é. . Biél rang df{r) = g(r)dr, nén

ta ¢o:

¥
df(r)
glr)y= / . .
dr H.32. Toa doé cau:
N - d ") . O 1(r = d/(,) ;
Trong toa do cau, ta thu duoe gradf(r) = {ir(, ) e, . grad/(r) ar

. L il é, _
Ta lai tim thay ding grad(—j = ~% (xem §3.5.1).

r 5

3.5.4. Tinh grad(ab)

Tir biéu thic cla gradién trong (oa do Descartes (xem §3.6.1) ta rit ra
cong thire don gian sau day:

grud(ub) =a grlxd b+b grad a.

3.5.5. Truong hop g cing la ham s§ cla thai gian t
Néu dai luong ¢ cang phy thude vao thoi gian g(M, 1), thi ta phii viel h¢
thire dwdi day:
L L . — — 0
Do bién thién toan phancuagla dg =gradg.dM + ?a—f—dt .

Diéu nay cho phép ta. khi biét trudng van 8¢ H(M.1) trong hinh thic
luan Euler, dua vao co hoc chal 1ong khai niém do bién thien toan phin
Dg trong truomg hop ma ta bude phii ¢ dM = 0(M,1)dr .

Do bién thién toan phén ciia g duve viét Dg = gradg.dM + %Edz voi:
t

dM (dx,dy,dz) = 5(M, D)dr .

e a l\‘) - - u -
3.6. Cac biéu thurc giai tich
3.6.1. Toa dd Descartes
R og cg ‘g R
Trong oa do Descartes, ta viét dg=—-"dx+—=dy+—"dz. Nhu vay,
ox cy cz
trong h¢ toa do nay bidu thic gradien c6 dang:
ey
Cx
g

oy

gradg =

g

Cz
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Tir he¢ thie trén, ta ¢6 thé chimg minh ring grad(B.OM)= B . n¢u truomg
cac vector B la déu: mot phép tinh thit don gian & chd chi viée cho
B = Bye. viap dung h¢ thie ren (hinh 33).
3.6.2. Toa dd tru va cau
Khi bi€u thi ro rang cdc vi phan cia g trong a do try:

Cg e g

d‘L’ = ﬂ—‘gdl -+ ‘\—&do +_\—£d: .
or 0 T

thi ta nhan dugc ngay bicu thic ctia gradién trong h¢ toa do nay (cha y:
dM =dré, +rd0 ¢y +dze. )

gradg =) ——,

va cang (hé. trong a dd cau la ¢o :

Cg
or

I G
r o

1 dg

grad g=

rsin o

3.7. Toan tu& "A.grad"

3.7.1. Toan tr "A.grad" ap dung cho mét vé huéng
Dai vai mot ruomg vo hudng g, ta ¢6 thé kdt hop bicu thite: A.grad ¢ . rong
do A Ta mOt truomg veeto. Ta bidu thi k&t qua trong toa do Descartes:

- . Cg o C

(A.grud)g =1 A, 7&+ A, Tg + A Tg .
’ ey T Oy Tz

Cha y rdng bi¢u thire viet trong h¢ wa do Descarles nay cing c6 thé duge
Vil trong cac hé toa do khac. Vi du trong oa do try. ta ¢é:
/
i

(Agrad)g = & (:—,+ Ml i]g(,-,o,; :

r 0 02
Ta gdp todn W nay trong co hoc chadl 1ong khi phai tinh dao ham toan
phin ciia mot vo hudng, lic ma AM.1) = B(M.1) 1a truomg cde vin e
chat luu trong hinh thie ludn Euler. Nhu vay, dao ham toan phin cia khai
lugng riéng ¢6 dang:

DpM.1y  p(M.r)

DI &

phuong trinh nay din i phuong trinh bao wan khoi tuong (vem cheong |
va 2y

+ /‘(M,/).grud p(M, 1),

Dp -
—+pdive=0.
D 3
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H33. Cde mar phai sao cho B.OM
khong doi, la cde mar phang truc
giao voi (0z). Vay grud(lf.()ﬂ'l-)

dupe mang boi B



3.7.2. Toan t& "A.grad" ap dung cho mét vecto

Xudt phat tir mot truomg vector G, ta nghién ctu bidu thirc (A.gr'ad )G
trong d6 A la mdt truong vecto. Trong he tpa do Descartes, truomg vecto
G ¢6 ba thanh phan G,. G, va G.. N¢u ta két hop véi ba truomg vo
hudng mai nay, cic bicu thie, A.gradG,, A.gradG, va A.gradG. thi
lic d6 cac biéu thic nay cau thanh ba thanh phin cia mot trudng vecto
mai duge ky hicu theo dinh nghia (A.grad)G .

Trong thue (&, (A.grad)G duge viet trong he 1oa do Descartes:

A ’ (‘(l.\’ + A (VG,\‘ + A- (VG.\

X 4 YA 1A

(Agm(])G: AL — +/\ 

hay bing:

( |
(A.erad)G = [A\L+ A —+ A —)G‘ .
| )

a o o '
hay: (A.gracj)(f(A\A%+A\,L+A__(—j G, .

- SN Ty
S A 2

Trong toa do tru ta co:
N ¢ | ¢ ¢ - . .
(Agldd)(l = Ar _»\_+A() —z*# AZ_»\_ [Gr(’,. +GU [49) +G:(’::| s
oo ro Cz

L . ce, .. 0g .
vaudimg quén ring : —-=4; va =—¢,.

0 0

Todn Wr nay gap thdy trong:

* ¢co hoc chdt 16ng khi tinh dao ham toan phéan ciia mot vo hudng, Iic ma
A(M,1) = 6(M.1) . truomg cac van ¢ Euler ciia mot chilt [ong.

Thanh thir gia (8¢ cla mot hat chat 1ong duye xac dinh bing bidu thic (xem
chuong 1):

Di(M.1)  ¢o(M.r)
Dr Gt

a(M.1) = + (M) grad ) oML 1)

e dien tir hoe khi tinh tdng hop lye cta cac lye tic dung 1én mot ludmg cuc
dien (hay L) ctimg, dit trong mot truomg ngoai khong ddi:
F= (/}.grad)E

V&t p=cle (xem H=Prépa, Dién tiv hoe, nam thik nhat).
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Chii v ; Trong truong hop todn ne (A.grad) dp dung vao vecto A, thi ta
co dong nhdt thite sau:
2

e AS D
(A.grad)A = gradTJr TOLAAA.

Ta nhanh chong thu dioc cong thitc nay khi ding cac 10a do Descartes. Cong
thitc niy ¢6 ich trong co hoc chdt long khithay A bang ¢ (xem §5.4.2)
2

]

B T s
(¢i. grad) = grud7+ rold AU Vi ot =2Q).

4 Toan tu dive

4.1. Pinh nghia - Giai thich
X6 mot truomg veclo G va phin (i thé tich dt két hop véi mot diém M
trong khong gian. Thong luong nguyén 16 d® (thco quy udc di ra) cla
truong G qua mdt kin nguyen 16 dX. gigi han thé tich dt, duge biéu thj
theo dive ctia trudng vecto G dudi dang (hinh 34) :
dd = div(G)dr .
Todn tir dive & M ctia truomg G khi dé duoc xdc dinh béi hé the :
d® = divGdr.
Todn it dive, duge xac dinh theo cach noi tai nhu vay, s¢ bién déi mot
truomg vecto thanh mot truong vo hudng. Y nghia vat Iy cda todn tir dive
¢6 lien h¢ mat thiet v4i khai nigm vé thong lugng: mot trudmg vectlo s@
"phan ky" tai mot diém néu thong luong clia né di qua mot thé tich
nguyén (6 két hop véi diém d6 1a khiac khong. Ro rang ta, 1ai M, truong
(1) phan ky con truong (2) khong phan ky (hinh 35).

4.2. Pinh ly GREEN-OSTROGRADSKI
Vige xéc dinh toan t dive dwa vao ding thuce:

dd =divGdr ="G.dS",

trong d6 dS la mat kin nguyeén (& gici han thé tich nguyeén (& dt. Khi tich
phan ding thirc nay thco mot thé tich V bat ky, thi ta duge (véi diéu kign
la truong vecto G khong biéu hign tinh gidn doan trén mot mat kin hay
khong, nim beén trong thé tich V) dinh 1y GREEN-OSTROGRASKI (hinh 36).

Thong lwong di ra cda mét truong vecto G (khéng biéu hién tinh
gian doan trén mot mit kin hay khong, nim bén trong thé tich V)
qua mét mit kin Z thi bang tich phan dive ctia né theo thé tich V gigi
han béi mat kin nay

ﬁ G(Q).NydS = j I I divy (G(M))MTy, .

mit kin thé tich vV
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mit dZ
gioi han
thé tich dt

H.34. Thong luong di ra d® cita G,
qua dién tich nguvén 16 d% gioi han
thé tich dr tim M, thi
do = divGdr .

bing:

1) T
N } /
Ny
4—4—4—\1‘!/—>—>—>
/+\
r'd N
P TN
|
2)

/. ,{j:\\
REEEAEN
NN

H.35. » Truong hop 1 :
vecto phan ky xudt phdt tr mdt

trieong

"nguon” o M (chit v : truomg o thé
c6 dive hing khéng ¢ khep moi noi,
trivtai M).

¢ Truwong hop 2 : Truong truc xuvén
tam nav bao giér cang cd dive bdng
khong.

z
H.36. Dinh [¥ GREEN—~OSTROGRADSKI.



NEu tdn (ai mot mat gian doan Z py, thi ta phai viét (hinh 37)

mat kin & thé tich V

+ J.J‘ (G(P)~G(R)).Np>pdS .

mil gian

doan £,
Di¢u quan trong phai cht y la. thco ddng thice nay. thi thong lugng cla
mol truomg veelo di qua mot médt kin bat ky, thoat nhin phy thudce vao cdc
gid (rf cla truong nily & ngang (dm cda mat do, co thé duge tinh todn xuit
phat tr mot tich phan thé tich ma chinh n6 phy thuge vao céc gia tri cia
truong ¢ bén trong mat kin.

4.3. Trudng cé thdng luong bao toan

4.3.1. Dinh nghia

Moi truwong cé dive dong nhat khong, déu ¢6 thong hwong triét ticu
qua moi mit kin: ta néi truong ¢6 thong hrong bio toan.

4.3.2. M6t vecto ¢6 thong lugng bao toan 1a mét rota

Ta st thay ring (nhung ta s¢ khong chimg minh) didu ki¢n cin va di dé mot
truomg ¢O thong luong bao tan: trudmg do phin la mot trudmg cac rota,

div(B) =0 tuong duong véi B = ;gf(ﬁ)

4.3.3. Su bao toan théng lugng doc theo mot 6ng trudng

Ta hay dung mdt mdt kin £ xudl phat tr moL Sng trudong (ip hop céc
dudng stre trudmg i 1en mot dudmg chu vi) va hai i€t dién £y v Z5 clia
ong nay; mot trudmg ¢6 thong lugng bio toan 1a truong ¢ thong lwong
ri¢t ticu qua mat ¥ (hinh 38). That vay, thong lugng nay bing khong khi
di qua mat bén cta X nho cach dyng hinh. Hon nia, thong lueng qua X,
ddi ddu tay theo mat nay dugc coi nhu hé (va ¢o dinh huéng nhe 5 ) hay
kin, nghia 12 thude vé ¥, K&t qua la thong lugng clia tridmg veelo gidng
nhu nhau khiqua £, va £, la nhtng mdt hd ¢6 dinh hudng dong nhat.

4.3.4. Ap dung

* Ta hay khdo sat truomg vecto duge biu dién tren hinh 39, dang
H(My= v (y)é, (lruong van 10¢ Euler cda mot chdt luu): trudomg nay ¢o
dive (ri¢t ticu.

Ta xét mot ong trwong chidu dai H it dign khong déi dS. Biét ring
£(x;)=(x; + H) . nén thong luong cta ¢ di qua mdt dS & x, bing thong
lwong ctia ¢ di qua cing mat dS & x + H |, va di¢u nay dang voi H bat ky.
Nhu vy, thong lugng Ia khong déi khi di qua moi ong truomg, nghia la
truong van toc eé thong luong bao toan, va ta lai im thdly dive ctia truomg
veelo nay tri¢t tieu: div(e’) = 0. Day la mot dong chay khong thé nén duc.

Bu lai, truomg nay khong ¢é rota tri¢t tiéu (xem §5.5.1).
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H.37. Sie t6n tai ciia mot mdr gidn

doan X,

(hdr hay

Z,
kin)

+(kin)

H.38. Trong mor mién 6 thong
lwong bao toan, thi thang lugng dicoc
bao toan doc theo mot dng truong

q)SI = q)SZ .
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H.39. Truong cdac vecto dang v, (y)é. co dive triéu tiéu, H.40. Truong vdn téc cua chdtr long nay & dong chay
v XN X . [ e !

nhung rota khong triét tiéu khong thé nén, la truomg déu khi ¢ xa nhiéu loan (hinh tru).
Vin toc "lon" trong mién ¢6 cac duomg truomg sit lai nhau.

* Trong mot truong cd thong lugng bdo toin, thi cac phfm khong gian mi z
& do cac duomg truomg sit lai nhau (hinh 40), chi ro ring, trong cic mién M
nay, truong manh hon (nghia [a ¢6 modun Ion hon). .
4.4. Toan tu dive trong vat ly /0 —
- Y
X

4.4.1. Cac ngudn dién truong
H.41. Cho mgt dien tich "diém"”

Trong tinh dién, cic ngudn cla truong la cac di¢n lich; phuong trinh vi L
trong khéng gian

phan lién k&t dién trudmg va cac dién tich c6 mat do khoi p (hinh 4,10)((/;;;11 AivE = +20 & O (p = +);

H—prépa, dién tir hoc, PC va PSI, ndm thit hai) la: divM(E(M)) =—. divE=0 & M(p=0).
€0

Céc he qu ciia phuong trinh nay la:
* trong mot mién khong dién tich, thi veclo E ¢6 thong luong bio toan;

* veeto E tuan theo dinh ly GAUSS : thong lugng di ra clia E qua mot miit
kin thi bing (dng céc dién tich & ben rong mit nay chia cho & (hinh 42).

4.4.2, Phuong trinh bao toan

" 7>
Trong vat ly, c6 nhiéu phuong trinh béo toan: 2 )
* phuong trinh bdo toan sd hat v6i mit 4o khoi n(M,1), khi c6 mit mot
mat do thé tich luu lugng hat j" (M ,t) (xem H-Prépa, Nhigt dong hoc,
nam thit nhat): z .
q3
Lot on -
le(jn)+‘:l‘:0; H.42, Goi E la truong tinh di¢n
1%

16ng cong dwoc tao ra boi cdc dién
* phuong trinh bao toan di¢n tich véi mat dd khoi p(M, 1), khi 6 mit mot — icp & trong (q;) va ¢ ngodi (q(',)

mat do dong thé tich j(M,1) (xem H—Prépa, Pién tir hoc, nam thir hai): mdt X binh Iy Gauss  cho:
div()+ L =0; i}gL
ot s



* phuong trinh bao toan niang lugng dign tr voi mat do thé tich _\'T

) o e
e E2 B , . - P =P
_Ep e U
u = ———+ —— khi ¢6 mit mot mat do thé tich luu lugng cong sudt TI Vs
2 2y /
/,./ .
-~ EAB_ . . P - =p,
(veeto POYNTING: I1 = ) va mot luu lugng dong the tich j (xem //
L ——
o Hoo (P #p2)
H—-Prépa, Di¢n tiv hoc, nam thi haiy: 0 —
diviT + <2 = -j.E; H.43. Cho mor dong chayv dimg, doc
ct lap voi thoi gian. Néu p =cle doc

* phuong trinh bao toan khoi lugng vai khoi lugng riéng p(M.1), khi ¢d  theo mot duomg truong, thi dong

mat mot mat do thé tich luu lugng khdi j(M.r)= p(M.0)ii(M,1) (xem chay la khong f/"; nen dupc va
nghiem ding div(r)=0.
chuong 2):
. IR
dlv(pu)+7p- =0.
ct

4.4.3. Dong chay khéng thé nén duoc
Phuong trinh bao oan khoi luong cho ta div(po) +%B =0 ; phuong trinh
Ct

con ¢o thé duge viét (biang cich dua vao phép [dy dao ham toan phén)

p div(z) + -D—p =0 (xem chuong 2). Dong chdy khong thé nén, dugce xdc
'

dinh bdi he thic DD—p:o, kéo theo div(i) = 0. Khi c6 mot dong chay
!

khong thé nén duge, trong mot moi trudmg khong ngudn, thi vecls ¢ ¢6
thong lugong bao toan (7.43).

4.5. Cac vi du tinh toan

Ta hay tinh dive cla elc truomg vecto don gian va thudng gdp trong vatly.

4.5.1. Truong véc to ddi xing tru
Cho mot trudng vee (o (trong toa do tru) dang :

A(r,1y= A(r.1)é, .
Muon tinh dive cla truong cic vecto doi ximg try niy, ta hay xét mot thé
tich nguyén to & gitta hai hinh try chiéu cao h, ban kinh » va r + dr (h.44).
Thong lugng cda A di qua mat kin k&t hop voi thé tich nay thi bing:

ClrA
dO® =—(A(r,1)2nrh)+ (A(r +dr, 1)2rn(r +dr)h)=2mn hwdr .
cr
Theo dinh nghia ctia todn tir dive, thita ¢6 : >
dd = div(A(r.0)dt = div(A(r,0)2n rdr h, .
diéu nay cho béi phép déng nhat : H.44. Thong luomg d® cia A di qua

ArA(r,n) Lo mdr kin gioi han thé tich ¢ gia hai
= — = 2 R
d® =2nh or dr =div(A(r,n)2nrdrh. hinh tru ban kinh r va r + dr, chiéu
. ‘ao h, thi bing :
- I &lrA(r, ) cao :
nghia la : div(A(r,1)) = —————, o
& MA(r.D) o or d® = 2mh—(rA)r .

ar
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Trong toa dé tru, ta duoc :
- 1
s div(e,)=—;
r

o div(F)=div(re, ) =2

. div(f’—) = div(%) =0 (trir tai r = 0 thi dive béing vo cung).
r r

K&t qua cudi cung ké trén din dén hai 101 binh chi quan trong nhu sau:

* Két qué nay l1a chd yéu vi né chimg té ring mot truomg doi xing try &
1 . S S s s < X

— s& c6 dive triét tiéu : thyc ra d6 1a trudng hop duy nhit cla mt trudng
,

xuyén tam d6i xing tru ¢d dive triét tidu.

* K&t qua nay c6 vé nhu trdi nguoc vai sy vé topo ciia truomg (h.45).

k] 2 e
* That vay, thong lugng ciia véc to = = 5
r r

roo.. s
—-, di qua mot mit hinh tru truc

(0z). chiéu cao h va ban kinh r, 1a khac khong va bang 2nh, trong khi
dive clia vecto nay lai triét tieu ! Diéu nay 1a do tinh ky di & r = 0, ma ddi
v&i n6 thi div(e—’] = div[—rz-) 12 vo han, va tich phan :
r r
4:}; G(Q).NgdS = J' J' J' divy (G(M))dt . ,
mit kinZ thé tich vV

ltc do6 sé& khac khong.

4.5.2. Trudng vec to déi xiing cau
Cho mot trudng vecto (trong toa do ciu) cé dang :
A(r,t) = A(r,1)e, .

Dé tinh dive clia truomg vecto d6i xing ciu nay, ta hay xét mot thé tich
nguyén td & giira hai mit ciu ban kinh r va r + dr (hinh 46). Thong lugng
ciia A di qua mit kin két hgp v&i thé tich nay thi bing :

2
dD = —(A(r,0)4n r®) + (A(r +dr,0)dn (r + dr)?) = 4n i’—g(r’—’)]dr .
Y

Theo dinh nghia clla toan tr dive, ta co:
dd = div(A(r,n)dt = div(A(r,0)4n r’dr .
diéu nay s& cho bing phép d6ng nhat:

2
iraﬂfﬂdr = div(A(r.0)dn r2dr
.

dd =4z
6[r2A(r,t)]

— 1
nghia 1a: div(A(r,1)) = —
g A==

H.45. Sy ve topo cua truomg L

trong toa do tru. Dive cua vecto nay
s . € TN
triét tiéu (dlv—’—: OJ mdc di thong
r

luong di ra qua mot hinh tru bdn
kinh r va chiéu cao h lai khdc khéong
va bing 2nth !

H.46. Thong lwong di ra d® cia A
qua mgt kin gici han thé tich ¢ gitta
hai mdt cdu ban kinh r va r + dr thi
béng

dd = 4n i(rzA)dr )
or



Trong toa do cau, ta duye:
" 2
* div(e,)=—;
r
* div(r) =div(ré, ) =3;
r

. div(%—) = div( 3 j =0 (trwtai r = 0 ma ¢ do dive la vo han).
r r

K&t qué cudi cang nay lai dan dén hai loi binh cha ral quan trong:

* N6 chimg (3 ring mot truomg doi xtng cdu & % ¢O dive trigt ticu; thuye
,

ra day 12 truong hop duy nhal cda mot trudng xuyén (am doi xding cdu ¢o
dive ri¢t Licu.

* K&l qua nay ¢6 thé duomg nhu mau thudn vai sy vé bdn do topo cia
truong (72.47). That vay, thong lugng di ra cda veclo —’2:—'{ qua mol

r b

mal cdu (dm O, ban kinh r, (hi khac khong va bing 47, (rong khi dive cia
veelo nay trigt ticu! Diéu nay 1a do tinh k¥ di & r = 0, ma doi vdi nd thi
div[%) = div[%j 1a vO han, va tlich phan:

r 14
SEJB G(Q).N ydS = ”f divy (G(M))dt
mat kin % thé tichV

luc d6 s¢ khac khong.

4.5.3. Tinh div(uA)
Tir biéu thic dive (rong toa do Descartes (xem §4.6.1), ta ¢6 thé thict lap
mot cong thire quan trong mdi (vi rat tigén Ioi).

div(zA) =udivA + gradu. A
Cong thic nay cho phép thay duge mot cach tinh khi di khae doi vai dive
ctia moL trudng doi xing cdu dang f(r,1)e, . Thal vay:

. y Ve
V[ f(r.0é, | = firaydivé, + gradl fir.yl.e, = 200 G0
r

cr
hay :
div[f(r.n)é, )= di\{rzf(r,r)—e—g—}
)2
) é e[ P é f’[rgf(r,t)]
= f“f(r.t)diVE%] + grad [r"f(‘r,[)]—’é =L
r r re cr

. a -k
Trong truong hop cua mot ruong Newton dang A = —

¢, . Lhi trong oa

do cau, ta duge:

diéu ndy phu hop véi kél qua trede day.
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3

H.A7. Su ve rwpo cia truomg —

,
trong toa dj cdu. Dive ciia vecto nay
A . @ NP,
triét gién | div—= =0 |, indc du thong

e
lwgng di ra qua mot mdr cdu bain

kinh r lai khdce khéng va bing 4.



.
4.5.4. Tinh div(A A B)
Dive cua mot tich vecto duge xac dinh bdi cong thire sau:

div(A A B) = —A.rol B+ B.rol A
Co (h¢ kiém nghigm cong thie nay biang céch dung cac ket qua ¢ cac muc
§4.6.1 va §5.5.1.

4.5.5. Truong truc xuyén tam

Mol vi du hdp dan khac Ta vi du vé veclo ¢y cua cac loa do tru. Cac

dudmng truomg clia ¢, 1a ciae vong tron true (02). Cac dng truong, do vay.

la cdc hinh xuyén (co tiét dign khong d6i) truc (Oz) (4.48). Chuin cla ¢,

la khong ddi va bang |, diéu nay ¢0 nghia la thong lugng cia veclo nay

duge bio toan, nhw vay dive ctia trudmg veclo nay biing khong,

Su chiing minh don gidan nay o (hé duge mé rong cho moi triomg veeto:
A(r) = f(rg .

Trong toa do tru, div[f(r)é'e ]= 0: truong cic vecto f(r)éy co6 thong

lugng bao toan.

Diic biét, ¢y 1a mot truong vecto c6 thong lugng bao toan.

L]

4.6. Biéu thuc giai tich

4.6.1. Toa do Descartes
Trong oa do Descartes, xudl phat ur dinh nghia, ta ¢é thé nhan dugc bidu
thic gidi tich cia dive. Lay mot thé tich dt = dydydz vir ta ndi ro cédch tinh
thong tugng cia dd cia rwong G di qua sdau mat cua hinh 1ap phuong
nguyen 10 nay. Nhu vay ta duge (11.49):

dOy = -G (x, v, 0dvdz + G (v + d y 2)dyds (mac ] va 2)
d®s = -G (k. v, 0)dddz + G (v, y +dy. Ddedz (mac 3 vad)
d®y = -G (x, v, )dvdy + G_(x,y, 2+ dz)dvdy (mit 5 va 6).

nghia la:

oG, 0Gy ¢ s .-
do = —+——+ dvdydz =divGdt =divG drdydz.
oy vz

mats ;oL

B

\ e

H.49. S thé hién sdau mat cho phép tinh toan thong lugng nguvén 1o,
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dng
truomg ¢

X

H.48. Ong truomg clia vector ¢
dirpe cdu thanh nr cde hinht xuvén

truc (0z). Biét ring =1, nén

)

didu nay co nghia la divé, =0.



Chii y : Vi hai thi du trén (xem §8.1) ta da thdy rdng swnghién ctiu mor
han do trieong 6 thé cho nhing diéu chi dan vé dive 1ai mor diém ciia
trieomg vecto. Can phai thdn trong va tranh mor sw gidi thich qud voi va.
Thanh thi, truomg trén hinh 50 khong co dive triét tiéu, mdc dit cac dwong
triomg, 1dt ca déu song song nhau: vay trueomg co dang f(x)é, va dive
ctta no tai moi diém co gia tri f'(x).

46.2. Toadd try
Trong toa do try, ta cang s¢ nhan duge bicu thire giai tich ctia dive di wr dinh
nghia biing cich tinh thong luyng d® cia truong G di gua sau mdt cua hinh
"1ap phuung” nguyén & ¢6 thé tich dt = rdrd0 dz . Nhu vay ta duge (.51):
d®, =-G,(r,0,2)(rd0d2) + G, (r +dr.8 . 2)((r +dr)d0dz) (mat 1 va2)
d®y = -Gy (1.0, 20drdz) + Gy (r.0 +d0, 2)(drdz) (mit 3 va4)
d®y =~G.(r0.20(rd0 d2) + G (r.0, 2+ dr)(rd0 dr) (mat S va 6)
hay:

~(rG 3 °G. . .
do = l( (, ')+l( Co + (ﬁ >~ (rdrd0 dz) = divGdt = divG(rdrdo dz)
rooo roo0 oz
. o(rG 2 CG .
vay: divG:l( (r r)+l(GO 48
roCcr r 0 0z

4.6.3. Toa d6 cau
Biéu thac dive trong toa do cdu lai tinh (¢ hon, nhung ta s¢ dua n6 ra ma
khong chimg minh. Ta ¢é:

or°G,) L o(sin0Gy) 1 26,

rsing a0

divG =

1
P2 rsin® o

P
'>(f’

r

Chii y: Néu ta lai xét, trong toa dj cdu, trieomg xuyén tdm A(r) =

thi thong lupng cia né di qua toan mdr cdu ban kinh r va tam ¢ goc 1oa
do sé co gid tri Ank: nhuw vay thong leong nay déc lap voi r, khong doi va
khac khong. Ta co thé ngac nhién khi thdy thong luomg nay di qua mdr kin
(mdt cdu ban kinh r) khdc khong, mdc du dive lai tri¢t tiéu. Nhung ta da
thdy ro diéu nay, va ding quén ring triuong khong duoc xdc dinh ¢ goc
toa dg vi lic nay né I mdr diém ky di ma 1ai d6 khong thé tinh todn dwpc
ca trieong lan dive ciia ndé. Nghich Iy hién nhién nhiw vay da duoc logi trie.

5 Toan tu rota

5.1. Dinh nghia - Giai thich

Cho mot trudng veclo G va mot mit nguyen 18 d ¢6 dien tich dS két
hop véi mot diém M trong khong gian: Gid st dC la luu thong nguyen o
cta truong doc theo dudmg chu vi nguyén 16 ty n6 ket hop véi dS (4.52).
Cac dinh hudng twong d6i cta dC va dS wan theo cie quy ude vE sy
dinh hudng cia muc §2.2.

Todn w& rota tai M cia truong é(M) s¢ dugce xdc dinh bdi he thie:

dC =rot(G).dS
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X
X
. e e
e B —— - - -
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- R e W— -
- ——

H.50. Truong nay khéng ¢o dive triét

tiéu.
4
mat 6
mit |
4+ dz e ! mat 4
Tt dr/
Z e .
nmat 2
mit 3 P mit 5
Olee— — —>
/5 1 y
8 T Y
X dO/

H.51. Thong luong A ciia G di qua

mat kin nguvén 16 nay béng :

2 A G
dd :(1——"('6")+—'ﬂ+&—~jrdrdo &
roor rd &

— [\
P ar

H.52. L thong nguvén t6 dC cia
G trén duomg cong A'¢ thi bing:
dC = roly G(M).dS
(dC = c_f&iu)).d/)')
de



Nhur vily, todn (¥ rota bién ddi mot g vele thanh mot truong vecto
khac. Co sy tuong quan gitra rota cia mot trudng veelo vai Teu thong cia
no doc theo mot duong cong kin: hinh chicu trén phap tuyén véi mot dign
tich nguyén (& cda rota ctia mot truomg veelo thi bing lwu thong, trén don
vi di¢n tich, cda trrong nay doc theo duong chu vi k@t hop (vdi don vi
dién tich d6)

Vay h¢ thie nay xdc dinh, xudt phat tr leu thong nguyén (o dC, thanh
phin roi(G) trén phuong ciia phap tuyén N (duye xdc dinh hudng theo
chiéu thuan doi vdi chidu clia luu thong) vdi phin tr dT (h.53).

Khi 1dy ba mdt true giao ma cac phap wyén tr nd cting tao thanh mot h¢
trge giao, thi ¢d thé wr do suy ra ba thanh phin cia rota nly. O day, lai
mot 1an nira, ta n6i vé mot dinh nghia nodi i

Thanh thir, 1o rang 1 mot trudmg veelo, ma rota khac khong tai mot diém, s¢
"thye hi¢gn mot phép quay” xung quanh diém d6, vi fuu thong cta no doc theo
wan dudmg chu vi k& hgp vén diém nay la khic khong. Cang nhu doi voi
dive. sy ve ban do lopo cia mot truomg veelo cho phép hidu duge ngudn goc
1én dat "rota”. Cac truomg (1) va (2) duge bidu dién tren hinh 54 la: truomg (1)
cO rota ngt ticu & M va truomg (2) ¢6 rota khae khong.

1) T 2) -~
N VAN
\‘I
‘—4—‘}&;!\-’_’_» ll$ ".l $TT

¥ ' X \\: -~
H.54. Trm‘mé hop 1t truomg vecto nay ¢o rota luén bang khong—
¢ Truwomg hop 2 @ Truong vectr nay dang guay xung quanh diem M (chi Y.
treomg nay o thé ¢6 rota trigt tiou khdp noi, tric & M),

5.2. Pinh ly STOKES - AMPERE

Cho mot dwomg cong kin ¢ ¢6 dinh hudng, gi¢i han mdt mit £ khong
khép kin vir ¢6 dinh hudgng. Do dinh nghia ¢da luu thong nguyén 16 dC ma
liu thong ctia mot treomg veeto doc theo mot duong cong kin bing thong
fuong cla rota cta no di qua moi mat 4 lén duong cong kin niy (ta gia
thiét G lien we khdp noi).

Dinh 1y STOKES-AMPERE dwge phit biéu nhu sau:

Luu thong cia mét truong vecto G doc theo mét duong cong kin thi
bing thong lugng cua rota cua né di qua moi mit ti 1én duong cong kin
nay (G gia thiét la lién tuc) (hinh 55):

<j> G(P)dP = ” rot(G(Q)).N yds .
dutng cong ¢’ mitz

Chii y : Theo dinh Iy STOKES, thi két qua la d6c 1ap voi viée lira chon miit
Ztilén duomg cong kin ‘€.

Ta hay Idy hai mit £; va £, i 1én cing mot dudng cong kin¢’ ; ta hay
k&L hgp hai mit dé dé tao thainh mot mit kin .
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. SNdS
rot G
rot G.N
dé

x
H.53. Thanh phdn roiM(G) di theo
N béng:

dC =rolG.NdS.

P

H.55. Dinh IY STOKES—AMPERE
qS'G( P).dP = H rol(G(()).N ,dS.
« x



Thong luyng clia rol(G) di qua Z s¢ dong nhat khong (hinh 56), vi cac thong
lugng clia roUG) di qua I, vd Z, dtu gidng hét nhau khi cac mit d6 la
khong kin (va duge dinh hudng ding d6i v&i @), va trai nguge nhau khi 2
va £, tao thanh miit kin £. Vay rota la mot vecto ¢o dive bing khong.

Thuc (& 1a & day ta ¢6 su tvong duong ma ta sé khong ching minh.

» R=rot(G) twong duong véi divR = 0 ¢ moi diém trong khong
gian.,

* Di¢u kién can va da dé mét truong c6 thong luong bio toan la: né
phai la truong cdc rota.

5.3. Trudng c6 luu thdng bao toan

Mot truong cé rota khip noi triét tiéu, sé nhin thay luvu thong cta no
doc theo moi duong cong kin déu dong nhat khong: truong vecto nay
duoc goi la truong co luu thong bdo toan.

Diéu nay cong ¢6 thé duge phat bidu 1a: luu thong clia truong veclo L
mot diém nay sang diém khac thi doc 1ap vai duong di. Diéu nay dé hiéu,
vi theo mot déng nhat thie da dua ra trude day, thi moi trudng veeto ¢
rota tri¢t ticu déu dugce viet dudi dang mot gradien. Viy:

B B B
C:J-(:(M).M: gradg.dM = |dg = g(B) - g(A).
A A A

Moi truong vecto ¢6 rota triét tiéu déu ¢6 lvu thong duoc bao toan:
Iru thong ctia né doc theo moi duong cong kin déu bing khong va luu
thang cta no gida hai diém thi déc lap véi dwong di.

biéu kien cdn va dd dé mot truomg vecto ¢6 luu thong bio toan 1a n phai
duge dat dudi dang mot gradién: ldc dé ta ndi vé tredng gradién.

Ta nhic lai ddng nhél thire da duoe néu ra trude day.

G la mot gradién : 6=gradg tuong duong voi rotG=0 tai moi
diém trong khong gian.

biéu kién can va di dé mot truomg vecto ¢6 luru thong bao toan la né
phai duoc dit duei dang mot gradién.

5.4. Toan tu rota trong vat ly

5.4.1. Cac ngudn cula trudng tir tinh
Trong tr tinh hoc, cac ngudn cla trudmg 1a cie dong dién; phuong trinh vi
phan gin r trudng véi cac dong dien (c6 mat do dong thd tich /) Ia (h.57)

(xem H—Prépa, Dién tie hoc, PC—PSI, nam thit hai) ‘:&M B(M) = poj(M) .
Cac h¢ quéa cla phuong trinh nay la:

* trong mot mién khong c6 dong dien, thi vecto B ¢6 luu thong duyce bao
toan ;
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¢
H.56. Cho du cdc mat E] va ):2

gidi han mot thé tich 'V nhuw thé nao,

thi ta van co:

0= j jroiag, a5+ j 01 Gy, . dS2
S, S,

= I J Jdiv(mié)dx,
1%

vay div(rotG) =0,

Q
<y

X

H.57. Cho mdt dong dién 1 chay
trong mor day dan trung voi (Oz)

* 1ot By =+x, Vi j =400

* toly By =0, vi j=0.



e veely B tuan theo dinh Iy AMPERE. Luu thong clia B trén mot duomg
cong kin biing 18ng cac dong dign. di qua moi mat (theo chi¢u thuan) t
Ien ducmyg cong hru thong. nhan viéi p (hinh 58).

5.4.2. Vecto xody cua mét chat luu
Vecto xody ciia mot chat fuu duge xac dinh bai he thae (hinh 59):

Q(M) = %mi(z"(M ).

5.5. Cac vi du tinh toan

5.5.1. Toa do Descartes
Ta hay xét trudmg veewy duge bicu didn wén f1inh 60 dudi dang:

HMy=0.00)e, .

YA i —(02)

B 6 s el

i ®, 1, . -

———— e

A ‘B et dign
- — — /s
4. e s S
-+ L — —
e .

7S S S O
X,  Xt+h x x +H

H.60. Truong vecto dudi dang v,(32)é, nay ¢d dive 1ri¢t tiéu, nhimg ¢ rota khde

khong. L thong cia no doc theo diwong cong kin ABCDA thi khde khdng.

e Truomg nay ¢o dive trict ticu (xem §4.3.4).
¢ Nguoe lai, truong nay khong ¢6 rota tri¢t ti¢u. Ta hay x¢t huu thong dC
clia ¢ (rén duong cong kin ABCDA; bidu thire ctia no hing:

d ' .
dC =m0 (V)= 0p(y+dy)) = ~/1—[—li(—'\)-]d.\'.

dv
biéu thire nay s& khac khong k& wr khi # phy thude ro ring vao v. Bicl
X . . . ‘2 N . Uy - ~
ring dC =roti.dS = rot&.hdyé., didu nay cho rotd = ——=¢. (duy nhat

v

chi thanh phan nay la khic khong, xem § 5.6).

5.5.2. Toado tru
5.5.2.1. Truong dang f(r)é,

Cho mot truong vecto dang f(r)é, .
,
= e s _ o o detn)
Dt g(r) sao cho g(r)= | f(r)dr+ g{a) nghiala f(r) :T )
-

«

biéu nay co nghia f(r)é, la mot gradién: f(r)é, = gmd(g(r)) . Rota cia

mot gradién bing khong, nén rota ctia f(r)é, bang khong.
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H.58. Cho B la ur [ruomg 1ong cong
tao ra boi 1ap hop cde dong dign 1,
di qua mot mdr 1 1én '€, va cde dong
dien I', khong di qua mdt nay.

Binh [N AMPERE cho ta:

(ﬁk dM = Lo

=pptli+h-h=1p

ol m”m[mlm

i

H.59. Truong cdc van 16c & trong va

ngoai mor ving xeay déu ban kink a.



Trong toa do tru, ta c6:
;(_)E[f(")é,];: 0 vado vay Fﬁé’r =0.

Sur chimg minh khong ¢ tinh téng quat, nhung két qua bao gior ciing ding.

5.5.2.2. Truong 6 dang f(r)é,

Thanh phan duy nhit khiac khong cila rota cia mét trudng vecto dang
f(r)éy thi hudng theo truc (Oz). Mudn tinh trrdng nay, ta hay nghién ctu
thong lugng d® cda né di qua mot hinh vanh khin ndm & gira hai vong
tron ban kinh 7 va r + dr (hinh 61) :

dd =rot[ f(r)éy |.2nrdré, = f(r +dr)2m(r +dr) = f(r)2nr

o A {
dr

1d(rf(r)

r dr

}2nrdr.

Trong toa dé tru, ta duoc:

roi[£(n ] =+ XL

do do:

i

]

* rot(@)=-"<;
r
* rot(réy) = 2¢, (c6 nghia day la moét vecto déu. Thanh thir moi
vecty déu Q déu c6 thé duyc dit duvi dang Q = Q¢,, va ta sé ¢6
rot(Q A7) =2Q voi Q la déu);
%

. 17(;{(—) =0 {trir 7 = 0, thi rota bing vo cuc).
r

K&t qua cudi cing nay dan d€n hai 1&i binh quan trong.

¢ N6 chimg t0 réng mot trudong B bt bien ddi voi phép quay xung
r

quanh truc (0g), s& c6 rota tri¢t tiéu: thuc ra, dé 12 truomg hop duy nhat
cla truong tryc xuyén tam co6 rota bang khong.

* K&t qua nay ¢6 thé ¢6 vé ky di. That vay, luu thong cia fe—trén mot
r

vong tron ban kinh 7 (truc (Oz)) thi bing 2m, vay la khéng d8i va khac
khong, trong khi rota ctia n6 triét tieu. Piéu nay la do tinh ky di ¢ r=0

(Viy la trén tryuc (Oz) ') ma tai do Tm(ﬁj la vo han, va tich phan:

r

(ﬁ G(P)dP = ” rol(G(Q)).NodS
dutmg cong ¢ mit §
ldc d6 khac khong khi tryc (Oz) "di qua” duong cong €.
5.5.3. Tinh rot(uA)

Tur biéu thitc cia rota trong toa do Descartes (xem §5.6), ta cé thé thiét lap
mdt cong thire quan trong mdi (vi rat tién lgi)
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H.61a. Sy nghién ciu mot truomg
trye xuyén tam dang f(r)é .

dS = 2nrdr

H.61b. Thong luomg cia totG di
qua dién tich dS = NdS gidi han boi
hai vong tron € va ‘¢, thi bing
tong cac lheu thong cua G trén hai
duong cong kin :

rot[f(r)é 12nrdr N
= ia‘] dM} +¢52 d/T/Iz

= —l-—d-(:f)Zn rdr.
rdr



E)I(u?i) =uF(;£Z+ gradu/\;i

Cong thirc nay cho phép co duge mot cich tinh kha di khac vé rota ctia
mol rudng trye xuyén tam trong oa do tru: f(r,1)é, That vay:

1'01.lf(r,f)(?(, 1= f(r,f)r(’)'{e;) + é]‘ﬂdlf( ryAéy = { AU —iin—}é:
r cr
hay :
rol.[f(r,r)( i= 101[rj(r r) ]— rf(r, r)ml( j“rad[rl]“(r,r)]/\eL
r r

:l—p-[—r‘]:(—r’f)—]é:. diéu nay phu hop vdi cac két qua trudge
¥ or

day.

5.6. Biéu thurc giai thich

Ta co duge bié’q‘lhfrc gidi tich trong oa do Descarles bing cach chi ro cic
luu thong clia G wén cac dudmg chu vi két hop véi cac mit cta hinh 1ap
phuong ¢o dign tich dydy, dydz va dydz (hinh 62):

°G. cG,
Cy cz
o e
- oG, oG,
ot G = L=
S p
oz Cx
N ~
( G_‘. oG,
cx Cy

That vay. ta haiy ap dung dinh nghia cta rota dé tinh thanh phén ctia no
trén truc (Oz) bing cdch khao sdt lvu thong nguyén (6 dC cta vecto G
(rén duong chu vi ABCDA :
dC =G (x +dv v dy = G (voy +dve2)dy = G (6, v, 2)dy + G (x, v, 2)dy
= G\. (v +dy, v, 2)dy - Gy(xoy, dy+ G (o y de = G (voy + dv, Ddy
((Cl o) oG (vnz)

cx cy

dxydy

= rol - (G)dx dye.,

diéu nay cho ta ding (trong toa do Descartes):

e 0G0V Z) AG Xyt
1‘()[7(;: Al ~ _ X 5 ¥ ) )
&y Cy

Cang nhu doi vadi dive, bicu thite cta rota trong t9a do tru va ¢du phic (ap
hon. B¢ thong bao. ta dua ra hai bidu thice ddy di sau:

l 0 G: (A‘G()
r 0 Oz
G, G

Trong toa do try: rhf((f) =] — -
2 or

1 [ c0Gy)  OG, j
cr 0

'. .
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o+ dx

H.62. Si liva chon dien tich dé ¢o thé

tinh toan thanh phin cia  rotG

hiedmg theo truc (0z).



Ta hay ap dung dinh nghia cta rota dé tinh thanh phin ctia n6 trén tryc
(0z) bing cach khao sat lwu thong nguyén 16 dC cia veclo G urén duong
chu vi ABCDA (hinh 63):

dC =G, (r0.20dr +Gy (r +dr8.z2)(r +dr)d6 — G, (r.0 +d0.2)dr
-Gy (r.0,0)rdo

=G (r.0.2dr =G, (r.0 +d0 ,2)dr + Gy (r +dr.0,2)(r + dr)d0
-Gy (r.0.z)rd0

L 600 gy Gy B2,
0 cr
_1(0'["6() (r0.2) ('\G"(,"O':)jrdrdﬁ
r cr Y

:r<>i;(G).1‘dr'd6(§:.

di¢u nay cho ta ding rol(G) =

cr a0

1 [F‘(sinOG(P) GG()]

l(ﬂ[rG(;(r.O.:)l FG,(r.O.:)]
-

rsinQ 0 P

1 1 &G, cuGy)
rlsin@ &g cr

1[8«6())_(_@]
cr 0

* Trong toa do cau: ro(G) =

Iz

6 Toan tu LAPLACE

6.1. Laplaxién voé huong
6.1.1. Pinh nghia

Laplaxién v hudng duge ap dung cho mot truang vo hudng g: nd duge
ky hi¢u theo quy wie bing A va thyce chit duge xac dinh béi he thic:
Ag =div(grad g)

Vay n6 bien d6i mot vo hugng thanh mot vo hudng.

6.1.2. Laplaxién trong vat ly: phuong trinh LAPLACE

Phuong trinh LAPLACE 1a Ag =0: phuong trinh nay ¢6 mit trong nhicu
linh vuc vat ly:

* tinh di¢n : dién thé V nghiem ding phuong trinh AV =0 (rong mot
mién khong ¢é dien tich;

* khuéch tan nhi¢t: nhi¢t do T nghiem ding phuong rinh AT =0 khi ¢6
st truyén nhi¢t biang khuéch tan, doc 1ap vdi thoi gian;

* co hoe chat 1éng: Ap =0, trong d6 ¢ bidu dién thé ma tir d6 phat sinh
truomg van toc (J = grade) trong mot dong chiy khong xody.
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H.63. Sir lita chon dién tich nguvén 16
dé co thé tinh thanh phin cia tolG

hiong theo (O2) trong toa do ne.



6.1.3. Cac vi du tinh toan

6.1.3.1. Toa dd tru

Cho mot truomg vO hudng f{r) trong toa do tru (hinh 64).
Ta hay tinh Af(r) :

dudng cong
f=cte

i va divig(ré,) =+ U8
rdr

. d
arad(fr =L
dr

df H.64. Trong toa do tru :
Trong toa do tru, tacé Af(r)= -——( ) déc biét voi A(In(r))=0. df
rdr Af(r)= ——[ d—]
;

rdr

6.1.3.2. Toa dd cau
Cho mot trudng vo hudng trong toa do cdu f(r) (h.65); ta hay tinh Af(r):

é'r'ad(f(r)) = df é,
dr
e 1 d((r)
va div(g(re,) = —5————.
e dr

Trong toa do cau, ta co:

1 4d
sror- 14
Fo==4 7

zg]_ldz(rf)
dr) r dr?

véi dic bigt 1a A(l) =0.
r

6.1.4. Cac biéu thuc
* Toa do6 Descartes

Biéu thire gidi tich cda laplaxién trong toa do Descartes ¢6 dang:

* Toa do tru

mil cdu

chd y ring : Ag(r):a—+———:_._ f=cte
0

* Toa do cau

?g 28 12 3 0?
ng=08 208, L[Sin9£j+ | 2%
C

ar? ror rzsinO 0 0 ) r%sin?0 op2 ’
2 - 2 _
cha y rang : Ag(r) = B+3$—Li 29& :lﬁ (rg)‘ 1 d df
o2 ror 2 0or or) r o2 Af(r)=—7—[ 2 ]
r=dr dr




6.2. Laplaxién vecto

6.2.1. Binh nghia

Laplaxién veclo, theo quy udce, duge ky higu A, bién ddi mot vecto thanh
mol veeto. Biéu thire clia né, trong toa do Descartes, ¢6 dang:

AG=AG, &, +AG,é, +AG,E,

Trong loai toa do nay (va duy nhal chi trong toa d0 nay), chi can 4p dung
laplaxién vo hudng cho timg thanh phan clia trudmg vecto xudt phat {a da.
Trai v&i cde toan tr khac ¢6 eén goi hinh twgng hon (nhu "dive™, "rota"),
toan wr faplaxicén, do ten nha toan hoc LAPLACE, lai khong ¢6 mot y nghia
vat ly trwe (Ep. Pdng nhat thie, lién k&t nd vdi céde toan wr khde da duge
xdc dinh tredge day, cho phép wr dé rdt ra mot dinh nghia thye chat:

rot(rof A) = grad(divA) - AA

6.2.2. Laplaxién vecto trong vat ly

6.2.2.1. Su lan truyén séng

Cac phuong trinh vé sy lan truyén cla cdc dai lugng vecto thuong tudn
theo phuong trinh d" ALEMBERT. Thanh thir phuong trinh lan truyén di¢n
truomg trong chan khong, chan khong cdc dién tich va dong di¢n, ¢6 dang:
| &°E

2

=
ce ot

¢

AE =

6.2.2.2, Tuong duong cua phuong trinh LAPLACE trong tu tinh

Trong tr tinh, tr truong B la mot vecto ¢ thong lugng bdo toan; nhu
vay, no ¢6 thé duge viét dudi dang B= r(i()i), trong dé A duge gol la
the veeto. Veelo nay, trong mot mién khong ¢ dong dien, nghi¢m ding
phuong trinh:

AA=0.

6.2.3. Cac biéu thuc

Pay 1a cac bidu thie cta cic laplaxién veeto (ma ta s¢ khong bao gitr st
dung!) trong toa do tru:

o1 e I 0°A, 0%A, 1 A
Ll R N AL

orlror rroet ot ot a0

2 2
N ARG 1 & o 2 CA,
AA=l—|-—(A)) |+ — Af}+—A:)+——~'—
orlror P o2 200

2 N
18 CA, 1 CTA.  O7A.
ror\ ar ) et ol
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PIEU CAN GHI NHO

=B TOA BO KHONG GIAN
* Trong toa do tru : dM = dre, +rdb ¢ +dze..

* Trong toa dé chu : dM =dré, +rd0 & + rsin® do €p -

m DUONG CHU VI VA BE MAT
* Luu thong C cia mot truong vecto G trén mot duong cong € ¢6 dinh huong (kin hay
khong) dugce xic dinh béi :

B

C= J- GM).dM hay C= Eﬁ GM).dM .
A duing chu vi ¢
duvmg cong @

Luu thong ctia mot vecto doc theo mot duing chu vi duye gin vai todn ti rota.

* Thong lugyng @ cia mit trng vecto G di qua mot mit Z, ma méit nay phai dugc dinh
huong, duyce xdc dinh béi:

qn:”E(M;.dE vi ﬁc’(m.ds‘.
p)) 2 (kim)

Thong lwgng ciia mot vecto di qua mot mét kin £ duoce gin vdéi todn tir dive

® TOAN TU GRAPIEN
* Todn tir gradién (vi phan ¢ M) duwgce xdc dinh bdi :
dg = g(M +dM)— g(M) = grad ,, (g).dM .
Thuong ta viét: dg = grm(g).d_ﬂ;l. .
* Vecto ﬁg tryc giao voi cic mit g = cte; né duge dinh hwong vé cac ''g'" tang (no chiro

dai lvgng g(M) bién doi theo phuong nao va theo chidu nao) 5 né cing chi ré do lon ctia do

bi€n thién khong gian cda dai lugng "'g'".

*Néu G la mot gradién G= grad g , thi hic do rotG =10 tai moi di¢m trong khong gian.

= TINH GRADIEN

1 PM — 1
*grady, | — |=- 3 =-grad,| —|.
PM PM- PM

df(r)
dr "

* Trong toa do tru, ta ¢c6 gradf(r)=

=df(r)E

Trong toa do cau, ta co gradf(r) -

* Do bién thi¢n toan phin ciia gla dg = grad g.dM + %gdt.
t
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D6 bién thién toan phan cia g duge viét :

Dg =gradg.dM +—a§dt véi dM (dx,dy,dz) = 5(M, )de .

® TOAN TU BIVE
* Toan tir dive tai M cuia truong G hic d6 duge xdc dinh béi hé thuc :
d® = divGdr .

* Thong lugng di ra cia mot truing vecty G (khong bicu hién tinh gian doan trén mot mat
kin hay khong, & bén trong thé tich V) qua mot miat kin £ thi bing tich phan dive ctia né
theo thé tich V gi¢i han béi miit nay :

ﬁ G(Q).NgdS = ”.J. divy, (G(M)dty,.

mit kinZ thé tichV

* Truong co théng luong bao toan

div(E) =0 twong duong vgi B= E(Z).

il

- 1 .. . R oL (e€
* Trong toa do tru, ta c6 div(e,)=—, div(r)=div(ré,)=2 va dlv("j
r r

div[%): 0 (tror
r

. . 2 . .- . L[ F .
* Trong toa dé cau, ta ¢6 div(e,)=—, div(r) =div(ré,) =3 va dlv[ r j = dlv(%] =0 (trwr
- r r r

tai r = ) thi dive 1a vo han).

)
|

tai r = 0 thi dive la vo han).
. div(u;{) =udivA + gradu.z .

. div(Z/\E)=—X.r—J{E+B.r0tA.

* Trong toa do tru, div(f(r)é )=0 : truong vecto f(r)éyg co thong lugng bdo toan. Déc

biét, ¢y la mot truomg vecto ¢é thong lwgng bao toan.

N TOAN TU ROTA
 dC =rot(G).dS.

* Dinh ly STOKES-AMPERE
Luu thong ciia mot truong vecto G doc theo mot duong cong kin thi biing théong luong rota
cuia né di qua moi miit ti 1én duong cong nay (6 gia thiét 1a lién tuc) :
4) G(P).dP = H rot (G(Q)).Ny dS .
duong cong ¢ mat £
e R=rotG twong duong voi divR =0 tai moi diém trong khong gian.
* Di¢u kién can va di dé mot treong co6 thong lugng bao toian 1a né phai la truong cic rota.

* Moi trudng vecto ¢6 rota triét tiéu déu ¢6 luu théng bio toan: Iwu thong ciia né doc theo
moi duong cong kin déu bing khong va luu théng ciia né giika hai diém thi doc lap vai
duong di.
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« G la mot gradién : G= grad g tuong duong voi rotG =0 tai moi diém trong khong gian.
Di¢u kién can va du dé mét truomg vecto c6 luu thong bao toan la né phai dugce dit duvi
dang mét gradién.

* Trong toa dé tru, ta cé :

rot[f(r)é,1=0, va do dé roté, =0.

* Trong toa do try, ta duyc :

1d(f(r)
.

EE[f(r)é.{)]: dr 79

—- e‘.' —_ — A
do dé rot(¢y)=—, rot(reg) = Zez (co6 nghia, day 1a mot vecto déu).
r

Thanh thir moi vecto déu Q c6 thé dugc viét duoi dang Q=0 é.,vataco:

Et-(a/\F)=2§

voi Q la déu va E["ﬂ ):6 (trir ¢ r = 0, thi rota la vo han).
r

o Ef(u;i):u;;tz+gradu/\z.

m TOAN TU LAPLAXIEN
* Ag =div(grad g).

* Trong toa do tru, ta €6 :

_1df 4
Af(r)_rdr(rdrj

dic biét voi A(In(r))=0.

* Trong toa do cau, ta co :

1 d( 2df)_1d%(rf)
A = —_— =
0 err(r dr] rodr?

dic biét voi A (lj =0.
r

* Laplaxién vecto

AG = AGyé, +AG @, +AGé,

* rot(rot A) = grad(divA) — A4 .
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