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Cubn gido trinh Stc bén vat liéu (S.B.V.L) xuét ban tai NXB Gido duc tit nam
1984 dén 2006 dugce tdi ban chin lan. Diéu dé ching té noi dung cha sich da dap
'L’mg duoc chuong trinh giang day cia cic trudng Pai hoc k§ thuat va da cé tic
dung gidp 43 sinh vién trong viéc hoc tap va nghién ctu mén hoc.

Do chuong trinh, n¢i dung va phuong phip gidng day dang din dugc chudn
hod nén lan xudt ban nay ching t6i da bién soan lai nhu sau -

Ba tap Sitc bén vat lidu trudc day nay don thanh hai tip gém 25 chuong :

Tap mot gom 13 chuong (Ti chuong 1 dén chuong 13) . Md dau, Trang thai
ing sudt ; Trang thdi bién dang ; Quan hé giita (ng suit va bién dang ; Dic trung
hinh hoc cia mot hinh phéng ; Thanh, néi luc trong thanh ; Bai todn udn cong
kéo ; Bai todn udn ngang phing; Dudng dan hdi ; Bai todn xodn thuin tuy ; Tmh
cdc moi noi ghép ; Bai toan chiu luc phic tap ; Dam trén nén dan héi.

Tdp hai gom 12 chiwong (Tir chiwong 14 dén chiong 25) : Day mém ; Tinh
chuyén vi theo phwong phdp nang lugng ; Giai bai todn siéu finh bang phuong
phap tinh luc ; Ma trin chuyén ; Phuong phip phﬁn tlt hiru han ; Téi trong d(mg ;
Tinh d¢ bén khi dng sust bién d6i ¢6 chu ki : On dinh ; Thanh thanh mong Ong
day ; Vo ; Ung sudt tiép xiic.

Chic chan trong qui trinh viét khéng trdnh khéi nhiing thi€u sét, mong déc
gia lugng thit va rdt mong sy gop ¥ ciia doc gid dé 14n tdi ban t6i sdch cé thé phuc
vu doc gia t6t hon. Cac gép ¥ xin giri vé Céng ty C6 phan Sich Pai hoc — Day
nghé, 25 Han Thuyén, Ha Noi.

Cac tac gia
LE QUANG MINH
NGUYEN VAN VUQONG



Phadan I
CAC PHUONG TRINH TONG QUAT
‘CUA CO HOC VAT RAN BIEN DANG

Chufong 1
MO DAU

§1~1. NHIEM VU CUA MON HOC

Nhiém vu clia mén hoc 14 cung c4p cho sinh vién nhiing ki€n thitc co ban vé phuong
phép tinh todn d¢ bén, do cimg va 6n dinh cha thanh duéi tic dung clia ngoai lyc. Mén hoc
ciing dé cap dén mot sd ki€n thic d€ tinh todn cho hé thanh, cho cédc tdm, cdc vé, thanh
thanh méng..., d& cip dén cic bai todn vé g sufit ti€p xdic vé céc loai ng v.v... nghia la
bao gdbm moét s6 ki€n thic co ban ciia cdc mén "Sitc bén vat ligu", "Co hoc két cau” vi
"Li thuyét dan héi dng dung” nhur quan niém sin cé tir truée dén nay. :

Nhu ching ta da biét, ngdy nay védi su phét trién nhanh chéng ctia cdc mon Sitc bén vat
liéu, Li thuyét dan héi va Co hoc két cdu, ranh gidi gilfa ching di ddn dan bi xéa bo {15].
Do yéu cdu cén phai cung cdp mot s6 lugng kién thic t6i thiu cdn thiét vé tinh todn do
bén, 4o cting va su én dinh clia nhimg chi ti€t ¢ nhiing loai hinh khic nhau cho sinh vién
co khi, budc chiing ta phéi dé c4p dén mot s6 ki€n thic co ban clia cdc mén hoc trén, hay
néi mot cach khic, ching ta da xéa bd ranh gidt giita chiing.

Mon hoc cdn ¢6 nhiém vu cung c4p cho sinh vién nganh co khf nhitng kién thic co ban
clia mén "Co hoc vat ran bién dang” vi véi cdc ki€n thitc d6 ngudi ki su ché tao mdy dé
dang di sau vao Ii thuyét déo, 1i thuyé't tir bi€n, dé dang nghién cdu li thuyét gia céng ap
luc, nghién cttu thuy khi dong luc v.v..

Khi néi dam bo yéu cdu vé dé bén c6 nghi 12 phai thiét k& céc chi tiét may, hay két
cdu cong trinh c6 kich thuéc vira dii 8 c6 thé chiu tic dung cia ngoai Juc ma khéng bi
pha hong.

Dém bao yéu cdu vé do cimg c¢6 nghia 12 kich thudc cha chi ti€t hay két ciu da 16n dé
dudi tdc dung clia ngoai luc chi ti€t hay két ciu c6 bién dang hay chuyén vi nhd theo mot
giéi han nhdt dinh dé dam bao cho chi ti€t hay cong trinh 1am viéc binh thudng dudi tic
dung cia ngoai luc.

Yéu cdu dém bao diéu kién én dinh 12 cdc bo phan céng trinh hay chi ti€t may phai

6 kich thuéc sao cho dudi tic dung ciia ngoai luc ching khong mat hinh dang can béang
. ban ddu. |



D6i twong clta mén hoc 13 vt rén bién dang, song dé don gian viéc tinh todn ching ta
thudng dua ra cdc gid thuyét va cdc mo hinh cua vat lidgn. Gia thuyét chung nhit 1a giq
thuyét vé tinh lién tuc va déng nhdt cita vit liéu.

Tinh lién tuc c6 nghia la ta xem ring & moi noi trong vat thé€ déu c6 vat liéu. Ro rang
diéu d6 1a mau thuln véi thuc t€ vi vat liéu thuc luon luén cé cdu tric nhét dinh. Giita cic
tinh thé 14 mot Khodng khong gian "réng 16n". Ciing di c6 nhidu cong trinh chd ¥ dén
khoang khong gian nay, thira nhan gia thuy&t vé cfu tnic cic hat rdi nhau, giita ching cé
lyc hiit va lyc ddy trong nhiét d6 théng thudmg. Li thuyét ndy goi 1a /i thuyét dan hoi roi
rac. Song 1i thuyét dé da gap rat nhiéu khé khin vé phuong dién todn hoc vi ngay nhing 1
thuyét d6 di cho thiy gia thuyét vé vat liéu lién tuc 13 cé thé chip nhan duge.

Tinh d6ng nhét c6 nghia 14 t4t cd moi noi trong vat thé vat liéu c6 tinh chét 1i hda
nhu nhau,

Ta ciing thira nh4n ring khi khong c6 ngoai luc tdc dung 1én vat thé thi trong long vat
thé khéng c6 tmg sudt. Gii thuyét nay dugc goi 13 gid thuyét vé trang théi khéng c6 g
suit ban ddu. Ung suft ma ta s& xdc dinh 1a phin (ng suit tang lén tai diém dang xét do
ngoai luc sinh ra chit khong k€ dén (g suét c6 sin ban déu tai diém doé.

§1-2. NHUNG NGANH KHAC NHAU CUA CO HOC VAT RAN BIEN DANG

Nganh phét trién d4u tién clia Co hoc vat rin bién dang 13 nganh Li thuyét dan héi. D6i
tugng nghién ciu cda i thuyé&t dan héi 1a vat thé dan héi If tedng ; mé hinh nay do Hiic
(Hooke) dé ra nén dugc goi 12 mé hinh vat rdn cia Hic. Tinh dan héi If tudng 12 kha nang
clia v4t thé 14y lai toan ven hinh dang ban ddu khi nguyén nhan gy ra bién dang 44 bi loai
bé. Cong cha ngoai luc duge tich lily dudi dang th€ niang dan héi trong vat thé. Hinh dang
ctia vat thé chi phu thu6c vao tai trong dang tic dong, khong phu thudc vao qud trinh dat tai
trong qua k.

Li thuyét dan héi dugc xem 12 mot bo mon cha vat Ii todn. Nhiém vu clia mon hoc 13
tim céch xdc dinh tng suat va bién dang trong vat thé dan héi dudi tdc dung cha ngoai luc &
trang thdi cin bing tinh ciing nhu & trang thdi can bing dong nhu dao dong. Phuong phdp
giai cha moén hoc 1a di tir diéu kién chuyén vi hay ngoai luc & bé mat d€ suy ra trang thdi
ing sudt & moi noi trong vat thé. V6i phuong phap dé 1i thuy€t dan héi c6 thé dé cap dén
céc bai todn véi vat thé c6 hinh dang da dang. Két qua ciia Ii thuyét dan héi di duge sir
dung trong nhiéu linh vuc : trong xay dlrng, trong nganh ché€ tao may, trong dia chin hoc va
trong vat If.

Nhiing bai todn ciia thity dong hoc, khi dong hoc ciing ddn dén nhimg phuong trinh gén
giéng hodc giéng hin cdc phuong trinh cla i thuyét dan héi va If thuyét déo.

G day ta phan biét hai nganh cua I{ thuyét dan héi : If thuyét dan héi todn hoc va li
thuy€t dan hoéi ing dung. :

Li thuyét dan héi todn hoc ¢6 ging tim thdy cdc nghiém hoin toan bing phuong phép
todn hoc. Trén thuc t€ v6i phuong phdp nay mot s6 bai todn khong gii ndi vi rat nhiéu khé
khidn v& mat todn hoc thuén tiy. Dé ddp dng v6i nhu cdu thuc t€, khi gidi céc bai toan phic
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tap, ngudi ta thudng dua vao mot s gia thuyét, vi du trong bai todn tdm va vé phai dua vao
gia thuyét vé doan thing vuong géc véi mat trung binh céia t4m sau khi bién dang vin
vubng géc véi mat d6 ching han. Tir d6 phat sinh mét nganh dugce goi 1 i thuyét dan héi
tng dung. : '

Stic bén vat lieu ¢6 thé xem 1a If thuyet dan héi tng dung ; & day vat thé dugc xét chi
y€u c6 dang thanh. V6i hinh déng dic biét d6 sitc bén vat liéu di dua vao gia thuyét vé tiét
dién phéng dé giAi quyét céc bai toan. Can cit vio nhitng nhan xét truc quan trong qu4 trinh
1am thi nghi&m véi cdc thanh chiu uén chiu kéo hoiic xoén ; siic bén vt liéu con dua ra mot
gia thuyét thif hai 12 gia thuyét vé cdc thé doc khong ép lén nhau va tich xa nhau trong qua
trinh thanh bi€n dang. Véi céc gia thuyét dé Stc bén vat liéu d& dang tim thiy nghiém cta
bai todn ma khong cdn g} dén nhitmg phuong trinh co ban clia dan héi. Nhung dé ciing 14
mit y&u cha Stc bén vat licu vi cach suy lugn dé khong du siic dé giai cdc bai todn fim ing
sudt va bi€n dang clia cdc vat thé c6 dang tam, v hay khéi...

Mot nganh hoc gén véi i thuyét dan héi va siic bén vat lidu 13 nganh co hoc két ciu
hay 1a li thuy€t cong trinh hi€u theo nghia rong 1a bao gém nhiéu mén hoc : li thuyét dan
héi, 1i thuyét déo, 1i thuyét tir bién, sitc bén vat lidu... Co hoc két cdu theo nghia hep 13 mon
hoc nham tinh ing sudt va bién dang trong hé thanh duéi tic dung cia tai trong finh ciing
nhu dong. -

Quyén "Stic bén vit liéu" ndy viét theo quan diém ¢ nghia réng. Chiing t6i da x6a bo
ranh gidi giifa 1i thuy&t dan héi, sitc bén vat liéu vA co hoc ket cdu. Su x6a bb ranh gidi d6
khong dimg trén ¥ nghia don thufn vé cic hinh dang vat thé dugc xét ma cé mot sur thay
ddi sau sic vé phuong phap giai quyét bai todn : Khai thac triét dé cic phuong trinh co ban
cda If thuyet dan hdi va sir dung it nhat cdc gia thuyét. Bd di gia thuyét vé céc thé doc ma
cdc téc gia cho rang khong hop 1i. Tuy nhién sich giif lai nguyén ven céch giai cia stic bén-
vt liéu trong mot s6 bai todn nhu uén ngang phéng, ubn thanh cong... Y nghia cia viéc
lam dé la mong mudn trong mét s6 gid han ché cia nha trudng, mén hoc c6 thé cung cép
cho sinh vién nganh co'khi kha nang tr doc sau vé 1i thuyét dan héi, 1i thuyét déo vi gidi
quyét dugc nhiing bai todn da dang clia nganh co khi.

Sur phit trién cia I thuyét dan héi da din dén I thuyét dan héi phi tuyén.

Trong 1i thuyét dan héi tuy€n tinh hay con goi 12 1i thuyét dan héi cé dién, quan he giita
céc thanh phén bién dang va img suét bién dang 1a quan he bac nh&t. Quan hé d6 duge bidu
dién bang dinh luat Hic éng quit. Diéu d6 chi diing trong mét chimg muc nao dé khi dng

- sudt chua vugt qud mét gisi han nhét dinh. Thi nghiém da ching t6 ring khi ing sudt vuet

qué gidi han dan hdi thi quan hé giita ung sudt va bién dang khong con 1a bac nhit nita.
Quan h¢ d6 1a mét dudng cong. Trong thyc t& c6 nhiéu loai vat lieu khéng tuan theo dinh
luat Hiic. Khi d6 tuong quan giira vimg sut va bién dang dugc bidu dién dudi dang mot ham

-~ s& nao dé ;

o =1(g)

Li thuy€t dan héi viét trén twong quan dé duge goi 12 If thuyét dan héi phi tuyén vat 1.
O day qu4 trinh dat tai va cat tai Ia thuén nghich nghia 1a khi dat tai tvong quan gita
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va £ 12 dudng cong OAB (h.1-1) thi khi cét tdi twong quan dé 5
cling giam theo BAO. Bién dang s€ mdt di khi t4i dd gidm
hoan toan.

V6i li thuyét dan héi du ring tuong quan giita ing suat va A
bién dang la twong quan tuyén tinh, nhung néu bién dang : /
khong thé xem la bé duge, cdc phuong trinh hirh hoc 13 phi
tuyén thi ta goi d6 1a 1i thuyét dan héi phi tuy€n hinh hoc.

Trong cdc thi nghiém d&i vé6i sit ciing nhu ddi véi hop kim
clia chiing cho thdy khi ng suit vuot qud gidi han chay thi
tuong quan giita bi€n dang va ing suit 1a mot dudng cong
(h.1-2), qud trinh 46 1a mét qua trinh khong thuan nghich. Gia du khi tang tai l1én dén B réi
giam tai di thi qua trinh giam tai khong theo dudmg cong OAB nifa ma theo duong BC
nghia 14 sau khi giam tai hoan toan vin con mot lugng bién dang con dir thé hién bing doan
thing OC. Bién dang dé dugc goi 1a bién dang déo. Li thuyét nghién cifu quy luat hinh
thanh bién dang déo va trang thdi ing sudt vdi qud trinh bi€n dang d6 duge goi 1a Li thuyét
déo. Véi 1i thuyét déo ta ciing cé hai nganh : nganh 1i thuyét déo todn hoc mang tinh chat
chat ché cha todn hoc va 1i thuyét déo ing dung ma trong d6 cdc phuong phdp tinh dugc
don gian héa nhd dva vio cdc gia thuyét vé miat hinh hoc hay vé mat vat 1i.

|
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Hinh 1-2 Hinh 1-3 | Hinh 1-4

Hinh 11

Chuing ta hiy dé ¥ d&n mot tinh chét sau day cua vat lieu. Vi du xét mot thanh thép treo

chiu téc dung cha luc kéo (h.1-3), khi dat tai, lyc P gay nén do giin Al ndo d6. Néu ta dé |

lyc P tic dung lau dai thi d¢ gidn Al vin tiép tuc tang 1én mac dit rat cham. Hién tuong d6
cang 1o khi thanh phai lam viéc & nhiét d6 cao mA ta goi 12 hién tuong sau tic dung.
Xét mot vi du thit hai : Xiét chat écu dé ghép hai tdm phéng (h.1-4). Néu lyc xiét dat d&n
mot gia tri nao dé va dé tdm ghép lam viéc lau dai thi dén mét liic nao d6 ta nhin thiy écu
bi 1ong ra, nghia 13 ing suat trong buldng s€ bi giam di. Hién tugng dé duoc goi 1a hign
tuong noi.

Hién tuong sau tic dung va hién tuong ndéi thé hién cling mot ban chét cha vat liéu dé
12 hién tugng xudt hién bién dang déo khi vat lieu lam viéc dudi téc dung lau dai cia
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tai trong. Hién tuong dé duge goi 1a tir bién. Tir d6 sinh ra mét nganh co hoc 1a Ii thuyét
tr bién.

Hién tuong tlr bi€n xay ra khong nhimg trong giai doan vat lieu da budc vio giai doan
chay déo ma con xay ra ngay trong giai doan dan hdi vi vay If thuyét tix bién da sit dung cic
phuong trinh cha Ii thuyét dan héi va 1i thuyét déo.

- Gén day da phdt sith mé6t nganh méi 12 1f thuyét lwu bi€n. Li thuyét ndy nghién ciu
nhing dinh luat chung vé sur phat sinh va phét trién ca bién dang theo thdi gian cia vat
liéu do nhiing nguyén nhan khic nhau trong nhitng diéu kién nhiét d6 va héa i khdc nhau.
Li thuy€t luu bi€n cho phép ta xdc dinh duge bién dang va ing sust tai mot diém bat ki
trong vat thé & mot thoi diém xdc dinh khi bit dugc cic thong s cla yéu t8 tic dong bén
ngoai va qué trinh bién déi cia cdc théng s6 dé6 trong qui khit.

§1-3. LICH SU PHAT TRIEN CUA MON HOC

Trong the ki thit 18 chiing ta di c6 nhilng cong trinh quan trong dugc xem 14 nhiing su
khdi ddu cha mén hoc.

Nam 1729 Buyphighe dua ra dang quan hé phi tuyén giita ting sudt v bién dang. Sau
dé ndm 1768 Hiic di dua ra quy luat co ban cha vat thé dan hdi véi dang don gian tuyén
tinh. Gan nhu déng thdi véi Hiie ta ¢6 cdc cong trinh :

— Li thuyét todn hoc vé udn cia thanh dan héi ciia Ole va Becnuli.
— Tinh 6n dinh cta Ole.

— Dao déng ngang ctia thanh dan héi (Gle va Becnuli)

~ Nghién ciru vé If thuyét lyc dan héi cia khéng khi (Lémén6xop)

Cudi the ki 18 va vao du th€ ki 19 di c6 ba nha todn hoc néi ti€ng 13 Oxstrogratxki,
Cési va Poatxong da nghién citu vé bii todn truyén séng trong moi trudmg dan héi. Nha béc
hoc ngudi Phdp Navié xudt phat tir quan diém vé luc twong téc gifta cdc phén tir cha Niuton
da dé xudt ra Ii thuy€t dan héi rdi rac. Nam 1822 Cosi di dua ra khéi niém vé trang théi ding
sudt tai mot di€m va viét cdc phuong trinh can bing ciing véi céc biéu thic biéu dién su
twong quan giita (ng sudt va bién dang cho vat thé ding huéng. Ta c6 thé két luan ring
Navié, Cosi, Ostrogratxki, Podtxong 1a nhilng ngudi da dit nén moéng cho 1i thuyét dan héi
todn hoc.

Vo giita va cudi th€ ki 19, nhu cdu vé phét trién cong nghiép 16n di théi thiic cdc nha
béc hoc tim cdch tinh todn nhanh chéng nhimg bai todn trong thuc t&, do dé di phét sinh ra
nganh li thuyét dan hoi tng dung va Ii thuyét vé siic bén vat lieu. Nhitng ngudi cé cong
trong Iinh vic ndy 12 Ole, Becnuli, Giurapxki, Iaxinxki, Kiécpisep Lamé, Culéng,
Clapayron, Gadolin, Xanhvoning va cdc nha bdc hoe khdc. Vao cu6i thé ki 19 va sang ddu
th€ ki 20 nganh co hoc vét rdn bi€n dang di phdt tri€n vé ciing réng 16n : Trong linh
vuc bai todn phéng Coloxop va Muskhelisvili da dé ra phuong phép tim nghiém bang
thuy€t ham phikc, 1i thuy&t vé tdm cia Bhpndp va Galiockin, tinh mdi che khong cé
ddm cha Laybenzon, 1i thuy&t ubn thanh cong clia Gé16vin, két cdu tau thity cha Coruldp va
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Papcovich, If thuyét he thanh mong clia Vlaxdp. Cic tdc phdm vé stc bén vit liéu, vé tam
vo va li thuyét dan héi cha Timésenco v.v...

Gan day nhiéu cong trinh da phét tri€n sang If thuy€t dan héi di hudng va nhat 13 tir khi
¢6 nhimg mdy tinh 16n da xu4t hién nhiéu phrrong phdp tinh nhu phuong phdp phén tir hitu
han, phuong phap siéu phan tit, phuong phéap phdn tir bién v.v...

Thanh tyu ding ké trong linh vuc méi ciia I thuyét dan héi 1a li thuyét dan héi phi
tuyén. Trong finh vuc chinh xéc héa ta c6 1i thuyét dan héi momen.

Vao ddu nira sau cha thé ki XX di phét trién manh céc i thuyét déo, 17 thuyét tir bién va
I bién...

S8 tic phém, s6 cong trinh ciing nhu s§ cdc nha bdc hoc trén todn thé giéi da lén dén
con s6 khd 16n dén mic ta khéng thé théng ke vao day duoc.

§1—4. NGUYEN LI XANH VONANG
Trong tit ca nhitng phan tinh todn sau day chiing ta thudng sir dung mét nguyén If quan
trong d6 1a nguyén li Xanh Voning.

Nguyén li duge phat biéu nhy sau : Néu trén mét phdn nhd nao dé cia vat thé c6 tic
dong clia mot he luc can bang thi dng suat phat sinh s& tit ddn kh4 nhanh & nhiing diém xa

mién dat luc. Vi du khi ding kim dé cit mot sgi day thép, ta thdy riing trén sgi day tai ché

cat tic dong mot hé luc can bing. Du cho luc cit khd 16n thi tai nhitg diém xa ché cit ciia
soi day hdu nhu ing sudt bang khong.

Véi nguyén 1f Xanh Vonang ta c6 thé thay th€ mot hé luc can bang bang mét hé hic
tuong duong khac dé tinh ing suat trong vt thé, vi du nhu chuyén luc tit mit phia trén cia
dam xudng mat dudi, hodc thay luc tap trung dat tai ddu mit clia ddm bang mot nhém e
phéan b6 cé gid tri tuong duong va nguge lai bing cdch them cdc hé phu tu can bing. Su
thay th€ dé chi 1am thay déi su phin b6 ciia ting suit & ving lan c4n, con tai nhimg diém
cdch xa vi tri dat lyc su phan b6 cha ing suét 13 nhu nhau. Ta c6 thé phét bidu nguyén 1i
nhu sau : Tai nhitng di€ém cha vat thé cich xa diém dat lyc thi ing sudt phu thudc rit jt vao
cich tic dung caa luc.
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Chuong 2
TRANG THAI UNG SUAT

§2-1. UNG SUAT

Xét vat thé dan héi & trang théi can bing dudi tic dung cha ngoai luc (h.2-1).

Tudng tugng cit qua vat thé mot mat cat m bat ki. Mat cét chia vat thé thanh hai phdn
AvaB.

Tudng tugng vitt bo phdn B va xét diéu kién can béng cla phdn A (h.2-2). S& di A giif
dugc trang théi can bang 1a nhd phdn B d4 tdc dong lén phdn A mot hé luc phan bs trén
khip mat cit. Nguge lai néu xét su c4n bing clia phdn B ; A s& tic dong 1én B mot hé luc
trong tu nhung ¢é chiéu nguge lai. He luc do duge goi la hé ndi lyc hay ing luc trong long
cha vat thé,

Hinh 21 Hinh 2-2
Heé luc d6 sinh ra d€ chéng lai bién dang do ngoai luc gay nén.

Su phan bd cuia hé luc trén mat cét 1a chua xdc dinh, nhung d& dang tinh duoc hop luc
ciia chiing vi chiing phai can béng véi ngoai luc tdc dong 1én mbi phin.

Ching ta s& n6i ki hon vé céc hop lyc d6 khi dé cap dén bai toan thanh. O day ching ta
hay xét img sudt tai mot diém M bét ki trén mat cit n (h.2~3). L4y mot phan t8 dién tich dF
chung quanh M. Goi ing luc trén dF la dP;i. Phuong cua dP; néi chung khéng vuong goc
v6i m. Ta goi tng sudt tai M 1a ti s6 :

p= % (Nfem®) @-1)
khi dF ti€n dén khong. Vecto p c6 phuong chiéu ciia dP;.

Néu trén mit cit  ta chon mét hé truc toa 6 thudn Oxyz véi Oz vuoéng géc v6i m va

goi 1,},k la cdc vecto don vi trén cdc truc thi p duge biéu dién qua cc thanh phﬁn hinh
chi€u ciia né nhu sau :
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E = czﬁ + Ty j+ sz_i. (2-2)
o, dugc goi la ung sudt phép ;

Tpy V& Ty, duge goi 12 ting suit ti€p : Chi s6 z d€ chi t ndm trén mat cét vuong goc voi
tryc z va chi s6 th hai d€ chi phuong song song cila t.

Ta quy dinh d4u ciia \ing sust phdp va ing su4t ti€p nhur sau :

Hinh 2-3 Hinh 24

o, dugc xem 12 duong khi vecto bi€u dién né cé chiéu tring véi chidu clia phdp tuyén
ngoai clla mét cit ;

T,y dugc xem Ia duong khi diing vé& phia duong cla truc x nhin vao mit yOz thay chiéu
cua vecto biéu dién 1,y 12 chiéu cha z quay theo chidu kim déng hé mot géc 90° trong mat
yOz (h.2-4).

§2-2. TRANG THAI UNG SUAT

Néu cho qua M nhitng mat cét n khdc nhau thi tuong ting véi mdi vi tri cha = ta duge
mdt vecto ing sudt p. Tdp hop tdt cd moi vecto img sudt p ciia tdt cd cde mdr cdt qua M
dicge goi la trang thdi vng sudt tai M.

Tap hop d6 khong phai 12 mét tap hop nhimg vecto doc 1ap. Qua vay, tuéng tuong tich
ra khéi M mot phan t6 v6 ciing bé bing nhitng mit cit n. Phan t6 bé dén miic thé tich ca
nd ti€n 16i khong. Khi d6 c6 thé xem nhu cdc mit cit n di qua M. Vi phan 8 phéi & trong
trang thai can bang nén dng luc do ng sust E trén mét mét ndo d6 gay nén phai can bing
véi cac g luc trén cdc mit cat con lai. Xét trudng hop phén t6 ¢6 hinh déng don gian nhat
lJa mét hinh ti dién.

Gia st bdn mat cdt n qua M c6 ba mat song song véi cic mat toa d6 va mat thi tu 1a
mot mat nghiéng bat ky. Ung luc trén mat nghiéng phai can bang véi ing lyc tdc dung trén

12



ba mat song song vdi cdc mit toa d6. Ta
dugc mét i dién vudéng MABC nhu trén
hinh 2-5. § day c4c canh cha ti dién 1 song
- song v6i céc tryc toa d6 nén dé thuan loi ta
ddi gbc toa do vé M. Vay Oxyz sé tritng vdi
MBCA. Goi V 12 vecto don vj trén phép
tuy€n clia mit cit nghiéng.
Céc cosin chi phuong ctiia vV duge ki
hiéu nhu sau :

cos(v,x) =1/
cos(v,y)=m (2-3)
Hinh 2-5 cos(v,z)=n

Got Ex,ﬁy,ﬁz v BV 1a ing sudt trén cdc mat cdt yOz, xOz, xOy va ABC. Ta c6 thé
biéu dién chiing qua c4c thanh phan hinh chi€u ctia ching trén cac truc toa do nhu sau :

p, =0,i+ rxyj + 1T,k
Py = Tyxi+oyj+ 1.,k (2-4)
P, = Tyi+ 7,] + 0,k
P, = Xi + Yj +ZK (2-5)

1,J,k 1a cic vecto don vi trén céc truc toa do.

va X, Y, Z 1a cc thinh phén ciia ing sust Pv. song song véi cc truc toa do. Néu goi dS Ia
dién tich ctia tam giic ABC va ldn lugt dS', dS”, dS™ 1a dién tich clia c4c mat AOC, AOB,
BOC thi :

dS'=dS!; dS" = dSm ; dS™ = dSn
Tix di€u kién can bang ciia phan 16 ta c6 :

P,dS! + p,dSm + p,dSn + p,dS =0

Hay :

Pl + pym+p,n+p, =0 (2-6)
Chi€u xubng cdc truc ta ¢6 céc he thic

X=g0,l+1,m+1,n

Y =1,+0,m+ Ty N | (2-7)

Z=1,l+1,m+06,n

13



Hay viét duéi dang ma trdn :

X Ox Tyx Tox || 4
Y | =] Ty a, Ty || M
Z Txz Tyz S, n

Chii ¥ : Phép nhan néi tich hai ma tran & phia phai cho ta mét ma trén cft & v€ tréi
vGi ba thanh phan.

Ngoai diéu kién vecto chinh bing khong ta phai ¢c6 momen chinh bing khéng. Goi O'
1a trong tam cha ABC. Xdc dinh hé truc toa do O'x'y'z’ song song véi he truc cii. Céc thanh
phin mémen chinh tai O' s& 12 tdng momen cba céc lyc d6i véi cic trye O'x', Oy, OZ
(h.2-6).

Vi du tinh tdng moémen chia cic luc d6i voi truc O'x’. Ta nhén thdy tat ci cdc moémen do
cac lyc khac gdy nén 12 bing khong, trir momen do luc clia hai thanh phén 1, va 1,,. Ta
gia st chi€u céc vecto (ing suét 1y, va T,y nhu trén

hinh 2-6 vi goi h, W' 1a cdc chiéu cao cha z ‘
tit dién tuong tng véi cdc mat OBC va OAB. Ta h—
phai cé : A:
" h " h‘ T : 1
ds' 3 -d ~?—)—'cy2=0 z : E - =
V\l : 1 --y'
1 . xl ). ......
dsnt E - dsnh_ = dV ,’)‘ - C y
3 3 . Ll Ty

dV — thé tich cia tif dién. | 8
nén : ' X

[ty = |~¢yz{ (2-8) ~ Hinh2-6

Viét cic phuong trinh momen déi véi céc
truc Q'y' va O'z' ta duge cdc biéu thiic tuong tir :

Tir d6 ta c6 thé phat biéu nhu sau :

Cdc thanh phdn g sudt tiép trén cdc mgt cdt
vudng gov véi nhau thi ¢é chiéu cing huwong vao
canh chung hodc cang huéng ra khoi canh chung

va vé tri 86 la bang nhau (h.2-7). Hinh 2-7
Meénh ¢é dé dugc goi 1a dinh luat d6i ing cla tng suat ti€p.

Nhu vay trong chin thanh phdn tng sudt trén cdc mét clia tam dién vuong chi ¢é sdu
thanh phan doc 1ap. Chiing 1a c4c thanh phén cia mot dai lwgng vat If khong bién déi khi
hé truc toa do thay déi va dugc goi 12 tenxd ing sudt, d6 1a mot tenxo hang hai dgi ximg :

14
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BB s
-,i?.‘%k;é-’

A 5:-%

¥X zX z
To=<1, o 1 (2-9) ’
tZX

T

Xz Ty z . =7,

Ching dic trung cho trang thai ing sust @i M T
vi céc thanh phdn d6 du xdc dinh duge mot ting Y
sudt trén cdc mat cat khdc di qua M. Cling tir d6 d&
biéu dién trang thai ing suat tai M, ta tich ra khoi Tyx
M moét phan t6 hinh hop vo cing bé ma thé tich cé
thé xem 1a khéng va ki hiéu cic thanh phéin tng
sudt trén cac mat cét nhu trén hinh 2-8.

Hinh 2-8

O day, chiing ta chd ¢ ring tri s& tng sust trén hai mat cét song song 1a khdc nhau, néu
thé tich clia phan t& ti€n dén khong thi c6 thé xem ing sudit trén hai mat song song dé 1a
bang nhau.

D¢ thuan lgi cho céch viét thu gon hay khi phai tinh toan v6i nhiéu 4n s& ngudi ta con
st dung cdc ky hiéu sau day : He truc Oxyz duoc ki hiéu la Oxxyx3. Cdc g sudt phap
trén cdc mat cat vuong goc véi Ox,, Ox,, Ox; duge ky hi¢u 1a 6}, 55, G33. Céc ing suat
ti€p duoc ki hiéu véi hai chi s6 khéc nhau. G2, G23, O3y, chi s6 thit nhat dé chi plf‘uemg phip
tuyen clia mat cit va chi s thy hai dé chi phuong song song clia ting suat tiép dé.

Cac thanh phin clia tenxo g suit Ty dugc viét lai nhur sau :

it O Oy
Si3 Oz O3

Hay mot cdch gon hon :

TO':[GU] vl i,j= 1,2,3 (2——1 l)

Chi 56 thif nhat d€ chi cot va chi s6 thit 2 d& chi hang. ‘_

Dinh lujt d6i (ing clia ing sudt ti&p duoc dién dat véi bidu thiic :

Céc cosin chi phuong cia mét truc v nao dé déi véi hé truc Ox;x,x; duge ky hiéu 1a
n, .n,,,n,, . Chisd thi nhit d€ chi phuong phap tuyén clha mat cit va chi s6 thit hai d€ chj
phuong cua truc toa dé.

Bai toan gquay true

Gia sir tai mot diém trong vat thé dan héi chiu luc ta da biét cdc thanh phdn clia tenxo
ing sudit d6i v6i he truc ban ddu Ox x,x;. Van dé dat ra 12 xoay hé truc d6 dén mot vi tri
m6i Ox X,X; ta phii x4c dinh duge céc thanh phén ciia tenxg ing sudt tai diém d6 d6i véi
h¢ truc méi Ox']x'zxiq.
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Bai gidi
Céc thanh phin tenxo tng sudt d6i véi hé truc
Ox,X,X3 12 cdc iing sudt trén cdc mat nghiéng 14n lugt
¢6 phdp tuyén 1a Oxll,Oxlz,Oxs .
Goi cdc cosin chi phuong cla cic truc d6 dsi véi
Oxx,%1 12 nhu sau :

d6i v6i Ox, 1an;, nyp, nys

d6i véi Ox, 1anyy, nyy, N
d6i v6i Oxj 1any), nyy, N3y Hinh 2 -9
Ba thanh phén song song véi h¢ truc Ox;x,X; ciia fing sust trén mat cat nghiéng vuong
goc véi Ox, s&1a:

Xi o)y Oy Oz |[Mp
X,|=|0612 O3 O3 N (2-13)
X3 a3 Oy O3 j| M3

Ung sudt phdp trén mat cét chdng qua 12 téng hinh chiéu clia X, X,X; lén Ox,. Vaytacé:
o
oy =X, X, X530 npp (2-14)
M3 '

Pem (2-13) thay vao (2-14) véi chi ¥ ma tran cot (2—13) phai déi thinh ma tran hang
trong phép nhan noi tich (2-14). Tacé :

© 8T
O Oy Oxn || M Dy

611 =401z Oxn  On| M| M2 (2-15)
;3 Oy Oz ][M3 ITE!

Ung suat ti€p trén mat cdt d6 cé phuong song song vdi Ox, 1 téng hinh chiéu XX, va
X3 1én phuong Ox'Z. Vay

31
o)y = [X X3 X5l np
N33 ]
Thay (2-13) vaotacd :
G11 01 O3 0y, ' b))
".12': G2 %2 OS3)Mh Ny (2-16)
613 Oy Op M3 g3
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Mot cdch t6ng quit cic cong thic (2-15) va (2-16) c6 thé viét lai dudi dang rit gon
nhu sau :
Gup = (lo)ngg )1 g1 véi i,j=1,2,3 (2-17)
a,f=1,23

- Véi chii § phép nhan ngi tich thit nhét trong ngodc cho ta ma tran c6t clia ba thanh phdn

vecto (ing suft. Ta phai d8i thinh ma tran hang dé thuc hién ti€p phép nhan noi tich thit hai.

Nhu vay (2-17) cho ta tit ca cdc thanh phdn cha tenxo tng sust trong hé truc méi
Ox'lxlzxé .

Vidy : Cho céc thanh phdn clia mét tenxo ing suit nhu sau :

o, =100 Nfem? o, =150 N/em? 6, =200 Nfem?
Tyy = 150 N/em? Ty, = 100 N/erm® T, =50 N/em?,
Phép tuy€n cha mit cit nghieng ABC so véi cdc truc toa do c6 cic cosin chi phuong
nhir sau :
cos(n, X) = cos30° - cos(n, y) = cos70°

1. Xdc dinh ting sudt phdp va dng sudt tiép trén mat cit.

2. Gia st chon phuong clia phép tuyén d6 1am mot truc toa do méi. Tir chon hai truc
con lai va x4c dinh cdc thanh phén clia tenxd fing sut d6 trong hé truc méi.

Bii gidi
1. Tinh cos(n, z)
| cos(n, X) = cos30° = 0,866
cos(n, y) = cos70° = 0,342
véi bidu thie cos’(n, x) + cos(n, y)+ cos*(n, z) = 1 ta tinh duoc
cos(n, z) = cos68° =0,365.
2. Goi 5 14 vecto ing sudt trén ABC cdc thanh phdn song song véi céc truc toa do
Oxyz cia p 1a Px- Dy, P, Cc tri 56 d6 duoc tinh véi bidu thic :
p.] [100 150 50 70,866 156,15
py |=|150 150 100 0,342 | =|217,7
p.| 50 100 200f0365] [150,5
Tri 56 ¥ng sudt phdp trén mat cit s& 13 :
0,866
o, =[156,15; 217,7; 150,5]| 0,342 | = 264,6118 N/cmz.
0,365
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Ung sudt ti€p trén mat cit s& 1 :

2 2
Tn=‘jpx+py+p§—cﬁ =1

56,227 Njcm?>.

3. Pé tién cho viéc tinh ti€p theo ta goi Oxyz 12 OX,X,X; VA OX X,X; 12 h¢ truc mdi véi
Ox, trung véi On. Goi P 1a diu miit vecto phdp tuyén On va D 13 hinh chi€u cia P trén mit

Ox,x, (h.2-10).

Sit dung phép quay thit nhat quanh Ox; d€ dua
Ox, vé tring véi OD. Khi d6 Ox, s& dén vi trf méi
Oxlz, goi a 1a goc quay ta sé tinh duge edc cosin chi
phuong cua Ox'z d6i v6i Ox x,x3. Phép quay thit hai
quanh Ox'z dé dua Ox, vé tring vdi OP. Trong phép
quay dé s& dua Ox, dén vi tri Ox,5. Goi y l1a géc
quay. Ta dé dang tinh duge o va vy. |

0,342 0,365
go = ——ro

n _(\;:,"'0 c y
0,866 pe

: tgy =
0,866 J08667 + 0,342

a =21°55 v =21°428.

Hinh 2-10

Tir dé ta c6 duge dé dang céc cosin chi phuong cla céc truc Ox'l,Oxlz,Ox; d6i vdi he

truc Ox;x,x5 nhu sau :

Ox, (n;, = 0,866, n, = 0,342, n5 = 0,365)

Ox, (ny; = 0,3673, nyy = 0,930, ny3 = 0)

Oxl3 (n3; = 0,339, ny3; = 0,134, ny3 = 0,9308)

Tur dé ta c6 thé tinh dugc cdc thanh phén clia tenxo Gng sudt déi véi hé truc Oxllx'le3 .

£ opm

oy =4[150 150 100 || 0,342

A P

[100 150 50 1[0,866]
6, =4|150 150 100 || 0,342

7100 150 50 1[0,866]

100 150 50 [0,8661]

50 100 200] 0,365 ||

{50 100 200}]0,365 ||

0,866
L (0,342 | =264,61 Nfem>
0,365

(10,3673
L 10,930 | =259,8 N/em?
0

0,339 ]
0,134 |=222,19 N/om?

e

0"13=1150 150 100 || 0,342
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Tuong tu nhu viy ta s& tim thay :

0'21 =259.8 N/cm2 : 0"31 =2222 N/cm2
6y =24570Nfem®; oy, = 189,47 Nfem®
Gy = 189,47 Njem? ; o33 = 257,62 Nfem”.

Nhur viy tenxo ing sudt 1a:

264,62  259,8 222,2
To=1259,8 245,7 189,47
222,2 189,47 257,626

§2-3. PHUONG CHINH VA UNG SUAT CHINH
Ta goi mit cit trén d6 khoéng c6 tng subt _tié'p 14 mat chinh. Néu trén d6 cé (ng suat
phép thi 1tng suit dé dugce goi la ing suat chinh. Trrdng hgp khong ¢6 ng suit phép thi ta
Xem gié tri dng sudt chinh 1a bang khéng. Nhu viy trén mit chinh ting suit toan phin Ev
c6 phuong tring vé&i phwong clia phap tuyén clia mét cit. Vay ta ¢6. '

- -

p, = G,V (2-18)

Chi€u ca hai v&€ xudng céc truc toa do ta c6 :
X=0oy; Y=o,m; Z=0ay.n (2-19)

Pem hé thitc d6 vao (2-7). Sau khi chuyén v€ va thu gon ta duge :
oy ~o M +1,m+1,n=0

'rxy;' + (cs'y -0o,)m + Ty = 0 (2-20)

Tl + 1, m+{c, —o,)n =0

trong d6 o, va /, m, n 12 cdc 4n s& phai tim, vi ta phai c6 :

2

2 2
I'+m+n°"=1

nén 1, m, n khong thé déng thoi triét tiéu va nhu vay dinh thifc clia hé phuong trinh thuin
nhét (2-20) phai bang khéng.

(Ux - G\;) tyx tzx
Tay (o‘y -o,)} Tay =0 (2-21) |
Txz Tyz (Gz - 0'\,)

Khai trién dinh thiic ta c6 :

o) - Lo’ ~ Lo, ~I; =0 (2-22)
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trong doé :
I, =0, +0y +0,
L = Ox Tyx| [Oy Ty| {0, Tyz (2-23)
= — - -
Txy Gy Tyz O, Xz Gy
Oy Tyx Txz
I3 = |1y G, Ty
Txz 1:yz G,

Phuong trinh (2-21) cho phép ta xdc dinh duge cAc gi tri dng sudit chinh. Ta nhan thay
céc phutong chinh luon luén vudng géc véi nhau timg d6i mét.
That vay goi cic nghiém d6 1a o), o), 03. Cdc cosin chi phuong twong \mg véi ba

nghiém dé 1a 1, my, ny ; 1, my 5 ny ; 13, my 3 ny 3 T (2-20) ta c6 thé viet : (vi du d6i véi
phuong chinh thit nhat) :

Nhan phuong trinh thi nhét véi 1,, phurong trinh thi hai véi m, va phuong trinh thit ba
véi n, 16i cong cdc v€ véi nhau ta duge

[(ox — o)) + Tyamy + tom ]l + [1,1) + (oy —o)m, +

+ sznl]mz + {1l + Ty Ny + (6,—onjn, =0

(2-24)
Mot cach tuong tu vidt ddo lai :
[(ox — 0)ly + 1y,my + Tl + 1,1, + {0, — o)m, +
+ Tymlmy + [1,,]; + 1,,my + (6, — 5y)nyln; =0 (2-25)

Dem rir (2-24) va (2-25) cho nhau va chd y Txy = Tyxr Taz = Toxo Tyz = Tpy, 52U Khi niit
gon ta duoc :
(0'1 - 0'2)(1112 +mm, + nlnz) =0

Diéu dé diing vdi moi 6, vA 55, nghia I :

1]12 +mm; + NNy = 0 (2-26)

Vay hai phuong v va v, trong \ing v6i 6, va 5, vudng goéc v6i nhau. Tuong tu ta cé
thé chitng minh v, va v3 cling nhu vy va v 12 vuéng gée véi nhau.

Tir d6 ta ciing ching minh dugc ring phuong trinh (2-22) chi ¢6 ba nghiém thuc.
20



Thue vay gia sit phuong trinh 6 hai nghiém o lién hop
oy =a+bivac,=a-bi

Sau khi thay c4c tri s6 d6 vao (2-20) ta s& tim thdy cic gid tri cua 11y, mymy,, nyn, 12
céc lwong lién hop. Tich

l]lz + myn, + mn,

phéi 13 mot tri s6 duong. Diéu d6 tréi v6i diéu kien (2-26). Vay phiong trinh (2-22) chi ¢6
thé c6 ba nghiém thyc. (Xem céch giai phuong trinh bac ba & cuéi sich).

Tém lai tai mbi di€m cita vat thé dan héi ta tim thdy ba mat cat vudng géc véi nhau
ma trén ba mit d6 céc vecto g sust tring véi phép tuy€n cha mat cit. Cic mat dé 1a cic
mat cit chinh va Ging suat chinh. Céc img sudt chinh duge ki hiéu nhy sau Gy, Gp, O3 V4i
quy uéc a; > 0, > g5 vé tri s6 dai s6.

Vira qua chiing ta da sir dung cdc thanh phén Ung sudt trén ba mat cdt bat ki dé xdc dinh
phuong chinh vi ing sut chinh. Xét vé y nghia vat Ii ta nhan thdy ring phuong chinh ing
suat khong tiy thudc cac mat cit da chon ban ddu, nghia 13 kh6ng phu thuoc toa d6 ban
dédu. Chiing chi phu thudc vao diéu kien chiu lyc clia vat thé ; di ta chon toa d6 ban d4u nhu
thé nao thi phiong chinh va itng suat chinh chi 13 mot. N6i mét cich khdc phuong chinh va
ing sudt chinh 1a nhitng dai luong vat 1y khong thay déi khi thay déi hé truc toa do. Vi vy
sdu thanh phdn ting sudt ma ching ta da néu trén day la nhiing thanh phén clia mét tenxo
ung sut. Khi dira vé tryc chinh thi chi con ba thanh phén :

o 0 0
TG' = [0'1]] =0 Gy 0
0 0 T3

Tenxo d6 thé hién trang thai chiu luc cha diém dang xét. Diéu d6 c6 nghia 1 cdc he s6
clia phuong trinh (2-22) 12 khong déi khi thay déi he truc toa do. Cing vi vay cic hé s6 d6
dugc goi 1a cdc lugng bt bién cla trang thdi ing suat. Néu ta chon cic mit cit tring véi
cdc phuong chinh thi ta phéi ¢6 :

I, =0, +6,+0, =0, +0, +0,

2 2 .2
y T O0y0z T 00 + Tyy + Ty, + Ty = —010; — 0,03 — 050, (2-27)

I, =o,0 y +Tyz

_ 2 2 2 -
I =0,0,0, - OxTyz = OyTax ~ Oplxy — 2Ty Ty Ty = G10,03

Iy, I, I3 duge goi 1a lugng bét bién bac nhat, bac hai va bac ba clia trang théi img sut.
Cdc bat bién duge xem 1a céc dic trung co ban ciia trang théi Uing sudt tai diém dang xét.

Khéng phai lic no trén cic mit chinh cling t6n tai ing sudt chinh ¢ thé cé mat chinh
trén d6 (ing sudt chinh bing khong. Vi vay ta phan ba loai trang thdi \ing sust nhu sau ;-

Néu chi ¢6 mot mit chinh chiu ing suit, gia sif d6 12 o thi trang thdi img sust dugc goi
1a trang théi iing sudt don (h.2—11a). N&u trén hai mat chinh chiu ing suat, gia st d6 1a 5,
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. . O
o, thi trang thdi img 2 %2

sudt duoc goi la trang O3
thii vmg sudt phing  =— ikl R ik Wil &
(h.2-11b). Néu trén _ -
ca ba mit chinh déu - . 1 l

c6 tng sudt thi duogc o, G
goi la trang thai ing
suat khéi (h.2-11c).

a) b) c)

Piéu kién bén Hinh 2—11
cha cdc loai trang thdi (ng su4t 14 hoin toan khic nhau. DGi v6i trang thdi ting suét don ia
c6 thé tim duge didu kién bén tir thi nghiém nhung d6i véi céc trang thii ing sudt phang va
kh6i ta khong thé xdc dinh duge di€u kién bén tir thi nghiém, ma phai s dung dén cac
thuyét bén dé tinh 46 bén cia ching. Vén dé nay chiing ta s& dé cap lai o mot chuong sau.

§2-4. VONG TRON-MO (MOHR) UNG SUAT

Phéan 16n cdc bai todn thudng gap trong Ki thudt
13 nhitng bai todn di xdc dinh dugc mot mét chinh y'
va biét chic trén mat chinh d6 ing suat bang khong.
Ta ciing dé dang tinh dugc Ung sudt trén hai mat cit 'r—'—é
bt ki vudng géc véi mat chinh. Vin dé dit ra 12 lam : Y
th€ ndo xdc dinh rd phan t6 36 0 trang thdi Ung suit E F* %
don hay phang. Mu6n dat dugc diéu dé budc ta phai )
tim th&y cdc mat chinh va ing suét chinh con lai. '

Gia si trang thdi tng sudt cha phin t6 dugc 7

biéu dién nhu trén hinh 2—12. Mat cit vuong géc véi

truc z 12 mét miat chinh. Va ing sudt trén Hinh 2-12
mit chinh dé 12 bang khong ; con hai mat cit vudng
géc v6i cdc truc x va y 12 hai mit cit bat ki. Trén
cdc mit cit dé c6 céc thanh phan ting suft o,, 6, va
Tyw Txy (Txz = Tyx = O vi mét vubng géc véi z 1a mot
maét chinh) :

Ta 'hﬁy xéc dinh Gng sudt trén mot mit nghiéng
bat ki song song vdi z. Goi phap tuy€n trén mat do
14 v va truc vudng géc véi né 1a n (h.2-13). v, n va

z [ap thanh hé truc t9a d6 méi. D& xdc dinh tri s6 Fyx X
tng suft phap o, va Ung sudt ti€p T,y ching ta chi By b
cén thuc hién phép xoay truc. Cac cosin chi phuong

chia v v 1 so véi he truc toa dé cii 1a nhir sau : Hinh 2-13
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y {cos(v,x) = ~COSQ {cos(n,x) = singt

cos(v,y) = sina cos(n,y) = —cosa

Tri s6 cha oy vatyn la:

. T .
Ox Tyx |[ ~cosa sino
T = .
Ty Oy sino —cosct
Sau khi khai trién ra ta cé :
2 . 2 .
Oy = 0,c08"0 + O, sin”a — 21, cosasina

Tvy = {04 — Oy)sinacosa + ‘rxy(cosza ~- sinza) (2-28)

Sir dung céc cong thic d6i cung ta d& dang dua (2-28) vé dang sau day :

G, +0, G©,-0C
- X X -
o, = L 4+ Lcos2a - 1, sin2a
2 2 (2-29)
Oy — Oy
Ton = —~2——51n2(1 + T,y c05 200

Véi cic bidu thiic d6 ta d& dang x4c dinh dugc phuong chinh va ung sudt chinh. Theo
dinh nghia mat chinh la mat trén dé vng sudt ti€p bing khong. Vay tir biéu thic thi 2 cia
(2-29)taco : ' | |

2t
820 = - —— (2-30)
Gy = Oy

Bem (2-30) thay vao cho phuong trinh ddu ca (2~29) ta s& tim thdy hai nghiém :

2
G, +0 G, — G
o) = xz_yi\j( — YJ + 15 (2-31)

Chi s6 1, 2 & day dé chi nghiém thi nh4t vi nghiém thi hai.

Dé thuan 10i cho viéc xdc dinh phuong chinh va img sudt chinh ching ta ding phuong
phap hoa dé dugc trinh bay sau day :

5 Y & phuong trinh ddu ctia (2-29) sang v€ tréi i binh phuong

cd hai v€& clia ¢ hai phuong trinh va dem cong lai, ta dugc :
o, +o, V o, —o, }
L ox TPy 2 _[2x " "y 2 _279.
(cv ...T) + Tyy = [ 3 } + Ty (2-32)
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Néu chon mot hé truc toa do vdi truc tung biéu dién gid tri cla 1,y va truc hoanh biéu

dién’ gid tri cla o, thi twong quan giita &, va T,,, 13 trong quan cia mét dwong tron. Tam

. : G, +GC
vong trdn nim trén truc hoanh tai hoanh d6 ——— vabankinh1a:

2
G, -G
R = J(___ o) g, 2-33)
Vong tron dé duge goi '

la vong tron MO (Mohr) T
ing suat (h.2—-14).

D€ ¥ dén diém M, trén
dudmg tron. Toa do cha M, &
la oy va 1, vay M, la
diém twgng trung cho céc
thanh phin {ng sudt trén
mat ct vuéng goc véi truc
x. Do d6 M, dugc goi 1
diém gdc, ban kinh O'M,
duge goi la ban kinh gdc. Hinh 2-14
Néu quay ban kinh géc
O'M, mét géc 2 ta s€ dén duge vi tri diém M 12 diém tugng trung cho g suft trén mat

nghiéng c6 phédp tuyé€n v nghia 1 hoanh d¢ clia M 12 tri s6 o, va tung do clia M 12 \ing sudét
ti€p tyy. '

Thuc viy, goi B 1a gdc giita truc hodnh va O'M,,, goi M' 14 hinh chi€u clia M trén truc
hoanh ; thi toa do ciia M duge xac dinh bdi céc biéu thuc :.

OM' =00'+0’M'=00"'+0"Mcos{p+2a) (2-34)

M'M = O'Msin(f + 2at)
. — _— Gy — O,
Péyring: O'Mcosp= O'Moscosp = —
va ' O'Mssinf = O'MosinP = 1.
Céc biéu thiic (2-34) duoc viét lai nhu sau ¢

e O, +O

il y , Ox 9y
'M

o

3 5 —cos 20 — 1,y 5In 200

Ve ox "%

2

(2-35)

M sin2a + T,y c0s 20
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So sénh (2-35) v (2-29) ta thdy 16 rang :

OIM =&v
M'M =1,y

Pé thuan tién cho viéc xic dinh cic géc ta xem truc hoanh o, 12 song song véi truc x
cta phan 16. Tir M, ké mot dudng song song véi truc hoanh, giao diém P cia dudng d6 véi
dudng tron duge goi 1a diém cyc. Ta chi cdn quay PM, mét géc « theo nguoc chiéu kim
ddng hé 12 ta s& tim thay M (h.2-14).

Céc di€m tugng tnumg cho iing sust trén mat chinh phai 1 nhimg diém c6 tung do bing
khong (vi ing sudt ti€p trén mat chinh ¢ tri s6 bing khong). Nhu vay cic dlém do 1a cac
giao diém M|, M, clia dudmg trdn véi truc hoanh. Phuong phép tuyén cda cidc mat chinh 1a
phuong PM, va PM,.

D6i véi trang thdi img sust phing véi vong tron ing sudt ta nhan thay dé dang mat cat
trén d6 c6 ing suét cyc dai va cyc tiéu. Khi vong tron nim hoan toan vé phia dwong ciia
truc hoanh, ing suat tai M; va M, déu duong thi \ing sudt cuc dai cia trang thdi img sust Ia
ing sudt duge tugng trung boi diém M. Con ting sust cyc tiéu 1a ing sudt cé tri s§ bing
khong. Ung sust d6 nim trén mit chinh thit ba. Trudng hop vong tron cét truc tung thi M,
la ing sudt cuc dai va M, la vmg sudt cuc tiéu. Trudng hgp vong tron ndm vé phia 4m cia

 tryc hoanh thi o} = 0 va o, vA 05 12 4m. Di nhién o5 12 cuc tiéu. Tir vong tron tng sudt ta lai

tim thdy cdc céng thitc dd x4c dinh trude day béng giai tich.

27, - _
tglo =~ (2-36)
- O -0y '
G, +0 o -0 2
Omax = ——5— % (."2 Y] + 1o (2-37)

min

Chi s6 max va min & day 12 so véi moi mait cit cling
song song vdi truc z.

Oy -
Trudng hop tng quét khi ta c6 trang thdi tng sust ’
khéi v6i ba iing suit chinh o, 6,, 63 nhu bi€u dién tren - . | a,
hinh 2—15. /o,
bé xdc dinh céc tri s6 (ng sudt trén nhitng mat phing l
nghiéng song song vdi o5 ta c6 thé st dung vong Mo ting 2
sudt tao bdi ¢, ¢,. V6i mat nghiéng song song véi o, ta Hinh 215

ding vong Mo tao bdi 0,03 va v6i cic mat nghiéng song
song vdi o, thi dung vong Mo tao bdi 6,0. Cic vong d6 dugc v trén cling mot mat toa do
Oy Vi Tyy (h.2-16).
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Nhu vay 1a ta c6 ba vong Mo
dé biu dién cho trang thdi tmg
suit. Ngudi ta ciing chimg minh
duogc ring : mét diém bét ki trong
mién gidi han bdi ba vong tron c6
toa dd 12 cdc tri s6 (ng suat trén
mot mat cit nghiéng bat ki khong

song song vdi cac phuong chinh.

Qua ba vong Mo tng suit ta
nhin thdy ngay mat nghiéng cd
ung suit tiép cuc dai 1a mat song
song véi ¢, va c6 phép tuyén tao
véi o, mot gée 45°. Di nhién mit
cat c¢6 ing sudt ti€p cuc riéu 1 mit
vuéng gbéc véi mat trén. Tri s6 cia
ting sudt ti€p cuc daila:

tmax = 2

Ung sudt phap trén mat d6 cé gid tri 1

G, +0
= 1 3
oy = 3

§2 —5. UNG SUAT BAT DIEN

Ta hiy khdo st mot mat cdt dac biét : mat nghiéng déu
ddi véi cdc phuong chinh. Tich ra khéi M moét phan 16 boi
céc mat cat nay ta s& dugc mot hinh béat dign h.2-17. Cic
cosin chi phuong ctia phdp tuyén mot mat cit co tri s6 1a
I=m=n= L
3

Tix (2-7) ta ¢6 cc thanh phin song song véi cic tryc toa
do cha dng suat toan phén trén mit cit ABC la

X o, 0 0
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_ o . [
o, 0 0 || — _—
3|l |3
1 1 1
Gy =110 c, O 5 ! 5 =301+ 0+ 0y) (2-40)
R
V3 V3

Ung suat ti€p c6 tris61a

2 2 2 :
o o o I
tha= X% + Y2 + 22 — ol =J~l+—2+—3——(01+52+c3)2

3 3 3 9

Ty = %\/(o’] - 02)2 + {0, — 0'3)2 + (05 — 0’1)2 (2-41)

Néu slr dung céc mat cit ban ddu 12 nhitng mat bat ki thi nhd tri s6 cic lugng bat bién
ta d& dang tinh dugce cdc tri s6 cha cic thanh phin tng sudt bat dién nhu sau :

1
Opg = 3 [GX + Gy + O'z] (2_42)

) .
Thd = EJ(UX - Gy )2 + (0-)’ - 62)2 + (Uz - cx )2 + G(Tiy + t]lz(z + TE’Z) (2_43)

Tir cdc biéu thiic d6 trong 1i thuyét déo ngudi ta da dua ra hai dai luong
Cuong dé sing sudt tiép :

XZ

n=i}§\/<cx—cy)2+(cy-cz)2+(cz~cx>2+6(fiy+fz tT) 244

Cuomg do iing sudt

A _
o, = "2_\/(°'x - o-y)2 + (o, - o, +(6, -0,) + fS(“ciy + 15+ rﬁy) (2-45)

Hai dai lugng dé déng vai tré quan trong trong 1 thuyét chéy déo.

§2—6. TRANG THAI UNG SUAT CAU VA TRANG THAI UNG SUAT LECH

Mot cich tdng quit, mot trang théi (ing suat bat ki c6 thé xem 1a sif cong tic dung ciia
hai trang thdi ing sudt :
Trang thdi (ng sudt cdu va trang thdi ing su4t léch.
Trang thai vmg sudt cdu 1a trang théi tng sut ma trén moi mat cét tri s6 tng sudt phap
Ia bang gi4 tri img suat trung binh :
1
Op = 3 (ox+0,+0,) (2-46)

nghia 12 béng tri s6 cha (ing su4t phéap bét dién (h.2-18).
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Trong trudng hgp nay mat ndo ciing 14 chinh vi ba vong tron Mo tng sudt thu vé

mot diém.
Tenxo @ng suit cu c6 dang :

Cib
1 = o
0
GL —t— Oy,
/Utb
tou
Hinh 2-18

0 (2-47)

Lo \ i

T, — Ty oy

Hinh 2-19

Trang thdi img sudt léch 12 trang thii (ng sudt c6 tri s6 \ing suAt phdp trén cic mat trir
di ing sudt trung binh (h.2-18) ; con cic tri s6 (mg suat ti€p van giit nguyén.

Céc thanh phan cia tenxo ng suft nhu sau :

(Ux —Owp ) Tyx

Xz _ Tyz

Xy (Gy - Ulb)

Tax

T (2—48)

zy
(Uz - c"’ptb)

Tenxo dé duge goi 13 tenxo Iéch hay df léch cia img sudt.

Ta nhén thay ting suat cdu chi gay nén bién dang thé tich. Con chinh tenxo léch di gay
nén céc bién dang géc nghia 1A gay nén cic bi€n dang hinh ding.

Tenxo léch déng mot vai trd quan trong trong viéc xét d¢ bén vimg, do bién dang déo

ciia vat liéu.

§2-7. MAT UNG SUAT PHAP

Dé c6 mot hinh twgng v& su bién thién ciia ing su4t tai mot diém trén nhiing mat cit
khéc nhau trong kh6ng gian ta xét dén cdc mit ing sudt phép.

L4y lai biéu thic (2-7). Biéu thirc dé xdc dinh céc thanh phin theo cdc truc Ox, Oy, Oz
cua \ng sudt p, trén mat nghiéng ABC (h.2-5). Thanh phén cta \ing suat phip trén mat
nghiéng dé 1a tdng hinh chiéu ciia X, Y, Z 1én phuong phép tuyén v.

oy=Xl+Ym +Zn
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Thay tris6cilaX, Y, Z vio tacé

2

oy = 0,1° + oym” + ()'zn2 +2mnty, + 2nlt,, + 2Int,, _ (2-49)

Néu ta chon mot doan thang r c6 phuong tring véi phdp tuyén v va c6 géc 1a gbc ciia
hé truc toa d6 véi do dai la :
k

c,]

thi khi v thay d6i, nghia 12 khi mat cit thay d6i, ddu muit ciia r s& vach ra mot mat bac hai
ma fa goi la mat ing suit.

r= (2-50)

Thue vay, goi x, y, z 1a toa do ciia ddu miit ciia r. Cic toa do dé duge xdc dinh bdi cic
bidu thic :

X =7, y =1m, Z=m (2-51)
Thay tri s6 ctia 1, m, n duge tinh tir (2-51) vio (2-49) ta duoc : _
cxxz + 1:1-3,y2 + crzz2 +21.,y2 + 217X + 21, xy = +k* - (2-52)

trong d6 : k 12 mot hing s ti 1é tily ¥ chon. Mat bac hai dé duroe goi 13 mat g suit cosi
(Cauchyj).

D¢ dang nhan thdy ring néu nhu cic mat toa d6 ban diu Oxyz trilng v§i cdc mit chinh
thi (2-52) ¢6 dang thu gon nhu sau :

clxz + 02y2 + 0322 =4k’ (2-53) z
Tir d6 1a ¢6 cdc trudng hop sau day :

a) Néu o, > 0, 6, > 0, a3 > 0 khi do (2-53)
s€ duoc viét lai dudi dang :

2 2 2
LIS A 2 (2~54)

G O Oy

Mat c6si € 1a mot mat elip.

Tuong wkhi 6, <0,6, <0, 5; <0.

b) Khi cic ung suat chinh c6 dau khdc
nhau. Gia sit ta ¢6 5, > 0, 6, >0, 53 < 0.

Phuong trinh (2-53) duge viét lai dudi dang :

61x% + Gy” ~ loglz? = +k° (2-55)

Do 1a mét hypecb6n mot nhdnh va hai nhénh
(h.2-20). Cic mit dé duoc phan chia bdi mit
nén tiém can :

Glxz + czy2 - Io-3I22 =0 (2—_56) Hinh 2 - 20
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Ngoai mit ing sust phap Cbsi ta con c6 thé biéu dién hinh hoc trang thdi ing suat mot
cdch khdc. Néu 14y tit géc toa do mot doan thing c6 d¢ dai tuong tnmg cho tri s6 dng suat
todn phin trén mat cit nghiéng va c6 phuong 1a phuong cia ing sudt d6 thi khi xoay mat
cit nghiéng theo nhitng phuong khic nhau ddu miit cia doan thang s& vach ra mot mat elip
ma ta goi 13 mat elip dng sudt. Ta d& dang vi€t phuong trinh clia mét elip do.

Gia sir he truc toa do ban ddu chon triing vdi cdc phuong chinh ing suédt. Cac thanh
phén hinh chiéu clia p,,, duoc tinh bi (2-7) sé 1a:

X=0, Y=0n,Z=03n
Néu goi x, ¥, z 12 toa do cha ddu mut doan thing ta da chon thi ta dé dang thdy ngay :
x=X=0l, y=Y=0,n, z=Z=o03n (2-57)
Nhung giifa 1, m, n ta lai c¢6 biéu thic :

2

2 2
F+m“+n =1

Thay céc tri s6 1, m, n tinh tir (2—55) vao ta dugc :

2 2 2
5-2—+y—2+%=1 (2-58)
Gl 02 G';

Va dé 1a phuong trinh cita mét mit elip.

§2-8. PHUGONG TRINH VI PHAN CAN BANG

Trén hinh 28 ta di sit dung mot phan t8 duge tdch ra boi cdc mat cat song song vudng
géc véi nhau dé tuong trung cho trang théi (ng sudt tai diém dang xét.

Ta da néi ring thé tich cha phan t6 13 v6 ciing bé, ti€n t¢i khong vi vay tri s6 ing sudl
trén c4c mat song song c6 thé xem 13 bing nhau va c6 chiéu nguge nhau. DE nghién ciu
trudng iing suat trong vat thé dudi tdc dung clia ngoai luc chiing ta phai xét cac thanh phan
{ing suat trén nhilng mat cit song song vdi nhau cich nhau mét luong vo cing bé. Tri s6
ting sudt trén mat dé phdi khéc

nhau. Vi du xét hai mit cat vuoéng z
gbc véi tryc x. Néu trén mit cit di o s Zay o+ 38‘: o . 4wy
qua goc toa do ¢6 tri sO ing sudt ¥ 0 L~ / S
phdp 12 o, thi trén mat cét song _ a;zx d, J%L- o, .
song cdch né moét khodng dx Ung 2 | %775, dy
sudt phép phai c6 tri s6 1 &, + o /?"\ y
9o dx . Suy ludn tuong tw v4i cac =", & T+ i.;'?dv

* . X do a
thanh phén ting sudt khic ta c6 thé oy 54, Tyt 50
biéu dién su bién thién cha cidc Ung * X
sudt nhu trén hinh 2-21. Hinh 2 — 21
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Ngoai cdc lyc bé mat do cdc ing sust gay nén con b cdc luc thé tich tac dong trén toan
bo thé tich cha phan bo.

Néu goi X, Y, Z 1a cdc thanh phan hinh chi€u ciia lyc thé tich trén mot don vi khéi
luong cilia phan t6 va goi 1a p va khoi luong rieng ciia vat thé thi tir diéu kién can béng ta c6
cdc phuong trinh hinh chiéu ca cic luc theo cic phuong x, y, z nhut sau :

. |

a;("+ a;y+3;;z+pX=0

ot éo ot

aix ayy + azyz +pY=0r (2-59)
ot

ag:"+ a;”+a§;+p2=0

Khi phan 16 ¢6 chuyén dong véi gia toc thi ngodi cic luc trén ta con ¢6 thém luc quén
tinh. Goi u, v va w 1a cdc thanh phén chuyén vi cia phan 13 theo cic truc toa do x, v, z thi
phuong trinh (2-59) phai ¢6 dang :

ds, Oty or,, %]
v EY + P pX =p pog;
at oo ot 62\;

yX y yz — a0V .
i +6y+ pe +pY pat2 | (2-60)
do, Oty do, _ Pw
ax+ay+_'az +pZ—|;)6[2

4

Céc phuong trinh can bang d6 dugc goi 12 nhitng phuong trinh ctia Navie.

Bai t&p

2.1, Tfang théi tng sudt tai M trong vét thé dan héi chiu luc cho bdi tenxo ing sudt

3 1 1
2
1 0 2 | kN/ecm . W ye,=10
1 2 0 KNfem T =32
Hay xdc dinh gid tri cdc @ng suat chinh va :
phuong cic mit chinh. . = 10
= 4 — X
2.2. Cho trang thai tng sust nhu hinh v& e l —=
(h.2-22) v, =24
z
Xéc dinh céc tri s6 ctia ing sudt chinh va
Ung sudt bat dién. Hinh 2-22
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%
P

2.3. Xac dinh (ing su4t chinh cho trang thdi \mg sudt nhu hinh 2-23.
o =1 _ i :5I<N!cm2

Xz
- 2 - 3KNfem’
- KN/cm
.__l__ 2KN/cm’

Hinh 2-23 Hinh 2-24

2.4. Tim tng sudt chinh va phuong chinh cha phan t6 & trang théi (ng suat phf'mg nhu
hinh 2-24 bing phuong phép giai tich va phuong phap dé thi.

2.5. Tim gi4 tri tng sudt phdp vA iing suft ti€p trén céc mat cat xién cia phan t6 bifu dién
trang thdi ing suit nhu trén cic hinh 2-25.

| BKN/om’ ,
O b 4KNiom
4KNlem®? — e 4KN/em’
60 em 60°
= = SV l

Hinh 2-25

2.6. Tim uing sudt chinh va phuong chinh cita cdc trang thai ing sudt da cho bang phuong |
phip hoa dé (h.2-26). '

2 .
l : 2KN/cm . 3KN.~"cmz

IKNIem’

2
—1 b 4KN/cm _i 3KN/em’
- 1KN/ sz T

Hinh 2-26

2.7. Ung suft toan phén ; tai diém M trén mat cit m — n cit qua vt thé dan héi chiu luc
c6 phuong nghiéng so véi mat cit la 60°. Duoc biét trang thdi Gng sudt tai do la
trang thai ing suft phang Trén mat cit vuong géc véi m — n chi c6 ing sudt ti€p t. Hay
xdc dinh tng sudt trén mat nghiéng so vdi m — n mét g6c 45° nhu hinh 2-27. Cho biét
trisGchaplal kN/em?.
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W

60, B
<
45° z \(““éy 9
n A B
Hinh 2-27 Hinh 2-28

2.8, Mot lang tru hinh tam giéc ¢6 chiéu day 1a don vi duge gén vao mot vat thé khic &
mat AB nhu trén hinh 2-28. Ling tru chju céc luc ti€p xdic phan bs déu & mit bén
= 1 kN/em?.

Tinh dp luc va luc tié’p xuc trén mat AB.

2.9, Trang thdi @ng sudt tai mot diém trong vat thé dan héi chiu luc duoc cho béi tenxa

ung suat.
7 5 0
To=1|-5 3 1|KkN/em?
0 1 2

Hay xéc dinh vecto Gng sudt trén mat nghiéng di qua P va song song v6i mit phing :
3x+6y+2z=12.

2.19. Cho tenxo Ung suét
14 7 -7
Te=| 7 21 0| kNfcm®
-7 0 35
Hiy xdc dinh vecto img suft tai diém P
trén mat cit song song véi mat phéng
BGE, BGFC (h.2-29) B[4 ¢
2,11, Trang thdi ng sudt tai diém b4t ki cho bai A g
tenxo ing sudt -
-0 Cx, 0 - I— 6
Te=|Cx; 0 —Cx |v6iC=C* 20 2l - F

0 —Cx;, O

a) Tinh vecto {ng su4t tai di€ém P(4, -4, 7)
trén mit phing

Hinh 2-29

2x1 + 27(2 -— X3 = =7
b) Tai diém P(4, —4, 7) trén mit cdu
sz + x% + x% =81

c) Xic dinh cdc dng suit chinh, ing sudt ti€p cuc dai tai P.
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Chuong 3 \
TRANG THAI BIEN DANG

§3-1. CHUYEN VI |

Xét mot vat thé dan hédi chiu luc.

Gia sir & thoi diém ban déu t, vat thé chua chiu luc.
Vat thé chi€m trong khong gian mot thé tich V. Dén thai

diém t, sau khi chiu tdc dung ciia ngoai luc vat thé chiém -

mot thé tich méi V.

Goi A 1a mét diém trong V. Vi tri clia A dugc xdc
dinh boi vecto ;(x, Y, z).‘Sau khi chiu luc A d€n mot vi
tri méi A' trong V' va duge xéc dinh bdi ;'(x', y', Z)
(h.3-1).

Ta goi vecto AA' 1a vecto chuyén vi clia A. Néu goi

ey ah

i, j,k 1a cac vecto don vi trén cac truc toa do thi :

AA' = ui+vj+wk 3-1)
u, v, w 1a cdc thanh phin chuyén vi cia A. Nhu vy u, v,
w la cdc ham s§ phu thuéc ba bi€nsd x, y, z.

Toa d6 ciia A' duge xdc dinh theo cic thanh phén
chuyén vi clia A nhu sau :

x'=u+x
Ay ' =v+y {(3-2)
Z'=w+z
§3-2. BIEN DANG
a) Tinh bién dang dai

v
l/':q );\ ) k
\ -n"_.. v
e
Y
Hinh 3-1
z
Pl
P A
A ((' ',<
ds,
ds

Hinh 3-2

Xét them mét diém P 1an can A. Toa dé clia P duoc x4c dinh bdi céc bidu thic

X +dx
Piy +dy
z +dz

dx, dy, dz 14 cdc vi phan cilla X, Y, Z.
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Sau bién dang P dé€n mot vi tri méi P’ trong V'. Toa d6 cla P' s& 13
X+ dX + u
Py +dy+v
Z+dz + w,

Trong d6 u,, v; va w, dugc xic dinh theo u, v, w nhu sau :

ou ou Ju
U =u+ a—x~dx+5dy+-3;dz
v v, v
Vi=V+ &dx+ady+5z-dz
ow ow ow
W) =W+ adx+gdy+—é;dz
Goi chiéu dai ciia AP 13 ds va chiéu dai ctia A'P' 1a ds thi ti s6
- dS] —ds
~ ds

dugc goi 12 bi€n dang dai theo phuong clia AP.

Chiing ta tim cdch x4c dinh € theo cdc ham s6 u, v, w.

Céc thanh phén hinh chi€u cia ds, 1&n céc truc toa dé 1a nhu sau
ds;/x=(x+dx+u)—(u+x)=dx+u,—u
ds/fy=(y+dy+v)—(v+y)=dy+v;—v
dsI/z=(Z+dz+w])—(w+z)=dz+w1 -

Thay céc tri 86 uy, v, w, tir (3-5) vao day ta s&€ c6 :
ds;/x =dx'+ éEl—cclx + — +?-u-dz

5Y
ds,/y = dy+ a—v-dx + 6y avdz
ds,/z=dz + a—w—dx + awdy + gw_

oy
Vay d¢ dai binh phuong cla ds, s& 14 :

2
ds? = (dx + gu—xdx + %dy +%dz] +

Tit biéu thiic (3-6) ta c6 :
ds]2
Sz_

1

=1+2a+ezzl+23

(-4

(3-5)

(3-6)

(3-7)

(3-8)

(3-9)
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E
&
L

dx dy de
ds’ds’ds
chi phwong /, m, n ciia doan thing AP d6i véi hé truc toa do. Két hop véi (3-9) tacé :

Lezec (1412, Y (o, v vy
ox dy oz ox dy oz

Chia c4 hai v& cia (3-8) cho ds®, chi § dén céc ty s6 chiing 12 céc cosin

+ m+3@+m@+n@'2
& "oy &

Thue hi¢n phép binh phuong, bd qua nhimng s6 hang v6 ciing bé bac cao, chii ¥ tdng

12+m2+n2=ltadidé'nké’tqué:
_pu 2Oy 20w Qo
ge=1 6x+m 6y+n 6z+lm(6y+6x)
ov  ow v ow
+ in(a + a) + m.n(a +E) (3-10)
Xét nhitng truong hop riéng :

- Lén luot cho AP song song vdi céc truc toa do, nghiala lan lugt ldy /=1, m=1,n=1
con nhitng hé s6 con lai 12 bang khéng ta s& dugc :

ou ov ow
x = a,ﬁy= E Vﬁﬁz= E

Nhu vay, dao ham riéng phén cia u, v v w theo céc bién s6 1a cic bién dang dai theo
phuong cia cic truc. '

€ (3-11)

b) Tinh bién dang géc

| Xét thém diém thit hai Q 14n cin di€ém A sao cho AQ
vudng goc véi AP. Néu xem goéc vudng 13 don vi géc thi

bién dang cha [-;K(j duge xem 14 bi€n dang g6c ty déi. p A'.<

Goi Q' 14 vi tri cha Q sau bi&n dang. A_é_. Q

Ta tim céch xdc dinh cdc cosin chi phuong /;, my, n

cua A'P' va [, my, n, chia A'Q’ theo véi cac ham u, v, w va ' y
céc cosin chi phuong /, m, n va I, m', n' cha AP va AQ, vi
chiing vudng gdc nén ta c6 diéu kién : ' + mm’ + nn' = 0. X

Vidu tinh /;. Tir (3-7) tacé : Hinh 3-3

ds;./, =ds;/x =dx + gu—dx + —a-u-d ou
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ey,

Thay tri 86 ds; tinh tir (3—6) vao ta duogc :

du du ou
(1 +€e)dst; =dx + de + Ey—dy + Edz

Chia cé hai v€ cho ds va nhan véi (1 - £). Xem 1 - €% ~ 1 ta duoc :

A =l(1 +%)(1 —s)+m%(l-—a)+n—g—(l —€)

. Thue hién phép nhan va bd céc s6 hang vo ciing bé bac cao ta s& duge bidu thifc cha k.
Cing mét cach 1am ta s& tinh dugc m| va n,. Céc biéu thitc d6 12 nhir sau

f1=1(1—8+@)+m@+n@~

ox oy oz
m1=z’%+m(l—e+%]+n% (3-12)
ow ow
n,—lax +mE+n(1—a+—§z—]

Cung céich tinh tuong tu ta s€ im thdy cdc cosin chi phuong clia A'Q’ theo véi cdc cosin
chi phuong /'m'n’ clia AQ.

l—l'(l—e+-a—u]+m'-gu—+n‘gu—
- ox dy oz

TARN U2 BT | _
m2-15+m(1 8+6y]+naz (3-13)

n, = l'@+m'@+ n'(l -€ +@)
ox oy 0z
Goc gém giiia hai dudng (AP, A'Q") durge xéc dinh bdi biéu thuic :
cos(A'P, A'Q) =11 + mym, + nin, (3-14)
Pem (3-12) va (3-13) thay vao (3—14) véi chi ¥ (3—-11) ta s& duoc :.

. ] [Fal r ' 1 aV 1
cos(A'P', A'Q) = 2(e II' + g, m.m’ + g,nn') + (a—y— + B-x-—) (m'+ml)+

[% + 5;] (mn' + nm") + (% + —C;%)(nl' +n' (3-15)

Vibién dang la vo cling bé nén ta c6 thé xem géc [g - (A'P',A'Q')] =vlabé. Do dé
c6 thé viét :

cos(A'P', A'Q") = sin [g - (A‘P',A'Q')} &y
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Vay (3~14) ¢é thé viét lai nhu sau :
oy X

ov  ow N du  ow)
(E+E)(mm+mn)+(az ax)(nf-i-nf) (3-16)

y la bi€n dang cla géc vudng (AP, AQ). Néu 14n lugt 14y AP vi AQ song song véi céc
truc toa do, nghizalaldnlugtcho/=1vam'=l, m=1vain' = 1,n= 1/ = 1, ta sé fim thdy
céc bién dang cia cdc goc vuong xOy, yOz va zOx.

Y = 2(g, ll'+a mm' + g,nn') + (@+g](!m'+m!‘)+

Ta duge céc biéu thic
' _du v
'}'xy 5"' g
ov ow
Yyz = kY + E ( G-17)
o ow |
Y2 =5, T ¢

_ Qua (3_17) ta thﬁy Yxz = Yaxo ny = Tyx’ YZY = YYZ'

Néu chiing ta sit dyng u; dé chi cic ham chuyén vi theo cdc truc Ox; va g; dé€ chi céc

bién dang dai va géc thi sdu biéu thitc cta (3—10) va (3-17) dugc viét chung lal mot cong
thic sau dﬁy
éhl
2= ou; + (3-18)

axJ 2%,

Trong d6 ¢;; d€ chi cdc bién dang dai theo phuong i va g v6i i # j dé chi % .
Thay (3—18) vao (3-10) va (3—16) ta dugc cdc bi€u thic sau day '

2

g= lzex + mzt-:y +n°€, + Imy,, + Iny,, + mny,, (3-19)

%—-e II'+ g, mm'’ + g,nn’ + Y—(!m +mi") + 2’—-2-(mn +mn) + 2% 'sz (nf'+n') (3-20)

Nhu vay, véi ba bién dang dai trén céc truc toa do va ba bién dang g6c cla cac mit toa
do ta c¢6 thé tinh bién dang theo moi phuong va do bi€n dang géc cha moi géc vudng xdc
dinh boi hai doan dai v6 cling bé vudng géc. Sdu thanh phin bién dang d6 1ap thanh mét
tenxo bi€n dang.

1 1
€y Eny' ETZX
' 1 1
Te= Txy &y 5 ¥z (3-21)
1 1
_E'Y_xz Esz €, i
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Hay dudi ky hiéu thu gon.

Tg = [Sl]] vdi l,_] = 1, 2, 3

P6 1a mot tenxo d6i xitng hang hai.

Ta c6 nhan xét sau day vé cdc biéu thic (3-19) va (3-20) : Céc cong thic dé thuc su-
chi 12 hai phép noi tich lién ti€p giita tenxo bién dang vdi céc cosin chi phuong ciia AP va

clia AQ. Thuc viy, ta thyc hién cdc phép nhan lién ti€p dé :

r—a l l | AT
X 2 ny ‘272)( ] ]
I=+ l l >
=137y & 5 Tzy || M m
1 1 n n
_E'sz Eyyz €, |

w

[(o,. 0 1 Ty L 1,1
= || &y +57yxm+§ynn N E'ny +Sym+§'}(z},n s E'{XZ +E'szm+8zn j[m

Sau khi khai trién ta ¢6 :

(3-22)

!

n

I= lzax + mz.s:y + n28z + Lm.y,y + Iny,, + m.n.yy,.
Tg. l'}; ly 7 17

X 2iyx gl / p

I = 1 L ! 4
= 'i"/xy ey EYZy m m
1 1 n n
_5 Yxz E'sz g, ]

' ' o Iy | . Yyz | \ Yaz oopy o

U=¢gll'+e,mm'+g,nn' + T(Jm +m!') + == (mn' + m'n) + T(nl +n'l)

So sdnh hai biéu thic d6 véi (3-19) va (3-20) ta thdy 1o chiing [a mét. Vay ta c6 thé
Vi€t (3—19) va (3-20) vao chung biéu thiic nhu sau :

eap = 1 [€51[na;)} Tng;) (3-23)
i,j=1,2,3

o B=123

§3~3. PHUONG CHINH - BIEN DANG CHINH

Tinh chét chung clia nhitmg tenxo hang hai d6i xing 12 c6 thé dua vé dang dudng chéo
chinh. Céc thanh phin trén dudng chéo chinh duoc goi 12 56 hang chinh. D6i véi tenxo bién
dang céc s6 hang chinh 1a nhimg bién dang dai trén cic truc chinh va néu hé toa do triing
vdi truc chinh thi khéng con cédc bién dang géc.
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Goi £* 1a mot bién dang chinh va /, m, n 12 céc cosin chi phuong cua truc chinh déi véi
hé truc Oxyz di chon ban ddu. Ta phai cé diéu kién :

[ 1 1
€x ETyx Esz i e 0 p
1 i
STy Ey FVyz ||m| = 0 et m (3-24)
1 1 n 0 0 et LB
2 Yax '2"7zy €, | .

Thuc vay vi d6 12 phép noi tich thd nhit trong phép xoay truc. tenxo bén trdi va bé

- phai muén twong duong thi phép xoay truc cilta tenxo bén trdi va bén phai phai cho cing
mot két qua. Déi véi tenxo bén phai trong phép quay truc d6 phai vé lai chinh minh. Ta hiy

tinh céc thanh phdn cla tenxo trong phép quay dé .

£ 0 0 [{; ' {
0 . £ 0 {{m m
0 e |[n n
{
[a*:', s:, . s*n] m|=¢f+ £m>+¢ n°
n
Hay am[:'2 +m’+ nz] _—y

Vay tir (3—24), sau khi khai trién va dua tét ca vé bén trdi ta c6 h¢ théng phuong trinh :

» 1 1
(e, —¢ )i+ 7 Yy + 5 TR = 0

1 * 1
5 Tyxl + (Sy —g)m+ -i Yy = 0 (3-25)
1 1
' —z—yle * 5 Tym+ (e, — g)n=0

Trong dé e val, m,nacéc dn s6. Vi P + m? + n® = 1 nén muén /, m, n ¢6 nghiém thi

dinh thic phai bing 0. Tir d6 ta di dén phuong trinh bic 3 nhu ta da giai trong trang thai
ing sudt : '

& 1 — I =1, =0 (3-26)
Trong d6 I, J,, J5 12 cdc lugng bét bién :
Jl =g, + Ey +€,; (3-27)
€y '%'ny Ey %sz £, %'}'xz
L=-| -1, -1, (3-28)
'ETxy €y EYzy €2 Eyzx Ex
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%
g

)
C'(:).
‘

1 1
X Eyyx Esz

1 1

= Eny £y '2_'}'zy-

1 1
2 Txz 3 Yyz &

€

(329

Ta lai tr& vé nhitng 1ap luan twong ty nhr trang thii ing sudt. Phuo’ng trinh bac 3
+(3-26) c6 ba nghiém thuc g, €,¢; duge goi 12 ba bién dang chinh. Chiing ndm trén ba truc
chinh vuéng géc vdi nhau timg d6i mot tao nén mot he truc vudng goc. Cic géc vuong tao
nén boi he truc d6 14 khong bién ddi trong qua trinh vat thé bi bién dang.

§3—4. VONG TRON MO (MOHR) BIEN DANG

O trang théi @ng susit ta di phén chia ba trang théi img sust : trang théi ing sudt don,
trang thdi (ng sudt phang v trang thdi ing suft khoi. Trong bién dang ta khong thé tich
biét ba trang thdi nhur vay dugc. Vi ¢ bién dang theo
mot phuong nao dé thi lap tic cé ngay bién dang theo y
hai phuong chinh con lai, trir trudmg hop c6 nhitng
lién két can trd. Tuy nhién trong thuc € ki thuat,
nhi€u khi ta c¢6 thé do dugc bien dang dai trong mot «
mat phang va khéng cdn d€ y dén bién dang theo

0 X
phuong vubng géc véi mat phang dé. Trong trudng \

hop nhu vay ta c6 thé xem dé 12 mot bai todn phing.
tenxo bi€n dang chi con lai ba thanh phdn

Yxy Hinh 3 -4
x 2
Yyx
25
Trong phép xoay truc dua hé truc Oﬁ(y sang vi tri méi Ovn trong phép quay a, tuong
quan giita bi€n dang dai &, va bién dang goc €yn 1 quan hé mét vong tron nhu trong trudng
hop ing suat. Vong tron d6 duge goi 13 vong tron Mo bién dang.

T, =

Thuc vay theo cong thitc xoay truc (3-23) tacé :
gvn = { [€5][ny;}} [y .
3 day ny;lany, = - cosa, ny, = sina.
Ny; 12 Ny, = — sinq, nyy = —cosa
Thay céc ki hi¢u thudng va Khai trién ta s& dugc : |
€y = excoszot +8 sin’ot — YxyCOSQ SinaL
Ty

— = (g, — g, )sinacosa + (cosza— sinza)
2 X ¥ ny
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Ding vé€ mit todn hoc 12 hoan todn giéng (2-28). Vay ta ¢6 vong tron bién dang nhu’
hinh 3-5. '

Hinh 3-5

§3-5. TENXO BIEN DANG CAU VA BIEN DANG LECH

Tuong tu nhur trwde diy véi ing suat, tenxo bién dang ludn chia duge thanh hai tenxo :
Tenxo bi€n dang ciu vi tenxo bién dang léch. Ki hiéu 14n lugt 1a T, va Dg. Ta c6 tenxd
bién dang cdu :

£ 0 0
TF =10 g, O (3-30)
¢ -0 £
trong dé : _
£, +€,6+E
Ep = "—-3—3’--—2 (3-31)
va tenxo bi€n dang léch :
_ , | -
Ex —Ep nyy E'sz
1 1
D = Eny €y ~Ep iTyz (3-32)
1. 1
-'E'sz E'Yzy €, —Ep |

§3—-6. PHUGNG TRINH TUONG THICH

$ phdn trén chiing ta di thi€t 1ap dugc su tuong quan gilta bi€n dang va chuyén vi. Cic
tuong quan dé duge thé hien bdi cic biéu thic (3-11) va (3-17). Nhung céc biéu thic d6
chwa néi lén duge twong quan giita bién dang dai va bién dang géc. Nhu ta dd biét, gilia
bién dang dai va bién dang géc phai c6 mot twong quan thich ing vi néu khong c6 su thich
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ting dé thi vét the sau bién dang c6 thé c6 nhimg phan rdng. Diéu d6 hoan toan trdi véi gia
thuy€t cha ching ta vé moi trudng lién tuc. Do d6 diéu kién twong quan giita bién dang dai
va bién dang géc dé dam bdo diéu kién lién tuc ciia méi truémg duge goi 12 diéu kién tuong
thich. Biéu thic thé hién su tuong quan dé dugc goi 1a phong trinh tuong thich.

Liy dao ham riéng phdn cta Yy trong bi€u thitc (3-17) theo x va y ta dugc
G _ 9 + v _ 2 (gu_-) + i[@_}
Ox0y  pxay®  oxPoy oyt \Ox/)  x?\ 0y
Chd y dén hai biéu thic ddu cla (3-11) ta duoc

& 2 &%
Yoy 0% 25 (3-33)
Xoy  oy? | ox?
Tuong tu ta c6 thé viét tiép :

¥
A’

2 3 2
a.?yz _aay 682

ayaz"azz"'ayz

> (3-34)
az'yu B 3282 N 528x :
zx  ax* o |
Bay gid ta 18y dao ham cla g, tir (3—11) theo y va z. Ta dugc :
| o 628x 3u

Oy0z Oxdyoz ( )
Lin luot 14y dao ham cia Yy Yy VA ¥y theo z, X, y. Tt (3-17) tacé :

any _ 6211 + 62v ‘

oz ~ Oyoz  0zdx
2 2
asz - o°v o°w ! (3—36)

ox  0zox | oxdy

Nox _ 0w + #%u
dy  oxdy  oyee)
Cong hai phwong trinh ddu va cu6i cha (3—36) va dem trir cho phuong trinh thy hai ta sé
dugce : ' -

_asz + any + Gyu =9 6211

& & By dyoz (3-37)
Pem (3-37) thay vao (3-35)tacéd :
628x . _ o asz 3yzx av,xy
zayaz'a('ax + 6y-+ pe (3-38)
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9
5
e

Tuong ty ta cé thé thiét 1ap duoe thém hai phuong trinh khdc :

\

2628)' - i(av)'z _ asz + anY]

ozox ~ oy\ ox oy | @z )| 339)
L%, _ _g_(ar,z O c’my]
axdy  oz\ ox | oy oz

Séu phuong trinh (3—33) va (3—39) dugc goi 13 sdu phuong trinh tuong thich giira bign
dang dai va bi€n dang géc cua Xanh Vo-nidng (Saint Venant)
Mot s6 vi du cu thé vé xac dinh phuong chinh va bién dang chinh nhy sau :
Vi du 1 : Cho tenxo bién dang tai M ciia vat thé dan héi chiu luc
2 1 1
Te=|1 2 1 (1072
1 i 2
a) Xdc dinh bién dang chinh va phuong chinh bi€n dang
b) Trang thdi bi€n dang tai M 1a gi ?

Bai giai

a) Sir dung phuong trinh (3—36) dé€ x4c dinh céc bién dang chinh. Cic lugng bat bie€n
dugce xdc dinh nhu sau :

I=2+2+2=6
2 1 |2 I |2 1
Jz=— - — =—9
1 21 gt 2l |t 2
2 1 1
]3= I 2 l =4
1 1 2
Vay phuong trinh ¢6 dang :
g —68-+9 —4=0 "
Céc hé s6 cha phuong trinh 12 : a; =6, a, =9 va ag = -4,
Dat £ =x+0
9 _ Ay
véi o=-- 2

ta chuyén dugc (*) vé dang :

x> +‘px+q=0



.
¥
&
8,

voi . p=—aTl +a;=-3
2a; é.az
LT I R
Tinh A.
2 3
=3 ,P _
A 7t o7 0
Ta duge nghiém kép x = — —-g =-1

Tir d6 ta c6 nghiém kép clia (*) 1a
€ =-1+2=1
Nghiém thit hai duge xédc dinh bdi biéu thiic.
X = 24 _ 2
P
Viay :
£ =2+2=4
Nhu vay cdc bi¢n dang chinhla g, =1,g,=1,8; =4.
Phuong trinh ciia 5 12 nghiém ctia he phuong trinh (3-25)
2C-H+1m+1n=0
1+ (2-4m+1n=0
LI+ 1m+Q2-4n=0

Hay :
2l+m+n=90 I
[I-2m+n=0 (2)
I+m~-2n=0 (3)
I, m, n phai dap dng diéu kién :
PemPent=1 @&
Tu phuong trinh ddu ta cé :
n=2/-m (5)

Dem thay (5) vao cho (2) ta duoc :
[-2m+2I-m=0
Hay 3(( - m)=0vaym =1/
Turong tur tir (2) ta ¢6 / = 2m — n va dem thay vio (3) ta duge
3m-n)=0viym=n

Hinh 3-6
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Ta két luan / = m = n nhu vay truc cla g5 phai nghiéng déu déi véi cic truc.tpa do. Tir
diéu kién (4) tacé
I=m=n= L
NE)
Ldy tri s6 £, = 1 hoic g, = 1 thay vao h¢ (3-25) ta dugc phuong trinh vé dinh
I+m+n=0
I, m, n duge chon sao cho théa mén di€u kién 1* + m” + n® = 1. T4t nhién phuong ciia £, va
€5 phai vudng gdc véi €4. Ta thuc hién phép quay truc sau day :

Goi Oxyz 1a hé truc ban ddu cla tenxo bi€n dang. OP 12 vecto don vi trén truc nghiéng
déu clia phuong £5. Q 1a hinh chiéu cha P trén mat xOy. Quay hé truc Oxyz quanh Oz sao
cho Ox dén tring véi OQ. Ta ki hiéu vi tri d6 cila Ox 12 Ox'. Truc Oy s& c6 vi tri mdéi 1a

1 1
Qy'. Céc cosin chi phuong ctia Oy’ 1a nhu sau. / = ——=, m = —= va n=0. Ta xét xem Oy’
| V2 V2

c6 thé 12 truc bién dang chinh thi I khong. Tinh bién dang trong phép xoay truc d6. Ta c6 :
. ~ -~ Tr -

i T 1
N

2 1 1]-
A
N
0

-

1
2
11 2]jo

Thuc hién hai phép ndi tich lién ti€p ta duoc :

*
aoy-=1-

Piing bing tri s6 chia g, = 1. Vay Oy' diing 1a truc thit II. D€ c¢6 duge truc thi III ta chi
con phai xoay x'Oz chung quanh Oy’ dé Ox' dén tring v6i OP. Vi tri méi cia Oz duge ki
hiéu 12 Oz'. Truc dé chinh 1a truc chinh thit I Vi tri 86 12 vi tri duy nhdt vudng géc véi OP
v Oy'. Céc cosin chi phuong cha Oz’ duge ki higu a 7, m', n'. Ching phai théa man diéu
kién vuong goéc véi OP va Oy', nghia la :

r w0
NI 3
1 1

"["$]+m'“ﬁ“=°

va diéu kién quan h¢ giita ching :

0

Pim?+n?=1
Tir hai diéu kién dé va tir hinh vé ta tim thdy :
1

=l=-—

]1——2"'1'11
Ve J6
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b) Trang thdi bién dang tai M duge twgng tnmg béi tenxo bién dang :

1 0 0
0 1 0
0 0 4

D6 1a trang thdi bién dang khéi.
Vi dy 2. Cho trwong bién dang x4c dinh bdi tenxo :

— —

1 -5 0

Te=|-5 2 1072

1
2

0 ) —3_

D

Hinh 3-7

Gée ADC s& thay déi the nao sau khi bien dang. Cho biét OA = OB = OC =a, AD = BD.

Bai gidi
Xdc dinh céc cosin chi phuong ctia AD va CD.
Tinh dd dai ctia CD :

OD = 22
Viay:
DC = 0D’ + OC>
_a o 3
Ty TdES
3 a\/g
DC=ay5 ==

a 2
n=cos(DC, z) = =—
OO
' 2
Ciéc cosin chi phirong ciia AD.
a 1
I'=cos(AD, x)=—-—= =——
- av2 2
a 1
m' =cos(AD,y)= —=+—
YTARTTR
n'=0

Hinh 3-8
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JoL 2 2 2 2 22

Géc AOC khéng thay d6i.

Bditap
3.1. Cho tenxo bién dang tai diém M ciia vt thé dan héi
2 1 1
Te=|1 2 1].107
1 2 |
a) X4c dinh bién dang chinh va phuong chinh bién dang. Hinh 3-9
b) Trang théi bi¢n dang tai M 1a gi ? X3
3.2, Cho trudng bié€n dang (h.3—9) xé4c dinh bdi tenxo

Goc ADC sé thay déi th€ ndo sau khi bi€n dang Xy
Cho bi€t OA=0B=0C=a : Hinh 3-10
AD =BD.

3.3. Trudmg chuyén vi chia vat thé dan héi theo quy luat u= 4x%;| + xzxg 61 + xlxg' e3
Cic vecta gl ,32,23 13 ¢dc vecto don vi trén céc truc toa do.
Tim v1 tri mdi cia céc. diém A(1 ;0;2)vaB(~1;2; 1)
Xéc dinh d6 dii cia AB sau bién dang (h.3-10).

3.4. Truong chuyén vi cha vat thé dan héi cho bai quy lujt
. LI d
X EX x

X3

0

ymm -

o

Xq =Xp + AX3

L

A
5
=%
£
j= 1
E3
»

u

A x
Xy

x‘3 =X3 + sz
a) Tim céc thanh phdn cta tenxo bién dang tai 0. Hinh 3-11

b) Tim chuyén vi ciia cdc canh trong hinh 1ap phuong véi A 1a hiing s6.
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Chuong 4 |
QUAN HE GIUA UNG SUAT VA BIEN DANG

Trong chuong hai va chuong ba ta d3 dé cap dén trang thdi ing suit vi trang théi bién
dang. Trong chuwong nay ta dé cap dén quan hé giita ing suét va bién dang.

§4-1. CAC HANG SO PAN HOI
Xét moi trudng dan héi tuyén tinh chia Hic.
Khi vat thé dan h8i 1a di huéng, nghia Ia tinh dan héi cha vat thé theo nhitmg phuong
khic nhau la khong giéng nhau, thi tuong quan giita squ thanh phin Gng sut va sdu thanh
phén bién dang phai thong qua 36 hing s6 dan héi nhu sau :

S 811821831341 351 361 | | B

G2 38 384853 8¢y | | €32

O3 | _| 2323338433538 | €33 | o (@-1)
G2 A1484 234844354 84 | | B2

G23 15835 435 445455 4g5 | | E3
[ G311 [316 226 436 446 356 366 | | E31

Trong trudng hgp tdng cjuét d6 ta ciing s& ching minh ring tenxo ing suit va tenxo
bién dang phai c¢6 cing phuong chinh.

Thuc vy, gia st chon truc toa dé 1a truc chinh chia bién dang, khi dé ta cé cdc bién
dang chinh 12 £, €5, Vi £33. Cic bién dang gbc €5, €53 va &5, 12 bing khong. Tir (4-1) ta
tim thdy tri sé clia (ing suilt 6,4 14 nhu sau :

3 = a1581) + Axs5€x) + 235833 (4-2)

Bay gio chiing ta st durig mot phép quay truc toa d¢ véi Ox, cd dinh con Ox, va Ox,
quay quanh Ox; mét géc 180° dé€ dén chiéu nguoc lai
nhu hinh 4~-1. Nhu vay cdc cosin chi phuong cua céc tryc
toa do trong hé truc toa dd Oxx,x3 la nhu sau :

Ox, (-1, 0, 0)

Ox,(0, -1, 0) -

0x,(0,0, 1)

Hinh 4-1

Theo cong thifc xoay truc (3—23) ta t_ihh__ dtmc cédc .
bién dang dai theo Ox,, Ox, v 0x, 12 nhr sau :
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e, 0 0 [=17)7[~1]
EII = 4 0 822 0 0 0 =81!

_0 O 833 | 0 | O_
ey, 0 0 T oN'[ 0] -
_0 0 833_ 0 i 0_

0710
: 1 1

~ Nhu vay céc bién dang dai trén ba truc d6 12 khong déi dix chiéu truc toa do thay déi.
Bay gis ta tinh tri s6 cha g suit 0"23 theo hai cdch. Theo bang (4—1) néu thay cot bén
trai 14 céc ting suit O'Iij thi cot bén phai ciing phai thay 1a arij. Viytacé:
Oy3 = a15€1) + AxsEay + AzsEa (4-4) .
(Chd ¥ he truc toa do mdi Ox‘]xrzx; ciing .15 hé truc chinh, bién dang géc 1a bang khong).
Dua (4-3) vao (4-4) ta tim thay :
Gy = Gp3 (4-5)

Mt khac str dung cong thitc xoay truc (2—12) ta tinh dugc 0.23 nhu sau :

T

Oy G O3 0 [O

Gy33 =401 Oxn Oxn|( -l 10|=-02 (4-6)
G;3 ©Oyp3 onlLo I.l

So sanh (4-5) va (4-6)tacéd :

G323 =023

Piéu kién d6 chi théa mian khi 0,3 = 0.

Cang mot cach 1ap luan tuong ty ta di dén két ludn 14 63 = 65 = 0. Néi moét cédch khic
truc chinh cha trang thai bi€n dang va truc chinh clia trang thdi ting sudt tai mot diém Ia
tring nhau. Piéu kién niy khéng doi hot a;s, ay5 va ags phai bing nhau, nghia la vat liéu
khong nhit thiét phai ding huéng. Diéu yéu cdu & day chi cdn 12 vat thé c6 tinh dan héi
tuyén tinh. Nghia 12 tuong quan giita ting suit va bién dang 1a tuyén tinh nhu duge biéu
dién trong biéu thitc (4-1). '
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Néu chon hé toa do 1a céc truc chinh thi twong quan giifa tng suat va bién dangla :

11 a1 ag) a3 | | &y
Op =212 ay apn||ep (4-7)
O33 a3 53 433 | | €33

D6i v6i vat ligu déng huéng thi quan hé giita dng sudt va bién dang dai trén bat cit
phuong nao ciing nhu nhau, nghia 1a thay phuong chiu luc di thi bién dang twong ting véi
luc khong thay déi. Muén dat diéu d6 ta phai c6

A =ap =ay =

ap=dy =ay =aj=apn=an =0
Vay quan he (4-7) duoc vi€t duéi dang khai trién nhu sau :

o11 = Cie1p + Gy ey + £33)

G2 = Cien + Gy (811 + £33)

G33=Cieg3 + G (e + £19)
Néu diat C; =2p, C; = A va 0 = g + &, + £33 thi c6 thé viét gon lai dudi dang :

O = 28 + 1.0  @-8)
Trong d6 lugng 6 khong phu thude vao phép quay toa do.

Trong biéu thitc(4-8) ta chi mdi n6i dén cic tuong quan gifta tng suét chinh va bién
dang chinh. D€ c6 duge cdc twong quan giita {ing suit va bién dang géc ta xoay hé truc
OxX,%4 ¢6 phuong triing véi cic truc chinh dén mot vi tri méi Ox1x2x3 bt ki. Céc cosin

chi phuong cta cdc truc Ox1 , Ox,, Ox3 d6i v6i Oxx,x3 duge ki hiéu 1 n;, chi s6 thit |

1_]’
nhat chi vi tri truc méi va chi s& thit hai d€ chi hé truc ci.

Vay ing sudt phip va ing sust ti€p trén mat cit vudng géc véi Ox1 va song song vGi
Oxz dugc tinh véi céc biéu thic sau :

. ar T Tr

Ot 0 0 nyy Ny

o, =4|0 op 0 | n,lb |0, (4-9)
L0 0 O3z || M3 ) [My3
(_Gn 0 0 ."“11“1‘-“21

oy =110 6n 0 ||ng|b |ny (4-10)
L0 0 O3z || N3 ) [no3

Thay (4-8) vio (4-9) vi khai trién ta c6 -
Ny
[(2}.18]].‘{1[1 + 7\‘9]'111), (2}1 E50. M3 + 7\.9.]112), (2}1833.“13 + 7\.8]’1]3)]. ED)

N3
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Thuc hién phép nhan néi tich mot 1an nita ta duge
2 2 2 2 2 2
2ple)y.n7) + £55-n1; + €33.n73]1 + A0[n}; + ni; + 03]

2 2 2 _
Viténg: ni; + nf, + nj; =1

T
€11 0 0 (0 Ny _
2 2 2 :
va €13-N7) + €y M{y + €33.073 = 4| 0 €y O ny, Ny =8y
_ 0. 0 = eym]lng n;3
Nén (4-9) c6 thé viét lai dudi dang :
oy = 2u€), + A0 (4-11)

Hinh thic hoan toan gi6ng nhur (4—8) nhung chii ¥ &-day o), 1 tng sudt phép trén mat
cit ¢6 ca ung sudt tiép. _ _
Cung mét cich 1ap luan tuong tu, ta viét (4—10) dudi dang :
T

g 0 O oy || |02 |
G =2p410 en O |[ng i {0 +20[nyny +npony + 030y
0 0 ey jlns])] (2

Vi njyny; + Njohyy + Npafys = O (hai truc vudbng géc véi nhau). Nén biéu thiic trén

co dang :
o1y =2nEp (4-12)

Day la quan h¢ giita ing suat ti€p va bi€n dang goc.

Qua (4-11) va (4-12) ta nhén thdy dng sudt phap gay. nén bié€n dang dai va dng suat
ti€p gay nén bién dang géc. Ca hai biéu thic d6 c6 thé viét gém lai mét nhu sau :

Gij = JLGBU + Zpau . (4—“13)

Trong d6 3 1a todn tir Kré—nec—ke. Khi i = thi §;; = 1, khii# j thi §;=0.

(4—13) cho ta quan hé giita (ing suét va bién dang trong moi trudmg dan hodi tuyén tinh
ding hudéng. Trong moi trudmg dé ta chi con lai hai hé s6 dan héi 1a A va y. Céac hé s6
d6 dugc goi 1a cac hing so Lamé. _

Bay git ta hily tim biéu thic ngugc lai, tinh bién dang qua dng sudt :

Goi : '

G =0y +0t+03; (4-14)

Thay tri 6 Gy, Gy, VA G35 dugc tinh tir (4—13) vao, tacé :

O = 2u(ey| + Exp + E33) + 300 = 2 + 31)0
Vay :
o
0= v

(4-15)
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Dem tri s8 6 d6 thay vao (4-13) ta duoc :
1| o3y

D6 1a biéu thic chiing ta cin tim..

Bi€u thiic dé téch thanh hai nhém :

a)Khi i=j,6;=1tacéd:

1| 0+ 0+ 0y
= |G, — -17
E::I] 2” [Gll l 3k+2}.1 (4 1 )

i=1,2,3.
b)Véii=j &;=0

G
_
28ij = —

Dat u =G va goi G la moduyn truot cha vat ligu biéu thic dé duge viét lai dudi dang :

281] = G

i,j=1,2,3 (4-18)

vOi 1 # ]

§4-2. TRANG THAI UNG SUAT DON

Ta goi trang thdi Gng suit don 12 khi trén mot phuong chinh ing suét khéc khong, con
trén hai phuong chinh con lai tri s6 dng su4t 12 bing khéng.

Tagiasito) #0con o,y =643 =0.

Gei moéduyn dan héi 12 ty s6 E gilta \ing suit 6,, vie,,. VAy tacé:

Tir (4-17) ta ¢6 ngay cdc biéu thiic : '
1 A+p '
€11= — (4-20)
M=o on
1 A
€90 =8332 — e (4-21)
e T ol

Ta nhén thdy giifa €;; va €3, hay €33 luén luon nguogc ddu nhau. Néu g;; 11 duong nghia
Ia vat liéu chiu gian thi 5, va €33 1a co lai. Néu g, 12 am, nghia 12 co lai thi €7y VA €33 5&
gidn ra. Ti s6 v giita €5, va £;, duge goi la he s6 Poat xong. Ta dé dang xac dinh tuong
quan gitta E va v vdi cic hing s6 dan héi A va u cha Lamé,

Thuc vay thay (4-20) vio (4-19) ta duoc :

REA +2p)

E= A+ p

(4-22)
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Pem chia (4-21) cho (4-20) ta ¢6 :

- _% - 2(++p) (4-23)
Néu thay p = G vao (4-23) ta dé dang xédc dinh duge A theovvaG. Tacod :
A= ff(i (4-24)
Thay (4-24) vao (4-22) v&i chd ¥ p = G ta tim thdy tvong quan giita G va E.
G= 2(vE+ D (#-23)
Nhu vay, mot cdch téng quat cong thitc (4—16) 6 thé viét lai dudi dang
g = lgvcij - Lo8; véiij=1,2,3 (4-26)

VA O =0y + 0 + O33

§4-3. TRANG THAI UNG SUAT KHOI PINH LUAT HUC TONG QUAT

La khi ba ing suit chinh déu khic khong.
Ta hiy xét trong hé toa d6 Oxyz, véi trang théi éng sust khéi c6 ddy di sdu thanh phéan
cla tenxo Ung suit va bién dang. Cong thic (4—-26) dugc viét thanh hai nhém nhu sau :

€, = %[cx - v(csy +0,)]
18y = E[UY - v(o, +0,)] 4-27)
&2 = %[02 - v(o, +0,)]
{r, = @)

Cic biéu thirc d6 dugc goi 1a cic bidu thifc cha dinh Tuat Hic tdng quat.
Cong thic (4-13) biéu di€n tuong quan giita ng suat va bién dang dugc vi€t nhu sau :

o, = A0 + 2Ge,
Gy = 20+ 2(3&:y
G, = A0 +2Gg,
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Ty = Goyyy

Tyz = G‘sz

Ty, = Guyy,.

Trongdé O=g,+g,+¢,

y
Céc biéu thitc nay dugce goi 14 céc biéu thic cha Lamé.

§4-4. THE NANG BIEN DANG PAN HOI

Trong tuong quan ciia Hic ta ¢6 thé tinh duge the nang bi€n dang dan héi tich liy trong
don vi thé tich.

Ta hay twong tuong ngoai luc gay nén bién dang dan héi ting dan tir kKhong dén mot tri
s6 xdc dinh trong khoang thdi gian nio dé. Xét & mot thoi diém t, trang thdi dmg suat tai
mét diém nao dé trong vat thé dan héi c6 céc tri
s6 (ing sudt nhu duoge bi€u dién trén hinh 4-2.

b6i v6i phan t6 dang xét, Ung luc do cac Ung Y TYz\ r Y e Ty
sudt gy nén tré thanh ngoai luc tic dong Ién y S /
phéan t6. Gia s trong khodng thdi gian 8t phan | O

6 c6 cdc bien dang $8s,, Bey, 8e5, OYyys Bryp —
Yy, BO qua luong vo cling bé béc cao ta 6 thé . . ! W,

xem cOng clia ngoai luc tdc dong lén phan t6
nhu tdng cong clia cdc thanh phan iing luc riéng .
1€ trong cdc d6 chuyén doi twong tng. Ta c6 Hinh 4-2
dA = o, 8¢,dxdydz + o,d¢e,dxdydz +o,0¢,dxdydz + TryOYxydxdydz

+ 1,07, dxdydz + Ty, 0%y, dxdydz (4-29)

Néu khong ¢6 s mat mat vé nang luong céng dé duge chuyén héa hoin toan thanh the
nang bién dang dan héi tich lily trong phan t6 :

&(dU) = [o,8e, + o,0¢, + G,0e, + TryOxy + TxeO¥xz + Ty,07y.Jdxdydz (4-30)
Kihiéuu = 3—3 1a the néng tich lity trong mot don vi thé tich thi (4—30) c6 thé viet lai :
du = o,8e, + o, ¢, + ,0¢, + Tay®¥xy + Tad¥nz + Ty,0y, (4-31)

Trong trudmg hop bién dang 1a thuan nghich thi ta dé dang chiing minh duoc rang Bu la
mot vi phan toan phan. Thuc vay, trong qui trinh d6 su bién thién cia the nang U trong qua
trinh dat tai va b tai 1a bing khéng ; nghia 12 th€ ning tich lity dugc trong hé s& hoan toan
bi€n doi thanh cong trong qué trinh giam tai vay :

gSaU =0 (4-32)
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Tir dinh nghia tacé :

U= Ludv
Vay :

U = LSudv

Pem thay biéu thic dé vao (4-32) ta duoc :

g':j Sudv =

Diéu d6 chiing & ring 5u 12 mot vi phan toan phin. Do d6 ta c6 thé biéu dién du dudi
dang :

o du o G fu
du= —8d¢, + — e, + — 0, + — 0y 67 +—38y (4-33)
agx X aay ¥ asz Z a}, xy anz XZ ayyz yZ
So sénh v6i biéu thic(4-31) ta ¢6 céc lién he :
ag, = du o, = ou G, = Ou
x T oY B, B,
" oot (4-34)
&u ou &u

Ty = =3 Tyy = 1Ty = 2
v any ye _ asz Oy
Cic biéu thic nay rdt cdn thiét cho chiing 1a trong muc t6i. Bay gid ta hay quay lai biéu
thic (4-31), tich phan biéu thic (4-31) trong qué trinh dat tai ta dugc thé nang bién dang
dan hai tich liy trong don vi thé tich ctia qud trinh d6 1a ©
u= J(c de, + oy 68 +c,0¢, + TxyE’ny + 1,07, + TyzE‘sz) (4-35)

Vi tuong quan giita (g sudt va bién dang 12 tuong quan béc nhit nén ta dé dang tim
thay bi€u thic tich phan d6 nhur sau :

1
u= [0 Ex + OyEy + 0.8, + YayTay + Tysly + TyxYaxl (4—36)

Thuc vy gia sit ta xét v6i trang thai Gng sudt don chéng han. Khi d6 twong quang giira
& va £ dugce biéu dién nhu trén hinh 4-6 : Tich phan trong qué trmh dat tdi tr 0 dén o, ta cod
thé nang tich liiy trong don vi th€ tich 1a:
u = .[068 = E;L 18
Tri 6 clia u, duge tugng trung bang dién tich clia tam giéc
OAB.
Thay tri s6 cla &, €, £, Yxy» Yxzr Vyz bing cdc biéu thic
(4-27) va (4-28) ta dugc :

u=2LE[0 +62+G —2\)(00‘ +0,0, +0,0,)]

1 2 | 2
g Tt 2 (4=37) Hinh 4-3
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Néu phan t6 dugc tich ra bing cdc mat chinh thi biéu théc clia u ¢6 dang :
i .
u= E[c]2 + 0'% + c% - 2v(0(0; + 6,03 + 530;)] {4-38)

Néu xem trang théi ing suit nhu tdng cha g sudt cdu véi c'; = G; = 0'; =0y, va
Ung suat l¢ch thi th€ nang trén day s& 13 téng ciia hai th€ nang, thé niang bién dang thé tich
Uy, va th€ nang bi€én dang hinh ddng U, 4 :

U = U“ + Uhd

Ta dé& dang tinh duge U, v6i biéu thitc :

1-2v 2

Uy = STGIb

-2
hay : Uy =~ (o) + 03+ 03)° (4-39)

Vay the nang bién ddi hinh déng tich lily trong don vi thé tich I3 : U,y = U - U,,. Cong
thic clla nd s€ 1a -

l+v
Uhd = ~——§E— [(‘)'12 -+ 0'% + G% - 010'2 - 020'3 - 0'301] (4_40)

§4-5. CAC PHUONG PHAP CO BAN GIAI BAI TOAN PAN HOI

Gia st ¢6 vat thé dan héi chiu luc (h.4—4). Mong
muén cia chiing ta la xdc dinh duge trang théi {ing suat
tai moi di€m trong vat thé dan héi, vi khi biét duokc trang Siasesssa=y)
thdi 1ing sudt tai moi diém trong vat thé ta méi bist chd <
nao vat thé c6 trang thdi (ng suit nguy hiém nh4t. Ta goi
ché dé 1a nhimg diém nguy hiém va néu nhu tai nhiing an
diém dé vat lieu vln da bén thi 15 rang vat thé s& bén \\
duéi tdc dung cia ngoai luc.

-

q

V&i phuong phdp cha dian héi ngudi ta dé ra cich
giai quyét bai todn nhu sau. Chia nhé vat thé dan héi ra
thanh nhimg phan 6 vo ciing bé. Néu bai todn duoc gidi quyét trong hé toa d6 Pécic thi
nhitng phén t6 d6 c6 hinh ding 1a nhiing hinh hop, néu trong t9a d6 tru thi chiing 13 nhimg
phén hinh try. R& rang gifta chiing c6 sy lién két véi nhau vé g suit, vé chuyén vi va cé
su twong quan giifa ing sudt va bién dang nhu ta 43 xét trén day. Dua vao diéu kién d3 biét
cic phdn t6 & ngoai ciing, trén sit bé mit clia vat thé, vi tai d6 c6 su can bang giita ni luc
va ngoai luc, hay cdc diéu kién chuyén vi di biét, ta suy din cho céc 16p phan t6 bén trong.
Vi cach d4 ta bi€t trang thdi (ing sudt trén toan vat rhé.

Hinh 4-4
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Tém lai ta phai giai quyét bai todn véi cic phuong trinh sau day :

a) Diéu kién can bing ciia phan td (phuong trinh Navié) :

bo, Oty or, [
= T 3y + 3, +pX =0|= o )
oy, B0, O 2y)
Dy Ty sy —o) = v
ox dy @& o)

o 20 )
Ol zy+6CFZ+pZ=0= Calc)
Ix oy oz 5t2

b) Quan h¢ gita chuyén vi va bién
dang (cac phuong trinh Cosi) :

Lo _do ]

T Ty T

o Ov dw = Ou

T e
& u v

T Ty T

¢) Cic phuong trinh tuong thich
(phuong trinh Xanh — Vonang)

528x + 628}' _ 62?”
oy x® oxdy
2
o, P _ Py
o2 o Oy

O, , e _ 0y

A

ax? 2 T ozéx
2628’( i(_asz 4 asz n any]

Bydz ox\ ox = oy oz
208y _ 3[% O, %J
oz oyl ox oy = oz
26233 =i[asz + asz _ any}
Bxdy  Ox\ ox = oy oz
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d) Tuong quan gitta bi€n dang va img suat. Dinh luat Hiic téng qudt :

-

1 Txy
£, = E[Gx - V(Gz + Gy)];ny = F

| ) T,
g, = E[Gz ~v(o, + 0y )Y, = G |

Hoic dung hé théng phiong trinh ctia Lamé (4-27) :

o, = A0 + 2Ge, Tey = GYyy
o, = A8 + 2Ge, T,, = Gy,, (V)
o, = A0+ 2Ge, Ty = Gy,

Ngoai nhimng hé phuong trinh trén céc nghiém phai théa man diéu kién bé mat. Néu
nhu xét mét phan t6 st ngay trén bé mat clia vat thé thi c6 thé xem bé mat clia vat thé 13
mot mét nghiéng nao d6 cé phdp tuyén v (h.4-5). Ngoai luc tdc dung tai d6 duoc chia
thanh ba thanh phén X,, Yy, Z,, (trén don vi dién tich). Diéu kién mit ngoai duoc viét hoan
todn gidng nhu cic biéu thitc (2-7). Ta cod :

X, =0 d +1,m+1,n
Y, =t/ +o,m+1,n (4-41)
Z, =1, +1,m+o,n

Giai quyét mot lic bon he théng phuong trinh vi phan d6 13 mot didu khé khan 16n.
Ciing vi vay khong phai bét cit bai todn nao ta ciing gidi duge. Néi chung ta c6 hai cdch
giai. Cdch thit nhdt xem 4n s6 phai tim ban d4u 1a cdc thanh phén tng suét o,, Oy, Op Txys
Tyz va 1,, va cdch thit hai xem cic chuyén vi u(x, Y, Z), (X, ¥, Z), w(X, ¥, z) 12 4n. Ta s& l4n

luot trinh bay hai ciach d6 :

1. Cach gidi thit nhit : Xem cac thinh phan ing suit la 4n

Bai todn dua vé viéc ldy tich phan chin phuong trinh (I) va (IIT) véi sdu ham chua biét.
Nhu vay trong nghiém téng quat s& c6 mat cdc ham tiy y. C4c ham nay duoc xéc dinh tir
diéu kién mit ngoai (4-42).

Vi ta di ldy \ing suit 1am 4n nén ta phai chuyén hé phuong trinh (III) sang dang 'ng
sudt. D€ lam duoc diéu d6 ta st dung hé phuong trinh (IV) va he phuong trinh (I) 1dy dao.
ham cdc phuong trinh d6 va thay vao (III) ta s& tim thay :
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2
Vi, + 3 %oy
l+v 52
2
Vo, + 3 .?& =0
LA Y oy?
Vig, 4 3 ooy _
2
T > 4-42)
2
2 3 5 O'Ib -
Vi Y Ty ayae -0
2
2sz i d th =0
2
V21 3 0 Glb -0
Ty Ox0y ,
wwong d6 V* 12 toén tir Laplatxo (Laplace) véi dinh 1.giifa :
V2 8* 62 82

Cac phuong trinh d6 dugce thiét 1ap khi xem céc luc thé tich bang khéng va dugc goi la

phuong trinh cia Bentrami Misen. Khi c¢6 ké dén luc thé tich thi cdc phuong trinh d6 cé
dang nhu san :

2

Vo, +1+Y 6x2+ y[ax+6y+6z +2 =

oy 3 Fop, v (K Y ) 0¥

Vo, T 6y + —v(6x+8y+c'}z +2ay_0
2

20, 43 0w, v (X oY 02) oz

Vo, et Ty o +1-v(ax+ay+az +’26z

e (4 -1_)
3 oo, OZ oY

2

Vi, 1+v ayaz+6y+8z =0
2

2 3 ao‘lb 6_X 3Z

Vit Ty o T T -0
2

v, 3 oy 0¥ X _,

TTav ey T Ty

2. Cach giai thit hai : xem cic thanh phin chuyén vi 1a 4n

Ta phéi chuyén tat cd hé phuong trinh can bing (I) va cdc diéu kién trén mat ngoai
(4-41) viét theo cdc thanh phédn chuyén vi u, v va w.
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Tir cdc phirong trinh ctia Lamé (4—13) ta ¢6 thé viét :

o, =xe+2G§x‘1

Ty = G[% +_%) )

v

Ty =
Ldy dao ham theo x, theo y va theo z sau dé thay vao phuong trinh thit nhat cta hé

phuong trinh can béng (I) véi chii § :
a% otv o v dw)_ B
axay 6x6z 6x x ay ER

Phuong trinh can béng thit nhat sé€ ¢6 dang :

2
(?L+g)—+GVu+pX 0[ atz] (4-45)
Ciing céch thi€t 1ap tuong tu ta c¢6 hai phuong trinh Khéc :
3\
(A + G)g +GV?v + pY = 0[= pa—z]
: a > (4—46)

| 0 ) @
()L+G)E+GV (0+pZ—O(— ?}J

Nhiing phuong trinh dé dugc goi 12 c4c phuong trinh Lame.

Cic diéu kién bé mit s& dugc viét nhu sau : Tir phuong trinh ddu ta co
du, Ou ou | _ldu, ov 5,0
Xy = A0 + G[E[ + Ey—m + B"Z-ﬂ] +G|:-6;f + *a-;m + 5;(*—“]

Chi ¥ rang biéu thitc & trong déu ngodic vuéng thit nht biéu thi dao ham ciia ham s6 u

theo phdp tuyén v ciia mit ngoai vat :

@—_@é auﬂ.}.@iz.—@{.}._a_l{m.f_._n
By Oxov dyov oz ov  &x oy oz
g trinh thit hai va thit ba ta cé

Ciing lmh todn tuong ty véi cdc phuon

Ju ou dv dw
)L01+65V~+G[ax 6xm+_n]
ov Su av 6(0
Y, =20m+G—+ G| —/+— > 4-47)
ov [ay ™ ] (
7.0 Ju ov (5.0)
Z, -an+G-é-{}—+G[-éEI+——m+aZ ]
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Tir cdc phuong trinh Lamé v cdc diéu kién mat ngodi (4-41) ta sé tim thay cdc chuyén
vi u, v vd o. Sau khi di cé cdc chuyén vi ta dé dang xdc dinh dugc céc bi€n dang va tir cic
biéu thitc ctia Hiic ta s& tim dugc ing sudt.

Ngoai hai céch giai trén day ta cdn mot cach gidi thi ba dugc goi 12 céch gidi hdn hop,
nghia I3 trén mot phan nay cha vat thé thi gidi theo chuyén vi-va phén khéc thi gidi theo iing
sudt. Ta khong trinh bay ki cich giai ndy nhung nhitng phuong trinh co ban thi ta di thiét
lap xong.

Ta nhan thdy theo cdch gidi trén day s& gip rdt nhiéu khé khan, nhiéu bii todn trong
thuc t&€ hau nhu khéng gidi duge. D€ c6 thé dp dung tinh todn cho nhing bai todn ing dung
trong K1 thuat ngudi ta thudmg duwa ra mot 86 gia thuyét. Nho nhitng gia thuyét d6 ma ta da
don gidn dugc céc phuong trinh vi phan trén day va da tim ra nghiém dé dang. Tét nhién
nghiém dé khéng phai 12 nghiém chinh xéc, nmmg d9 chinh xédc ciia né ciing dit ddp dng
dGi v6i yeu cdu trong thyc t€. Chiing ta s& diing cdc gia thuyét dé dé tinh todn vé thanh ma
ta s& dé cap téi trong cdc chuong sau.

Ta 14y mot s6 vi du vé tinh ton twong quan giita
bi€n dang va ting suét : n

Vi du 1. Tai m6t diém trén mat vat thé chiu luc
ngudi ta do duge bién dang ti d6i theo cic phuong u
Om, On va Ou nhu sau (hinh 4-6).

£, =281.107% ¢, =-281.10" ¢,= 1625107 48°
Xac dinh phuong chinh va Ung suit chinh tai 0 m
diém dang xét. Cho biét hé s§ Podt xong v = 0,3, Hinh 4-6

méduyn dan héi E = 2.10°kN/em®.
Bai gidi
Ta nhan thay phuong vuéng goc véi bé mat clia vt thé 13 mot phuong bién dang chinh

vi theo phuong niy vat thé khong chiu luc. Do dé ta c6 thé bd qua bién dang clia phuong
nly va bai todn dugc xem 12 bai todn phing.

Sir dung cong thitc (4-27) ta c6 thé viét :

Em= -1" [On— Vcn] = [Om— 0,3c,] = 2,81 ‘10-4

E 10

-4
= W [Un - 0,3Um] = —2,8110

Tit céc bidu thitc d6 ta tinh duoc o, = 4,32 kN/em?, o, = —4,32 KN/’
Sir dung cong thic xoay tryc (2-29) va xem Omn nhu toa d¢ goc ta c6 :

G, = om ;“n + 2320 005(2.45%) = Ty Sin(2.45%)
o, = Om T % | Om =% c0s(2.135°%) - t,,-sin(2.135°)

2 2
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Voichi y o, + 6, =0, c0s(2.45°) = 0, c0s(2.135%) = 0, 5in(2.45%) = 1, sin(2.1 35% =-1
ta tim thay :

Oy = ~T,g (1)
S, = —0, (2)
Vay ta c6 thé viét
£, = %[Gu +vo,] = 1,625.107
T ddtacd:
_2.10%1,625.107*
%= [3

Tri s6 cia ing sudt tiép t,, 1a:

Tam = — Gy = — 2,5 kN/em?

= 2.5 kN/fem?

Phuong cila tryc chinh (ng sufit duge x4dc dinh tir biéu thic (2-30)

2t 225
S, — O, — 4,32 + 4,32

tg2e = — =0,5787

Vay : 2a = 30° va o, = 15°, a, = 105°.

Tri s6 clia tng suat chinh dugc tinh tit cong thitc (2—37). Ta c6 :
G, —0C 2
- 2
max ~ 2 o+ [ m2 n) +Tnm

O = i%\/(4,32 +4,32)* + 42,5)% =5 kNfem?

min

Thay s6 vao ta duoc :

Ghi chii :

Ta c6 thé tinh o, va o, theo céc cong thikc xoay truc nhu sau
T
[Um tmn:l —cos45° ~—cos45°
G, =
" |ltem o0 J{sinas® sin 45°

Véi tri s6 cia cosd5° = sin45° = g va chi ¥ tdng o, + o, = 0. Tich trén din dén

biéu thiic : : |
R N I, S N -
LM 2 Ty ey 22
vatirddtacéd :
Gy = ~Tnm (1.)
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Tuong twtacd :

22
’ |:Tnm Tn i| £ JE

2 2
- \/_\/_IJ_J_T\/_\/_H,J_J_
\-" m 2 2 L11) J R nm === l'l__
2 2 2 2 2
Oy, = Ty Vay theo biéu thic (1) tacé :
o, =—0, (2)
Vi du 2. Tai diém A trén mat mot vat thé 4y
dan héi chiu lue, ngudi ta do dugc cic bién n m
dang ti d6i theo ba phuwong x&€p theo hinh sao
géc 60° (hinh 4-7). Ta ky hiéu céc bién dang
dé 1a g, €, €,. Lap cong thic tinh nhiing ng 60 x
suflt chinh va phugng chinh tai diém dé. 0
Bai gidi
Tir cong thiic (4-26) :
1+v v .
Eij = E Gij - "E-GSU (1,] =1, 2., 3)
viioc= SN + G + G33- Hinh 4-1
Ta c6 thé tinh Uing sudt theo bién dang :
1
O'ij= mESij + 1+v0’.8ij (])

Vi bé mat chia vat thé khong chiu luc nén & day ta cé thé xem nhu bai todn phang

véi 633 = 0. Trudng hgp dang xét chi c6 cdc bién dang dai nén ta c6 thé viét bidu thic (1)
duéi dang :
1
G“_ = T+v [E.g;; + vol (2)

L4y toa do Oxy 1am toa d6 g6c, tenxo tmg suft dugc viét trong toa 40 d6 Ja :

o T

P ¥X
Tg = _

Yy Oy

Nhur vay ting sudt phdp theo phuong m dugg tinh véi cong thic xoay truc :

1 {[Gx tyx:H:l }}T[z }
Om = [Ee,, + vo] =
1+v Tyy gy |lm m |
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1 \
O day I = — cos60° = ) (V1 tinh tir truc m sang x nguoc véi chiéu tir x sang m).

B3

= 0°= ==
m = cos3 5

Sau khi thuc hién phép nhan ta ¢ :

1 4] J?: 30‘y
O = m[Eam+vc]= T"—-txy.—z— = (3)
Tuong ty nhur vay véi o,. Tacé :
T
1 1
1 Oy Tyx 2 2
o, = Ee + vo] = .
n 1+v[ n ] ny Uy:| J3 NE)
2 2
1 G 33
Gn=1—;—;[E8n+VG]=Tx+TXY—2—*+ZGy (4)
Tuong quan gita o, va €, ciing dugc viét dudi dang :
[Ee, + vo] =0, {5)

1+v

Ba phuong trinh (3), (4), (5) 1ap thanh he théng ba phuong trinh véi ba 4n s6 & = Oy + 0,

Oy va t,, nhursau :

{ | (o} \/5 Gy
T A P A T ) @
(4] \E G
(TS o= w3 v 3 )
1
1+vE'8"+l+vc=G" ©)

Cong v€ véi v& clia ci ba phuong trinh véi chi y o = 5, + G, ta s& tim thdy nghiém thir

nhitc :

- _2E (e, +¢5,+¢,)
- 3(1 _ V) X m n
Lay (4) trir (3) ta duoc : '

T, = E (e,— &)
YoBaewy 0"
Nhan (5) Ien d6i 14n va trir cho (4) va (3) ta s& tim th4y :

Gy, — G (28x > 8“)

YT 31+ v)
Tir dé ta tim thay phuong chinh véi biéu thiic

2txy — \/g(an B Sm)
G, —~ O 26, —g, ~ 8,

tg2a = —
y
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- Tri s6 clia céc dng sudt cyc dai va cuc tiéu 1a :

2
s _Sx+0y  [[0x -0y !
mgx 2 - 2 Xy

min

E 2 2 2
Cmax = s (B +e+8g) % (e, ~€,) + (g, —£,)° + (g, — &)
m’:\: 3(1 _ V) X m 3(1 + )J m m 1] n X
Chi y. Ching ta cﬁﬁg ¢6 thé diing cong thifc xoay truc :
o, +0, O, -0
g, = = > y . X > y
dé thiét 1ap cdc phuong trinh (3) va (4).

cos2a — T,,8in2a

Bai tGp

4.1. Mot hinh tru tron dic bang thép c6 dudng kinh D = 50 mm dit vira khit vio mét 6ng
ddng c6 bé diy = Imm. Hinh try thép bi nén véi luc P = 150 kN (hinh 4-8). Xdc dinh
phuong chinh va iing sut chinh tai diém éng. Cho v=0,3,E = 2.10* kN/em?.

FI
. /F
TR
TYr §id

t
X
4

>
Wt

N

o]

—— -

oo s

~~~~~~~~

C

'i?
[

Hinh 4-8 Hinh 4-9

4.2. Mot tdm thép kich thuée a x b x ¢ dit giita hai tdm tuyét d6i ciing, 2 tdm nay dugc lién
két v6i nhau bing 4 thanh (hinh 4-9). Khi tim thép chiu dp lyc P phan b6 déu trén hai
mit bén thi ing suit kéo cua thanh la bao nhiéu ?

Tinh ting suét trong tAm thép. Cho E 4 = Ejpann-

4.3. Mot khéi hinh tru tron A bing dOng dwoc nhét khit vdo mét 16 khoét clia mot vat ciing
tuyét d6i B va chiu luc nén P = 50 kN. Xéc dinh 4p luc nén vao vich 16 khoét. Xdc dinh
bién dang Ah vd AV clia khéi ddng. Cho dudng kinh ctia khéi d = 4cm, chiéu cao
h = 10cm, v = 0,31. E = 1,1.10*kN/em” (h.4-10).



2
’ : | ]
8] A [= f
Z I Y A 1
f l X X X .
77 I Ay
d
= >
'Hinh 4-10 Hinh 4-11 Hinh 4-12

4.4, Xic dinh gid tri cdc dng sudt trén mat ben cla phén t6 hinh l4p phuong cocanha= Scm
Cho biét bi¢n dang dai tuyét d6i Ax = 5.10 “mm, Ay =1. 10 ’mm, Az = 7,5.10” mm
va bién dang géc v, = 2.10° ,vyz-vzx =0,E=2.10"kN/em?, 1 =0,3; G = 8.10".

Tim gid tri cac ung sudt chinh cha phan t6 (h.4-11).
4.5, Nho dung cu do bién dang (Tenx0mét) ngudi ta do dugc do gidn dai ty d6i tai diém A
cia ddm doc theo cdu khi ¢6 tai trong nhu sau :
g, = 0,0004. &y =—0,00012.
Xdc dinh tng suit phép theo phuong x va y (h.4-12).
4.6. Mot kh6i 1ap phuong béang bétOng dat vao vira khit rinh clia vat thé A chiu 4p sust phan
b6 déu & mit trén p = 1kN/cm?. X4c dinh 4p luc nén véo vach rich va d¢ bién dang thé

tich tuyét déi. Cho canh a = 5cm, v = 0,36, E = 8.10° kN/cm?. Vat thé A coi nhir tuyét
dei ciing (h.4-13).

P
y p
Pl—>" g4 : ¥
X @ 2. Q) L. @
 Z X
21 5
2
A 2
¢ I_ ‘F’
P L b
Hinh 413 Hinh 4-14

4.7. M6t phan t6 khOng bi bi€n d6i thé tich, c6 hai ing sust chinh oy = 100 kN/cm?,
6y = 60 kN/cm?. H01 ung suét chinh tha ba phai bing bao nhiéu ?

4.8. M6t tdm mong hinh chu nhat bé day & dat gilta hai véch ciing song song. Tam chiu luc
kéo P va lyc nén Q nhu trén (h.4-14). Tinh dp luc nén ciia tAm vio véch vi do blé'n déi
thé tich cha tdm. Bo qua luc ma sdt gidia vdch va tam.
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Phdn 11
CAC BAI TOAN THUOC VE THANH

Chutong 5
PAC TRUNG HIiNH HOC CUA MOT HiINH PHANG

Trong qud trinh tinh d6 bén cia thanh ta luén Juén phai dé cap dén cdc dac trung hinh
hgc clia mat cit ngang vi vay & day ta phai dua ra cic dinh nghia vé cdc dac trung dé.

§5-1. PINH NGHIA

Ta c6 mot hinh phing dién tich F duoc biéu dién nhu

trén hinh 5-1. Goi Oxy 1a hé truc toa d¢ vudng trong

mit phang cia hinh. M; (X, y) 12 mot diém b4t ki trén
hinh. Khoang cich tir O dén M; lar.

1. Mémen tinh. Ta goi mdmen tinh cha F d6i v6i O
12 biéu thic tich phan : ‘

So = [OMidF (5-1)

Thanh phan hinh chi€u cha biéu thitc d6 xuéng cic
truc toa dé 1a .

S,= [ydF vas, = [xdF  (5-2) Hinh 5-1
Céc thanh phin dé duge goi 12 mémen tinh cha F d6i véi cic truc Ox va Oy.
Ta ludn luén c6 thé tim thdy mot diém G sao cho :
So = [ GMidF =0 (5-3)
bié€m G d6 dwgc goi 1a trong tAm ciia hinh phing. Toa d6 clia G duge xdc dinh nhu sau :
Viréng : OM; = OG + GM;

nén ta c6 : So = [ (OG + GM;)dF = OGF | (5-4)
Tudétacsd: x —S—"' -—S—y (5-5)
ola i € F v Yg = F

Mt truc di qua trong tdm G cita hinh dwoc goi la truc trung tdm. Momen finh ca hinh
d6i vdi truc d6 12 bang khong.
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2. Momen quén tinh. Goi mémen quén tinh cla F d6i vdi O 12 bidu thire tich phén :
I,= J’F r’dF ' (5-6)
Jp con duge goi 13 mémen quén tinh doc cuc d6i véi O. Néu thay r bing khoang céch tir

M; dén mot truc nao d6 thi ta s& cé6 moémen quédn tinh cla F d6i véi truc dé. Vi du thay r
bing x hoac y ta s& dwoc mémen quén tinh cia F d6i véi truc y hoc truc x

J, = szdF, ) = LyzdF C(5-7)
Virﬁngr2=x2+y2néntacéz '
Vo=, +1, (5-8)

3. Momen quan tinh li tam. Goi m6émen quén tinh li tm cha F d6i v6i he truc toa do
Oxy 14 biéu thiic tich phan

Jy= [xydE (5-9)
Mot hé truc toa do ma mémen qudn tinh Ii tam ciia F 4ot voi hé dé li bang khong thi

hé dugc goi 1a h¢ truc qudn tinh chinh.
Tai méi diém trén mat phing cla F ta déu tim thdy mot hé tryc toa d6 nhu vay. Ta s&
chiing minh diéu nay & phén sau. Mot h¢ truc toa d§ quan tinh chinh di qua G thi duge goi

1a he truc qudn tinh chinh trung tam. Y
Ta dé dang nhan thdy riing khi hinh c6 mot truc déi xing
thi moi truc vuéng géc véi truc d6i ximg d6 1ap thanh mét he «|e
truc qudn tinh chinh (h.5-2). dF|dF
Thyc vay vi ta luon luon tim thdy mot cap dién tich dF d6i
xiing dé : ol X

Ty = LyxdF = .L(xy —yx)dF =0

Trong qué trinh tinh todn sau ndy ta luén luon cdn thiét
dén hé truc toa d6 quén tinh chinh trung tam vi vay sau day ta
$€ n6i 16 cich xdc dinh hé truc toa do d6.

Hinh 5-2
§5-2. CONG THUC CHUYEN TRUC SONG SONG

Gia sir ta 44 tinh dwge cdc moémen quén tinh chia F
d6i v6i he truc toa d6 Oxy. X4c dinh cdc mémen quén
tinh cia F d6i véi hé truc O'XY song song véi he truc
Oxy (h.5-3).

Y Y

Goi a, b 1a toa d6 clia O trong he tﬁ_lc O'XY.

! (o —  * Tuong quan giita cdc toa dé nhu sau :
O'M; = 0'0 + OM;
Viy:X=a+x;Y=b+y

Hinh 5-3
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Theo dinh nghia :
Jy = LdeF = j'F(b +y)*dF
Sau khi khai trién biéu théic d6 ta c6 :
Iy =T +2bS, +b’F (5-10a)
Tuong tutacéd :
Jy =1, +2bS, +a’F (5-10b)
Momen quan tinh li tAm 1a : '

Ty = LXYdF = L(a + x)(b + y)dF

Txy = Jyy +bS, +aS, + abF (5-11)
Neéu hé truc Oxy 12 hé truc trung tam thi cdc cong thitc (5-10) va (5~11) s& c6 dang :

Jy =J, +b%F

Jy =T, +a’F (5-12)

§5-3. CONG THUC XOAY TRUC

Gia sit ta da tinh dugc cdc mémen qudn tinh cia F d6i v6i h¢ truc toa d6 Oxy. Xéc dinh
cdc momen qudn tinh d6i v6i hé truc Ouv xoay di so v6i Oxy mét géc o (h.5-4).

Goi M; 1a hinh chiéu ciia M; trén truc Ox. Ta
¢6 biéu thirc vecto : v

—_— —

OM; = OM, + M}M,

Céc thanh phén hinh chi€u coa phuong trinh
dé6 trén cac truc Ouva Ov la:

u = Xcosa + ysina

V = yCOSQL — XSinot

‘Theo dinh nghiatacd :

Hinh 54

J,= vadF = L(ycosa—xsina)zdF
I, = LuzdF = L(xcosu + ysina)zdF

Jw= LuvdF = L(y coso — xsina)(xcosa + ysina)dF .
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Sau khi khai trién ta duoc :

_ 2 . 2
Jy=Jcos"a + ], sin

o - 2J,,sinacosa
_ 2 . 2 .
J, =1, cos"a + J, sin“a + 2), sinacosa
. 2 .2
Juv = Uy — J)sinocosa + Jyy{cos"a — sin“a)
Sau khi déi cung cuéi ciing ta c6

etl, I ~1 )

= =5t Lcos2a - J, sin2o
}+1] J, -J
J, == 5 y X 5 ycosZoc+J,(‘,‘,sir:20L e (5-13)
R B
Tw= 2 sin2a + J,, cos2a %

Néu hé truc Quv 12 m@f he truc qudn tinh chinh thi J,,, = 0. Tir biéu thic cu6i cung clia
(5-13) ta ¢ dugc cong thitc d€ x4c dinh phuong ciia truc quan tinh chinh nhu sau :
ya | ' '
i (5-14)

-1

tg2o = —

Phuong trinh 46 ludn luén c6 hai nghiém, nghla 12 luén x4c dinh duge hai truc quédn
tinh chinh vudng géc v6i nhau. D6 13 diéu ma ta da phét biéu trén day.

Céc cong thitc cua J, va J,, trong (5-13) vé mit todn hoc hoan toan giéng céc cong
thitc (2— —21). Vay néu ding mét he truc toa d6 véi truc hoanh bi€u dién cho tri s6 cia J, va

truc tung biéu dién cho tri s& cia J, thi tuong quan giita J,;, va J, 12 twong quan clia mot
dudng tron. Phuong trinh ca dudng tron dé c6 dang nhu sau :

2 2
[Ju i ;’J’] +32, = [J" 5 J”J + 12, (5-15)

Vong tron duge biéu dién trén hinh
5-5. Néu chon phuong clia truc hoanh
song song vdi phuong cua Ox thi 14p luén
tuong ty nhu vong MO 1ing suat ta s&€ fim
thdy phuong céc truc qudn tinh chinh 1a
PM, vi PM,, nhu trén hinh 5~5.

Vong tron d6 duge goi 12 vong Mo
quén tinh. Diém M, véi toa do 12 J, va iy
dugc goi 1a diém gbc vi né tuong tru‘ng
cho tri s6 quén tinh cha truc Ox va quén
tinh li tam cha hé truc Oxy. Ban kinh

CM, 12 ban kinh géc va P 1a diém cuc.

Hinh 5-5
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O day, khéc vé6i vong tron ting sust, vong trdn quén tinh luén luon nim vé bén phai cia truc
tung vi.J,, J, va ], luon luén duong. '

Ghi chi :
Bén chit & day ciing 14 bai todn xoay truc toa do d6i véi ma tran gédm ba thanh phén.

Tx ny
ny Jy

~ Véi chi ¥ céc cosin chi phuong cita cic truc Ou va Ov d6i véi he truc Oxy la :
I = —cosat, m = sino ; I’ = —singt, m' = —cosct ta ¢ thé viét :

- - _ T_ _

Jx ny —COos¢ —cosa
t= ] J sino sing

| Xy y L _ . .

_ _ I _
] Jx. ny —SIin o —5Imno
V=

_ny I, |L-cosa ]| |-cosa ]

T
M Ty [-cosa —-sina
Tav = .
Ty dy sina —cos
Thuc hién cic phép nhan d6 ta s& tim thdy :

20+] ysinzcit - 2], sinocosa

J, = Jcos
. 2 2 .
I, =Jsin"a + Jycos"a + 2], sinocosa
. 2 . 2
o= (5= Jy) sinacosa + I, (cos“o — sin“a)

Trong trudng hop téng quét, trinh ty d€ x4c dinh mot hé truc quén tinh chinh trung tam
1a nhu sau :

1. Chon mét hé truc Oxy bat ki ban déu. Tinh céc tri s§ momen finh cling nhu mémen
quan tinh cia hinh d6i véi he truc dé. :

2. X4c dinh trong tam cba hinh.

3. Chuyén truc song song vé trong tam cua hinh.

4. Xoay truc dé xé4c dinh phumg chinh di qua trong tam.

§5-4. MOT SO Vi DU

1. Bai toan vé tam giac vuong ABC. Tinh mémen finh clia tam gidc d6i véi céc canh
cha goc vuong AB, AC. Tinh moémen quan tinh vd momen quén tinh li tam cla tam gidc
déi v&i hé trung 1Am song song vdi cac canh cha goc vudng (h.5-6).
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Bai gidi : _
1. Chen h¢ truc toa 49 Axy nhu hinh vé. y
Toa d¢ trong tAm cha tam giac ta di biét : C y
b b )
G= 3 Y= 3 A _y
Vay moémen tinh ctia tam giac ABC d6i P Y] .
véicéc truc x, y 1a : : 7° G ¥~ \
2 - A Xg iB X
Sx - FYG - % b o
S, =Fy =h_bz_ Hinh 5-6
G= g
2. b€ tinh moémen qudn tinh ta chon phan t6 dién tich dF nhu hinh v&. Tix dinh nghia

faco:
Jo= [ y2aF = [y dy

trong dé b, dugc tinh véi bidu thic :

h- bh?
Vay: Ji= bﬁyz(Ty}dY =17

3
h
Tuong tu ta cé : Jy = bl_2

3. Mémen qudn tinh li tam d6i véi hé truc Axy duge tinh véi bidu thiic -

b
y=—X+ b2h2

b
Ty= nydF= _Exdx _[ ydy = 4
0

Chuyén sang hé truc trung tam GXY song song véi Axy :
2
h
L=l + [5] F

2
(b
Jy=Jy+ (‘j‘) F

3 3
h b bh b*h?
Ly=lxy+ 335 Vaylx =T

(5-16a)

(5-16b)

(5-17)

(5-18)
(5-19)
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2, Xéc dinh toa dé trong tAm caa nia hinh tron (h.5-7).

Bdi gidi :
Chon hé truc toa d¢ nhu hinh 5-7.
¥
Trong tam dé phai nim trén truc ddi xing, vay gy
x = 0. Ta chi con phai tinh tung 40 yg. Tacé : @
N S > |
G % T
F F 2L X
Sir dung giai phan t6 dF nhu hinh v&. Tacé :
Hinh 5-7

y = Rsinat

dy = Rcosado

by = 2Rcosa

nén dF = 2R%cos’ador
-_ = 2 1 = i

Vay S, Lde L_R sin a?R cos” ada 3

2R?

N S, 3 4R '
Y= oX = = — ~0,4244R 5-20
Vaiye= g = 27 T3 " | (5-20)
2

3. Xic dinh toa do trong tam ciia cac dién tich duge xdc dinh béi mot phdn cung
tron nhu hinh vé

a) Tim trong tam ciia dién tich duge xdc dinh boi cung tron va gidy cung nhu hinh v&
(h.5—8a).

Hinh 5-8
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Bai gidi
Tinh S,.
S, = Lde vdi dF = 2r cosp dy

y =r18inQ
dy = rcosgp.do
=

S, = E_a I.Sin ¢.2r.cos @.r cos pd

mat khic tacé :
)
F= = (200 — sin2eg)

Vay tung do ctia trong tam 13 :
S 4 rsin’ o
Yo = %=§'(2a—sin2a) (5-21)
b) Tim trong tam cua dién tich dugc x4c dinh bédi cung tron va hai ban kinh tao véi
nhau mét géc 2¢ nhu hinh 5-8b.
Bai gidi
Tinh S,
Lay dF nhu hinh 5-10 :
dF = pde.dp
¥ = pcoso
2r’ sina.

S, =2 g ﬁlpcoscp.pdpdcp' = 3

Dién tichctahinhla: F= or’

Vay tung d¢ clia trong tam 12 :

_ S, Zrsina

y'°_F_ 3a

¥ X

(5-22)
Véio = g ta s tim lai nghiém nhwr vi du 2. - y

4. Tinh mémen quin tinh ddi véi cac truc
quan tinh trung tam cha hinh chit nhat (h.5-11) dy‘%:@
Bai gidi - >
Str dung phén t8 dF nhu hinh vé tacé : 0

), = LyZdF I—hyzbdy

. bk’
=17

N E—

(5-23)

bh - Hinh5-11

Tuong tyta e : J, = = (5-24)
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3. Tinh mémen quan tinh dgc cyc déi véi tim O va mémen quan tinh déi véi cac
truc Ox, Oy cua hinh tron (h.5-12)

Bai gidi:
Y
I, = erdF ; phan t6 dF duge x4c dinh nhu
hinh v&. & N
27
Vay:Jp= [ [rdedr |
4y - Jp _L ¢ ° e
Giai tich phan ta dugc : R ® X
aR*
Jp = T (5-—25)
Vilido d6ixing néntacé:J, =1J,
Do do : Jp=Jx+Jy=2]'x=2,y Hinh 5-12
R* |
=ly= nT (5-26)

6. Xic dinh h¢ tryc quén tinh chinh trung tdm va céc momen quin tinh cla hinh
phang (h.5-13) d6i véi cic truc quén tinh chinh trung tam dé.

L . P
Bai giai

Chon hé truc Oxy ban ddu nhu hinh v&. Chia
hinh thanh mét hinh chit nhat ABEO va mot hinh

tam gidc CDE. Trong tAm G, va G, clia méi hinh K

|3

ta dd biét : G,(1,5 ; 3,5), G2[3 . %,5).

7cm

Mémen finh cta hinh d6i véi Ox va Oy dugc
tinh nhv sau :

7 441
Sx"'3'7'§ + "—-—5

>, 44 (3 ; i) = 66,16 cm’ Hinh 5-13

4=8416 cm’ ' 0

Toa d6 cia trong tAm hinh :

S, 8416 _
Y6=F T T39 T
S

S, _ 66,16

2,9cm
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Xéc dinh mot hé truc toa do GXY song song vdi he
truc toa do cii (h.5-14). Goi Gix;y; va Gyx,y, Ia cic a—t 1 g
truc toa do song song véi GXY tai trong tim cia hinh i
chit nhat ABEO va tam giac CDE. E

2 " - ~ G X C
Toa 46 clia G, va G, déi véi hé truc GXY nhu sau : S e _,1\,. Yo
G1(=0,78 ; 0,6) ; G5(2,05 ; —2,17) SN
. 1 r=- I__- -—=r
Cac momen quén tinh cia hinh d6i véi he truc trung ) i ‘ Y2
tam GXY la: N D
Ix=1,, + 312F1 +I, 4+ :at%F2 _ Hinh 5-14
37 — 44° 5 4.4 4
JX"HE-'-O’G 37+Tﬁ--+2,17 7—138,0901'11
2 2
Jy=J, +bF + Iy, + oK,
7.3 3 443 5 4.4 4
== 37+ ~= =69
Jy B +0,78°3.7 + 6 + 2,05 > 69,25 cm

JXY = Jxl}’l + alblFl + JX2)’2 + 32b2F2

4242 44

Jyy=-0,78.0,6.3.7 — =205.2,17. - = - 4897 em?

Phuong cila céc truc quén tinh chinh trung tam duge x4c dinh bai phuong trinh :

_ 2y 24897
=y Ty T T38.09- 6935 ©

1,42

tg2a = 1855° ; 200 ~ 55° + K ; o w0 27° + Kg

Ta c6 thé sit dung vong tron quén tinh dé xéc dinh cic phuong d6 nhu trén hinh 5-15b.
Céc phuong d6 dugc v& truc ti€p trén mat phéng nhu trén hinh 5-15a.

\V y o 138cm?*

- 69crn4—-l

a)

b}
Hinh 5-15
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7. Xéc dinh hé tryc qudn tinh chinh mit ghép
Mot thanh ghép gém hai thanh dinh hinh c6 mit cét
ngang nhu trén hinh 5-16.

X4c dinh cdc moémen quén tinh chinh va phuong clia hé
truc qudn tinh chinh trung tam clia mat cat.

100 x 63 x 10 s6 20

]
/
%
A
7

| Bai gidi
S6 lieu vé dic trung hinh hoc chia thép chit [ s6 20 va

;
?
%
/)
thép goéc 100. 63. 10. 7

e L L L

VLTSI SIS S s

[620: h =200 mm J, =1520 cm® __”_1_1

F=234cm’  J=113cm" |
Hinh 5-16

Z,=2,07 cm,

L100x63x 10: F=155cm’, J, =154 cm®
Xo=3,4cm I, =471 em?
yo = 1,58 cm, Ju=tain =283 cm®,

Ta c6 d6i vdi thép goc :

Ty = T =Ty + 3y = Jpin = 47,1 + 154 — 28,3 = 172,8 om”

Momen quén tinh li tm J,, ¢6 thé tinh ra tt nhifng quan h¢ :

ny ['ﬂ: } ny
goy = ————,tgoy = tg| = + 0y | = ——
: Jy — Jinax 2 2 1 Jy ~ Jnin
hay :
]2
tgoy. tgoy = —1 = =
8- 18%2 (Jy ”Jmax)(ly ~ T inin)
hay :- Ty = —\/—(Jy = Jnax Xy = Trin)

= J=(154 — 172,8)(154 — 28,3) = —48,7 cm".
(Ldy déu trir cho J,.,, vi truc chinh max nam trong g6c phin tu thit nhdt va thit ba).
1. Xéc dinh trong tm mit cit (h.5—17a, ¢) :

S, 842155
Yo= F T22+155+23.4

=2,15¢cm

Sy _ 262234+ (395155 _ .

o= F 32 + 15,5 + 23,4
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nTL,
fb 4
g

Joe
b}
v
a)
JX
JID&!_
¥ y .
I i1y, S620
1,W R %, v
] 0, y
100 x 63 x 10 I
| X
0 2,15 X, d) -
c)

- 102°42"
O 1% | x c 12 42

II

Hinh 517

Toa do trong tm clia céc hinh thanh phdn d6i véi he truc trung tm :
HinhI:x =0, y=-2,15cm
HinhH:x=262cm, y=-215cm

Hinh I : x =-3,95 cm, y.= 6,27 cm.
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2. M6men quén tinh d6i véi hé truc trung tam :

. 3
j=xr =1 11.§o +2,612.1,1.10+ 1520 + 2,612.23,4 + 47,1 + 5,81%.15,5 = 3055 cm™.

_ 3
=21 Dl 4113 42,60%23.4 + 154+ 3,95 15,5 = 670cm”

Jyy =2y =0+2,62.(-2,15)234 +(-3,95).6,27.15,5 - 48,7 = —566cm"*.

3. Phuong cia hé truc qudn tinh chinh (h.5-17a, d) :

27
w2566 o

B0 =y T, T 73055 - 670

200 =25"24' + k.180° ;
oy = 12°42'; oy = 102°42'

4. M6men quén tinh chinh :
2 . 7

I, +17 J. =] : -
y i\j( X . y] 2 3055+67*'0i\/[30552 670] + (=566)?

X
= +] =
m =7 v =2
Jinax = 3183cm*; Foin =343 em®,

Vong Mo quén tinh cho trén hinh 5-17a, b.

Bdi tGp vé ddc trung hinh hoc
S.1. Xdc dinh ddy nhé X cla hinh thang sao cho trong tAm C ciia hinh ndm trén dudng
thing AB (h.5-18). Xdc dinh tung do y, ciia trong tAm.

Y

Hinh 5-19

Hinh 518

5.2, Tim toa do trong tdm cla hinh tam gidc cong ABC nhu trén hinh 5-19.
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5.3. Xdc dinh toa do trong tAm cha cdc mit cit cho trén hinh 5-20.
4a 4a

: B ! _ dlaD ‘‘‘‘‘
78 178 T s
3 7k
3 2 3
—~&— 4 /5 | ‘ ’
| |a|2a|a| 2a

2b b
=_2__Zz 1.
Wiz # 3/ 125 x 125 x 10
\
é
e N
\
a 2 A\
Hinh 5-20

3.4, Xdc dinh trong tam vA mémen quan tinh d6i véi truc trung tdm song song véi canh
day cla hinh thang cén (h.5-21).

. b—b—f
= -

b h

2 ] i

Hinh 5-21 Hinh 5-22

S3.5. Xdc dinh hé truc quén tinh chinh c6 géc tai A ciia hinh chif nhat (h.5-22). Cho biét
b =4cm, h = 6cm. Tinh cdc moémen quén tinh chinh.
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Chuong 6
THANH, NOQI LUC TRONG THANH

§6-1. DINH NGHIA VE THANH VA LIEN KET

Cho mét hinh phing va mét doan dudng cong trong khéng gian. D9 dai ciia doan
dudng cong d6 16n hon kich thuée 16n nhat cita hinh phing rat nhiéu 14n. Cho hinh phéng di
chuyén trong khong gian sao cho mit phing ctia hinh lu6n luén vudng géc véi dudng cong
vA trong tam cilia hinh 1uén ludn nim trén dudng cong, hinh phang s& quét ra trong khong
gian mot hinh ma ta goi 1A thanh. Poan dudng cong dugc goi la truc cua thanh va hinh
phang dwogc goi 1a mit cit ngang cla thanh.

Néu tryc ciia thanh 12 mot doan thing thi ta goi 12 thanh thing (h.6~-1a) néu tryc cla |

thanh 12 mot doan dudng cong thi ta goi 12 thanh cong (h.6-1b). Trong so dé tinh todn,
thanh thudng dugc biéu dién bang dudng truc ciia nd.

Trong qué trinh hinh phing di chuyén, hinh dédng ciing nhu kich thudc ctia hinh ¢6 thé
thay d8i. Khi d6 ta c6 thanh véi mat cit ngang thay déi (h.6-1d). Néu trong qué trinh di
chuyén, hinh phéng git nguyén hinh déng va kich thu6c thi ta goi thanh 12 thanh ¢6 mat cit
ngang khong déi (h.6-1c).

. i — 5-
/—\

b}

d)

Hinh 6-1

Trong khong gian, thanh c6 sdu bac tw do : Ty do di chuyén theo ba phuong vudng goc
bét ki nao dé va tu do quay chung quanh ba phuong d6. Trong x4y dung ciing nhu trong ché
tao mdy thudng c4c thanh dugce lién két v6i nhau va nhiing lien két d6 chi cho phép thanh di
dong, hay bi&n dang trong mot mit phang chda truc thanh. Ciing vi vay, v6i so d6 tinh todn,
ta c6 thé xem nhu thanh chi di dong trong mot mit phing. Ngoai luc ciing chi tic dung
trong mat phing dé. Bai todn d6 dugc goi 12 bai todn phang va thanh chi con ba bac tu do.
Xét bai toan phing : Vi du véi thanh thing AB chi ¢6 thé di chuyén trong mat phing cla
hinh v& (h.6-2), tai ddu A ta ding mot lién két don, nghia 12 mdt mdi néi c6 hai khdp thi
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lien két d6 chi han ché sy di chuyén cha thanh theo phuong clia lién két, nghia 12 né chi tao
nén phan lyc theo phuong nay. Lién két d6 khong han ché dugc chuyén dich clia thanh theo
phuong vudng géc véi lien két va khong han ché duge sw quay ciia thanh trong mat phéng
cua hinh v&.

Néu tai A ta dat mot lién két c6 dinh (h.6-3), lién két d6 han ché hai bac tr do cla
thanh vi n6 khong cho phép thanh di chuyén theo bét cif phuong nio, nmg lién két dé
khong han ch€ dugc sy quay ciia thanh. Vi vay lién két nay tuong duong v6i hai lién ket
don va né c6 thé tao nén mot phan lyc theo moét phuong bt ki ndo dé. Phan luc d6 duge
chia thanh hai thanh phén : thanh phén thing dimg va thanh phin ngang.

Néu nhw trén thanh AB ta d3t ba lién két (h.6-4) thi ba lién két dé giir thanh c6 dinh.
Mot ngoai lyc nao tic dong lén thanh s& tao nén ba thanh phan phan luc nhu hinh vé.

B

B

Hinh 6-2 Hinh 6-3 Hinh 6-4

Ta con c6 thé diing mét loai lién két thi ba 13 ngam (h.6-5). Vi du déng chat thanh vio
tudng, hay han chat thanh vio mot két cdu c6 dinh no d6. Lién k&t nay han ch€ hoan toan
cic bac ty do cia thanh, do d6 lién két twong duong véi ba lién két don. Khi c¢6 ngoai luc
tic dong, lién ket s€ tao nén ba thanh phén phén luc : hai lyc A;, A, vh mot moémen A;.

A P ‘C ‘/PB
A / A
y B R -

Hinh 6-5 Hinh 6-6

Tat nhién néu nhwr ba lién két don dat khéng ding ché ciing khong han ché hét céc
bac ty do ciza thanh. Véi két cdu nhu hinh v& (h.6-6) ta thdy 6 rang khong c6 thanh phén
phan lyc ndo chéng lai cic luc x6 ngang. Thanh AB c6 thé di chuyén theo phuong ngang
dé dang. _

Tém lai v6i bai todn phing ta cdn c6 ba lién két don dat ding chd dé giit cho thanh ¢
dinh. Tir 6, ta ciing c6 thé suy ra, v6i thanh trong khoéng gian, ta cn phai c6 6 lién két don
dat diing chd dé han ché hét c4c bac tu do clia thanh. |
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§6 -2. NOI LUC

Xét thanh chju lyc nhu hinh 6-7. Tudng tugng cit thanh béi mit cit ngang (m — n).
Mat cit chia thanh thanh hai phin A va B. Viit bd phdn A va xét su can bing ciia phdn B
(h.6~8). Nhu da néi & phdn ddu trong chuong trang thdi tng sudt, ta ¢é thé xdc dinh ngay
dirgc hop luc cia néi luc trén mat cit vi hop luc d6 phai can bing vé6i ngoai luc téc dung 1én
phéan dang xét.

Hinh 6-7 Hinh 6-8

Goi O 1a trong tdm cha mit cit. Xdc dinh mot hé truc toa dé vuéng Oxyz voi Oxy la he -
truc quén tinh chinh trung thm ctia mit cdt ngang va Oz nim trén dudng ti€p tuyén cla truc
thanh. H¢ noi lyc duge thu vé O bing mot vecto chinh va mét moémen chinh. Céc thanh
phan hinh chiéu cita vecto chinh xudng céc truc toa do duge ki hiéu nhu sau :

— Trén truc z ki hiéu 12 N, va goi 12 luc doc.

— Trén truc x va y ki hiéu 12 Q,, Q, va goi la luc cit theo phuong x va theo phuong y.

Céc thanh phin hinh chiéu ciia mémen chinh 13 cdc mémen quay xung quanh cdc truc.

— Mémen quay xung quanh truc z ki hiéu 12 M, va goi la mémen xoan.

— Momen quay xung quanh truc x va y ki hiéu 12 M, M, va goi 1a momen uén.

Ta quy wdc dau cia cdc thanh phdn ndi iyc nhu sau : N, dugc goi 1a duong khi né
c6 chiéu di ra khoi mét cét, Q, duge xem 12 duong
khi ding nhin theo phuong x thdy Q, ciing véi
ngoai lyc tao nén moét ngau luc 1am quay phdn dang
xét theo chiéu kim déng hé. Tuong ty nhu vay déi
véi Q, khi nhin theo phuong cba y : M, va M, dugc
‘xem la duong khi né udn cing phia duong cta céc
truc x va y.

M, 1a duong khi nhin vao mat cét thdy chiéu ciia

M, 1a chiéu cta kim déng hé. y
Cic chiéu duong d6 duge biéu dién nhu trén S
N Hinh 6-9
hinh 6-9. _
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Tur di€u kién can bing clia phdn dang xét ta tim thdy dé dang c4c tri 56 clia cdc thanh
phén néi luc nhu sau :

N, = ZP/z (t8ng hinh chi€u cia P, 1én phuong z)
Qy = ZPy/x (t8ng hinh chi&u ctia P; 1én phuong x)
Q, =2PJy (téng hinh chi€u cba P; 1én phuong y)
M, =Xm(P)/x (t6ng moémen ciia P, d6i v6i truc x)

-~ M, =Xm(P)/y (tng momen ciia P; d6i véi truc y)
M, = Ym(P))/z (tng mémen ciia P, d6i véi truc z)
P; 13 cdc lyc téc dung lén phin dang xét.

Ngoai luc ma chiing ta néi day 12 bao gém cé phan luc, vi vay d€ x4c dinh noi luc, viec
lam déu tién 12 phai xdc dinh cdc phan luc téc dung 1én thanh,

§6-3. TUONG QUAN GIUA NOI LUC VA UNG SUAT

Goi B la tng suit tai mot diém K(x, y) bat ki
trén mat cét (h.6-10). Cic thanh phin hinh chigu
cia p i 6, Ty, T,y Léy mot phan 16 dien tich dF
chung quanh K. C4c thanh phan luc tic dong theo ba
phuong z, y, x trén phan 6 dF s 1a o,dF, T,y dF va of T
1,dF. Tong cong t4t ci cdc lyc d6 trén toan thé mat
cat chinh 1a céc thanh phén ciia noi luc. Téng z
moémen cla cdc luc dé d6i véi céc truc 1a cc thanh zy
phin mémen cha ndi luc. Do d6 ta cé : y

N,= _chdF_;Qyz 1,dF ; Q, = Ltudp Hinh 610

M, = LYUZdF ;_My = _on'zdF M, _L(tyzx - 1,,y)dF (6-1)
Céc bi€u thiic dé thé hién sir twong quan giifa céc thanh phén noi lyc va Gng sust. Néu

xét mot doan thanh véi cic mat cit ngang da dinh thi cdc bidu thiic trén c6 thé xem 13 cdc
diéu kién bién ctia bai todn.

§6—4. TUGNG QUAN GIUA NOI LUC
VA CUONG DO TAI TRONG PHAN BO

Ta hiy xét ddi véi bai todn phing. Gia sl ngoai luc téc dung lén thanh nim trong mat
phang yOz va c6 phwong vuéng géc véi truc z. Nhu vay trén cdc mat cdt ngang chi cé cic
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thanh phdn ndi luc Q, va M,. Xét mot doan thanh

duoe tach ra béi hai mat cér (1 — 1) va (2 — 2) cich q

nhau mét khoang cdch v6 cing bé dz (h.6-11). e

q 14 luc phan bé trén thanh va ¢é chiéu nhu hinh v&. M, ( )M, +dM,
Vi dz 12 v6 ciing bé nén c6 thé xem nhu g phan b6 }\

déu trén dz. Goi Q, va M, 1 lyc cét va mémen uén Q, 1|"—dz —‘|2 Q, +dQ,
trén mit cit (1 — 1) thi tri s6 clia ching trén mit cét

(2-2)sEla: Hinh 6-11

Q, +dQ, , M, +dM,

Xét didu kién can bang cla phan t6. Viet phuong trinh hinh chi€u theo phuong thang
ding va téng momen cia cdc luc d6i véi truc Ox di qua mat cat (2-2),tacd :

Qy+qdz_(Qy+de)=0 I (1)
2 .

Mx—(Mx+de)+dez+q§—;—-=O. : @)

2
Néu bd qua lugng vo cung bé bac cao quT ta tim th4y cic lién hé vi phan sau déy :

“ _
o
z -

Ta c6 thé phét bi€u nhu sau : Dgo ham ciia lyc cdt 1a bing cudng dg ciia lyc phan b6
(dé phit hop véi quy uéc ddu cha Q, ta phai thita nhan ring q 1a duong khi g ¢6 chiéu huéng
di 1&n).

Dao ham ctia mémen My 1a bdng luc cdt Q,.

Tit céc lién he dé ta c6 thé viét :

el (6-3)

Vay : Dao ham bdc hai ciia mémen udn la bdng cuong d¢ cua lc phan bé. Nhung diéu
ta vira néi trén day c6 thé ma rong cho Q, va M, .

§6-5. BIEU PO NOI LUC

1. Truomg hop thanh thing

Mot thanh chil yéu chiu uén dugc goi 1a ddm. Vi du doi hoi ta phai v& bi€u dé noi luc
chia ddm chiu uc nhir hinh 6-12. '
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Bii gidi :

G day vi céc luc déu vudng goc véi truc chia

A = OkN/m P = 16kN thanh nén phan luc tai A chi ¢6 thanh phédn phan
/ /|> M=4Nm  Jyc thing dimg. Ciing vi vay luc doc trén cdc
A - WB’?’ mat cit 13 bing khoéng. Ta chi con phai v& biéu
| 2m I 1m ——|——1m — do6 luc cit Q, va mémen uén M,. Truéc hét ta
fA1 te phéi xdc dinh cdc phdn luc tai A vA B. Viét
phuong trinh tdng moémen d6i véi diém A va

Hinh 6-12

phitong trinh hinh chi€u thing diing ta c6 :
2m,=B4-163+4-621=0
SY=A,+B-62-16=0

Tir d6 ta tim thdy cdc trj s cha cdc phan luc 14 :

A;=B=14kN.
Bidu dé luc ot Q,. Ta xét trén timg
doan dim. Trén doan AD. Luc phan b 1a q = 6kN/m
H = 24 . . ' / P =16kN
hang vay lwc cit phai bién thién theo 7 r N = 4kNm
dQ 3 2 o
dudng bac nhatvi — =q. - A z—d T3 %
dz ' l 4
. 2m —1m —j=m
Diing miit cét (1 — 1) (h.6-13a) tudmg Ay = 14N a) {6 = 14kN

tugng viit bé phin bén phai va xét su can

. . ] . . 14kN
bang ctia phan bén trdi. Tri s6 uc cit Qy ﬁr@\[ 2kN
trén mat cit (1 — 1) 1 bing : -

Q=14-62 (1 q ®) o | [N
Ta chi cdn biét hai diém :
ChoZ=0; Qy= 14kN ' 14kNm
ChoZ=2; Q, = 2kN 16kNm
V6i mét ti 1¢ xich nhat dinh céc trj s6 Ms cy  18kNm
dé duoc biéu dién bing nhitng doan thing
Hinh 613

vuéng géc véi truc chia thanh (h.6-13a).
Ta duge céc diém 1, 2. N6i cdc diém d6 ta c6 biéu dé luc cit trong doan AD. Trong doan
DC vi g =0 nén Q, phéi 13 hing. Biéu dé 12 doan thing 2 — 3 song song véi truc caa thanh.
Sk dung mat cit (2 — 2) trong doan CB, ta tim thay luc cit trong doan dé 13 14 kN va mang
dau am. Trén doan d6 q = 0 nén biéu d6 ciing 12 mot doan théng (4 — 5) song song véi truc
cha thanh. .

Ta c6 nhan xét sau day : Noi ndo ¢é luc tap trung thi noi d6 biéu d6 luc cit cé
budc nhay. '
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Biéu d6 mémen uon M,. Trong doan AD vi lige cit 1a dudng bac nhét nén biéu d6 mémen

uén phai Ia dudng bac hai. Vi dzdz" = Q.

Diing mat cét (1 — 1) (h.6--13a) ta d& dang viét duge biéu thiic moémen udn nhu sau

2
M, = 14z - % 2)

Trong céc doan CD va CB vi Q, 12 hing nén M, 1a'dudng bac nhét. Si dung céc mat cét
(2 - 2) va (3 — 3). Cho céc mit cit d6 di qua nhimg vi tri nh4t dinh ta s& tim thay tri s6
momen ubn tai nhitng vi tri d6. M&i doan chi c4n c6 hai diém, ta s& v& duge céc bidu d6
ciia momen udn M, (h.6-13c). Biéu 46 mémen dugc vé vé phia thé cang do mémen uén
gay nén.

Ta cfing ¢6 nhéan xét sau day :

Noi n2o c6 momen tap trung thi ni dé c6 bu6c nhay clia biéu dé momen. Tri s6 cia
bude nhdy 1a bang tri s6 clia mémen tap trung.

Qua biéu dé néi luc chiing ta nhin thdy ngay nhiing mit cét ¢6 gid tri mémen va luc cit
16n nhét.

2. Truong hop khung
V& biéu d6 noi luc ciia khung chiu lyc nhu hinh 6-14.

Bai gidi:
El) Tinh pha'n h;f(, Céc th?mh phﬁn phéﬂ ler dlfUC biéu q=8kN/m M =6kNm
di€n nhu hinh 6-14. / c b
Vi€t cic phuong trinh cin bang hinh chi€u theo 2m

phuong thing dimg va phuong ngang, ddéng thoi viét

(S
phuong trinh can bing t6ng mémen d&i véi céc di€m A By
tacd: '

A A BL_.L
2m,=B2+6-621=0 ()
SY=A,+B=0 @) A, 1s
=A,-62=0 3
2X=A,=62 ©) Hinh 6-14

Tit ba phuong trinh d6 ta tim théy :
B =3kN, A, =—3kN, A, = 12kN.
Déu triy & A, c6 nghia 12 chiéu chon clia ta ban ddu 13 khong ding véi thuc t€. Chiéu

thuc ca phéan lwc phai nguoc lai.
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12kN
c D c /2 m

D
[TITIEITITT] 3kN 12kNm M
H . 6kNm

12 kN

Qy Mx

Hinh 6-15
b) Cdc biéu d6 ngi lyc. Sau khi d3 c6 phan lyc, duing cdc mit cat khic nhau trén ting

doan thanh nhu dd 1am d6i véi thanh théng trén day, ta s& tim thdy cic bi€u dé nhir duoc
biéu dién trén hinh 6-16.

q = 6kN/m M = 6knm

3kN | ~3kN

. 12kN ?
3I(N/i 3kN

Hinh 6-16

3. Truong hop thanh cbng

VE bi€u d6 néi luc cha thanh cong chiu lyc nhu
hinh 617, q phan bg déu trén chiéu dii cla thanh.

Bai gidi : Céc phan luc duge x4c dinh tir cic phuong

trinh can bang ;
T
Ym, =B.2R - Estinaqda =0 )
it
2Y=B+A, - ERsinaqda =0 (2) .
. n
- - 2 —3 . .
X =A, L_R cos agdo 0 3) Hinh 6-17
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2
S 420

¥
PEA

SR, 0,616GR"

0,146qR°
0,067qR’

0,35qR 0,569qR”

025k  0433qR’

0,616qR
qR QY Mx
Hinh 6-18
Tixdétacd:B= % Al = % ;A2=qR
Cic biéu thic ciia ndi lyc nhu sau :
Trén doan BC (h.6—-19)
N, = —ﬂ-zlicoscp ‘ ' (1)
_ gR . '
Qy =--5sing (2)
) _
M, =~ L (1 - cosp) | ()
Q,
Az
R
2
Hinh 6-19
Trén doan AC (h.6-20)
N, +gR jgsin(ﬁ —o)da — qRsin + %R-cosB =0 - : (1)
Qy+4qR IBcos(B - a)do — qRcosp — 95 sinfp=0 (2)
2
M, - qR (1 — cosP) — gR%sin + qR Jf sin( — a)da =0 3)
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Tri s6 céc biéu thiic tich phan nhu sau :
stin([i —a)a =1-cosp ; J‘fcos([} — o )do = sinf

Vay N, = ‘q?R {cosf + 2sinP — 2) (1)
Qy = % (2ZcosP — sinp) ' (2)
2
M, = %—-(ZSinB +cosf— 1) 3
Bang bién thién cia céc tri s6 ndi luc nhi sau :
Trén doan BC
(0] 0° _, 30° - 45° 60° 90°
qgR ‘
Nz - T "'0,433 qR —0,35qR -O,ZSqR 0
_ aR
Q, 0 -0,25¢R -0,359gR —0,433gR 5
M, 0 0,067qR® | 0,146 qR?> | 0,25R? 0,5 qR?
Trén doan AC
B 0° 30° . 45° 60° 90°
N, —% ~0,067qR 0,06qR 0,116gR 0
Q, qR 0,616qR 0,353qR 0,067gR -0,5gR
M, 0 0433qR> | 056qR> | 0,616R* 0,5 gR?

Céc bi€u dé d6 ducc biéu dién trén hinh 6-18.

4. Trudng hgp khung khéng gian
V& céc biéu d6 noi Iuc clia khung khong gian chju
lyc nhu hinh 6-21.
Cho bi¢t AB=BC=CD = |
Bai gidi
Lén lugt ding céc mat cit (1 - 1), 2~ 2), 3 - 3)
v6i céc hé truc toa do trén timg doan thanh duogc chon

nhu hinh 6-21 ; cdc biéu 46 néi luc duoc bidu dién
trén hinh 6-22. : Hinh 6-21
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6.1.

@

@

®

Hinh 6-22
Bai tép
V& biéu d6 n6i luc cla ddm cho trén céc hinh vé diéi day :
q q 2
£ p=2qa M=gqa =
{T1Tle A - [T o
o Il =a ot = |
L a | 2a L a | 2a
‘1 1 1 1
= 10KN/ - P=2kN - P=5kN g = 10kN/m
/ ) " l M = 6kN.m M = TkNm P P
T AW A_Y L,
c A D E X @ g -c D
L 15m | 5m | 15m | 1tm | l m | om m |
‘1 1 1 T 1 e | 1 i
P=8kN 9o = 2kN/m
mq

L tm im am
l'l

1

S E L~
J%a



6.2. V& biéu d6 noi lyc ciia khu chiu luc nhu hinh vé

s W M=qa’ : = -9
\ M=qa'|2
]
T o~
-
P=2qa

a
-t 3 : ©d

@ 7

@ } 3a |

Hinh 6-24

P=qa

6.3. V& biéu dé néi luc cla khung tron
chiu lyc phan b8 huéng tam va luc tap

trung P nhw hinh 6-25.

2 T 3.,

Hinh 6-25



Chuong 7
BAI TOAN UON CONG KEO (hozc nén)

§7-1. CONG THUC UNG SUAT

Ta hily xét trudng hop thanh chiu kéo bdi luc P va chiu uén boi mémen M nhu hinh 7-1.
Tir diéu kién can béng, trén mit cit (1 — 1), chiing ta ¢6 ba thanh phén ndi lyc N,, M, va
M, (h.7-2). H¢ truc Oxy xdc dinh trén mit cit 12 hé truc quén tinh chinh trung tam.

~ Vin dé dat ra 12 ta phai tim thdy quy lu4t phan b6 cla ing suét do cic thanh phin ndi
Iyc d6 gay nén.

Pé don gian bai to4n ta thira nhan gia thuyét vé& mat cét phing clia Becnuli nhu sau :

Mt cit ngang cia thanh ban ddu phéng va thﬁng gbc véi truc cia thanh thi trong qud
trinh bi¢n dang ciing nhu sau bién dang vin phing va thing géc véi truc ciia thanh.

Ta ciing thita nhan ring vi bién dang 12 v6 cling bé nén c6 thé xem hinh ddng clia mit
cit ngang khong thay d6i trong qua trinh bién dang.

M,

Hinh 7-1 Hinh 7-2

Xét trang thai (ing suft tai mét diém bat ki ndo d6 trong thanh. Tai d6, tdch mét phan t6
hinh hop v6 cling bé biing cdc mat cat song song vdi cic mat toa do Oxyz. Phan (6 dugc
biéu dién trén hinh 7-3.

Vi céc gia thuyét trén ta c6 thé khing dinh ring trén cic mit cat cha phéan t6 khong c6
ting sudt ti€p.

Thuc vdy, vi thanh khong c6 s xofn va khong c6 sy trugt do luc cét nén cdc mit cit

ngang khong bi xoay di d6i véi nhau. Cédc canh (1 -5), (2-6),3-7) va (4 - 8) phai
lu6n ludn song song véi truc thanh. Mat cit ngang lai phai vudbng géc véi truc cla thanh

nhu vAy cdc géc vuodng 126 va 326 khong thay déi trong qui trinh thanh bién dang.’

Diéu d6 dua dén két ludn 1,, = 14, = 1,y = T, = 0. Mat khic vi hinh dang mit cit ngang
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khéng thay d6i nen géc vuong 123 ciing khong thay ddi trong qué trinh thanh bi€n dang.
Do do Tyx = Txy = 0.

N6i mét cach khic cdc mit clia phan t6 1 c4c mat chinh. _

Néu bd qua Iyc thé tich thi tir hai phuong trinh déu cila he phuong trinh vi phan cén
bang (2 - 45) ta cé dugce céc bidu thitc sau day : '
aGY

dy

Nhu vay o, chi phu thudc vao y va nguoc lai o, chi phu thu¢c vao x ; nghia I3 nhitng
di€ém nidm trén dudng thing ab nao d6 cha mit cit ngang song song vdi x phii c6 cling

=0; ) (7-1)

0

v ) .

2 6 a/ \ b
s [ o[\ &

r4
7 L

4 3 d

Y y

Hinh 7-3 Hinh 7-4

tri 86 o, nhu nhau (h.7-4). Cling nhu vay, véi nhitng diém nim trén mot diromg cd nao d6
_song song vdi y phai cé cing tri s6 6. Tir diu kién mat ngoai khong chiu lgfc, nghia 1a
taia, bvac,d; o, va o, biing khong nén ta suy ra tit ca moi diém trén ab ciing nhu trén cd
0y = 6y = 0. Ta c6 thé ket luan ring trang thai g sudt phan 16 dang xét 1 trang théi don.

Vay chi con thanh phén ing sust o, ;
0, =B, =B (7-2)

Tix gia thuyét mit cit ngang phing clia Becnuli ham chuyén vn w theo phuong ciia truc
z ¢6 thé biéu dién duéi dang : _ |
w = A(z) + B(z)y + C(z)x (7-3)

Khi 14y Z véi mot tri s6 nh4t dinh thi phuong trinh trén 13 phuong trinh clia mét
mit phing.

Céc ham A(z), B(z), C(z) 12 cdc ham ta phai x4c dinh.
Lay dao ham theo z ta c6 :

%: A'(z) + B(2)y + C(2)x (7-4)
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Thay (7-4) vio (7-2) ta s& dugc biéu thifc cha (mg sut :

o, =E[A'@) + B@y + C(2)x] (7-5)
Mat khéc cdc biéu thitc tuong quan gilta ndi luc va ing suit (6-1) tacé :
N,= [o,dF ; M, = LyczdF ;M= [ x0,dF (7-6)

Thay (7-5) va (7-6) ta dugc :
N, =E[A'(z)F + B(z) Lde + C'(z) LxdF ]

M, = E[A'(z) _Lde +B@) LyzdF +C2) nydF} -7

M,=E[A'®) LxdF +B@) nydF +C(@) szdF]
Vi hé truc Oxy 14 hé truc quén tinh chinh trung tam nén ta c6 :

Sc= [ydF =0;8,= [xdF =073, = [ xydF =0
Tix d6 ta tim thdy dé dang :

N M M
= 1 B@ =5 C@= 5" N )

A=
EF . ,

Thay vao (7-8) vao (7-5) ta duoc biéu thic clia ing sudt phdp trén mat cit ngang nhu
sau :

' Nz Mx M)”
c,= ==+ y 4+ ——X (7-9)
=F T,
Néu b qua lye thé tich, phurong trinh vi phan can bing thi ba c6 dang :
dc, |
P (7-10)

Diéu d6 c6 nghia 12 trén moi mat cit ngang clia thanh luat phan b6 cia o, 12 nhu nhau.

§7-2. CAC TRUONG HQP RIENG QUAN TRONG

1. Kéo nén diing tdm : Khi trén mit cét ngang clia thanh chi 6 mot thanh phén luc
doc N,, ta goi thanh chiu kéo hedc nén diing tam. Khi d6 tri s6 ting sudt phdp dugc tinh véi
cong thic : B

N . _ o

Nhu vay sing sust phdp phan b6 déu trén mit cit. Bién dang dai theo phuong clia z ¢6
trisd1a: :

Q

N _
__Z_.= Z _ —
g, = - EF (7-12)

1
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So sdnh (7-12) va biéu thic A'(z) ctia (7-8) ta thay o A‘(z) = g,. Tich s6 EF duoc goi
12 d¢ ciimg cia thanh khi kéo (hodc nen)

o8 N,
®~ dz  EF
Viy do gian cia toan thanh 1 :
N.,dz
A= [adz = [ 22 7-13
EF ( )
Neéu EF 1a hang va N, 12 hdng trén sudt chiéu dii / ta c6
N.1
Al= =2 -
EF (7-14)

2. Uén thudn tqy :Khi trén miat cit ngang cia thanh chi c6 moémen uén M, hoac M,
ta goi 1a thanh chiu uén thudn tiy. D€ khing dinh, vi du chi c6 M,, khi dé tri s6 tng sust
phdp dugc tinh v6i cong thiic :

6,= —*y (7-15)

Ta nhan thdy khi y =0, o, = 0 do d6 £, = 0, néi mot céch khéc céc diém trén dudng Ox
khéng c6 (g sufit va bien dang. Dudng d6 duge goi Ia dudng trung hoa. Vay dudng trung
hoa tring véi mét truc quan tinh chinh trung tam. Véi cdc diém nim trén duong song song
voi trye Ox vi cung ¢6 y nhu nhau nén tri s6 ting sudt phap 13 bing nhau. Cc diém cang xa
tryc trung hoa tri s§ tuyét di clia Gng sudt cang 16n. Néu goi Ymax VA Yomax 12 102 d0 clia
cic diém xa nhét d6i v6i dudng trung hda & vé mién chiu nén va chiu kéo thi tri s6 iing su4t
tai nhitng diém dé6 [a :

- M :
o™ 3 Y = G (7-15)
M . L]
Omax = Ymdx = W; (7-15)
trong d6 :
- I, ,
Wx = 'IX vi W::' — +x S min
Ymax ymax = -
""yrnax
dugc goi 1a cdc moémen chéng udn clia 0 X ;
— . a ., . ~ dudng
mat cat ngang. Tri s6 cha W, cang 16n kha - B trung hoa
nang chéng uén clia thanh cang lén. % Yimar
Bi€u dé bién thién clia (ng sudt cmaxl
theo chiéu cao dugc biéu dién nhu trén o y
hinh 7-5. :

Hinh 7-6
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Tach mot doan thanh dz bang hai mat cit (1 — 1) va (2 - 2)
rit gin nhau. Sau bién dang vi truc thanh trd nén cong nén cic
mit cit tao vdi nhau mot géc de. Néu goi p 1a ban kinh cong cha
truc thanh thi vi truc khéng bi bi&€n dang nén ta c6 pde = dz. Mét
dudng nao dé song song véi z va di qua tung do y sé€ cé bién dang
14 (h.7-6) :

_(pt+y)do-pde y
2= " odo = (7-16)
vi: g, = G—EZ = I\J/[,g nén ta rit ra duge :
X
1_M, (7-17) Hinh 7-6
p El

So sanh (7-8) vai (7-17)tacd : B'(z) = %

Tich EJ, bi€u hién kh4 nang chéng uén cta thanh nén duoc goi 13 do cing khi udn.
Cing mét céch 1ap luan v6i M, ta c6 :

M 1 M
y y

C,= =X, —=—=0C(2)
R ¥ px EJ,

3. Ubn xién. Ta goi uén xién 1a khi trén mat cét ngang cta thanh c6 hai thanh phin
mémen u6n M, va M, cling téc dung. Tri s¢ ing sudt phap ducc tinh véi cong thic :
M
o, = E‘Ji‘iy e | (7-18)
x .

Ty

Trén mot mit cit ngang, dudng trung hda 13 quy tich nhiing diém tai d6 vmg suft phap |
bing khéng. Vay phuong trinh dudmg trung hoa la :

M
M, y+—2x=0 (7-19)
), J,

dudng trung hoa

Smin

d6 1a mot dudmg thing di qua goc toa do vdi he
s8 goc : 0

y Jx | \B\ x
=— .— 7-20
tgp M, Jy ( )

Biéu dé (mg sudt phdp duge biéu dién nhu y
trén hinh 7-7. Viy diém xa dudng trung hoa
nh4t 12 nguy hiém nhat.

Bmin

Hinh 7-7
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4. Kéo nén léch tam. Mot dang riéng cla bai todn udn
cong kéo (hoic nén) 1a bai todn kéo (hoac nén) léch tam. Ta

ngoai lirc c6 thé thu vé moét lyc N song song véi truc thanh
nhung khong nam trén tryc thanh. Hop luc clia noi luc trén

goi mét thanh chju kéo hoic nén léch tam khi hop luc clia /

mat cat ciing 12 N va hop luc d6 c6 diém dit 12 K 1éch so véi

. ¥,
trong tdm mat cat mét khoang céch e (h.7--8). -
Goi toa d6 K 12 xi va y thi cic thanh phin noi luc trén ¥
mat cit sé 13 ;
Ny =N; M, =Nyg ; M, = Nxg
Cong thitc clia tng suat phép trén mait cit ngang c6 thé Hinh 7-8
viét lai dudi dang :
N Nygy Nxgx
G, ==+ +
CFTT T,
o _ N yKy XgX
de. GZ—F|:1+I—2+I—2
X y
trong d6 : i2 = 2% v i2 = 2L i vai, duoc goi 14 che bén kinh quén tinh
g "X TF y TR 0% y QUOC gC q .

Khi sir dung céng thic (7-21) phdi chd ¥ dén d4u cha N.
Phuong trinh dudng trung hda duge viét lai duéi dang :

YY | XX _
I+ =3 +—3 =0
iy iy
hay §-+-% =1
13 i2
trong dé : a=_x_;b¢_—Ly_x
K K

Ta nhan thady mot s6 dac tinh cla dudmg trung hda nhu sau :

(7-21)

(7-22)

(7-23)

(7-24)

-~ Viavab luon luon nguge ddu véi xg va yx nén dudng trung hoa khong cit qua géc
phdn tr chifa di€m dat luc. Néu diém dit Iuc nidm trén mot truc ndo dé thi dudng trung hoa

song song vdi truc kia.

— V1 tri dudng trung hoa chi phu thudc vao toa dé x, yx vai,, 1y, khong phu thuée vao

tri s6 cia N.

~ Khi diém dit clia tai trong di chuyén trén mot dudng nao dé khong qua goc toa dé thi

dudmg trung hoa tuong iing s& quay quanh mot diém c6 dinh.
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Thuc vy trong phuong trinh (7-22) ta xem xét x va y 1 céc tri s6 d4 xdc dinh. Nghia
1a vi tri cha mét diém 6 ung sudt bing khong. Khi dé xx va yy s& 12 toa d6 quy tich clia
* nhitng diém dat luc dé sao cho tng susittai diém x, y ¢6 tri s& bing khong. Ta thdy ngay
quy tich dé 1a mot dudng. Hay néi mot cach khdc, khi di chuyén diém dit luc trén dudmg
d6 thi moi dudng trung hda déu phai di qua (x, y).

— Néu di€m dit 1ai trong di chuyén trén dudmg thing di qua gdc toa do thi dudng trung
hoa s& dich chuyén song song véi chinh né :

Yk dudng trung hda

XK

Thuc vay, khi dé tacé : =m =const. Viy:

XK
= —.— =n = const Y
YK /
Diéu d6 ching 16 rang cdc dudng trung hoa tuo’ng Ung x
song song véi nhau.

XK—_

Ta nhan thdy a va b cang 1dn khi xi , yx cang nhoé hoic /

ngugce lai, diéu d6 ¢6 nghia 12 : néu diém dat 1di trong gin
vao trong tdm thi duéng trung hoa lui ra khéi trong tam va
nguoc lai, khi diém dat tdi trong dich ra xa khéi trong tam

thi dudng trung hda dich gan lai trong tam (h.7-9). Hinh 7-9

Vi du 1. Tinh iing suit trong thanh c6 mit cit thay déi chiu luc nhu hinh v& (h.7-10).
Tinh bién dang dii cia thanh cho biét E = 2.10"N/em? ; F, = 10cm?, F, = 20cm® va céc tri
s6 clia cdc luc nhu sau : P; = 2000N, P, = 5000N, P, = 7000N.

Bai gidi:
Sit dung phuong phdp mit cit dé tinh néi luc

trén timg doan thanh. Biéu dé luc doc duge biéu A '!" 1
dién nhu trén hinh 7-10b. - g
Ung sudt trén céc mat cit trong doan DH c¢6 tri 4000N | j
sGla: = Bl | T«
P3 ‘-‘
oy = % =200 Nfem’ ¢ g =
Ung sudt trén cdc mit cit trong doan DC cé tri e | ,_%
sdla: L <
Lp
3 3000N-~._ = =12
op=- ﬂ =-300 N/crn2 — D |
10 l £
03
Ung sudt trén cdc mat cat trong doan BC ¢6 i | 2000N mL it
s¢la: b N ) l
a
o= 390 _ o0 e z i
H 20 Hinh 7-10
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Ung sudt trén cdc mat cit trong doan AB c6 tri 56 a :

4000

_ 2
0 = 200 N/fem

O =

Do gian dai cha thanh 1a :

Al = 2000.50  3000.80 3000.40 + 4000.50

210710 2.10.10 210720 = 2.10°20
Al=-0,5.10" c¢m

Vi du 2. Thanh chiu Ic nhu hinh 7-11, tinh thé nang bién dang dan héi trong thanh.

| Bii gidi:
Thé ning bien dang dan héi tich liiy trong don vi thé tich 1 :

— GZEZ
T2
Vay th€ néng bién dang dan héi trén mét doan thanh dz 12 :
_N
dU = SEF dz
Theé nang bién dang dan héi tinh trong toan thanh 12 :
_ (NI
U= U= [FE=
_Ja o pu
" 2EF " 2EF

Vi du 3. Cho thanh chiu lyc nhu trén hinh 7-11 ; tinh iing sudt trén

mat cat bat ki nao d6 khi c6 ké ca trong luong ban than cia thanh. Goi v
la trong luong riéng cha thanh.

Bai gfér’:

Xét mit cat (1 — 1) cach ddu miit tw do mot khodng céch z. Luc doc

trén mat cat ¢ trj s6 1a -

N,=P+yF,

Vay img suit trén mat cat 13 ;
o NP,
= F "F

Tri 56 itng suat cyc dai 12 tai ngam :

Omax = ? + vyl

(7-25)

F

S a——

FF TR W,

P

Hinh 711

101



+
%]

o
.%'i
&%

Bién dang doc ctia thanh dugc tinh véi biéu thitc
N,dz AP+ yFz
EF EF

2
PL o L QL
EF ' 2E EF 2EF
Q la trong lugng ban than cia thanh.

Al = dz

Al =

Vi du 4. Cho ddm chiu lyc nhu trén hinh 7-12. Mat cit ngang cta dim 13 mot
hinh chit nhat bé rong b, bé cao h. V& biéu d6 dng suit trén mat cit ngang doan dim chiu
uon thuéan tiy va tinh tri s6 Ung sudt cuc dai.

Bai gidi
Biéu d6 Q, va M, dugc biéu dién nhu trén I P lp

hinh 7-12b, c. Trén meoi mit cét ngang trong A 8

doan CD chi ¢6 mét thanh phin moémen udn ,Q{;b,a__‘ ”’%;77 A
M, . Nén doan dé chiu u6n thuin tdy. Ung sudt P l ! ] P

phdp trén mat cat ngang duge xdc dinh bai

biéu thic :

o, = —2y. Vay tri s6 cla ing suft cuc

h Y/
M E 6Pa . M, )/V,
bh® b0’

12

Biéu d6 tmg sudt dugc biéu dién nhu trén
hinh 7-13. Truc trung hoa 14 truc Ox. Nira
phdn duédi cha mat cit chiu kéo va nira phin
trén chiu nén. Diém xa nhét d6i véi duong
trung hoa cﬁa mién chiu nén 12 cdc di€m c6 0 x

max —

Hinh 7-12

d
Senin d

tung 46 1a +5 Tri s6 tuyét ddi cua o, va o
max

O min 12 bAng nhau va bang :

Gmax IO-Tl‘lll‘l W

Hinh 7-13
vii W, =

daytacd: W, =W =—

102



X
&p 5

%—

Vi du 5. Trén mot mat cit ngang hinh chi nhat,
momen udn M, va M, c6 chiéu huéng nhu hinh 7-14.
Tri s6 cha ching nhu sau :

M, = 45kNm, M, = 25 kNm.
V& bi€u d6 ung sudt trén mat ct.

MEI
w‘ - x.
M,

Day 1a bai todn udn xién tng sust phap trén mat cit lbf—f b=12cm
y

L) a2
Bai gidi:

——

duge xic dinh bdi biéu thic : h =20cm

y+ JOX Hinh 7-14

Phuong trinh dudng trung hoa 1a :

M
M"y+—¥-x =0
J Jy

X
Thay tri s6 vao ta duge : 4,68y + 6,9x =0

dutng 'tmng hoa Dut‘mg trung hoa duge bi'éu dién nhu trén hinh 7-15.
Céc diém ©6 tri s8 tuyét d6i clia Gng suat I6n nhat 13

A 5 nhiing diém A va C vi chiing xa nhét d6i véi dudng

55° trung héa. Diém C ndm trong mién kéo A nim trong

0 [ mién nén. Tri s clia cdc ing sust d6 1a :

_ M, M, 4500000 , 2400000

D c W, "W, T 800 480

= 10,625 kN/cm?
oa = — 12,625 kKN/cm?

bh? bh?
Wi=gi W=

i = 10,6KNem?

Hinh 7-15

§7-3. THI NGHIEM KEO VA NEN VAT LIEU
Trong nhiing bai todn ta vira xét trén day, nhu ching ta da néi trang thdi ing suit cta
phéan 6 1a trang thai img sudt don. Van dé dit ra cho ching ta 13 phai tim diéu kién bén cho
trang thdi ing suat dé. D€ dat duge diéu d6 chiing ta chi viec ti€n hanh céc thi nghiém vé
kéo va nén vat liéu.
1. Thi nghié¢m kéo. Miu th{ nghiém xem tiéu chudn (TCVN), vi du ta dung miu kéo

bang thép nhu trén hinh 7-16. Ki hiéu l, 1a chidu dai phdn thi nghiem va d,, 12 dudng kinh
ban dau cia miu.
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Hinh 7-16

Trong qué trinh miu chiu kéo, doan dai /, c6 mot
do gian Al Dung biit ghi trén mdy ta tim thdy tuong
quan gifta A/ va P nhu biéu dién bing d6 thi trén hinh D
7-17. Qua biéu d8 d6 ta nhan thdy su 1am viéc cla vat oIS
liéu c6 ba giai doan :

«) Giai doun tuong quan fi Ié bac nhdt. Khi bt~ P
ddu tang luc cho d&n mot gia tri xéc dinh ma ta ki v
hiéu 14 P,. Trong giai doan nay tuong quan gita P va
Al 1a doan thing OA. Néu ching ta thuc hién kéo miu
dat dén mot gid tri ndo d6 nhd thua Py, mau s&€ cé mot 0 0 Al
d6 gidn dai A/ tuong ng, sau d6 ta lai tir tir gidm luc
di thi ta nhan thdy biit ghi trén biéu dé s& theo dudng Hinh 7-17
OA di v& lai géc O. Nghia la trén miu khong bi€n dang nita. Diéu dé thé hién ring dinh
luat Hiic hoan toan ding trong giai doan ndy. Ciing vi vy ta goi giai doan nay Ia giai doan
dan héi ti 18. Céch lam viéc caa vat liéu giéng nhu mo6 hinh mot 16 xo chiu kéo. Ta goi gidi
han ti 1& quy u6c lati s6:

oy= 1L (Nfem?)
FO
F, 12 dien tich mit cét ngang ctia méu thi nghiém ldc ban ddu khi chua bién dang (tri s6
d6 khong phai 13 img susit thuc trén thanh vi khi d6 dién tich ciia mat cit ngang khong con
1a F, nia).

b) Giai dogn chdy. Ta dé § dén diém B, diém bit
ddu cha mot giai doan dudng bidu dién nim ngang
BC. Tét nhién tir A dén B ciing 12 mot giai doan.
Tuong quan giita A/ va P duge biéu dién béi doan
cong AB ; song giai doan nay hét sic ngén nén ta
khong can xét dén. Doi Khi trong thi nghiém khoéng cé
ca doan cong nay. Do t6c d6 thi nghi¢ém khong di
cham, bt ghi s& vach dudng thing OA lén mot diém
qua B 16i ha xu6ng va tao nén mot dudng zich — zéc
trong ca d6 dai BC (h.7-18). Tuong timg véi B ta c6 0
luc P, va goi giGi han chdy quy wéc 12 ti s6 :

- Al

Hinh 7-18
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oy = %ﬁ (N/em?) (7-28)

0

Trong truong hop ciia hinh 7-18 ta ¢6 hai diém : Mot di€m chay trén vi mot diém chay
dudi. Ta thay diém chdy dudi méi 12 di€m thé hien tinh chét thuc chia vat lieu. Do dé6 gi6i
han chay bao gi¥ ciing tinh tit gi6i han chay dudi. ' '

Ta nhan thdy cich 1am viéc cta vat liéu trong giai doan nay 13 lyc khong ting nhung
bién dang ti€p tuc ting 1én. M6 hinh biéu dién cdch 1am vigc d6 gibng nhu vat truot trén
mét c6 ma st (h.4~1) ma ta da trinh bdy trong chuong IV. Poan thing BC trén biu dé
dugc goi la dién chay, vat liéu cang déo thi dién chdy cang lén. Cling vi vy déi véi vat lieu
ta xem la déo i tuéng c6 nghia 12 xem nhu BC kéo dii ra vo cling. '

¢} Giai dogn cung cd. Giai doan nay duge biéu dién bing doan cong CDH (h.7-17).
Trong giai doan nay néu luc cé tang lén thi bién dang mdi tang lén, nhung tuong quan giita
luc va Al khéng con 1a twong quan bac nhat nita. Néu ting luc dén mot di€ém K nao d6 va
néu tlr tir giam luc di thi bit s& vach tir K mét dudng song song vdi QA dén vi tri O'. Diéu
d6 ¢6 nghia 1a trén thanh c6 mot bién dang OO' khéng triét tieu sau khi bé het lyc. Bién
dang d6 duoc goi 12 bi¢n dang déo hay bién dang vinh ciu hay con goi 1a bién dang con du.
Néu bay gidr ta lai tang luc lén thi but s& vach theo dudng O'KDH. O'K xem nhu mét giai
doan ti 1¢. Hién tugng gidi han ti 1¢ tang len dugc goi 12 hién trong bién cing nguéi. Khi P
dat dén gid trj cao nhat Py thi trén miu xuat hién mot chd that. Trén biéu dé ta thdy luc
giam xudng nhung tng sut thuc trén mat cat ngang & chd thit ting lén vi dién tich thu hep.
Khi (ing suat nay dat dén mét tri s6 nao dé thi thanh bi diit.

Nhu vy khi lyc dat dén Py ta c6 thé xem nhu vét lieu da bi phd hong do dé ta dinh
nghia giéi han bén quy wdc 1a ti sd -

o = IP;—B (N/em?) | (7-29)
Q .

Ba gi6i han : gi6i han ti ¢, gi6i han chay va gi6i han bén thé hién tinh chju luc cha vat
liéu. Trong thuc t&€ ba gidi han d6 duge tinh theo tiéu chudn (xem TCVN). Trong ché tao
may ta muén ¢dc chi ti€t 1am viéc khong c6 bién dang du vi né€u c6 bién dang nay thi kich
thude ciia chi ti€t s& thay d6i sau khi chiu luc do dé ta chi cho phép ting sudt thyc trong chi
tiét nho hon o, DE 6 duge mot do an toan chic chén ta thudng 14y :

6, < 2 = |g] | (7-30)
n

) . A . GO o .
n 1a hé s6 an toin ty chon véi gid tri 16n hon 1. Ti s6 — = [o] duoc goi 12 ting sust cho
: _ =

phép. Trong xay dung néu ta khong cdn dé y dén su chju luc 1én nhit ciia vat liéu, khi d6 ta
tinh iing su4t cho phép tir gi6i han bén : '

[o] ='GTB (7-30)
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Dai vai vat liéu gion, bidu dé tuong quan giita P va Al
duoc biéu dién nhu hinh 7-19. Ta khong thé xac dinh duge
‘gidi han ti 16 va khong xust hién gi6i han chay. Ung suft
cho phép xac dinh tir giGi han bén :

[6] = 9—3 (Nfem®) (7-30)"

x

Tuy nhién ngudi ta ciing ¢6 thé chon moét tri s6 thich -

hop ma vdi tri s6 do ta ¢6 thé xem 12 gidi han ti 18, nghia 12
khi ¢ng sudt chua dat dén tri s6 d6 thi ta thira nhan 12 vat
liéu lam viéc tuan theo dinh luat Hic.

Dé danh gia tinh déo cha vat liéu ching ta sir dung hai
dac trung sau day.

D¢ gian dai ti d6i (tinh theo phan tram) :

5="'a=% 1009
LO
Do thit ti d6i (tinh theo phén tram):
W = FOF_ Fs 100%

s]

Trong d6 I4 chiéu dai dut, Fy dién tich mat cit ngang tai chd dur

Ta thay vat liéu cang déo thi tri s3 8 va ¥ cang 1én.

Hinh 7-19

(7-31)

(7-32)

2. Thi nghiém nén. Hinh ddng miu thi nghiém 1a mét hinh tru trdén hogc mot hinh
hép (h.7-20). Chiéu cao clta miu nén thudng 1dy tir 1 dén 1,5 1dn dudng kinh hay kich
thude 16n nhat coa ddy. D6i véi vat lieu déo, miu thudng c6 dang hinh tru, biéu dé quan he,

gifta Al va P nhu trén hinh 7-21.

P

‘} ; | ,Pu

Hinh 7-20

Al

Hinh 7-21

Qua biéu d6 ta nhén thdy qﬁé trinh chiu luc ciia vat ligu ciing c6 ba giai doan.

Giai doan ti J¢, giai doan chdy vi giai doan clng ¢6. Chi khic mot di€u 1a ta khong c6
gi6i han bén. Cang nén miu cang phinh ra theo chi€u ngang va bep xuéng ma khong v&.
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Néu giita miu nén va ban ep ¢6 luc ma sét thi hinh ddng ctia miu trong qua trinh bién dang
la mot hinh trdng (h. ?—22) Néu tren cac mat tlép xuc duge boi tron thi su phinh ra theo

//
%

Trong trudng hop vat liéu gion biéu dé twong quan gitta Al va P 1a mot dudng cong
(h.7-23) gén giong nhu khi kéo ; nhung Pg 16n hon nhiéu so véi khi kéo.

\\\\\\\\

Hinh 7-22

Khi P dat dén tri s6 Py thi m&u bi ph v&. Néu trén céc bé mit ti€p xc giita miu va ban
nén khong c6 boi tron thi cdc vét nit nghiéng mot gée 45° so véi phuong cua truc. Vit liéu
s€ bi boc dan chung quanh, dé cu6i ciing con lai hinh chép vé6i hai ddy la nhitng mat ti€p
Xuc v6i ban nén (h.7-24a), (h.7-24c). Néu trén céic bé mat c6 boéi tron thi cdc vét nit 1a
song song véi truc clia méiu nén (h.7-24d).

c)

0 TRkl

Hinh 7-23 Hinh 7-24

§7-4. CAC PIEU KIEN DEO - PIEU KIEN BEN

V6i trang thdi tng sudt don, vat liéu bat ddu c6 bién dang déo khi (ng sudt trong
thanh dat dén gii han déo. Véi trang thdi ting suit phing va khéi ta khong thé xdc dinh
gidi han d6 mot cach t6ng quat biang thi nghiém vi gidi han dé khoéng nhiing phu thudc vao
do 16n clia cdc tng sudt ma con phu thudc vao cic ti Ié giita céc ting sudt. Cling vi vay da cé
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nhiéu gia thuyét suy dodn mét cich téng qudt giéi han ma bat ddu tir d6, vat lieu ¢ bién
dang déo ; vi du véi gia thuyét ctia Rangkin. Gia thuyét dé cho rang khi dng sudt phdp cuc
dai dat dén moét gid tri nao d6 thi vat liéu bit ddu cé bi€n dang déo. Gia thuyét cua
Xanhvonang cho ring khi bi€n dang 16n nhét dat dén mét tri s6 nao dé6 thi vat liéu s€ bit
ddu c6 bién dang déo. Gia thuyét cha Bentorami lai cho rang khi th€ ning bi€n dang dan
héi toan phén dat dén mot gid tri nio dé thi vat liéu bit ddu c6 bién dang déo. Ngudi ta da
nhan thdy tat ca nhimg gia thuyét d6 déu sai vi khi vat lieu chiu nén déu theo moi phuong
_thi vat liu khong ¢6 bién dang déo. Cho dén nay chi con hai gia thuyét la gia thuyét clia
~ Culéng va gia thuyét chia Vong Midet 13 con diing viing d6t véi thép vi né tuong déi phu
hop véi thuc t&. ' -
Nhu ching ta da bi€t, ngay nay, trong cong nghiép di sit dung nhiéu loai vat liéu khdc,
vi du c4c loai chat déo v.v.. Diéu kién déo phd hop véi timg loai vat lieu & day khong dé
cap dén.

1. Piéu kién déo cua Cm’éng Toretska

Qua céc thi nghiém Culong va Toretxka nhan thdy trang théi déo cua vat liéu phat sinh
khi hiéu clia 6, va o5 dat d€n mot gisi han nhat dinh. Hiéu clia 6, va o lai bang hai l4n tri
s6 ing sudt ti€p cuc dai cho nén diéu kién déo ciia Culong va Toretxka cung con dugce goi
1a diéu kién déo vé img suit tiép cuc dai. Di€u kién d6 vi€t nhu sau :

G —0O03= 2‘|:max =2K

2K 12 mot gi6i han ma ta cé thé dua vio thi nghiém ciia trang thdi iing suéit don dé xéc
dinh. Qua thi nghiém vai thanh chiu kéo trén day ta thdy ngay 2K = o,

Nhur vay, d€ vat liéu 1am viéc trong mién dan héi véi mot hé s6 an toan nhat dinh ta
phai ¢6 diéu kién :

Och
—535' o

=[] (7-33)

Diéu kién d6 thudng duoc goi 1a diéu kién bén theo uing sudt tiép 1on nhdt.

2. Diéu kién déo ciia Vong Midét
Vong Midét di suy luin hoan toan bing dudng 16i toan hoc dé di dén diéu kién déo
nhu sau :

Trong didu kién vat liéu vi déng nhat ding hudng diéu kién déo khong phu thudc vao
phuong clia toa d6. Nhu vy diéu kien déo 12 mot biéu thitc tuong quan gitta cic bat bien

clia tmg suat : f(I;, I, I;). Nhung né phai doc 1ap d6i véi tenxo Ung sudt cdu ; vay bidu thikc
d6 Ja mot sy tuong quan gilfa cdc bét bi€n cla tenxo ting sudt léch f( I'] ,1'2, 1'3) . vi ]‘] =0
nén moi tuong quan dé 1a moi lién hé giiia I'2 va 1'3. Néu xem gi¢i han chdy khi kéo va
gi6i han chay khi nén 12 nhy nhau thi méi tuong quan dé lai phéi doc lap déi véi I5. Thue

vay ta hdy suy cho trudng hop kéo nén don. Khi dé ta cd I; = -i?—cs'?_.. Tri s& nay phai ddi
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dau khi thay o = 04, vd 6| = —6;,. Nhu vdy néu cé 1'3 thi méi twong quan f khong nhu

nhau khi vat liéu chiu kéo va chiu nén. Do dé diéu kien déo chi con phu thudc vio 1‘2.
Voéng Midét cho rang vat lieu bit ddu c6 bién dang déo khi :

(Ul - 02)2 + (02 - 03)2 + (63 - 01)2 = 4K'2
Biéu thifc v& ben trai 12 tri 6 chia I, sai kém mot hing s6 ti I2.
O trang théi tng suit don vat ligu budc vao bién dang déo khi o, = 64, do dé ta c6 :
2K = Gih - Diéu kién dé vat lieu 1am viéc trong diéu kién bén va an toan la khi :

1 ' o’
5 (61 - 5" + (6, - 03)" + (03— 5)] < =
n

" Hay:

\/cf + G% + o% — 0|0y — 6,03 — 030 <|[o] | (7-34)

Biéu thitc & v& trdi clia (7-34) 1a tri s6 cha thé nang bién déi hinh déng sai kém mot
hang s6 ti 1. Vi vay diéu kién (7-34) con duge goi 1 didu kign bén theo thé niing bién ddi
hinh déng. Khi thé nang d6 dat dén mot gid tri nhat dinh thi vat liéu buéc vao giai doan
chay va ta xem nhu khong sir dung duge nita.

3. Biéu dién hinh hoc cda diéu kién déo

Diéu kién déo ctia mot thuyét ndo d6 thudmg duge bidu dién bing mot mat trong khong
gian (0, 03, 63). Goi OP 1a mét vecto c6 cic thanh phdn 6,, ,, o3 bidu dién cho trang
thdi ¥ing suat tai mot diém trong vat thé ; ta c6 thé phan tich OP thanh hai thanh phén :
G + Gy + G

~ thanh phin OH tugng trung cho trang thdi tng suit cdu véi o, = : va thanh

phin oD tugng trung cho trang théi (ng sudt léch véi

Gr1' =01~ Ow
oy =0,— Oy,
'0‘3 =03~ Oy
Ta nhan thiy vecto OH phai nam trén dudng nghiéng déu déi véi céc truc toa do. Cic

cdsin chi phuong cua OH I bing 71_5 . Mat khac néu cong cdc biéu thitc trén day tacé :

0‘} + 0‘2 + 0';, =0
nghia 14 diém D phai nim trong mat phing n ¢6 phwong trinh la:

GI+0'2+G3-_-0
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Ta nhan thay ngay phdp tuyén ctia 7 tai 0 chinh 1a duong OH (h.7-25).
Hay xét mét gisi han cia Culéng. Theo (7-32) ta ¢6 :

G1—C37= 0 . (a)

Uad

Hinh 7-25 ' Hinh 7-26

Nhu vay trén phuong clia méi truc, vi du trén phuong cla o, ching han ta tim thay hai
diém gidi han, mot di€ém gidi han 6,4, khi kéo vat liéu theo phuong d6 va moét diém —o 4, khi
nén vat liéu ciing theo phuong dé. Néu bd qua hiéu tng Bausinhghe nghia 13 xem rang gidi
han chay khi nén biing gidi han chay khi kéo thi hinh chi€u ctia hai diém nay trén 7 cho ta
hai diém chi€u cha mit culéng trén x (h.7-26).

Hai diém d6 dugc ki hieu 12 Dy, D,. Do dai clia vecto ODy chinh 1 :
o 4,5in(Ocy, OH) = o4, \j%

Trén hinh 7-26 ta da bi€u dién hinh chiéu cha cic truc 0o, Oo,va 0o trén mat 7, vay
vecto OH 1a vecto vuong géc véi mat phang cia hinh v&. Tuong tu nhy vay ta tim thdy bon
di€m khéc trén o, v 05. D€ ¥ dén biéu thitc (a) trén day ta thay ngay hinh chi€u cha mat
gidi han trén 7 14 hinh sdu canh déu néi cdc diém Dy, D,, Ds, D5, D3, Dy

Nhu viy mat gidi han clta Culdng la mét hinh lz'mg tru sdu mat déu c6 truc OH noi tiép
trong mat try ¢6 ban kinh 1a o, \/7 Nhiing trang thai img suit duge tuong trung bang

- nhiing dlém trén mit gidi han 12 nhiing trang thai img suét bat ddu c6 bién dang déo. Ta goi
trang thai d6 l1a trang thai gidi han.

* Theo diéu kién déo clia Vong Midet ta c6 :
2
(01 = 0y)” + (0, = 03 + (03 - )’ = 205, (b)

D6 1a phuong trinh cia hinh tru tron xoay véi OH I truc. Mt tru d6 cat ©t boi dudng
tron, ban kinh clia dudng tron ciing chinh la hinh chiéu cha ., 1én = nén diing bang o4, \j?_; .

N6i1 mét cdch khac mat truc cia Vong Midét 1a mét tru ngoai ti€p cua ling tru Culdng.
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4. Duong noi tai — Thuyét bén ciia Mo

Hai gid thuyét clia Culong va Vong Midet déu bd qua anh hudng cha timg sudt cdu dén

giGi han déo cha vat liéu. Vao nam 1880 Mo da chi ra ring khi mot vat thé chiu kéo theo

- cdc phuong nhu nhau, lyc khong thé ting 1én v6 han duge. Néu ta bi€u dién céc trang théi

ling suét bang nhiing vong tron Mo iing sudt trong mat o, T thi chic chin ta s& tim thdy mot

diém gi6i han vé phia duong clia truc ¢ tugng trung cho trang thai kéo déu theo cic phuo‘ng
ma khi d6 vat liéu da bat ddu cé bien dang déo (h.7-27).

F

Lo PR Con'

Hinh 7-27

Thuc hién nhiéu thi nghiém khdc v6i cée trang thdi iing suit khic nhau ta s& dugc cic
vong Mo gidi han, nghia 12 nhimg vong Mo tuong {mg vdi trang thdi Gng suat di bit ddu ¢
bién dang déo. Pudng bao 12 nhitng vong Mo d6 dugc goi 1a dudng noi tai. Mot cach gin
diing dudng noi tai c6 thé xem nhu hai dudng ti€p tuyén véi hai vong Mo gidi han clia trang
théi kéo don va nén don (h.7-28).

Hinh 7-28
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Gia sit mot trang théi dng sudt nao d6 v6i o, va tai 64 13 mét trang thdi gi6i han, nghia
la vong 1ing sudt ti€p xiic véi dudng ndi tai tai C. Ta hdy tim méi tuong quan gilta o, va o3
véi cdc gidi han chay khi kéo va khi nén. Goi A va B 1a céc diém ti€p xiic cha cic vong tron
gi6i han khi kéo va nén véi dudng néi tai. K& cdc dudng song song véi truc hoanh nir A va
tr C. Cédc dudng d6 cat O,B tai K va /. Tir diéu kién déng dang ctia tam gidc ta c6 :
Bl C '
BK ~ AK
Néu goi v 14 ti s6 giifa o, khi kéo va 6, khi nén, sau khl tinh cdc d¢ dai Bf, BK, CI,
AK va thay vdo trén ta dugc :

0| - VO3 = O':h
Nhu vay dé€ dat duge diéu kién vira bén vira an toan ta phai ¢ :
o; — vo; < [0} : (7-35)

trong dé o] =Zch

Ta nhan thay ngay khi v = 1 thi thuy&t bén cha Mo trilng vdi thuyét bén ing sudt tiép

16 nhit. Thuyét bén nay dugc 4p dung rong rai d6i vai vat lidu gion vi vat lieu nay ¢ gi61
han bén khi kéo va khi nén khéc nhau.

Bdii tap

7.1. Tinh noi luc trong cdc thanh giéng I, I cha cdc hé chiu lyc nhu trong hinh v&.

Hinh 7-29
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7.2, Mot cdi méc treo trong lugng 42 kN nhu

7.3.

trén hinh 1-55. Thanh treo & giita bang thép,
c6 mat cat nigang hinh chir nhat kich thudc
0,5cm x 2cm. Cic thanh bén bang Puyra,
c6 mat cat ngang hinh chit nhat kich thuéce
1,5cm x 2cm.

X4c dinh dng suit vi bi€n dang cha cic
thanh treo.

Cho : Ey, = 2.10°kNfem’, Epyyr, = 0,7.10° -

kN/cm2.

Diam tuyét d6i cing duge gilt boi cac thanh
treo béng thép c6 gi6i han chay o4 =24 kN/em?.
Xéc dinh gid tri cho phép cia tai trong tic
dung lén dim. Hé s6 an toan n = 1,6 modun
dan héi clia thép : E = 2.10% kN/cm®.

Bura _]

Thép

LLEEHL I, ’Jf LLET L

Bura
L~

0,5m

A

lﬂ}
iy —

Hinh 730

Hinh 7 - 31

7.4. Tinh ting sudt phdp trong cdc day treo L, If cla cic hé chiu fuc nhu hinh vé.

% 2
1 |F,=1cm 1] F1=2cm
|a=1m a 2a

2a

2a
RN

P=2qga

q = 15kN/m

Hinh 7-32

8kN

T TITITTETFA
-

N e S S,

s

E1=0,7é12

Hinh 7-33
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7.5, Xdc dinh [3] sao cho itng suit trong cdc thanh BD va CE khéng vurot qud ing suét cho
phép [t]. Gia thi€t AB la tuyét dsi ciing vA céc thanh déu cung mét loal vat liéu cé
modun dan héi E.

O,
|

A
| ' /F 1T -
v 2F
a {
| .

Hinh 7-34 Hinh 7-35

7.6, Mot hé théng gém ba thanh, hai thanh
bén bang dong c6 d¢ cimg chéng kéo
E4F4, thanh gifta bing thép c6 do ciing
chéng kéo EF,, treo mét trong luong P.
Thanh giita ngédn hon chiéu dai cdn thiét
mot doan nhé 8. Khi lap xong hé théng va
dat luc céc thanh con bi ting nhiét do 1én
1a Aty d6i véi thanh bang déng, At, d6i vé6i
thanh béng thép. Hé s6 giin n& clia déng

va clia thép 1a oy, o, Tinh néi luc & céc
thanh hinh 7-36.

7.7. Mot buléng bang thép ding dé ghép 2 6ng |
duyra c6 vong dém bang déng & giita. Luc :
kéo trude trong buléng bing N, = 20kN. ’—m_l
Tinh dng suat trong buléng va trong ong - I [ Bura
duyra khi nhiét do ting lén At = 20°C -
(h.7-37). |
Hai tim dém & ddu hai 6ng duyra duoc

_coi la tuyét ddi ciing.

Hinh 7-36

- Ddng

50

. Bura

10
L S AN
=
=
[=7]

20

TALSATID NN\ LS LS

He s6 gidn né :
Otdyyra = 22,5. 10°¢;
0y=16510"°;

oy =12,5.10° Hinh 7-37
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kN
Eguyra=0.7.10° 7 ;

KN
Egong = 1.10° 2 5

4—kN
Eypep=210" 7.

7.8. Mot dung cu dé kep c6 dang nhu hinh v&. Than
dung cu c6 mit céit ngang 1a hinh chi¥ nhat véi kich
thuéc nhu sau : h = 15mm, b = 5Smm, e = 50mm.
Ung sudit cho phép clia vat liéu 1a [o] = 160 MN/em®.
Tinh luc ép N 1én nhét c6 thé dat duoc.

Hinh 7-38

7.9. Mot thanh thép c6 mat cit ngang hinh chit nhat (h.7-39), chiu tic dung mot luc P
theo chiéu truc. Sau dé thanh bi khoan thing mot 16 nhé véi dudng kinh d nhu hinh
v&. Tinh lai tri s& luc [P] cho phép. Cho biét [c] = 1600 kg/cmz.

h
4 4
- */ / >y
-
. f T s
RS ﬁ
h 4
1T WY ' h=60mm -
T 2 h b =10mm
7 d =3mm
A
*b
Hinh 7-39
7.10. M6t thanh st dinh hinh chi I s6 hieu N°10
dugc ngam chat vao tudng va chiu moét lyc
song song vdi dudng truc nhu hinh 7-40.
Tinh lyc kéo cho phép t6i da cla thanh.
' P
(o] = 1600 kG/cm®.
Hinh 7-40
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Chuong 8 |
BAI TOAN UON NGANG PHANG

§8-1. CONG THUC CUA UNG SUAT TIEP
Xét ddm chiu uén nhu hinh 8—1. Qua cic bi€u dé ndi luc ta nhan thdy trén moi mit cit
ngang déu ¢6 hai thanh phin Q, va M,.

Gid st ddm c6 mot mat d6i ximg va tai trong cling ndm trong mit d3i xing ciia ddm.
Véi cdch chiu lyc nhit vay ta goi 12 ddm chiu udn ngang phdng Vi truc véng cha ddm 13 mot
dudng cong phéang.

Vi dy mat cat ngang ctia ddm c6 hinh ddng nhw hinh 8~2. Tai mot diém A nao dé trén
mat cdt phai ¢6 ca thanh phdn ing sust phap o, do mdmen uén gay nén va u‘ng suft ti€p do
lyc cit gay nén. Ung suat tié€p duoc phan thinh hai phin: 1,y vat,

dz

1/

@5 0
— X
af---4-4 b
Q, : =
d

* . vy

SNNRERRY

Hinh 8-1 Hinh 8-2

Bing mét phuong phap ndo dé ta c6 thé xéc dinh dugc 1, thi ciing véi phuong phdp dé
ta 6 thé xé4c dinh duge 1,,. Do d6, & day ta chi cén trinh bay cich xdc dinh 1,,. Mat khic,
trong mét 56 trudng hop cu thé ciia thuc € ma ta s& trinh bay dudi day, thanh phan 1,4 12 1t
bé c6 thé bd qua duoc.

Dé xac dinh T,y ta hdy tdch ra khéi thanh mot phan t6 béng cic mit cit nhu sau :

— Hai mat cit ngang (1 — 1) va (2 — 2) rat gdn nhau céch phau mot khodng dz. Noi Iuc
trén mat cat (1 — 1) 1a M, vi Qy- Noi lyc trén mat cit (2 - 2) 1a M, + dM, va Q,.

— Mot mat cit qua A vuong géc V6i 1.

Phan t6 duge bidu dién nhu trén hinh 8-3. Trén phan 6 d6 mat abed 1a phdn mat cit
(I — 1) va ¢fgh 1a phdn cha mat cit (2 — 2). Hai phin mat cit nay c6 dién tich nhu nhau va
duoge ki hiéu 1a F 4. Xét cdc lyc téc dung 1én phan t6.
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Trén cdc mit ubcd va efgh cd cac hop luc do img
sudt phip o,; va 0, giy nén. Cic luc ndy c¢6 phuong
song song véi truc z.

V1 dinh ludt d6i wing nén trén mat abfe cé he ing
sudt ti€p 1,, = T,,. Hé iing sudt nay tao nén lyc song song
v6i truc z. Néu xem 1,, 13 phan b6 déu theo chiéu dai by,
ciia ab thi tri s6 ca lyc 1a 1y, dz by,

Vin dé dat ra 1a phéi tinh 5, va o, .

Ta bi¢t rang vi c6 ng suat ti€p nén mat cat ngang
khong con phing nita vay cong thiic iing suit phap nhur
phén trén ta di x4c dinh 13 khong con ding niia, song vi Hinh 8-3
bién dang 13 v6 cling bé nén ta thira nhin rang : ngay ca trong trudng hop nay cong thiic dé
van diing. Vay tacé :

M, _ M, +dM,

GZ] - Jx Y 62.2 - Jx Y (l)

Xét diéu kién can bing ctia phan 3. Chiéu tdt ca cdc luc 1én phuong clia truc z ta c6 :
Lm o, dF - _[Fcé‘ G, dF + 1,,dzb 4 =0 | @

R , = de LY . - - [y
Thay (1) vao (2) véi chad y ring o Q, va biéu thic tich phan L ydF 13 momen
cat
tinh cha di¢n tich F 4, d6i véi truc x ki hiéu 1a S;é' tacd:
Scﬁt

1 s (8-1)

=T, =
e bec{il
Cong thitc dé dugce goi 1a cong thifc Durdpxki.

Ta xét mot s6 trudng hop cu thé thudng gip trong thuc (€ :

1. Mt cit hinh chi nhit hep —~ |p|—

Ta goi mat cat chir nhat hep 1a khi chiéu cao

lon hon bé rong nhiéu ldn (%25) (h.8—-4). Trmax

A L
Xét su phan bd fing sudt trén dudng ab song song _ X
véi truc X va ¢ tung do y. Tai cdc diém a va b a b
thanh phdn ting suat t,, phai bing khéng vit,, =0 EREE "
(mat ngoai ciia thanh khong chiu luc) (h.8-5). Vay y1
tai dé 1, 12 ing sudt toan phan.
Hinh 8-4
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Vi li do déi xung tng sudt tiép tai i, di€ém déi xing clia
mat cit, ciing phai cé phuong clia y, vay ta c6 thé gia thiét
timg sudt ti€p ¢ moi noi trén dudng ab ¢é phuong song song
vdi y va phan b6 déu theo ab.

5 h h 1
T 6: Scat = b[— —_ )(_ )_
ac . > Y \FtY)5
bh’
bear=b: =75
Thay vao cong thite cha DurdpxKi ta duoc :
6Q [hz )
= Y| _2 -
=Y )
Ung sudt ti€p 16n nhat 12 tai céc diém tren dudng trung hoa (y = 0)
3 Q
sz = Thax & 5% (8_3)

2. Miit cdt hinh chiz I

Gia sir ddm c¢6 mat cit ngang hinh ddng chit I nhu trén hinh 8—6. D€ don gian, ngudi ta
thudng xem hai d€ clia mat cét 12 hai hinh chit nhat hep nim ngang va phin 1ong 13 mot
hinh chit nhat hep dat thing ding (h.8-7).

Céc loai thép dat dinh hinh thudng dugc san xudt theo tiéu chuidn va vi vay thép di cé
san cdc dac trung vé hinh hoc ciia mat cat ngang. Cac dit trung d6 duge cho trong cdc phu
luc & cudi sdch. Trong d6 ¢6 tri s6 clia moémen tinh S, clia m6t nira mat cét ddi véi truc x.

—T—

{0
¥

T
Z AR
yY A B?:

Hinh8-6 Hinh 8-7

Ciing nhu déi v6i hinh chif nhét hep, 1,, tai ab la \ing sut ti€p toan phdn. Tri s6 clia n6
dugc tinh vdi cong thitc cua Durdpxki, trong dé Siat duoe tinh véi biéu thitc
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Vay :
d
Q, (Sx -3 yz)
Ty = T3 (8-4)
C4c tri 80 Ty, va T 12 _
Q,S 2
Tmax = ﬁ (8-5)
X
2
dih
% [Sx 55 ]
T = Td (8-6)
X Hinh 88

Cung cach 14p luan nhu & trén ta thdy & dé chi ¢6 thanh phdn t,,. D€ tinh 1,, ta ding
mit cat thit ba ik vuéng géc vdi 1,, (h.8-8).

Mémen finh S$*' 14 mémen finh chia dién tich iklm déi véi truc x. Tri s6 moémen tinh

déla:
1 h 1t
st =33

Chiéu dai by, 12 bang chiéu rong clia d€ by =t. Viy :
Qy(h—1)
Tu =T = — X (8-7)

X

Biéu dé phan b6 cha ching duge biéu dién nhu trén hinh 8-7. Ta khéng xét ing sudt
tiép O phén giao gilta 1ong va de.

3. Mit cit tron

Ta hily xét phuong ciia Gng suit ti€p tai cdc di€m trén mot dudng ab song song véi
truc Ox. Tai a va b phuong cla ting suét ti€p phai 14 phuong cha cic dudng ti€p tuyén tai d6
(h.8-9). Thuc vay, gi du phuong ciia (ing suat ti€p tai d6 12 bat ki, ta c6 thé phan thanh hai
thanh phén : mét thanh phidn vuéng goc véi ti€p tuyén va thanh phan thit hai song song véi
tiép tuyén. Theo dinh luat déi iing, ng sudt ti€p & mat ngoai bing khong (h.8-9b) nén
thanh phin vudng géc vdi ti€p tuyén bang khong. Vay ting suat ti€p toan phan phai hudng
theo dudng tiép tuyén.

Vi Ii do d6i xing nén ta suy dugc phuong cla (ng sudt tiép tai i, giao di€m cia
truc tung v dudng ab 13 phuong ctia truc y. Goi K 12 giao diém cilia hai dudomg ti€p tuyén
gua a va b. Ta thira nhan ring Ung sudt ti€p tai mot diém bat ki nao dé trén ab déu cb
phuong di qua K v thanh phén 1, phan b§ déu trén ab. Vay 1, dugc tinh bdi cong thidc
cta Durapxki.
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b) c)

Hinh 8-9
Mémen (inh clia phan dién tich F 4, d6i vé6i truc x 12 nhu sau :

seit = IchndF = j;qqu

Céc ki hiéu duge biéu dién nhu trén hinh 8-9.
Thay bién s6. Tacé :

M = rsing
dn = rcosepde
b = 2rcosg
, 2'
Vay : seit = o¢? J':! cos? @d(cos @)
- it 2r? cos’ o
TR
Tirdétacd:
2.2
er cos“ o
Ty = ————————
24 37,
Tri 56 cos’ct cd thé viét lai duéi dang :
2
coso =1 —sin‘a=1- y_2
r
Vay :
Qy i i .
Ty = 3—i-;-(r -y} (8-8)

Biéu d6 clia 1,y duoc biéu dién nhu trén hinh 8-9c. Tai cdc diém nim trén truc trung
hoa Ox, tri s8 img sudt ti€p 12 16n nhat. Khi dé diém K chay ra vé cling nén c6 thé xem t
nhu tri s§ tmg sut ti€p toan phin.

zy

2
Q,r
max — 3]
X

T

W

. Q, )
F 89
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§8—2. PIEU KIEN BEN
Ta nhan thay khi ddm chju u6n ngang phéng trén méi mat cét trang thdi tmg suft & moi |
noi 1a khéc nhau. Do d6 ta phéi chon ba diém nguy hiém trong ddm dé kiém tra bén.
a) Noi ¢6 trang théi ing sust don véi 6,,,, diéu kién bén s& [ :
Cax < [0]
Néu 1a vat lieu gion va mat cit khong d6i ximg qua truc x thi ta phai xét cd mién nén.
Nghiala: :
I6minl S [6] VAo, <[o]” |
b) Noi c6 trang thai truot thudn tdy T,y = Ty, St dung céc cong thidc (7-32) va (7-34)
véichi y la o) =1 va 03 = —7 ta c6 diéu kién bén 1a :

Trax < % thco.thuyé't bén U.S.T.L.N (8-10)

va

T < o} theo thuy&t bén TN.BD.H.D (8-11)

max — \/g
c) Di€m thit ba 1a moét diém ¢6 ca ting sujt phap va u‘ng sudit ti€p. Tai day trang thai ing .
sudt 1a trang thdi tng sudt phang. Diéu kién bén tinh theo (7-32) va (7-33) véi chit y:

2
o aY -
=2+,.02
92=3% [2] T

Ta s& duge : Theo thuyét bén dng sudt ti€p 16n nhat

Oy = Vot +41% < (o] (8-12)

< s . .\ . P P
Theo thuyét bén th€ nang bién ddi hinh 1 q
dang : ' '
o= Vol + 312 <[o] (8-13) AFBI 2 , i

- LY by ! " - - 4
Ki hi¢u o4 la dé chi imng suat tuong 21'104Nm/20’8'10 N

. - - 4 b
Vi du : Kiém tra bén dim cé mit cat Q, WMUZL‘IO N

ngang hinh chir I s6 hiéu 36 chiu luc nhu trén 42.10°Nm
hinh 8-10. f

Chiéu dai cGa ddm 1 = 2m, cudng dé v . W
tai trong phan b déu q = 10 kN/m ; luc * y .
tap trung P = 200 kN, a = 0,2m. Cho biét 420 Nm "My, =4,5.10 Nm

2
[6]=15kN/cm". Hinh 8-10
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Bai gidi
Biéu dé momen uén M, va luc cit Q, dugc biéu dién nhu trén hinh 8-10b.
1. Kiém tra p?liciu 16 & trang thdi img sudt don
Phan t6 dé duge chon trén mat cit ¢6 mémen uén 16n nhit, d6 13 mat cat & gita ddm.
Tai dé ta c6 M,,,,, = 4,5 kNm. Vay tri s6 iing sudt phap 1a :

Opnax = MW“—‘?-L = % = 6,05 kN/om”

X
Ta thdy o, < (o]

2. Kiém tra phan t8 & trung thdi truot thudn tity _
Phan t6 d6 phéi duge chon trén mat cit ¢é luc cit 16n nhét. D6 14 mat cit tai cdc g6i tua :
Quy = 210 KN.
Tach:

. QuaS, 210423

_ 2
max= Ty & - 13380.0,75 = 8,85 kNfem

Tri s6 cua tng suft tlé’p cho phép tinh theo thuyét bén thé nang bién déi hinh déng 16n
nhét 12 :

ool 15 _
V33

So sénh ta thiy t,,, vuot qui [t]2%. Diéu do 1a cho phép.

= 8,66 kN/cm

3. Kiém tra voi phdn 18 6 trang thdi itng sudt phédng _
Miit cdt cdn chon 12 noi ¢é tri s6 moémen udn va luc cét ddng thai c6 tri s6 ding ké. Ta
chon ngay mit cit & gdn di€ém dit luc tap trung. Tai dé ta c6 Q, =2080kN va M, =42 kNm.

Phan t6 dugc chon trén mit cit 1a phan t6 tai diém K (h.7-25) tiép gidp giita long va
dé Taidétachd:

420 _ 2
Oy = 13380 ———(0,18 - 1,2) = 5,2 kN/cm
2080.318,4 _ 2
%~ 13380075 ~ O KNem
' r 16,77
trong d6 : seit =sx-ykd%‘< =423~ 16,77.0,75. = =318 4em’

Kiém tra theo thuyét bén th€ nang bi€n déi hinh déng ta cé :

Gu= ol +31% =4(5,2) +3.6,5 =12,5 kNjcm®
Ung suat twong dwong nhd hon (ng suét cho phép vay ddm di bén.
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§8-3. DAM CHONG UON P£U VA DAM CO MAT CAT HOP L{

Trong trudng hop ddm cé mit cit ngang khong déi, ta di chon kich thudc cia ddm theo
mat cit ¢c6 moémen uén 16m nhat. Céch sir dung vat liéu nhu vay chua hop li véi ting sudt tai
nhimg diém nguy hiém trén cdc mat cit khic con nhé hon rdt nhiéu so véi timg suét cho
phép. Nhir vay ta chua st dung hét kha nang chiu luc clia vat liéu & cac mat cat khac. Dé
ti€t kiém dugc vat liéu ta phai tim hinh dang hop li clia ddm sao cho ng suat tai nhing
di€m nguy hiém trén moi mat cit ngang déu ciing dat dén gi4 tri vng sust cho phép. Dim
cho hinh ddng nhu vay goi 14 dim chéng uén déu. Ta xét vai vi du cu thé sau day :

e~ 7 .
)ﬁr _!1 4 )»8)77
? 2 et ——

o par
W = ==

Hinh 8-11 . Hinh 8-12

Gia s ta ¢é ddm chiu lyc nhu trén hinh 8-12. Tri s6 mémen uén vi luc cit trén mit cét
ngang (1 - 1)1a:

P
Mx=—2—Z

P
Qy_E

Gia si thanh c6 mit cit ngang 12 tron, nhir vay tri s6 clia img sust phdp I6n nhat trén
matcatla :
M, Pz

g, . ..=—=
W 0,14

Muén ting suat do trén moi mit cit ciing dat dén [o] mét lac thi luat bién thién clta
duong kinh d theo z 1a nhu sau : '

. —

0,1[o]

Nhur vay hinh ddng cia thanh phai c6 dang duong nét diat nhu trén hinh 8-12. _

Ta thdy tai hai ddu mut, mat cat ¢6 dién tich bang khong, di€u d6 hoan toan phit hop
v6i diéu kién bién thién cua mémen uén, song khong thda man diéu kien bén cia lyc cit Q
Vi g sudt ti€p cuc dai tai d6 phai cd tri s6 la :

d= 2

_4

Tma)(— 3 F S[T]
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Nghia 1a dudng kinh it nh4t ciing phai bing :

Trong thuc € ngudi ta thudmg ché tao céc truc
bac, nghia la duong kinh cha cdc mat cit thay ddi
timg doan gén sét véi dudng chéng u6n déu.

Cac Io _xb ¢6 so d6é chiu lyc nhu trén hinh 8-13
thuong dugc ghép bdi cac thép 14 va c6 hinh déng
dam chéng uén déu (h.6-13b) ; véi hinh ding dé 16
X0 ¢6 trong lugng nhd va chuyén vi 1én : loai 19 xo
nay thudng ding lam nhip ciia cdc truc banh xe.

Hinh 8-13

Qua bicu dé iing sust phdp va dng sudt tié€p trén
mot mat cit ngang khi ddm chiu uén ngang phing ta thdy phén vat lieu & xa truc trung hoa
chil y&u chiu udn, phén vat lieu & gén truc trung hoa chit yéu chiu cat. Nhu vay dé ting kha
nang chiu udn thi ta phai dua vat liéu ra tarfg cudng cho mién xa dudng trung hoa nghia 1a
tim cach tang W,.

D6i v6i vat ligu gion vi gidi han cho phép khi kéo va khi nén khidc nhau trén mat cat
ngang hop 1i 1a khi trong tam clia mat cat thién léch vé phia chiu kéo. Ta phai ¢6 :

M .
| J |ymax [Ujk
X
M i .
| J X|ymax ={o],
- X
Hay
ygmx = [U]k
y;mx [0']

Dai véi vat ligu déo ta xem nhu o], = [4:)']n nghia la trong tam phai nam glua mat cat dé
dat diéu kién :

Ymax = ¥Ymax _ _

Vi vay hinh ddng mat cat ngang hop Ii khi chiu uén déi véi vat liéu déo 1 nhimg

loai mat ¢6 hinh chir I hay chir [ ghép nhu trén
hinh 8-14.

Dé danh gid mic do tiét kiém nguyéen vat
liéu clia cdc loai hinh ddng khédc nhau ngudi ta

thudmg diing ti s6 W /VF? dé so sanh. W, Ia
momen chong uén va F 13 dién tich mat cét Al y
ngang. Hinh ding mat cit nao cé ti s§ db cao
hon thi cang hop i hon.

Hinh 8-14
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8.1.

8.2

Véi mat cat ngang hinh tron

Ta 14y mot vai vi du sau day :

Wy =0,14

=

Véi mat cit hinh chit nhat W o 0,167

Vi mat cét hinh vanh khan % =073 = 0.81

Bl
e 4 LW,
V&i mat cat hinh chi | L =0,57+ 1,35
_ B3
W

V6i mit cit hinh chit I —= = 1,02 = 1,51

)

Bai tap

Dam cé mit cat ngang 13 hinh chir nhat thanh méng kin véi h = 33 cm, b = 30cm,
t = 1,5cm, d = 2cm chiu tai trong nhu trén hinh 8.15a. V& bidu dé ling suét phdp va
biéu dé dng sudt tiép & nhiing mat c.’:it ¢6 ndi luc tuong img 16n nhat clia mit cit

ngang trén hinh (h.8—15b).

M = 40kNm q = 10kN/m
P = 40kN
NEIEEEdEREN
A%,
f- . f=8m i1l'l'l
a)
Hinh 815

Mot dam dai / = 12m c6 mat cat ngang hinh chir

T 1a su ghép clia ba t4m phing : hai d& c6 chiéu
‘day 1a 20mm va tdm xuong cé chiéu day la
10mm. Didm dugc dat lén hai géi tva don vi

chiu tac dung cla tai trong g = 160 kN/m phan
b6 déu doc theo chiéu dai ciia ddm.

Cho [} = 21 kN/em?, [t] = 10 kN/cmZ.

Kiém tra d6 bén cia dam.

T TTIITS d

[
T N Y
T N
AR TN
N

b)

¥

Hinh 8-16
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8.3. M6t dam chiu luc nhu trén hinh 8.17. P = 160kN, a = 0,35m. Chon mit cit chir 1.

Cho biét [c] = 16 kN/em?, [1] = 10 kN/cm?.

STERETRENEE]

-;lal-p F"-lal---

q

Hinh 817

8.4. Cho dam chiu luc nhu hinh v& (h.8-18). Cho biét
q=22kN/m, P=12 kN, / =0,5m. Xac dinh kich
thuéc mat cat ngang cha ddm khi ddm 1a tron,

vuong, chit nhat va chir I (ty chon s6 ligu).

8.5. Cho dim chiu luc nhu hinh 8-19. Ung suit cho

phép khi kéo 1a [o], = 9kN/cm?. Ung sudt cho
phép khi nén 12 [o], = 12kN/cm”. Kich thuéc
va hinh dédng ctia mat cit ngang dugc bidu dién
nhu hinh 8-20. Dua vae cic dng suét kéo va
nén cho phép & trén dé chon kich thudc a cta
mat cit, sau d6 ki€m tra lai theo diéu ki¢n bén

clia g suft ti€p cho phép [1] = 4,5kN/em®.

M, = 330kNm

}+————0,5m

Hinh 8-18

N

N

"N

RN EONNNNNN

10a

Hinh 8-19

2m

Hinh 8-20
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Chuong 9
DUONG DAN HOI

~ §9-1. PINH NGHIA

Budng cong cia truc ddm, sau khi bi uén duge goi 1a dudng dan héi (h.9-1).

Goi K 12 mot di€m nao d6 trén truc ddm, sau bién dang K ¢6 mét vi tri K' nao do6, do
dai KK’ 1a chuyén vi ciia K. Chuyén vi d6 c6 thé phan thanh hai thanh phan : thash phén
theo phuong y 12 v va thanh phén theo z 1a w (h.9-2). O day ta chi xét véi bai todn phing,

nghia 1a khi tai trong dat trong mat yOz va do d6 chuyén vi u theo phuong x dugc xem la
bang khéng.

_________ Kk
| 1 "'i'
1 1
° q . ! 'y
< Ik - s g
. - : . ‘Kll
rd : K W
1
: :
y Yy
Hinh 9-1 ' Hinh 9-2

trong di€u kién bién dang clia ddm 12 bé, thanh phdn w 12 mot s6 vo cung bé bac cao so véi
v, Vi vay ta c6 thé bd qua w v xem ring vi trf clla K sau bién dang 1a trén duong thang
vudng goc voi truc thanh di qua K va v6i chuyén vi 13 v. Chuyén vi v dugc goi la d6 ving
tai K cia ddm va né 1a mot ham s6 d6i véi hodnh d6 z cia céc mit cit ngang. Nhu vay
phuong trinh clla dudng dan héi y(z) c6 thé vist1a ;-
¥(z) = v(z) (1)
Trong ki thuat, khi tinh todn d4m chiu uén, ngudi ta thudng khéng ché& khong cho do
vong lén nhat ctia ddm vugt qua mét gidi han nhat dinh, diéu kien d6 duge goi 13 didu kién
cimg. Neéu goi f 1a d6 vong 16n nhat cia ddm thi diéu kién cimg thudng chon la ;

f1 1 1 | |
[7]=m*r.oﬁ @)

trong d6 : 1 1a chiéu dai chia ddm ; tiiy loai cong trinh ma ngudi ta quy dinh cu thé wrj 8

cua [i]
7|

Bay gi& néu tir K' ta vé mot dudng thing ti€p tuyén véi dudmg dan héi thi géc ¢ giita
dudng ti€p tuyén d6 véi dudng ndm ngang (h.9-1) 12 bing géc gifta vi tri clia mat cit ngang
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qua diém K trudc va sau khi ddm bi bién dang. G01 @ 12 chuyén vi géc cha mit cit hay 12
goc xoay. Ta nhan thiy rang :
80~ 9=y 3
Vdy dao ham cua duong dan hoi la géc xoay ciia mdt cdt khi ddm bi bién dung.

§9-2. PHUONG TRINH VI PHAN CUA PUONG PAN HOI

Trong chuong 7 chiing ta di thiét 14p dugce lién hé giita do cong clia truc dﬁm sau khi
bi€n dang va mémen uén, theo (7-17) thi :

1 M

— X

p EJ,

Mat khdc, do cong cla nd ¢6 thé tinh véi cong thic :

Lis

LA A

H

)

So sdnh hai biéu thitc d6 ta cé :

y " _ i Mx

(3) -

P6 12 phuong trinh vi phan t6ng quét cha dudng dan héi. Ta phai chon d4u sao cho thoa
min hai v& cia ding thitc. Ta nhan thiy cic miu sé trong hai v& déu 13 nhig s6 duong,
vay ta chi cdn chon ddu sao cho phil hop -

Vi cdc tir s8. Ta khao sit mot doan dim 0 _
bi udn cong trong hai trudmg hgp nhu & v oM f z

céc hinh 9.—3. o : ‘ (\" K)

. T hinh v&, ta thay gilta y" va M, ludn

luén ngugc ddu nhau cho nén phuong M. >0 Mo<0
trinh vi phan cia dudng dan héi s& ¢ <0 y'>0
dang : .
. , M Y
y o My
Gy ? T, ©) Hinh 9-3

- Trong thuc t&€ khong cho phép céc cong trinh hay chi tiét miy c6 chuyén vi 16n, vi thé,
g6c xoay ciing 12 bé va ta c6 thé bd qua v so véi 1.
Phuong trinh vi phan s& c6 dang gin ding nhu sau :

M
EJ

. 9-1)

X

trong 46 tich s6 EJ, duoc goi 1ado cimg cha ddm khi uén.
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§9-3. XAC PINH PUONG PAN HOI BANG PHUGNG PHAP
TICH PHAN KHONG DINH HAN |

Dé c6 duge phuong trinh dan héi ta chi cén tich phan (9-1) 1én hai l4n :
Phuong trinh clia géc xoay sé 1a :

= M"dz+C (9-2)

trong dé C 1a hing s6 tich phan.
Tich phan l4n thi hai ta duoc :

y = I(—IEMJl‘dz+Csz+D (9-3)
X

Céc hang s6 tich phan duge x4c dinh tir céc diéu kién lién két va lién tuc chia ddm.
Viduy 1 : Viét phuong trinh do vong va géc xoay clia ddm chiu luc nhu hinh 9—4.

Bai giar
Bi¢u thitc m6men u6n trén mit cat (1 — 1) 1a a-_ ] 1 Ed. = hing 561 p ]
M, =—P(-2) | ’ - —‘L/ .z
Vay phuong trinh vi phan cia dudng dan héi | / |
cd dang : o
PU - 2) Hinh 9-4
yl‘ - +
EJ

X

V1 EJ, 1 hang s8 d6i véi z' 14y tich phan 14n thd nhét ta ¢6 -

o=y = oz i +C
. EJX 2EJX
Tich phan l4n thit hai ta dwoc :
PP, P |
= - D
y 6ET, z GET +Cz +

Céc di€u kién lién két clia ddm dugc x4c dinh nhu sau -
z=0;y'=0;y=0

Tir cdc diéu kién d6 ta tim thdy d€ dang : C=D =0

Vay phuong trinh géc xoay va dé vong c6 dang

P P ,

a3
Y=g 2 37

X

129



D¢ vong va gbc xoay 16n nhit 14 tai ddu tu do. Taidétacod : -

P - PP
l':max = ﬁ s Pmax = ﬁ
X

X
P9 vong huéng xudng dudi va géc xoay theo chiéu kim déng hs.

Vi du 2 : Thiét 1ap phuong trinh d6 vong va géc xoay clia ddm dit trén hai gdi tua chiu
tai trong phan bé q trén nhip / (h.9-5). D6 cing cia dam 12 khong déi. '

Bai gidi
Phuong trinh momen uén tai mit cit c6 hoanh do z 14 :
2
_ 9, 9z

M=3,-Z (1) y

Phuong trinh vi phan ctia dudmg dan héi 1a : 1| "/ l‘ |
t = — q - 2 1*

e T AL e +

Tich phan hai 14n ta duge : ' %’_ 192’_
2 .3 '
. q |z z
¢=y =_2E1x[j2___3h]+c Hinh 9-5
3 4
q [Iz z J
y=- —-—=|+Cz+D
2EJ,\ 6 12
Ciéc hing s6 tich phan C va D duge x4c dinh tir cdc diéu kién lién két cha dém :
Vi  z=0 y=0 |
voi  z=1 y=0
Tir c4c diéu kién dé ta x4c dinh duge cdc hang s6 tich phan nhu sau :
D=0
__q°
T 24EJ,

Phuong trinh cla géc xoay va do vong la :
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Géc xoay 16n nhat 12 tai cdc g6i tua

q’
24K

Ymax = (pmax = -"’:
Vidu 3 : Viét phuong trinh d6 vong va goc xoay clia ddm chiu lyc nbu hinh vé& (h.9-6)
Bii gidi
O day ta nhan thdy phuong trinh cia
. . L s P

m?mcn l,lffn trong ljal doan A(; va C]’3 bl?’n — __;1 J (2
thién khac nhau, vi vay céc biéu thifc ciia A S
do vong va géc xoay trong hai doan ciing -4 . )
khéc nhau. Goi z 13 ho#nh d6 clia cdc mat ' |
cat (1 — 1) va (2 - 2) trong céc doan AC
va CB. Momen uén trén cdc mat cit dé cé _
tri s6 1 : Hinh 9-6

=, (0<z<a) (1

Mx=:?z—P(z—a)(aSle) 2)

Phuong trinh vi phan clia dudng dan héi trong céc doan dé 1a

" - _ 3

n IEJX Z ( )
N ,

V1=t g - @

Tich phan lién ti€p hai l4n c4c phuong trinh (3) va (4) ta duoc

- Pb

yl_—2lEJxZ +C; _
) (0<z<a) (5)
P

¥ =_6IEJX z3+Clz+D,
Pb >

F_ P 2
Yy = ZIEJXZ +2ij(z ay* +C,
(agz<h (6)
___tb z +
2= "6E, ” t 6w,

(z—-a) + C,z+ D,

Dé xéc dinh c4c hing s6 tich phan C,. Dy, C,, D, ta dya vio cdc diéu kién bién sau day :

taiz:Oth‘iy]=0;'z=lthiy2=0vi‘av6iz=athiyl=y2vé y'l =_y'2.
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Tu bon diéu kién dé ta c6 :

C=G= - b?)

6IEI

Wl

Ay
f&.@b'!

-

Do d6 ta ¢6 cdc phuong trinh géc xoay va d6 vong nhu sau :

. Pb [lz—bz zz]
WENTEI AT T2
r (0<z<a)
P [12—1:92 23)
NEEL e 6
. Pb[ I(z ~ a)? lz—bz}
PENREE 12T e T e
r{a<z<h)

_ I:(z - a)3l 1? —p? 23}
2= | 6b 6 6

Qua vi du nay, ta thiy ring néu trén d4m mémen uén chia Iam nhiéu doan khdc nhau
thi phii thi€t 1ap phuong trinh vi phan cia dudng din héi cho nhiéu doan khic nhau. G méi
doan ta phai xdc dinh hai hing s6 tich phan. Néu d4m c6 n doan thi phai x4c dinh 2n hing
s6 tich phan, tdc 1a phai tim 2n phuong trinh v6i 2n 4n s6. Bai todn tré nén phuc tap néu s8
doan chiu luc khéc nhau cang 16n, vi vay phuong phdp nay it dung khi tai trong phiic tap va

dam ¢6 nhiéu mat cit thay déi timg doan.

§9—4. PHUONG PHAP THONG

SO BAN PAU

Xét mot ddm c6 mat cit ngang thay déi timg bac trong timg doan nhu trén hinh 9-7.

Dénh s6 thit tw cdc doan 12 1, 2, 3... m, m + I,
EnJm-- EJ,

Hinh 9-7
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Gia sir xét hai doan ké nhau th¢ m va m + 1. D& duge 16ng quat ta gia thiét tai chd néi
gitta hai doan ¢4 lyc tap trung, mémen t4p trung, cudmg do6 ciia tai trong phéan bd theo chiéu
dai q & hai doan 1a khdc nhau va c6 mot lién ket dat biét 1am cho do vong va géc xoay taj

dé ¢6 mét bude nhay Ay, va Ay'a - Lién két dac biét d6 trong so dé tinh todn duge bidu dién
bang hai khép lién ti€p nhu trén hinh 9—8a.

Budng dan héi cha hai doan dugce bidu dién nhu trén hinh 9-8b. Tudng tugng kéo
dai dﬁb’ng dan héi y, (z) trong doan thit m sang doan thit m + 1. Nhu vay dudng dan héi
¥m + 1(Z) trong doan thit m + 1 ¢6 thé€ tinh véi bidu thitc :

Ym+1(2) = Ym(2) + Ay(2) (1)
Khai tri€n Ay(z) theo chudi Taylo tai hoanh d6 z = a, ta ¢6 :
Ay(z) = Ay(a) + 4y (a) (z-2a)+ ﬂa—)(z - a)2 + ..+ M(z - a)5 + ... (2)

1! 21 51

trong d6 : Ay(a) va Ay'(a) 12 buéc nhay chia 46 véng va gdc xoay tai mat cit c6 hoanh deé
zZ=a.

Ay(a) = Ay,
Ay'(a) = Ay, (3)
Céc heé s6 clia nhiing s6 hang khéc c6 thé xdc cﬁnh nhu sau :
Ping thic (1) ¢6 thé viét lai dudi dang :
YD = Y@ - Y@ @
Lay dao ham hai 14n ca hai v€ cha (4) ta dugc :
AY' @)= Y 11(2) = Y (2) (5)

. . " — Mm+l(z) Mm (Z)
Hay - Ay @ = Em+lJm+1 * l:"‘rnJm

(6)

trong d6 My,,1(z) v M,,,(2) la phuong trinh cha mémen uén M, trong doan m + 1 va m da
kéo dai sang doan thit m + 1. '

Bay gid ta chon mot dé cing qui uéc EJ no dé sao cho

EJ EJ
m=EJ 3 Km+l=E_'_

m m

thi déng thiic (6) c6 thé viét lai dudi dang

K

g rra

m+IJm+]

AY@ = = 5 (Kt Moy 1) = KM (2] ™

Lay dao ham cha (7) lién ti€p va chu § dén cdc lién hé vi phan gilta néi luc va ngoai lue
ta 1an luot duge cédc déng thirc sau day :
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. ;
8y"(@) = ~ g7 KB me1Qms1(2) - K Qu (2]

MY (@) = =2 Ko o1 2) ~ K@) | ®

1 . -'
Ay" (@) = -5 K904 @ ~ Knn @) |

trong 46 Q,.1(2), qp41(2), q'nnl +1(2) 1a phuong trinh luc cét, cudng d6 luc phan bé, dao ham
cta dudng do luc phan bd trong doan thit m + 1 va Q,(z), q,,(2). q'm (z) 1a phuong trinh cua
cdc tri s6 46 & doan m di kéo dai sang doan thim + 1.

Tai hodnh d¢ z=a,tacé :

8y @) = 2 (K gy Mgy (@) = KoM, @)
: -
Aym(a) = _ﬁ[KITH- lQm+],(a) - KQO(a)]

1 } ®
&yIV (a) = _ﬁ[Kqu“Hl(a) - K,q,(a)]

1 \ . .
Ay (@ = =57 (K1 10ms1 (@) = K (2)]

_ Pem (9) thay vao cho (2) 16i thay vao cho {Dtacd:

2
V1@ = Vi) + AYy+ Ay, (@~ ) = 2 Koy M1 ) ~ KpMad] 220 -
1 —ay 1
= 25 K1 Q1@ = K Q@1 557 = 5 (o1t @) ~ K]
g (z - a) 1 (z - a)

4! EJ [K'rn+l qrn+1 (a) Krnqm ( )] (9—4)

Pé thiét 1ap phuong trinh dudmg dan héi cla doan thd nhat ta tudng tugng thém mot
doan thit O ma dudng dan héi cia doan nay tring véi z clia ddm nghia 12 y(z) = 0. Noi luc
va ngoai luc trong doan ndy ciing bing khéng. Chon gdc toa dé 1a ddu mit clia ddm, khi d6
tacé(voiz=a=0):

AY, = AYo = Yoi AYa = BY, = Yo
Ml @ =M,; Q0 =9Q, (10)
a@® =9 =g,

M, Qo 9o qlo 12 mémen tap trung, luc tip trung, cudmg d¢ luc phan b6 va dao ham
ctia luc phan bé tai ddu mut cha dam (tai z =0). '
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Trong trudng hgp dac biét khi trén sut chiéu dii cha ddm c6 do cing 1a khong d6i,

nghia la :
EJ =En=.thiK;=K,=..=K_ =1
Phuong trinh dudng dan héi doan 1 va doan thit m + 1 tinh theo doan thit m duoc viet
 nhusau : _
: M, z* 1 22 1 PR B '
N@D=Yo+ yoz = Frar "5 Q3 B g7 ~ e 51 0-3)
(z-a 1 — a)?

Ym+1(Z) = ym(2) + Ay, + Ay, ( T ) "B [Mp1(2) — M (a)]x (z =1 Y

1 (z—af 1 (z~af

| | z—a)

~ 57 Gt @ — @1 = 09

Cic i s6y,, y., M,, Q,, Yo» q, dugc goi 12 céc thong s6 ban ddu.

Céc hi¢u s6 trong cdc ddu ngoic 12 bue nhay cha biéu d6 momen, luc cit, cudng do
Iyc phan b va dao ham clia lyc phan b6... tai mat cit c6 hoanh 46 z = a. Vi vay céc hiéu s6
d6 c6 tri s6 bang momen tap trung, lyc tap trung v.v.. tai mit cit dé.

Vi du 4 : Tinh d6 vong tai ddu mut ty do clia thanh chiju luc nhu hinh 9-9.

Thanh ¢6 mit cit ngang 13 tron,
‘dugc cdu tao thanh haji bac véi cdc

v, 9,=133cm|P,=12000N P, = 10000N
dudng kinh 1a d, = 13,3cm ; d, = 9cm. %A / s | e
\ Hai doan thanh déu cling ciu tao MA( ’Z_ —F — Iid_féc:-_‘bz
bang mot loai vat litu c¢é modun dan ——60cm — 60cm
héi E =2.10" Nfem’. y
Bai giai Hinh 9-9

Céc phan luc tai ngam c6 tri s6 1a

Va =Py +P;=22000N

M = 12000.0,6 + 10000.0,6.2 = 19200 Nm.
Chiéu céc phan luc duoc bidu dién nhu trén hinh v&.

Theo cdu tao va su phan b& chia tai trong, ta chia ddm thanh hai doan AB, BC. Chon d6
cung cula doan AB lam d¢ ciing quy wée. Ta c6 cic tri s6 ciia hé s6 K nhu sau

Klzl

4 4
K =_E-’J_{L:J—l= -El-l- =(E") 24769
2TEN, T, ’
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moémen qudn tinh clia mat cit ngang trong doan AB 13 :
nd]  m(13,3)*
64 64
 Cac biéu d6 ndi Iyc duge biéu dién trén hinh 9-10

J, = = 1535 cm?

Qua so dé chiu luc va cdc biéu dé ndi luc ta ¢ céc tri s6 cic thOng 56 ban ddu va cdc
tri s& noi luc tai B nhu sau :

Tai mat c&t A(z = 0) | Tai mat ¢t B(z = 0,6 m)
Yo=0 M,(a) = —6000Nm
y, =0 M (a) = —6000Nm
M, = ~M, = -19200Nm  Q,(a) = 10000N
Q, = V5 =22000N | Qy(a) = 22000N
q,=0 Q@) =0
q'0 =0 q'2 (a)=0
qj(a)=0
q@)=0
Phuong trinh dudmg din héi trong doan 1 :
l 2 1 i
y12) = -5=K M, = TR Qo =7 3
Thay s6 vao tach : Ya 1P P,
: 2 3 A B c
1920000 =z 22000 =z
1(z) Sy T T oAy M 60cm 60cm
21071535 2 2.107.1535 3! A
22000N
y,(2)=3,127.10° 2% - 119,4.10° 2. 10000N
Phuong trinh dudng dan héi trong doan 2 : LTCTTETH
1 72— a)? 19200Nm
y2(2) =y1(2) - 5 (KoMya) KM@ E 2 % o
1 z-a)
- - [KyQuya) - Ky Q@) E 22
EJ 31
Hinh 9-10

Sau khi thay s& vao ta ¢ :

yo(z) = 3,127.10 2> — 119,4.10 °Z2" + 370,9.10 (z - 0,6)° — 140,9.10 °(z - 0,6)°
Do vong tai ddu miit tudo Cla

y»(1,2) = 0,35.10 “m
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Vidu 5 : Tinh géc xoay ciia mit cit ngang

& g6i tua A cia ddm c6 do cimg khong ddi chiu a l”. L
tai trong nhu hinh 9-11. : - ry . ;3,,,
Bai giai Al _a ____| | ] ) B
= o b 1
Vi dam ¢6 do cimg khong d6i nén can cit c ‘

vao ngoai luc ta chia ddm thanh 4 doan dénh s ' !
thir ty nhu hinh ve, ' '

Céc thong sé ban ddu va cdc hé s8 xdc dinh Hj"h §-11
theo diéu kién bién ctia méi doan dugc xdc dinh nhu sau :
z=0 z=a z=b z=c¢
¥o=0 Ay,=0 Ay, =0 Ay, =
Yo #0 Ay, =0 Ay, =0 Ay, =
M_=0 AM, =0 AM, =0 AM_ =M
Qo =V, AQ,=0 AQy=-P AQ. =
%b=-q Aq,=q Ag, =0 - Aq.=0
q,=0 Aq, =0 Aqy, =0 Aq, =
Phuong trinh do véng cic doan dugc viét nhu sau :
- AL L4 £ <z<
N@=Yoz-grgtgrg  0sz<a)
- q z-a) _ VaZ 92 q @-a

yaa) =y, @) - ===y g - TR CE ar— @szsb)

El° 4 EI 3! EI' 4! EJ 4!
y3(z) = y,(z) + %. (z ;!b)3
)= yoz - L AT desa, PE- . h<rsco)
v =ys2) - o ;f)z

bé xic dihh y,, ta duva vao diéu kién lién két tai Bcladim. V6iz=/;y,=0,tacé:

o, v P gt gqU-a)
Yol = Yol =57 31+ E7 51~ " B a1

P(I-by M (/-¢) _
e B 2 Y
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Tir d6 ta rit ra dugc :

VoI q P gi-a* PU-b) . M( - c)?

Yo= By 31 EI'al El4!  EJ3I Eli2!

Y, 12 géc xoay cua mit cit ngang tai A.

Vi du 6 : Viét phuong trinh dudng dan hoi Vi A a

ctia ddm finh dinh chju lyc nhir hinh 9-12. (t A ByytvyvytysC
Bai giai ‘

A

Ta dé dang x4c dinh duge cic phan luc tai
ngdim Avadddumit Cla: : q
2 . '
ql qf qf Hinh $-12 .
\ M= sve=2L
AT AT T e |
Chiéu cdc phan lyc nhu hinh v&. Chia ddm thanh hai doan va ddnh s thit tu nhu

hinh 9-12. Tit so d6 chiu luc ta x4c dinh dugc céc théng s6 ban ddu va cic hé 56 & bién cho
mdi doan nhu sau :

z=a=0( z=a=1

Yo=0 Ay, =0

Yo =0 Ay; #0

g2

M0=—MA=-——2— AMd=O

AQ,=0
!

Q(,: % Aqa=_q

Ag, =0

Phuong trinh dudng dan héi trong cdc doan c6é dang nhu sau :

2 2 3
_9z 4 7
Yi#) = 55727 T 3ET 3
Z—f4 ) .
)!Z(q) y1(2)+1;lj( 4[) +AYa(z_1)
qlz z? qf z° q (z-0*

YD = 5551 " TR a1 T D

Dé xéc dinh Ay'a ta dua vao diéu Kién bién tai C cha didm. Véiz =21 ; y,(2z) = 0,tacé:

92 42 o 8% o

Ayl =0
2617 2616 Ti24 Ya
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- Tudétaritraduge: Ay, =- 23:?;]

Do dé :

g 22 g 2 qez-0* 3¢°

2E1° 21 2Ei°31 T EJAl | 24E)

T céc vi du tren ta thdy phuong phdp théng s6 ban ddu cho phép ta vist dé dang

phuong trinh dudng dan héi ciia dim chiu luc ¢ nhiéu doan khic nhau, hay mit cat khic

nhau. Phuong trinh nay con rat thuan tién khi 1ap phuong trinh may tinh nén hién nay vin
duge sir dung rong rii. :

(z-1)

§9-5. PHUONG PHAP TAI TRONG GIA TAO
(hay phuong phdp dé todn)

Nhu ta di c6, lién hé giffa n6i Tuc va ngoai luc dugc thé hien bdi bidu thic -
d’M
dz?

X

= q(z)

Nhu vay tir q(z) ta c6 thé suy ra M, bang cich ldy tich phan hai 1an. Véi phuong phép
- mat cat ta dé dang xdc dinh dugc M, tir q(z). Diéu dé c6 nghia 13 phuong phip mit cat ¢6
thé thay thé cho mét phép tich phan hai l4n. ,
Ta hdy dé § dén phuong trinh vi phan cGia dudng dan hoi ;

Tir biéu thiic d6, muén xac dinh dugc y ta phai tich phan hai 1an. Ta tim cdch sit dung
phuong phdp mit cat d€ thue hién phép tich phan d6. Muén vay ta phai tudng tugng mot

A M - ’
tai trong phan b6 gia tao q,, = ——X dat trén mot ddm gii tao. MOomen udn do q,,, gy nén
gp g Qe £l g gt
X

trén dim gia tao 1a do véng clia didm thue. Luc cit do qg g4y nén la géc xoay cha dam thuc.
Taco :
My=y;Qy=y
- Vidu 7. Tim d¢ vong va géc xoay tai ddu miit tu do ciia ddm chiu luc nhu hinh 9-13.
Bai gidr
Ta vé bi€u d6 moémen uén M, ciia hé nhu trén hinh 9—13b. Dat he luc qy gid tao lén
dim gid tao (h.9-13c). Vi : '
M
Qo =~ =7
8l EJ,

do d6 M, 1a am thi qg, phai 1a duong. Véi quy uéc clia chiing ta q 1a duong khi q ¢6 chiéu
hudng 1én trén. : :
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Ta phai suy ra dim gia tao tir diéu kién lién
'két ctia ddm thure. Trong vi du dang xét, tai B do

D e
Py

m
ALRYRRIRY

vong va géc xoay 1a bang khong vy trong ddm l

gia tao phai lam sao tai d6 My, va Q,, phai bang
khong. Mudn vay, tai B ddm gia tao phai duoc

tw do. Nguoc lai, tai ddu A ddm thuc vira cé ca
goc xoay va do vong nghia 1a tai d6 trén dam
gid tao phai dong thdi c6 ca M, va Q. Mubn
vay tai A, ddm gia tao phai ¢6 lién két ngam.

/ﬁmﬂﬂm ™

. _Pt

4 =g
AI

D¢ vong va gbc xoay tai ddu A cia dim
thuc 12 tri s6 moémen uén gia tao va luc cit gia

Hinh 9 - 13

tao do q, gay nén trén dam gia tao. Tac6 :
Quacy, =L L__ P~
SASYA T TE 2T T2ED,
2 3
/
MgIA=yA=+ —Pl gf = P

2EJ, '3~ " 3EJ,

Tir diéu kién lién két cia dim thuc ta suy ra cdc dam gia tao nhu trong bang sau day :

Ddam thue Dam gid tuo
y:O : y=0 Mg‘=[} Mg[=
y #0 y#0 Qu#0 Qu*0
y=0 y#0 M, =0 M # 0
y=0 y' 20 Qu=0 Qu#*0
4 7
/ — 2
y=0 y=0 y=0 Mg =0 My=0 M, =0
y' 20 y=0 y 20 Qu#0 Q=0 Qu#0
] o
e ot 4 B
yx0 y=0 y=0 y=20 |[M;=0 M, =0 M, =0 M, =0
yz0 y=0 y#0 y=#0 |Qu#0 Qu=0 Q20 Q,#0
3 o ' o 3
S e A ¢
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Phuong phap nay rdt thuan lgi khi ta C]‘Il cén tinh d6 vong va géc xoay & tai mot s6 mat
cit nhit dinh.

Vi du 8. Xdc dinh d¢ vdng va g6c xoay & ddu miit D clia ddm c6 do ciing khong déi
chiu lyc nhu trén hinh 9-14a. Tri s6 c4c lyc nhw sau P = 8.10°N ; q = 4.10*N/m.

lP ' .q [P , _
A L | ¥y ¥ i ] D
3 | i A% 18.10° 1
I 2m 6m 2m-— EJ ‘cm
~3 .,....-— A 8 ' D
M; 16 10'Nm N E;/// c
' ' _ TN\8.40°, 1
el o /I\l\h\ | 5
M, N H | _
~18.10°Nm
Hinh 9-14 Hinh 9-15
Bai gidi
.2 . . . 16.10° 1
Bi€u d6 moémen uén M, cua dim / T
duge biéu dién nhu trén hinh 9-14b. . %
Biéu dd d6 c6 thé xem nhi i6ng céng
cta hai biéu dé nhu trén hinh 9-14c. N 1LV
Chon dim gia tao va tai trong gia tao v, =12 10‘ (_) 18 104 {“_) v, = 12.10* -
nhu trén hinh 9-15. | EJ “om
Ta chia d4m thanh ba dim don nhu . LAk (-
trén hinh 9-16. Cic phan g luc tai "“"“_(_)
B va C ciia dam giita c6 tri s6 12 : v
1 | .
| 12.10*
Ve=Ve=—0 Hinh 9-16

Cée phan luc d6 c6 chiéu nhu hinh v&. Nhu vay tai C, trén doan dim CD, chiu mot luc
gié tao 12p trung c6 chiéu ngugce lai nhung cling c6 tri s6 véi V.

Vay do vong va géc xoay tai D la:
1210 16.10* 2 _ 28.10*

Qu=Yp = g1 tTE 2T g @
12.10% 16.10* 2 2 136.10%
Ma=Yo= —g5—2+ 55332 = 35 ™

Céc két qua mang ddu duong, ¢6 nghia 12 géc xoay c6 chiéu theo chidu kim ddng hoé va
dé véng hudng xudng dudi.
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Dé tién loi trong qui trinh tinh

- # ~ - 1
todn ta xdc dinh trudéc hoanh 46 trong a 'Eh’ 1_ m\
tam va dién tich Q cia nhitng hinh gidi 1, LIS .
4

ZGZ

han bdi cdc dudng cong bac hai nhu — %o 4— 1- |
hinh 9-17. ' I
Ty r Wm

G

ZG=% lT. 1
%, |

|
Hinh 9-17

Bai tap

9.1. Xdc dinh dudng dan hdi cha ddm AB bang phuong phdp tich phan khong dinh han :
Cho biét M, = 20 kNm (hinh 9-18) '

M G

a

A ‘7 B A _ { rﬂ\h\ B_
'@72m | Bm "’5|r” ’9::;9’ ! ”Br" |
| | -

* Hinh 9-18

9.2. Tim do vong tai C vad B clia dam chiu lyc nhu hinh v& (h.9-19) bang phuong phép
tich phan khéng dinh han.

9.3. Xic dinh géc xoay tai A va B va d6 vong tai C cia dam chiu lyc nhu hinh vé
(h.9-20)

q=2" P=qa q = SkN/m

7 A
Hinh 9-19 Hinh 9-20

9.4. Tim d¢ vOng tai mit cit ngang ¢ gilta nhip cta nhimg d4m chju tai trong nhur hinh vé
(h.9-21)
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9.5.

9.6.

9‘7 L

9.8.

Hinh 9-21

Tim d¢ vdng va goc xoay tai C cha cédc dam chiu lyc nhu hinh v& 9-22.

Hinh 9-22

Bang phurong phép do todn, fim dé¢ vong va géc xoay tai ddu tu do cia ddm. (h.9-23).
: Z
M =qa

. M q P=4qga
A48 | B ' cl [ 1] lﬁ RN
4 2 o Py
7 | a | a a |
1 f 1 |
Hinh 9-23 Hinh 9-24

Xac dinh

- — D6 vong va gdc xoay tai C

— Géc xoay tai hai gditwa A va B

- D6 véng tai mat cit D

bang phuong phap d6 todn cia ddm chiu luc nhu hinh v&.
Véi phirong phip théng s6 ban ddu viét phuong trinh 46 véng va géc xoay clia cdc
dam chiu luc nhi sau :

P P M=Pa |p 2p M=2Pa
4 2 3 [ J 2 -_—

3 20 <7 4
a3 | 2a -_-a. a

Hinh 9-25
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Chuong 10
BAI TOAN XOAN THUAN TUY

§10-1, XOAN THANH TRON

Ta goi thanh chiu xodn thudn tdy 1a khi trén cic mat

cAt ngang chia thanh chi c6 mot thanh phin moémen xoan z
M, (h.10-1). X4c dinh hé tryc toa do Oxyz nhut hinh v : - o
Oz 14 truc cha thanh va Oy, Ox 14 cdc truc bat ki trén mat W .

cit ngang. Goi u, v, w 1a cdc thanh phdn chuyén vi cla
mot diém A nao d6 trong 1ong thanh theo cic phuong |
cla céc truc toa do. 1

Dudi tic dung clla c4c momen xoén ta thiy cdc mit |
cit ngang s& bi xoay tuong d6i v6i nhau quanh truc z. Ta I
goi géc xoay d6 12 géc xodn. Néu goi dg 1a géc xoin <
twong ddi gilta hai mat ciit cich nhau mot khoang cich N
dz thi géc xoén ti d6i la:

do- .
6= (10-1) Hinh 10-1

Khi trén moi mit cit ngang déu cling c6 tri s6 M, thi _
6 12 hing s6 d6i vdi z vd nhu vay géc xodn tuong déi y
giita hai mat cdt cdch nhau mét khoéng cich z ndo dé6 cé _ .
thé tinh véi biéu thirc : o
0=0z (10-2y '
Céc thanh phdn chuyén vi u va v clia A duge tinh 5 1Y X
theo ¢ nhu sau : Goi A' va A* 12 hinh chi€u cha A trudc
va sau bién dang trén mat toa d¢ xOy (h.10-2).

Géc A'OA* 1a goc xodn tuong d6i gidra hai mat cét :
mat cit qua A va mat cat niim trong mat toa dg dugc giit
¢6 dinh. V§i bién dang vé cling bé ta ¢6 thé xem ring :

OA'=0A*=p

Do d6 taco : u=—A'A*sinf = ~ ppsinp
v = A'A*cosf = pocosp

Hinh 10-2

B la géc gifia truc Ox vi OA'. Véi chi ¥ psinp =y va pcosP = x tacd thé viét lai cic
biéu thitc d6 nhu sau :

u=-0zy vav=0zx : o (10-3)
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Qua thi nghiém ta nhan thdy mit cit ngang cta thanh tron chiu xoan luén luén phéng
va khong c6 chuyén vi theo phuong clia tryc 2, do d6 ta dira ra gi thuyét sau day

Mat cit ngang ban ddu phang va thing géc v6i truc clia thanh thi trong qud trinh bién
dang vén phing va thing géc véi truc thanh. Khoang céch giifa cdc mat cit 1a khong ddi.

V6i gia thuyet dé tri s6 cha thanh phan chuyén vi theo phuong z s& bing khong, w = 0.

Tir céc biéu thiic ca u, v, w ta d& dang tim thdy :

&, =8, =¢,=0
_v o
ny a_ "8";_
Yxo =— 0y Vﬁ"{yz=ex (10-4)

cing tir dé ta suy ra cdc thanh phan ng suat nhu sau :

G, =0 =0'Z=0;1:Xy=

¥ .
Trz = Tox = Gey (10-5)
Tyx = Txy = GOX

Binh phuong hai v€ ciia hai biéu thiic cudi ciing va cong lai ta dugc -
Tp= riz + tiz = GByx? +y? =Gop

1= GOp ) (10-6)

D& nhan thdy rang t, c6 phuong vuong géc véi OA
(h.10-3). Phuong d6 cua dng sudt ti€p toan phdn hoan y 4
toan thoa man diéu kién bién. Thuc vay néu gid dy A 12
mot di€ém trén chu vi thi phuong dé 1a phuong song song
véi dudng ti€p tuyén véi chu vi vi rd rang thanh phén
tng sudt tiép theo phuong béin kinh bing khong. Ta biét
rang mat ngoai ctia thanh khong cé ngoai luc.

=Y

Tuong quan giira néi fuc va tng suét trén mit cit cho

phép ta viét :
2
M, = LPTde = LGGP dF | Hinh 10-3
Tir dé ta rit ra duoe :
M,
= & _ 10-7
0= Gl _ | | ( )

Pem thay (10-7) vao (10—6) ta dugce :

tp=—~Ep . (10-8)
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Diém cang xa truc thi tri s6 (ng sust cang 1én. Ta
c6 biéu d6 phan b6 ting sudt trén mét ban kinh duoc

Hinh 104

- . . b4
biéu dién nhu hinh 10-4.
) : M,
Ung suft cuc dai 12 tai cdc diém trén chu vi cla .
mat cit. Tri s6 d6 12 : ™
M, M . -
Tmax = J: R = WL (10-9) X
p .
. Jp 3
trong do6 : W, = r > 0,2D (10-10)
Wy duge goi 1a moémen chéng xoén hay dé chéng

X04n clia mat cit. _
Dicu kién bén ca phan 16 theo thuyé&t bén Gng suat tiép 16n nhat 1 :

Ty < % | (10-11)

Néu theo thuyét bén the ning bién déi hinh déng thi ta phai c6 :

Lol

max — Jg

Géc xodn twong doi gitfa hai mét cit cach nhau mot khoang céch ! la:

_ M

GJ, |

T

(10-12)

Trén day ta di giai bai todn véi tri s6 M, 1a khong ddi trén ca chiéu dai / ciia thanh. Néu
nhu M, 1a mét ham s6 d6i véi z thi ca qud trinh 14p luén trén day hoan toan diing cho mot
doan thanh v6 cing bé dz. Géc xoan tuong ddi giita hai mat cét cia doan thanh dé sé 1a :

_ M,dz
Gr,

do

Vi nhu vay géc xoan twong ddi giita hai mat ct & hai ddu thanh s& 1a ;

—_ 1 _— ledZ
o= Ld(p_ o (10-13)

D6i v6i thanh chiu xodn, ngoai diéu kién bén, ta con phai tinh todn dudng kinh cta
thanh dé sao cho thanh dii diéu kién cing, nghia 1a géc xoén ti d6i phai nhd hon mot tri s6
cho phép. '

@
0= 7 <{0] (10-14)
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Trong trudng hop thanh tron réng, trong cdc cong thitc (10-8), (10-9) va (10-12) ta
phai tinh tri s6 cha J, vd W, nhu sau :
mR* 4
— -1
3 4
W,=02D(1 -n")

trong d6 : 1) 1a ti s6 cia ban kinh trong va ban kinh ngodi n = -I-{r-

Vi du 1. Trén mat cit ngang cda mot thanh tron dic chiu téc dung bdi mémen xoin
M, = 2.10"Nm. Tinh tri s§ ung sudt tiép tai modt diém A cédch tam mot khoang cich
p = 0,03mi va tri s6 iing sudt ti€p cuc dai. Cho biét duomg kinh ciia thanh 12 D = 0,1m.

Bdi gidi
Tri s6 mémen quén tinh doc cuc cha dién tich mat cit ngang déi véi tam 1a :
R4
J,= = =0,1D"~ 10%cm*
Tri s6 (ng sudt ti€p tai A 1a :
M 2.10°
T, = —&p = =3 = 6000 Nfem’
Ty 10
Tri s6 img sudt tiép cuc dai la :
M, . 2.10°
Tax = - = ;= 10000N/cm®
p 02,10
2,5ITI 4
A _/d:.!:b m=8.10"Nm 210 Nm
BHZH % % %
: M, q' b
f ) JIL
alb m=ah
& & Jr
\ A «:I:
Tp t.:-!—
vy C_d;.e
C - 1 =
| M 810 Nm m > 10°Nm
Hinh 10 -5 Hinh 10-6

Vi du 2. Mot miii khoan thim do chiu téc dung b&i mot mémen xoéan 9N = 8. 104Nr_n.
Sitc can cla d4t d6i vdi than miii khoan tac thanh céc momen xoén phin bd theo quy luét
bac nhat véi cutmg dé & do sau h 1a : m = ath (o = 0,0310°Nm/m?).

Momen xoan tic dung & ludi dinh huéng cua ddu mii khoan 1a O, = 2.10°'Nm ;
cho biét AB = 2,5m, BC = 20m. Dudng kinh than miii khoan d = 0,2m. G = 8.10°N/cm®
{h.10-6).
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Xac dinh gdc xoin trén toan b chiéu dai AC cia miii khoan.
Bai gidi
‘Trén doan AB néi luc 14 hing vacé tri s6 1a :
ML =91=8.10* Nm

N6t luc trén mat cat bat ki v6i d6 sau h 13 :
h |
MY =9n - m = 8.10* ~ 150n?

Ludt bién thién cha M, trong doan BC 12 theo dinh luat bac hai déi vé6i h. Biéu dé M,
biéu dién nhu trén hinh 10-6.
Goc x0an trén toan chiéu dai AC chia mii khoan 1a -

_ Mla .\ bMTdh

(p =
| 261, " oG,
Thay sd vao ta duogc - _
8.10°25 1 4 5
0= 3L T _E(S.IO ~ 15002 )dh

¢ =0,1010 radian (~ 6°)
§10-2. XOAN THANH MAT CAT BAT Ki

1. Cong thitc ing suit va bién dang

Khi mat cat ngang ¢6 hinh ddng bat ki thi sau bién dang mat cét d6 khong con phéing
nita. Thanh phén chuyén vi w 12 khdc khéng. Ta thita nhén ring : n€u thanh chiju xo4n thuan
iy, moémen xoan M, khéng déi v6i.thanh cé thé bién dang tr do, khong bi rang buoc bdi
cac lién ket thi cde mit cit ngang c6 do vénh nhu nhau. Nghia 12 w khong phu thuéc vio z.

Ta ¢6 cac biéu thiic clia u, v va w nhu sau ¢

u=—Bzy;v=Bzx,w=w_(x, y) (10-15)
Tir dé6 ta c6 cdc thanh phén bién dang 14 : '
du ov ow
gxza =.0;8y=§y_ =0;32=79-Z— =0
ov  &u '
ny= é;"'g =0
ow du ow
sz-=§+§="9¥+§
Yyz = %+% = Ox +% | (10-16)
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* Vay trang thdi Gng suft tai mot diém nao d6 duoc oL~

x4c dinh bi céc thanh phén tng sust (h.10—7) —— X
’ z
o, . =0, = =1,,=0 ‘
X ¥ Gz Xy -k- T .
ow o
sz = [—ey + —é;—JG . y \tzy
N (10-17) .
Tyz = [ex + E]G . ‘ Hinh 10-7

Néu xem luc thé tich 13 bing khong thi trang théi Gng suat d6 théa man hai phuong
trinh dau cua hé phuong trinh vi phan can bing (2-45).
Phuong trinh can bang thi ba cé dang :
afzx atz)' - y |
T y - 0 (10-18a)
Bay gio chi y dén hai phuong trinh cu6i cdc biéu thic (10-17). Ldy dao ham rieng
phén cha t,, d6i vdi y va cha 1y, 461 v&i x va dem trir cho nhau ta dugc

ot ot ,
%—*—aﬁ:z(}e (10-18b)
Xét dén diéu kién bién clia bii toan : _
Trén hinh 10-8 biéu dién mot phan t6 nim trén vi
duong chu vi cla mit cat ngang, AB Ia mot vi phan _
cung cua chu vi d6. Goi a 14 géc cua tiép tuyén di qua B A%
va truc x. Céc cosin chi phuong cha phédp tuyén n tai B dy I}
sé la: ' B
. d | c
—cing = &Y ' dx
! =sina ds | R
3 ' 0 X
m=cosa = _& (10-19)
ds
n=0 : : Hinh 10-8

trong d6 dx, dy, ds dugc biéu dién nhu trén hinh vé. VI mdt ngoai cha thanh khéng c6 tai
trong, cdc thanh phén ing suit o,, oy, G, Va T, lai bang khong, nén diéu kién bé mat
(4 — 25) it Iai con mdt phuong trinh nhy sau - -

Ty d + 1, ;m=0 (10-20)
Thay (10-19) vao (10-20) ta dugc diéu kién bé mat nhu sau :

(1&) =[935] Cao-21)

. Tyz ch.vi dy ch.vi
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Nhu vay ham t,, va 1, dong thdi phai thda man ba phuong trinh (10~-18a), (10-18b)
va (10-21). '
PE tién lgi ta chon mét ham U sao cho :
S -\ R -\°)
Xz ay * tyz ax
Mot ham U nhu vay luén luén théa man phuong trinh vi phan can bang (10-18). Ta
chi con phai xét sao cho théa méan (10-18b) va (10-21).

Thay (10-22) vao (10-18b) ta duge phuong trinh vi phan :

(10-22)

207 a2 -
_gx‘j +-—2y‘j =_20G (10-23)
Phuong trinh dé duge goi la phuong trinh Podtxéng.
Thay (10-22) vao (10f21) tacd:

ou ou -

By y + ™ dx =0

V& tréi 12 dang vi phan toan phén cia Udo détacé :
' dU=0 (10-24)

Vay doc theo chu vi clia mit cit ham U phai 12 mot hang s6. (U = ct®© trén chu vi),
hang s6 do6 tily ¥ vi né khong anh hudng gi dén tri s6 cla Ty, va T, [xem (10-22)]. bé
thuén lgi ta chon U = 0 doc theo chu vi. :

¥Z

Xét dén tuong quan gilta Gng sudt va ndi luc trén mat cit ngang
Taco: '
M, = IL‘(TYZX - 1,,¥)dxdy

Thay (10-22) vao day ta duoc :

M, =- IIF%deydx— jL%’Iydxdy

Céc tich phan dé dugc tinh nhu sau : Vi du véi biéu thite tich phan thit nhat xét trudng
hop chu vi cha mit cét ngang 12 mot mién don lién nhur hinh 10-9, ta ¢6 :

_ L I%J 'xdycix = J:z Z—S xdx Lylz dy

Sir dung tich phan doan, biéu thifc tich phan d6 dugc viét dudi dang :

_ .[:2 %xdx L’l? dy=- ff.x[U(xz) — U(x)ldy + jLdedy
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Vi diéu kién bién phai c6 U = 0 nén s& hang tha
nhat cha v& phat 1a biang khong tir d6 ta c6 :

Yi
_IL%%xdydx = ”Fdedy éﬂ :“ .
_ —

Tuong tu ta c6 thé tinh v6i biéu thite tich phan thya X
hai. K&t qua cudi ciing la : , .

M,=2 | L U(x,y)dxdy (10-25)
Tix phuong trinh Poétxong ta thiy U phai ti 1& véi Hinh 10-9
G va 8 vy ta chon ham U duéi dang
U = GBI(x, y) | _ _ (10-26)

Ham f(x, y) cling phai tri¢t tiéu tai moi diém trén chu vi cha mat ct, thay (10-26) vao
(10-23), phuong trinh Podtxong s& cé dang :
f dugc goi 12 ham tng sudt. Thay (10-26) vao (10-25) ta c6 :

M, =2 [ [ Gof(x,y)dxdy =Gl

-2 , (10-27)

Véi Iy=2 j Lf(x,y)dxdy (10-28)

J4 12 mot ham déc trung hinh hoc cia mat cét ngang dugc goi 13 d6 ciing khi xoén cta
mat ct.

Tir d6 ta c6 géc xoan ti d6i 6 13

M,
= 10-29
0= ar (10-29)
Ta thay J4 cang 16n thi 6 cang bé.
Tri s6 cdc dng suat dugce tinh véi cic cong thirc (10-22)
o =M, oxy)
Kz T ] _
a o (10-30)
oM, 2(cy)
yz Jg o
Ung sudt tiép 16n nhat cling dugc viét dudi dang : .
. M _ |
Tmax = Ry (10-31)
J . .
Véi W, = max d va dugc goi 1a do chdng xoin clia mit cit.
d X(x,y) ¥ gC ? g |
ox
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2. Mét 56 trudng hop cu thé
a) Mat cét ngang 1a mot hinh elip (h.10-10)

Chu vi cla mat cit duge xéc dinh boi
phuong trinh : ' Yt

x2 =1
5 =

%l

Ta chon ham f(x, y) dudi dang :

' 2 2
X y
f(x,y):D{—-—+~—— J
a? b’
ham dé thoéa man diéu Kién : moi di€ém trén Hinh 10-10

chu vi f(x, y) = 0, D 12 mo6t hing s6 tdy y. Dé
x4c dinh D ta thay f(x, y) vao phuong trinh Podtxéng (10-27)

Tacé:
ZD(L2 + Lz] =-2
a b
Viay:
Ham tmg suit c6 dang nhu sau :
2,2 2 2 -
a‘b X y .
f(x, y) = —(1 ——-—) (10-32)
b2 22
Do ciing J,4 khi xofn ctia mit cét duoc tinh vdi biéu thic :
2.2
2a b 2 L[l_____ .
a’+b a
2 2
1= > [a’b’F - b’J, - a”J,]

a’ +b
" Trong d6 J,, J, 1a momen quan tinh ctia hinh elip d6i véi cic truc qudn tinh chinh trung
- tam Oxy :

3 ' 3
_ 2. Tabe o 2 - Tab’
_J‘Fy dF = — I, = Lx dF = —

~F — dién tich cha elip (F = nab)
na’b’

(10-33)
a2 + b2

Thay vao tréntaco : Jg=

. . R?
Ta nhén thay khi a = b, nghia 13 khi mat cit ngang 1a mot hinh trdn thi Jy =T, = n—z- .

Trong trudng hop tng quat I khéng phai la mémen quén tinh doc cuc.
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Tri s8 cdc ing sudt ti€p dugc tinh véi cdc biéu thic :

oMo 2M, y

* Jd oy nab’ (10--34)
e M XM,

2 Ja Ox - nba’

Ta nhan thay tri s6 ciia cdc ing sut ti€p ti 1¢ v6i khodng cdch tir diém dang xét dén céc
truc toa d¢o.

Gia str a > b, ing sudt 16n nhat 12 tai cdc diém C va D (h.10-10). Tri 56 tng sustdéla:

2M
sz(max} =1 ;
mtab
- Tri s8 ting sudt tai cidc diém A vaB 1 :
Tyz(max) = * ZMZ
na’b

oy

b) Mdt cdt hinh tam gide déu (h.10-11)
| Hé truc toa d6 Oxy dugc xédc dinh nhu ' /‘ ¢
hinh 10-11 nhu vay phuong trinh cha cic canh
duge biéu dién nhu sau : hd
Canh AB:y=0 /
S A

CanhBC:y + X\E—aT=0 A 0___“3__‘8

’ tl‘l‘lax
V3

CanhCA:ywx\/g—aT =0

¢

Hinh. 1011
Vay ham ing suit s€ c6 dang : . '
f(x, y)—Ay(y+xx/_—aiz-3~] (y+xf~a£} ' (10-35)
Thay véo phuong trinh Podtxong (10—2’?) ta tim théy :
A= ______.
av3
D¢ citng xodn clia mit cat ngang tinh theo (10-28) 12 :
V3 4
Jy=2 ILf(x,y)dxdy = ﬁa
Tri s6 cdc thanh phin @ng suft duac tinh bdi céc biéu thiic :
of 32 2
= Ge [3 —2\3ay + =a% - 3x ) (10-36)
aJ_ ’ 4 |
Bf
T, =—G0— = —6x
zy ax a\/g
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Ung sudt ti€p 16n nhat 1a :

Trnax = —?Gea = Xlglz

Su phan b6 ting suat trén chiéu cao duge biéu dién nhy trén hinh (h.10-11).
) Xodn thanh cé mdt cdt ngang hinh chit nhét (h.10-12)

Ta chon ham s6 f(x, y) theo 13i gidi cha Timbxencé nhu sau

o

fx,y)= > gn(y)cos% (10-37)
n=1,273

Ham s6 d6 hoan toan théa min trén cic canh x = i% (h.10-12)
Ham g (y) phai chon sao cho f(x, y) thda min phuong trinh Poatxong (10-27) va diéu

. . b
kién tréncac biény =+ .

2
Yi
/‘r
=t | T -
"*LJ\ . ':x L ?_ + E H
/g - 2 o 2
=
Hinh 10-12 Hinh 10-13
Thay f(x, y) vio phuong trinh Poitxong ta c6 :
' w 2.2 |
" nn nnx
2 [gn ) - —zgn(y)} cos T = -2 (10-38)
n=123 a

V& trdi cia (10—-38) c6 thé xem 1a dang khai trin v&i chu ki 2a cia -2 trong
khoang —%< X < % . Ngoai khoang dé, gia thiét ham dugc kéo dai vé hai phia nhu duoc
biéu dién trén hinh 10-13. _

- Hé s6 thit n ctia phép khai trién 14 :
_ i} nln?
Co=galy) - =z 8a(¥)
Mt khdc theo Ii thuyé&t chudi Phurié hé s6 dé phai bing :
8 nm 8

2 . nnx -
___|2_ - = G — = ]} 2
Cn— a _;( 2)cos " dx | simn 3 (-b
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So sdnh hai biéu thitc d6 ta dugc phuong trinh vi phan dé x4c dinh ham g,(y) nhur sau :

2.2 n-1
" n°m 8 -
_nr = _ 2 (1) 2
ga(y) 2 Baly) = ——=(-1)
Nghiém téng quat ciia phuong trinh vi phan dé la :

8a? ool nm
guly)= 55(-D 2 +Ach—y+B sh22 y
Tl:

b .
Ciche¢s6 A, va Bn phai chon sao cho g (y) triét tiéu tai y = Vi diéu kién dé f(x,

2
y) s€ thoa man diéu Kién bién nhur ta mong muon.
o 2 n-1
Tudéiacé:B,=0; A, =— 333 (D2 1
Tn Chﬂb
2a
8a> a1 .
Véy ham g (y) c¢6 dang nhu sau : g, (y) = 13 -2 |1~ a
n nnb
ch—
2a
Ham tng suét sé€ c6 dang nhu sau :
mty
2 - n-l ch—= |.
f(x, y) = 8% 3 i3(—1) 2| 1-—2- fcos nmx C(10-39)
T alr230 h% a

Sau khi da ¢6 f(x, y) r6i ta d& dang x4c dinh céc trj s6 iing sudt va géc xoén ti d6i 6.

Vi du ta hay xdc dinh trj s6 cha 1, :

1,, =-GO i =G0 —- 8a i l( 1)“2" x|1-= ch n:y sin 2% (10-40)
> 28 = nel23 M ch 170 a
2a
Ung sut 16n nh4t 1 tai diém giira canh dai ; ' -
8 & 1 1
Tmax = (Izy)x =a/2 =GBa —; ) z 7 - nnb
y=0 T p=1350 ch——
. 2a
Hay :
8 < 1 '
Toax =GO [ 1= 3 —— | (10-41)
o n=l35nzch%
a
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Ta c6 duge cong thiic d6 bing cdch thay :

- |
¥ Loz

n=1350

Ln

vao cong thiic cha T, trén day.

Momen xo0in duge xdc dinh tir biéu thic

M,=2G6 | Lf(x,y)dxdy =

b . EY
lea 31 “T"ij ch =" ij
= GO— — (-1 1- F— |dy | cos——dx
n s n’ b chl‘f.t_t_’
=2 2a 2

Sau khi tinh bi€u thitc tich phan ta c6 :

32ab x 1( 2a mtb)
M, = GO ZTI_EEEIhT

n=13

M, = (365“—31'{1—EE "“b
n= 135"

Do ciing khi xoén ctia mat cat1a:  J,=PBa’b

(10-42)
Vi Bla:
- 2]
B= %{1 -19—522 h%" (10-43)
nerasn’ 28 |
Do chong xoin clia mat cit sé 1a
Wd =aab (10—44)
Véi 0= — P 1 (10-45)
-5 5
n? n=135p> hn_nb
2a
M
Vay = (10-46)
aa“b

| - . Y T ' b . 7 rd r . -
Cac hé¢ s6 B va o chi phu thudc vao ti s6 3 Céc tri s6 cia cdc hé s6 d6 duogc tinh theo
bang sau day : |
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| 1,5 | 1.75 2 2.5 3 4 6 8 10 o

0,208 | 0,231 ] 0,239 } 0,246 0,258 0,267 | 0,282 | 0,299 { 0,307 | 0,313 | 0,333
0,141 | 0,196 | 0,214 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 { 0,299 | 0,307 | 0,313 | 0,333
1,0 |0,859 | 0,820 | 0,795 | 0,766 | 0,753 { 0,745 | 0,743 | 0,742 | 0,742 | 0,742

- =R | ow

Trong bang d6 he s8 v 1a ti 56 clia dng sut ti&p tai diém giiva cac canh ngén so véi img
sudt tiep 1én nhat dugc tinh véi cong thitc (10-46) :

(10-47)

—
')

- L] b LY
V6i nhimg mat cat hinh chit nhat ¢é ti s6 2 canh 7> 4 tir cong

|
1
thitc (10-45) ta ¢6 : 2 ]
1 ay .. b , : [l x
a=ﬁ=§ 1_0’6BE ,vcnustcanh;>10tacothél£y: i
i | L
a=p=x3 Ty
Vi du v6i mat cit hinh chit nhat hep (h.10-14) Hinh 10-14
Jg= %aSb (10-48)
Bdi tap

10.1. Cho thanh chiu luc nhy hinh v& (h10-15)
— V& biéu d6 momen xodn ciia thanh.
— Tinh ting suit ti€p 16n nhat & cic mat cit nguy hiém.
— Tinh g6c xo4n tai d4u fi do ciia thanh.
Cho G = 8.10° Nfcm?.

1220Nm
_ 360N 570Nm
y 2.8cm /'( /'\/_l
7 dcm A _~2.8cm
A" H—t— 1T 1=

Z kS -
AP S

7 60cm {-—40cm 120':‘“"_400‘“—“

Hinh 10-15
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10.2. Tinh ting sudt ti€p 16n nhdt vA géc xodn tai cdc mat cat A va B cha thanh. Cho
G = 8.10°N/em? (h.10-16).

d=5cm  600NM 1500 N
300Nm m
o \l AN AN Falay é
7
R Escassacs
s
e %

N Jc A" " WO S
| 40cm | : 80cm

Hinh 10-16

10.3. V& biéu dé momen xoin va biéu dé goc xoan cla thanh. (h.10-17)
~ Kiém tra bén. Biét [t] = 7000N/cm?, G = 8.10°N/cm®.

N \\\\\L\\ N

|

1

|

1

|

]

|

1

l

1

|

1

|
\\\\\\T'.\\\ \\Y

1

|

Hinh 10-17 Hinh 10-18

10.4. Thanh tron ¢6 dudng kinh thay déi nhu hinh v& (h.10-18). Thanh bi ngam chat hai
diu va chiju moét momen xodn tai mat cat & giita (mit cét ¢6 kich thuée dudng kinh

thay d8i). Hay xéc dinh mémen xoén cho phép [91] cho biét [1] = 4500 N/em?.

10.5. Vé biéu d6 momen xodn va tinh _
ung sudt ti€p 16n nhét trén cac mit M .
cit n hiém ¢t i A7 /i Z
gang nguy hiém cua truc chiu L
tai v ¢6 hinh déng kich thudc nhu %/[Z__ -____{7/..;_1__
trén hinh vé&. (h.10-19). - 7

ANNNNNNRRN

N \\\\\L\\\\\
%

10.6. Mot truc thép mot nira cé mit cit i
ngang hinh vuéng, nira con lai 1a
hinh tron. Xdc dinh khodng céch ~ 9MW=10Nm
Z, dé momen phan lyc tai hai ngm Hinh 10-19
béng nhau.

o ! !

Néu 9 = 600Nm, d = 4cm [1] = 4500N/cm?, thi trong trudng hop dé, truc c6 di do
bén khong (h.10-20) - -
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A N :
Y
7 - /iL / l/%/
7]
IS T I T VA De
Z | |
4 4
7 — _Z, J Z l
A
I ; | d
!
Hinh 1020
9% = 50kNm
10.7. Truc AB, dudmg kinh bang D, c6 A 39 = S50kN .
khoan mot 16 doc véi duomg 2 At
kinh d = 0,5D tir du bén tréi. __é_‘_‘:_‘_‘_}j:j;é‘;é;___ - g_
Xéc dinh gid tri ctia D. Cho biét P ST = W VA i Z°
Z Z
[t] = 6000 N/cm®. Truc chiu tai Z —
nhu hinh vé. (h.10-21). fa za ! a
Hinh 10~21

10.8. X4c dinh céc dai luong theo diéu kién ghi trén hinh 10-22.
Cho biét : E=2.10"Nfem”; G=8.10°N/em®.

Héi tp,, 0 thanh 1, o, trong cic thanh gian 2.

M = 1000Nm

Hinh 10-22
- 10.9. Hai thanh gian clia két ciu dugc dét o

nong lén véi do ting nhiét 6 1a 80°C. i
Hé sd gidn nd vi nhiét clia vat liu
Ia o, =125.1077. Tih t_,  trong Fi

- -7
thanh vuéng chiu xoan va ¢ nén trong o =125.10

X s PR AL =80C 1, =% 6;=7 9oq=

thanh gian vad gbéc xodn cua thanh ! max ! od

chiu nén. Hinth 10-23
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Chuong 11
TiNH CAC MOI NOI GHEP

§11—1. TINH MOI NOI BANG PINH TAN

Ta xét trudmg hop hai tAm thép duge ndi ghép véi nhau bang mot dinh tédn.

Gia sif cdc ddu tan 14 dat tiéu chudn t6t, nghia 12 dinh ép chit duge hai tdm lai véi nhau.
Lic d6 dudi tac dung ciia luc P dinh t4n bi cit qua mat phing ab. Trén mit cét Chl cé tng
sudt ti€p. Xem ig sudt ti€p 12 phan

bS déu trén mat cét tri s6 tng sudt /\

ti€pdoéséla: .

- P
, ; 5 | Z—~
T=— "_3, NN
o N
4 _
d 12 dudmg kinh ctia dinh tan. Hinh 11-1

Diéu kién bén cha dinh tin 1 T phai nhoé hon tri sﬁ' ing sudt tiép cho phép [1]. Tri s8
nay duge xdc dinh bang thi nghiém.

Trong thuc t&, mii dinh tdn ép rét chat vio cdc t4m, do d6 khi luc P tic dung tao nén
ngdu luc cé khuynh huéng 1am bat mi dinh. Than dinh ngodi luc cédt con chiu udn. Trong
tinh todn ngudi ta bd qua nhiing luc ndy va chi xét dén sy cit ctia dinh.

Ngoai hién tugng bi cét than dinh con bi dap. Luc ép khé 16n 1am bién dang than dinh. |
Goi h 1a chiéu cao bi dap cia dinh thi hinh chléu dién tich bi dap trén mat phang cét qua
truc dinh vuéng goc véi luc P s€ 1a d.h.

IMIm
3
o 3

poreo
3
3

Hinh 11-2 Hinh 11-3
Vay ta phai c6 diéu kién 13
' P
Udap dh [Gd]

[o4] cling duge do bang thuc nghiém.
Poi khi méi ghép duge thuc hién véi ba tdm (h.11-3).
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Véi ciach ghep nay ta tranh dugc moémen quay 1am bat mi dinh va & day than dinh bi
cat trén hai mat cit. Nhu vay iing sufit ti€p trén cdc mit cit sé 1a :

sz <[]
2“_._

T =

Ta nhéan thay kha nang chiu tii cia dmh s€ 1a 6t hon v& mit chiu cit nhung dinh s&
chiu dap nang hon néu dién tich dap nho lai.

Trong thuc t€ thuong phai ghép véi mot ddy cdc dinh tdn vi du nhu trong hinh vé

(h.11-4). _
Theo thi nghiém clia
Stepin P.A, su chiu luc P €|} @d 'q} P

ciia cdc hang dinh 12 khéc
nhau. Cic hang dinh &
ngoai cling chiu gép 3 dén
4 lan hang dinh ¢ giita. 8

> & &

P - (D) -~ 5
Song do vat liéu cua dinh A e Y Vo P
ong do vat ficd i R AR RS R
la vat lieu déo nén khi x> o =

nhimg hang dinh & ngodi 2)

dat dén giSi han chdy thi

nhimg hang nay xem nhu P '

khéng chiu luc nita va lic — X
nay hang dinh & gifta phat N\ : NNANAN H ANNNANEFANNSNN
huy téc dung. Nhu vay O

mdt cich chung ta xem ) |y

nhu cic dinh Iam viéc 1a

nhu nhau va itng suél ti€p Hinh 11-4

trén mat cat 1a ;

= P
. "4
Diéu kién bén 1a ;
T<[7]

Ngoai viéc tinh do bén cla dinh ta con phai tinh d6 bén cla cic t4m ghép. Phai xét cac
mat cat qua cdc hang dinh. Ung suat trén cdc mat cit nay phdi nhd hon Gng suét cho phép.
Vi du 1. Lva chon sit dinh hinh chit [ va xdc dinh s6 dmh tdn cha moi néi ghép hai

thanh sit dinh hinh véi tdm phéng day 8¢ = 12Zmm (h.11-5).
Cho biét luc kéo P = 720kN

Vat lieu thép dinh hinh c6 d6 bén khi kéo [o] = 16 kN/cmz.
Vat ligu dinh tin ¢6 [t] = 14kN/ecm® vi chiu d4p véi tmg suit dap cho phép
[6)agp = 3,2kN/em?.
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Bai gidi
1. Xdc dinh kich thudc sdt dinh hinh
Dién tich cin thiét : _
P 72000
F* = ol = 1600 - 45¢m°.
Dién tich mat cit sit dinh hinh phai 16n hon dién tich d6. D€ an toan vi du chon do
nhich hon 12 1,15 14n. Nghia 13 phai ¢ : :
F,4 = 1,15F* = 51,75cm’
51,75
2
sit [ ta chon loai s& lieu N°20 véi dién tich mat cit ngang la 25,0cm? va chidu diy clia
thanh ia 6 = 5,2mm.
Xét diéu kién bén cua st dinh hinh
Véi hai hang dinh, dudng kinh clia dinh 13 d = 23mm. Vay dién tich mét céit ngang cla
thanh da bi yéu di mot luong 1a :
 Faun=20.6=239 cm’
Dién tich mat cét ngang con lai la :
' Finge = 2(25,0 — 2,39) = 45,22cm’
Ung suit trén mat cit ngang qua tam céc dinh tn 1a :
P 720000
Fo. 4522

Nhut vay thanh xem nhu dat diéu kién bén.

Nhu vay véi mat cit sit dinh hinh phai c6 = 25,87cm?. Theo bang s6 liéu cha

o= = 15,920 kN/em? < 16 kN/em®

1

b)
8, =12
N° = 20°
P=72t =B &
; .g
-"’7‘7'7\
3=572
1
a
° - d} >y
I! N =.28,8T
i i
[l 11 (=] 1.2 T2
"_"hm 5 qu M
N QLS 1

biéu dé luc doc
Hinh 11-5
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Xdc dinh s8 dinh tdn.
Trude hét ta phai xdc dinh kha nang chiu cét va chiu dap ciia mét dinh tin.
a) Kha nang chiu cit (véi méi dinh tin chiu hai mat cit) :

nd? n.2,3°
[Sead = —5-[t]= —

b) Kha niing chiu dap. Néu goi chiéu day ciia t4m thép n6i 1a 8, = 12 thi dién tich dap
qua tdm thép s& 1a d.§y = 2,3.1,2 = 2,76cm”. Phan dién tich dap qua bé day cilia hai thép
dinh hinh 14 : 28d = 2.0,52.2,3 = 2,39_cm2. Kha ning chiu dap ciia dinh 1a :

[Saap] = 2,39.32000 = 76,500 kN

Ta thay kha nang chiu dép y&u hon kha nang chiu cit. Vay ta phai can ct tir diéu kién
dap dé xdc dinh s6 lugng dinh. S6 dinh tén s& 1a ;

P 720000 _

14000 = 116000N

= = =94
"= Byl 76500
Ta chon n = 10.
Trén hinh (h.11-5¢) 12 biéu d6 cha luc doc
trong thép dinh hinh {. Ta xem nhv c4c dinh chiu e

luc bang nhau. Vi du ta tim luc doc & trén mit
cit (a — b) (h.11-5d) ta c6 7,2 x 4 = 28,8. Vay
luc doc trong doan nay 1a N = 28,8 tan.

o

Mét trudng hop thudng gip trong thuc t&€ 14
khi méi ghép chiu luc 1&ch tam nhu hinh 11-6.
Dua luc v€ ding truc qua tdm néi thi méi néi
vira chiu cit do luc kéo (hodc nén) diing tAm ma

g
i (b omq) | -
o

-

con thém phin cit do ngoai luc giy nén.

Momen cit d6 13 bing P.x. Nhuir vy trén mat cit

cia dinh con thém mot hé ng suft ti€p do TN

momen cit gay nén. Phuong cla \ing suft tiép Hinh 11 -6

nay 1a vuébng géc véi ban kinh r, khoang céch
néi tir tAm mat cit ngang clia dinh dén tAm G 13 tam clia m6i néi. (Xem hinh 11-6).
Goi T 1a tng sudt ti€p do, tri s cia 1 ti 1e voir.
1=rk (N
'Luc cét trén dién tich cta dinh 1a :

2 2
nid nd
Q=1 7 rk 2 2)
Momen do Q gay nén d6i voi G 1a
2
M=Qr=r k%
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Téng cdc momen d6 13 bing moémen cét P.x. Ta ¢6 :

Vay
Thay ngugc vao cho (1) tacé :

Thay vaocho Qtacé :
Q=

Vidu?2.

(3)

@

(3)

M&i n6i trén hinh (h.11-7) clia mét mée luc duge ndi vao tdm véi sdu dinh tin chiu
mot luc kéo 120000N theo phuong da chi nhu hinh vé tinh tng suit cit trén méi dinh tan.

Duong kinh cta dinh tdn 1a d = 2cm.

T N—
t— Qi g0 _
M 1 i : 12tons
éA [] B IC : H
1Y a7 D
R e M CA
J___i:{_ |--‘ ’_i
? X\ lE’z’% !
)”A
don vicm
Hinh 11-7
Bai giai
Tinh x x = 18.5in30° = 9cm
Momen cdt P, = 120000.9 = 1080000 N.cm
Thanh phén g sudt ti€p theo phuong clia luc cit
T, = 120000 D:OG = 6360 Nfcm®
—2?
6 x 2
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Thanh phén tng suit do mémen cit gay nén

120000.9.r
)= ————
%dz Zrz
Trén mit cat cic dinh 5 ACFD
7= 120000.9.10,8 = 9105 N/em?

%.22 3(4.84 + 2.36)
Trén mat cit cdc dinh S BvA E
| 120000.9.6

1, = = 5058 N/em?

%.22 3(4.84 + 2.36)

Tai m6i mat cit ta déu c6 mot vecto vmg sudt téng cong. Cic vecto ing sudt téng
cong nay hoan toan khdc nhau. D€ xac dinh chiing ta cé thé sir dung phuong phéap vé hoic
Xac dinh mét hé truc toa do va tim céc thanh phén hinh chiéu ciia chiin g trén céc truc toa do
do. Vi du diing h¢ truc toa 46 Oxy nhu hinh vé, iing sut, ) duge téch thanh hai thanh phdn

Tjx = 1,€0530° va 1, = 7,sin30°
Tix=17.0.866 1, =105
ddi véi tdt ca cic diém. .
Tink img sudt ti€p toan phan tai A. Duong GA c6 tgo = -—g , o= 33°69
| Tpy = — 16053369 = —1,.0,83205

Tyx = — 1,8in33°69 = —-1,.0,74535
Vay 1 toan phdn tai d6 sé 1a

t= {/(1,.0,866 — 7,.0,74535) + (1,.0,5 — <, 0,83205)"

Thay tri s6 ctia T, va 1, vio day ta cé

T = /(6360.0,866 — 9105.0,74535)? + (6360.0,5 — 9105.0,83205)*

1= (127.4,9)% + (439.5,63315)
T = 4206,6 Nfcm”

Sau khi tinh dugc vecto tdng cong clia ;1. v ‘;_2. ta s& xac dinh duoc dinh tin chiu hre

I6n nhit. Phai ti€n hanh ki€m tra bén véi dinh tin d6. Néu dinh tin dé dt bén thi méi nsi
da bén. Vi du & day ta nhin thy ré dinh tin chiu lyc 16n nhit 14 F.
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Hinh chi€u cha 1, xuéng cic truc toa do tai F 1a
T, = 9105.0,74535

Tyy = 9105.0,83205
T toan phdn taido 1a:

= /(6360.0,866 — 9105.0,74535) + (6360.0,5 — 9105.0,83205)°

!
v=12242,2° +10725,8 = 264914246
1= 16276 Nfcm®.
Ung suat d6 12 qud cao. Cin phai tang dudng kinh cia dinh tan.

§11~2. TINH MOI NOI BANG HAN

Céch tinh do bén clia ma6i han phai thuc hién theo cich han.

1. Hin d67 diu. Hai tAim ghép cling duoc dat trong mot mit phing va duge han ndi lai
véi nhau. Cich han nay duoc goi 12 han mi. Khi tinh do bén cha méi han nguoi ta bé qua
phén 18i 1én clia m6i han va coi bé day clia méi han vita bing bé day cua tdm thép.

Cong thitc kiém tra clia mdi han 12 nhu sau :

o < {oy]

" b3

[o},] 1a ting sudt cho phép clia méi han (xem bang 11-1)

. Bdng 11-1
Ung suit K higu Han tay Han
cho phép ' Que han ¢6 16p thude mong Que han c6 lop thudc day ty dong
Kéo [Gpl 100MN/m? 130MN/m? 130MN/m?
Nén [6p] 1 10MN/m* 145MN/m> 145MN/m?
Cit [T4) 80MN/m” 110MN/m’ 110MN/m’

2. Han mép. Hai tdm thép dugc dit chéng 1én nhau va han gin mép cha tdm thép nay
vGi mat cua tdm thép kia. Cé hai cich :

a) Han & ddu tdm : nghia 12 m6i han vuong géc véi hudng luc kéo. Cich ndy sir dung
khi bé réng ciia hai tdm la bang nhau.

b) Han & canh tdm : m&i han chay doc theo phuong cua luc kéo. Céch nay dugc thuc
hién khi hai t&m cé chiéu rong khédc nhau.
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* Trucmg hop han ¢ dau tam : m6i han vudng géc véi phuong cia luc nhu vay & mdéi
han vifa c6 ca {ing sudt phép ca dng sudt ti€p. Vi kha nang chiu kéo (nén) 16t hon nén khi
tinh todn ta tinh véi ing suat ti€p. Diéu kién bén s& 1a :

= =
= 7ar =1l

H¢ s6 0,7 1a xem mat tdc dung cha uing
sudt ti€p nghiéng di so véi ing sust chinh mot i /8 N
g6¢ 45° (h.11-8). o —

2 ] =3 * " * . N { L]

[ dé chi chiéu dai téng cong & ca hai ddu +—; 45
cdc tAm.

& chiéu day cila tdm. Hinh 11-8

* Truong hop han theo canh tdm : méi han song song vdi chiéu tic dung cta lwc. Mat
chiu cit y&u nhét vin 12 mat nghiéng 45° (nhu hinh 11-9) vi dién tich nay nhd nhat. Ung

sudt T do luc kéo gay nén la :
N

T —
218 cos45°
! 1a chiéu dai duge han cta hai canh

& 1a chiéu day cta tdm han.

= ['Ch]

a)

Hinh 11-9

Vi du. Chon mat cit ngang cua hai sat géc dugc han chat vao tdm c6 dinh nhu hinh v&
(h.11-10). Cac s6 li¢u cho phép nhu sau :
— Ung sudt cho phép cha sat géc khi chiu kéo [o] = 16,00 kN/em®.
~ Ung sudt tiép cho phép ciia m6i han [r] = 11,00 kN/cm®.
— Luc kéo trén hai thanh sit géc 14 72 tan.
Bai gidi
So bo chon mat cit cia sit goc theo tng sust phép. Dién tich cdn thi€t clia hai mat cét

7 = r [y
cua sat géc la :

_ N 72000 _ )
F_[U]_ 1600 =45 cm”.
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Tra trong bang st géc ta tim thdy loai sit géc 125 x 80 x 12 c6 dién tich mat cit ngang
12 23, 4cm?. Viy ta chon loai nay.
Kiém tra lai d6 bén ciia hai thanh ta ¢6 :
720000

_ 720000 _ 2 2
o= 773.4 15,4 kN/em” < 16 kN/cm

Xéc dinh luc chiu dung T ciha hai m&i han phia trén va Iuc chiu dung T cha mo6i han
mép dudi (h.11-10). Hai luc dé phéi can bang véi luc kéo N. Vay ta phdi cé :

= Yo
T=3N

va

_b_YO
T= 5 N

Cac ki hiéu duge cho nhu hinh vé.

1=
1
=
)
N=72T
P
7 2
115x80x12 1
i

- B e
J s N
Hinh 11-10
Vi s6 hiéu sit géc ta dd chon ta cé :
b= 125 mm
Yo = 42,2 mm
Viy ta tinh duge :
- 42,2
=—7
T= 135 2 = 240,000 kN
82,8
=——"T72 =480 kN
T 125
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Dé tranh hién teong xofn cha thép g6c ta ning chiéu cao h' clla méi han & phia trén lén
I -2 mm nhung nhé hon chidu day 8 = 12mm clia thép géc. Con méi hin & dudi, chiéu cao

h ¢6 the 16n hon 8 nhung khong qu4 1,58. Vay c4 hai phia ta nén 18y :

h=h"=10mm.

Nhur vy ta c6 thé xdc dinh chiéu dai / va I' cia méi han nhy sau :

Lary S
Tur d6 ta tim thay :
: ._ T 24000
T 1L4hT1} 1,4.1.1100
T 48000

I'= =
L4h[t] 1,4.1.1100
Lam tron sétacé /= 32cm ; /' = 16¢cm.

G phia trén, ta thyc hién hai mé&i han nhu hinh vé.

Trén hinh 11-11 c) ta biéu dién luc doc phan bé trong doan cdc méi han bang cdch
dung cdc mat cat va tinh lyc chiu dung clia cic mdi han d6. Vi du tinh luc cit trén lem méi

han ¢6 thé chiu duoc 13 :
N

720000

1= =
20+1Y  2(32+16) _
Tir d6 tinh v&i ting mat cit khic nhau ta s& ¢é bidu d8 nhu hinh va.

§11-3. TINH MONG GO

L4lh

= 15,6cm

=31,2 cm.

= 7500 Nfem?.

Gé 1a mot loai vét liéu khong ding hudng, d6 bén theo cic phuong khéc nhau 13 khdc
nhau. Khi tinh ta phai xét doc thé hay ngang thé. Phii xét do bén khi kéo, do bén khi truot
theo thd, theo ngang thé va d6 bén khi dap. Ta c6 tdm nhém gd. Méi nhém cé do bén va
dai khéc nhau, dua dén gid tri sir dung va kinh t€ khéc nhau. G§ xay dung thuong 1dy &

nhém nam hodac nhém séu nhu gb dé, gb xoan, gd muoén
thiéu Gng sust cho phép clia gé nhém sdu véi do 4m 15%."!

% v.v.. Bang 11-2 duéi day gidi

Bdng 11-2
Hinh thifc chiu luc K hiéu Ung suit cho phép MN/m?
Nén doc thé (o], 13
Kéo doc thd ok 10
Udn o}, 13,5
Dap doc tha {oly 13,5
Dap ngang thé (cuc bo vi toan bo) [c] 00°d o2
Truct doc thd [t] 24
Trugt ngang thé ['l:]goo 24

(1) Theo “Bén huéng dan thiét k& két cdu g6” (du thao) cia U.B.K.T.C.B.N.N.
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Vi du ta ¢6 két cdu mong nhu hinh vé
(h.11-12).

Khi phuong ciia luc dap (hay cit) tao
mdt géc o véi phuong ciia thg gb thi ing
sudt cho phép [olyy (hay [t]y) cé gid tri
trung gian gitra [o], va [0}90% (hay [r] va

[‘r]900 ) va duge tinh theo céng thidc sau day :

Vi du. Chan cta mot céi kéo tua vao

dau xa theo goc o = 30° (hinh 11-11). Luc

tic dung doc kéo P = 50kN. Tinh bé sau cha

o
L

My = Poosso° P = 30kN
‘ .

mat bi dap

|-—a

Mat bi c4t

9@0

@G
&

Ly
F 9 43 A
= phuong doc thd
mﬁ ]
. mat bj dap

Hinh 11-11

méng va chiéu dai ddu x2 ngoai mong. Kich thuéc mat cét clia xa va keo 20 x 15cm. Ung

sudt cho phép [1] = 2,4 MN/m?, [c] o4

Bai gidi

Pau xa chiu mot luc cit doc thé N

= 6.3MN/m".

_ N, = P.cosa = 50.0,865 = 43,25kN
Mat cit (doc thé), 12 hinh chif nhat réng 15cm va dai a. Dodétacé :

N [1] = 2,4 MN/m>

0,15a
Tt d6 ta tinh duoc - _
~0,04325
8= 01524

=0,12m = 12cm.

Luc N, tit k&o tdc dung vho ddu xi thong qua mat thang ding ti€p xic gilta k&o va xa
lam cho & mit d6 c6 hién tuong dap. D6i véi xa luc N song song véi thé gb. D6i véi keo,
luc N, tao mot gée o = 30° véi thé gb. Vi tmg sudt cho phép vé dap khi luc khong song
song vdi thd gé nhod hon Gng sudt cho phép vé dap khi luc song song véi thé gé, nén & day

ta kiém tra dap & k&o véi [G]w"d =63 MN/mz.

Ta tinh b€ sau clia mong theo cong thiic :

Ny _
0150 - Oligeq
hay
N
h= ——1
0,15[0]300d
c L _ 0,04325
Thay sdtacod: h= 0.156.3
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Bai tGp

11.1. BY phan d& g6i ddm cdu cé c4u tao nhu hinh 11— 12 Céc dinh tan c6 dudng kinh
d = 20mm. Ung su4t tiép cho phép la [t] = 6000 N/em?.
Hay xic dinh tai trong cho phép [P] tdc dung lén géi.
. 8, = 10mm
i, 8 =12mm
l i -1 L/
=1 r = = ¢
¢ P I iTU
=]
& D
o
P =
i | [T
=]
1\, -
Hinh 11-12 : Hinh 11-13
11.2. Giita cdc mét cia mot day xich chiu luc kéo P = 300 kN, ngudi ta dung dinh bu long
dudng kinh lam viéc d = 35mm d€ néi ghép (xem hinh 11-13). Kiém tra d6 bén cha
dinh va cia mat xich. Cho biét :
[t] = 140 MN/m’, [o]y=320 MN/m [6] = 240 MN/m”.
11.3. Hai tdm thép c6 bé rong b = 180mm va bé day §, = 10mm dugc néi véi nhau bdi hai
ban thép khic cing bé rong vh c6 bé day 8, = 8mm. Dinh tin cé dudng kinh
d = 20mm dat nhu hinh vé& (h.12-14).
’ ) ’ [ 1 & = 10mm
Tinh luc kéo cho phép [P]. To o o 000 Pl
2 [Pl 00mm{ :
Cho biét [1] = 100 MN/m*®, Ho ¢ 0!'oo0o0
[o], = 280 MN/m?, 160min
5 /amm
1 — _ _ /e
| [6]x = 160 MN/m | //a:’/// {/ h é
114. Tinh luc kéo [P é Lo I
4. e hk.e"bf o gh"p 7 T
at vao har ban t p ducc 10mm L 1 1 Hinh 11-14
han véi nhau theo hai cdch nhu
trén hinh (h.12-15). So sinh 5 5
ket qua. | P P R ' P
Cho bict (a1, = 100 MN/m” ; ; b b ' 5
[t], = 80MN/m’> ing suét <
kéo cia tam [o] = 140 MN/m F
b =150 mm, & = 10mm. 3) . b)
Hinbh 11-15
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11.5. Mét thanh thép chit [ s6 hiéu 16 chiu luc doc — —
truc dugc han lién véi mot ban thép bang hai
mach han canh va m6t mach han rdnh nhu trén
hinh (h.12-16). Mach han 10mm. Mach han ranh P i P

. . —.10
dap day. 555 | T
g
180

|~

|

11.6. Tinh chiéu dai ! cin thi€t cta méi han v& trén
hinh (h.12-17) biét ring b = 100mm, § = 10mm, Hinh 11-16
[], = 80MN/m?, P = 150 kN.

= P
. p a= 15¢m /
£ | . 30°
| I‘:—o}}l‘_ \\L-"-“,“ '-\E ?_11
i 2 :
£
: iE 23
L3 [
1-1. C =7cm
| |
| {

— ™ / ?
| IN— |
Hinh 12-17 Hinh 12-18

12cm

L

b

11.7. Kiém tra dé bén cha lién két méng & ddu dan gd, biét ring :
P=30kN, [t] = 2,4 MN/m’, [0 ] =9 MN/m>
= 6 MN/m?, [6,] = 10 MN/m?, xem hinh v& (h.12-18).

[Gd ]300
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- Chuong 12
BAI TOAN CHIU LUC PHUC TAP

Chuong ndy dé cap dén cic trudng hop chiu luc phic tap khic clia thanh nhu truomg
hgp vira uén vira xodn ; vira ubn vira xoén vira kéo ; vira xodn vira ct hay trudng hop thanh
c0 do cong I6n. V6i cac bai todn ¢6 ké dén xoén chiing ta chi dé cap dén hai dang mit cét
dac biét 1a tron va hinh chix nhat. -

§12~1. BAI TOAN UON VA XOAN PONG THOI

o

Ta goi bai todn 12 "u6n va xoan déng thdi” khi trén mit cit ngang ciia thanh vira cé
‘thanh phén mémen uén vita ¢6 thanh phdn mémen xon. _

1. Vi thanh c6 mit cit tron

Gia sir trén mat cat ngang ¢6 moémen uén M, nim trong mat phing vOz va mét momen |
x04n M, c6 chiéu nhu hinh 12-1. _
Vin dé dat ra la ta phai tim thdy di€m c6 trang théi ing suat nguy hiém nh4t,
Vi céch chiu lyc nhu hinh 12-1 ta nhin thdy ngay diém A 12 diém nguy hiém nhét
vi tai d6 déng thdi ta ¢6 ing sudt phdp I6n nhét vA tng suit tiép 16n nhat. Tri s6 cdc ing
sudt dola:
M M
Cmax = Wu > T 2

max —
', WP

Trang théi tng sudt tai A dugc biéu dién nhur trén hinh 12-2. Trang thai img suat dé 1a
trang thii ing sudt phéng, vay dé kiém tra diu kién bén cla phén 6 ta phai sir dung céc
thuyét bén. Theo thuyét bén ing sut ti&p 16n nhat ta phai c6 :

6q= Vo’ + 41% <[o]

M,
M, '
0 _ '
tm
z - Omax
. A o

v

Hinh 12-1 Hinh 12-2
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- b ~ Y I
Thay tri s6 cha &, va T, viotaco:

2 2
M M
Cu= \](Vu] + 4[#] < [U]
u P

Vi W, =2W, nén ta c6 thé viét lai nhu sau :

o
Gy = V,/Mﬁ + M2 <[]

u

Bidu thic M2 + M? c6 thé xem 12 mét mémen twong duong :

My = (M? + M2 (12-1)

va nthut vay diéu kién bén la :

M -
cu= - <lo] (12-2)

1}
Ta thay (12-2) cé dang ctia bai todn uén thuin tiy ma ta gap trude day.
Po6i khi hé truc toa do lua chon ban ddu la mét hé truc Oxyz nao d6 khéng chua

momen udn M, ta tinh dugc hai thinh phin M,, M, cia M. Khi d6 biéu thifc ciia mémen
twong duong sé c6 dang :

M= M2+ M2 + M2 ' | (12-3)
Néu sir dung thuyét bén thé nang bién déi hinh dang ta phéi 6 :

6= Vo’ +3t2 <[o]

tir di€u kién dé 1a tinh duge mémen wrong duong nhur sau :

M= M2 + M2 +0,75M2 o (12-4)

Néu str dung thuyé&t bén ciia Mohr ta phéi c6 :
6, —~ vo3 < [o]

va tit diéu kién d6 ta c6 mémen tuong duong la:

1- 1+
M= 2 M2+ M2+ — 2 M2+ M2+ M2 (12-5)

Tém lai trong moi trudng hop di€u kién ban cia thanh 14 :

M _
ou= o <lol (12-6)

u
Tri s6 cua Wu,.trong trudmg hop 16ng quét nhat, duge tinh véi biéu thifc :

aR3

(- = 0,101 -0

W, =
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Ny

>6q'%
trong' d6 1 12 ti s6 clia bdn kinh trong va ban kinh ngoi cta thanh réng. Vay dudmg kinh
cha thanh duge xac dinh tir didu kién bén (12-6) 14 :

D> s—_ Mu | (12-7)
[61.0,1.(1 - m)* -

M,4 duge xdc dinh béi mot trong cdc biéu thic (12-3), (12—4) hodc (12-5)

2. V6i thanh, mit cit 12 hinh chit nhat

Gia s cdc thanh phdn néi luc c6 chiéu huéng nhu trén hinh 12-3 Trong trudng hop
nay ta c6 ba di€m nguy hiém cin xét. D6 12 céc diém A, B, C. :

Tai A dng sudt ti€p do M, gay nén 1a bing khong,

ing sudt phdp do M, va My gy nén la 16n nhat. Tri s6 A
clia (mg suat phdp dé 1a : M T~ ™,
L
g = M, +,EEL ' , ;é@Légrjiﬁ
max
Wx Wy /J\: M,
- Trang thdi d6 la trang thdi iing sudt don, vay di€u |___: |A
kién bén 1a : : | .yl
M, M
_ Ty
Tmax = B+ w, <] (12-8) Hinh 12 -3

Ta nhan thay tai A", diém d6i ximg v6i A qua O, tng sudt phip nén tai dé c6 tri s6 bing
tri s§ Ung suét kéo o, .

Tai B va C ta ¢6 hai thanh phdn ung suat. Ung sust phip do cdc momen udn M, M,
gy nén va img suit ti€p do moémen xoin gy nén. Tri s6 cdc ung sudt dé 1a :

, M M
TaiB: Omax = W: > Tmax = azzb
. -, M ,
Tai C: 0'=W: 3T = YTmax

Tri $6 1, v T duge tinh tir cong thie (10-46) va (10-47). Trang thii ting suit tai
nhing diém nay khong phai 1 trang thii ing sust don do dé ta phai sir dung cdc thuyét bén
dé ki€m tra bén cdc phan t6.

Vi du sir dung thuy&t bén ting sufit ti€p 16n nhét ta c6 diéu kién bén tai B va C nhu sau :
| . 2 2 :
M
| 4+ 4( M; ] < [o]
Wy aa’b |
2 2
M M
& ] oo
Wy «a‘b ]

(12-9)
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§12—2. BAI TOAN UON CONG KEO,CONG XOAN

Ta goi 12 bai todn "udn cong kéo,cong xodn" khi trén mit cit ngang clia thanh ¢é ca ba
thanh phén : lyc doc N,, mémen uén M,, M, va mémen xodn M,.

1. Véi thanh c6 mit cdt tron
Gia sir chiéu céc thanh phdn noi luc nhur hinh 12-4.

Di€m nguy hiém van 12 diém A. Tai dé tri s6 ing
sult phapla:

M N
Omax =t E
u
va tri 80 1ing sudt ti€p la :
M
Tmax = WZ

P

~ Trang thdi iing sudt tai d6 14 trang thdi ing suat
phing vay ta phai sit dung céc thuyét bén dé kiém tra tv
bén. Vi du theo thuyét bén ding sudt ti€p 16n nhat ta

phai ¢6 :
2
Mll & MZ <
\j[wu + 3 } +4(wp] < [o]

Khi hé truc toa d6 ban ddu khong tring v6i heé Quvz va ta ¢6 c4c thanh phdn momen
udn cha M, 1a M,, M, thi M, dugc x4c dinh bing biéu thirc :

2 2
M, = My + My

2. Vdi thanh 6 mit cit ngang hinh chi nhit

Gia st chiéu cia cdc thanh phén néi luc duoc biéu
dién trén hinh 12-5. Cdc diém nguy hiém van 12 céc
diém A, B, C.

Hinh 12—4

Tai A trang thdi \ing suét 1a trang théi don. Diéu T
kién bén sé la : . . 2
M, M, N )
Gp= W:: +V+*“I‘:%' <fo] (12-10) z
_ y . ]
Tai B va C trang thdi img suflt 1a trang théd: dang z L‘\@\\IA
sudt phéng. Cac tri s6 Ung suét la :
Y
M, b
T@iB:GB=Vy-+%;TB= > '
y aa’b Hinh 12-5
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: M, N, M,
TaiC: o= K+ 2 510=711 =Y
W, F 5 aab

Ta phai sir dung cdc thuyét bén dé kiém tra diéu ki¢n bén tai céc diém do.

Vi du 1. M6t truc truyén bang thép dat trén cdc g6i tva A va B mang cic puli C va D.
Chi¢u dai cla truc, dudng kinh ca cdc puli va khoang céch cdc puli trén truc duge cho
nhu trén hinh 12-6. Puli C dugc kéo béi mét moto qua cic dai truyén luc theo phuong

ngang va gay nén luc kéo P, =
6kN trén dai truyén. Puli D
ndi véi mdy chiu tai ciing
bang c4c dai truyén lyc theo
phuong ngang va cé chiéu
nguge lai. Trong lugng cha

cdc puli la G, = G, = 1,8kN.
Xdc dinh duong kinh cia truc
truyén. Xem tryc cé mat cit ngang khong déi
suét chiéu dai chia truc va trong lwong ban than
phan b6 déu véi cudng do g = 0,45kN/m. Ung sust
cho phép khi keo chia vat liéu lam truc 1a bing
lol=12 OOkN/cm Lyc ma sat & g6i tua xem nhu
khong déng ké.
Bai giai
Ta phai tim' lyc kéo P, véi puli thi hai tdc
dong 1én mdy chiu tai. Tir déng thic can bing cha
momen Xoén ta ¢6 :
RD; _ P:D,
2 2
thay : 6.30 =P,.20 ; Vay : P, = 9kN.

Dé céc dai truyén khong bj truot trén mat cha
cdc puli, trén cdc dai phai c6 mot sitc cing ban du
nao d6. Tri s8 luc cing phai di d€ tao nén luc ma
sdt gilta puli va dai truyén, né phu thuéc nhiéu yéu
t¢ (vat liéu lam dai truyén, vat liéu cda puli, chidu
dai va trong luong clia dai truyén v.v..). Song néi
chung sic cang do bién thién trong khoang tir 1/3
dén 1/2 cha luc kéo.

Trong truong hop dang xét, gia sk sic cing
ban diu dd 1a bing mot nita cla luc kéo. Nhu

vdy sic cang trong nhdnh dai chd dong 1a bing:

- Ty = 1,5P; = 9kN vi trong nhianh dai bi déng 12

a)

b)

¢}

d)

e}

T, = 13,5kN

t, = 4,5kN

Hinh 12-6

g = 0,45kN/m A= 1,8kNm
e
\\
- 4
-"L 7/ vd /A zL
iy T

300rn & 4l}cnlz G2300 i
- ™

G, = G, = 1,8kN

/LU/[,I/
ﬁchm
90kNcm
X
TOkNcm
'y
180kNem

b) Biéu dé M, do q gay nén

¢) Biéu d6 M, do trong lugng G4, G,
gay nén

d) Biéu dé My do P va P’ gay nén

e) Biéu dé M do M gay nén

Minh 12-7
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t, = 0,5P; = 3kN. Tuong ty nhu vay ta tinh dugc siic cang trong cdc nhdnh dai chi déng
va bi dong trén puli thit hai 14 T, = 1,5 P, = 13,5kN va t, = 0,5P, = 4,5kN (h.12-6). Goi P
vi P' 12 hop luc cita Ty + t; vAd T, + t,. So d6 chiu luc cha truc c6 thé biéu dién nhu trén hinh
v& 12-7 va céc biéu dé néi luc duge biéu dién nhu trén hinh 12-7b, ¢, d, e.

M6 men uén tdng cong tai cdc mat cit ngang tai CvaDla:

TeiC: M= M2+ M = 58,72 + 907 =108,6 kNem.

TaiD: M, = M2+ M2 = 58,72 +270° =276,7 kNem.
Viy mat cit ngang nguy hiém 1 tai D.
Momen tuong duong theo thuyét bén iing sust ti€p 16n nhét la : -

M= M2 + M2 + M2 = /276,72 + 1807 =330,1 KNem

Pudmg kinh coa truc thanh la :

= 3" =
d 12.0.1 6,501’1’1.

Vi du 2. X4c dinh tri s6 tai trong cha phép [q] tic dung 1én thanh chiu luc nhur hinh 12-8.
Céc luc cho nhu sau :

P, =20qa; P, = 3,75qa.
M= 25qaz.

| = 12093
C 2
= A M, = 50
I / o — x qa
. X
J— - 2
7423 M!_r = 200qa
pa Iy
Hinh 12-8 ' Hinh 12-9

Bai gidi
Ta nhan thdy dé dang mat cit tai ngim 12 mat cat nguy hiém nhat. Cdc thanh phén ndi
Tuc trén mit cat d6 duoc biéu dién nhu trén hinh 12-9. Céc tri s6 dugc tinh nhu sau :

M, = —25qa’ + 5qa* — 20ga.5a = — 120qa’

M, = —anSTa -3,75.qa.10a = —S(J'tqa2
2
M, =200qa
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Céc diém nguy hiém trén mit cit 12 A, B, C. D4u tién ta dva vao di€m A dé x4c dinh trj
s tai trong cho phép. Tai d6 ta c6 diéu kieén :

M
M, . <= <o)

Gm ax w W

Thay s6 vaota cé :

50a6 20036
max = —— 2 <[o]

2a,a’ _ a(2a)

Tir dé ta nit ra duoc :
450% = [o}

Véi diém C : Sit dung thuyét bén thé nang bién déi hinh déng ta c6 :

2 2
M M,
| G“':\/(Wi) +3[Wd] =t

50.ga2.6 ) 120qa% )

.aa“, qa

Oy = (—qi-—-] +3 —"‘"'q—z < [0’]
2aa 0,2462a.a

Tuddétacd:

Tarit ra duge :

Véi diém Btacé:

2 2\ .
Oy = 30_9# + 3[0,?96.£9~%—2 < [o]
a(2a) : 0,2462a.a

Ta nit ra dugc :

[g]

451191 _ (6]
a :
biém nguy hiém 13 tai B. Tir d6 ta c6 :
a[o']
[q] = S0 =265 kN/m

Vidu 3 : Cho m6t khung gay khic khong gian chiu luc nhu hinh 12-10. X4c dinh mat
cat ngang nguy hiém clia khung va chon kich thuéc mat cét ngang trong cic doan AB va
BC, biét ring : trong doan AB thanh cé mat cét hinh chi¥ nhat véi chidu cao h = 2b, trong

doan BC mat cat ngang 1a hinh tron va {c] = 10kN/cm?.
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*E
3
o

(b-D)
X

M = 10000Ncm ; P, = 5000N

P, = 2000N ; g = 1000N/em.
AB =1, =80cm

BC =/, = 60cm

CH =/ = 30cm

HK = i, = 35cm

Hinh 12-10

[ -
Bar giai

He truc toa do chon cho méi doan thanh biéu dién trén hinh 12-10. Céc biéu d6 noi luc
dugc biéu dién trén hinh 12-11..

180

100Nm
100Nm | 1 //
6125Nm
6125Nm
My Mx
/ 3000Nm \ -
L 21100Nm
1625Nm 6125Nm  19300Nm
Mx
_~ &125Nm | & ~— 35000N
2000N
Mz NZ
ﬁ S N
\éoooum 35000N
Hinh 12-11
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a) Chon duong kinh cho thanh BC

Mat cit nguy hiém ctia doan thanh BC 1a mat cat
ngang sat tai B. Trén mét cat d6 ta ¢6 cdc tri s6 ndi luc
nhu sauw :

N, = ~2000N ; M, = —6125 Nm ;
N[y = 3000Nm ; M, = 21100Nm.
Chiéu cdc n6i lye duoc biéu dién trén hinh 12-12.

biém nguy hiém 13 diém cé ing sudt nén 16n
nhét. Tri s6 ing suat phdp tai d6 1a :

<t

Hinh 12-12

20004

oo (Mg N,)__y21,1210° +3%10°
min W F 0,1d3

u

o = 21,31‘.;03 _ 20002
0,1d 0,785d
Tri s6 ing sudt tiép 1a :
M, 6125

max Wp - 0,2d3

T

 3.14d?

Theo thuyét bén thé nang bién déi hinh déng, diéu kién bén clia phan t& 14 :

2
. . 3
0= e =J[21,31.10 , 2000 ]

0,10  0,7854°
Thay tri s8 [¢] vio va it gon ta dugc phuong trinh :
d®-0,065.10°d* - 1,09.10 7d - 4,82.10 % =0
Giai phurong trinh, cudi ciing ta tim thdy : d = 0,13m.
b) Chon kich thudc cho thunh AB |

Mat cit nguy hiém ciia c:loz;n thanh AB ciing 1a
mat cat sét tai B. Tri s6 noi luc trén mat cat d6 12 :

N, = —35000N ; M, = —3000Nm ;
M, = ~21100Nm ; M, = ~6125Nm.

Chiéu cdc thanh phin noi luc duogc biéu dién nhu
hinh 12-13.
Céc diém nguy hiém trén mét cat la 1, 2, 3. Ta

chon kich thudc mit cit ngang tir diéu kién bén clia -
ba diém dé6.

2
+ 3[~—-——~—~—61253] < [o]
10,2d

MX
4
3%

TR
R

N

Hinh 12-13
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Diéu 1. Tri s6 ing sudt nén 16n nhat tai d6 13

M, M, N, 21,1.10°6  6,125.106 35000
T in = — =- +

+—=—=+-= +
W, W, F 2b.b? b(2b)? b(2b)

Diéu kién bén clia phan t6 1a :

- 121,1.10%6  6,12510%6 . 35000)
3 + 3 + 2
[ 2b 4b 2b? |
Thay tri s6 [o] vao, ta di dén phuong trinh :

<o}

b’ - 1,75.10 % - 725.10° =0
Giai phuong trinh ta tim thdy b ~ 0,091m.
Diém 2. Ung sudt phap tai di€m.d6 c6 tri s 1a:

M, N, 21,1.10°6 35000
G=- +—=|=- +
N F 7b.b2 2b.b

X

- 'Tri s0 Ung suft ti€p 1a : _
M, 3.10°
’tmax = = 3
Wa  0,246.2bb

Theo thuyét bén thé nang bién ddi hinh déng, diéu kién bén ciia phan t& 13 :

: . s 2 s 2
Gldzmz\,(zl,l.xo.6+3sm} +3[ 3.10 J <ro]

2b.b? 2b.b 0,2462b.b*

Thay tri s6 cla [6] vao va rit gon ta duge phuong trinh
| b® - 3,06.10 %% - 2,2.10 b - 40,8.10 = 0
Giai phuong trinh ta dugc
b ~ 0,086m.
Diém 3. Ung sudt phap tai d61a :

[My' NZ] [6125.6 35000)
o=—] ——+-F|[=- +

W, F 4b° 2b?

Tri s6 tng suat tiép tai d6 1a :
. 3000
' 0,246.2bb?

Theo thuy€t bén the nang bién d6i hinh déng, diéu kién bén clia phan 6 1 :

2 3\
o= Vol 13 =J[6125.6+35000J +3[0,786_H3_-_10_} < [o]

4b3 2b? 0,246.2b°

T =71, =0,786
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Thay tri s6 (ing sudt cho phép vao va riit gon ta dugc phwong trinh :
b® - 3,06.10 %% - 321.10 % - 155.10™° = 0

Giai phuong trinh ta c6 : b ~ 0,075m. .

Nhu vay d€ thoa mén diéu kién bén & cé ba diém ta phai chon b = 9,lcm; h=2b=18,2cm.

Qua vi du trén ta thdy rang trong bai todn chon kich thudc clia mit cét ngang khi
thanh chiu luc tdng quat, ta thudng gap phai cdc phuong trinh bic 6 hay bac 3. Vi vay dé
don gian thudng ngudi ta so bo chon truée kich thude chia mit cit véi gia thiét 1a trén mit
cat khong c6 luc doc N,. Sau khi so bé chon kich thu6e, ngudi ta kiém tra lai do bén cia

thanh, khi ¢6 ca luc doc N, tdc dung. Né&u diéu kién bén khong thoa min thi ta tang kich

thudc clia mat cat. Céch giai quyét bai todn nhu vay tranh phai gidi quyét cic phuo‘ng trinh
béc 6 hay béc 3.

Vi dy, néu ta chua tinh dén anh hudng cla luc doc N, d6i v6i diém 1 ta c6 didu kién
bénla:
21,1.10°6 = 6,125.10°6
CR 3
2b 4b
hay : b’ =72,5.10"
b~0,09m.

<100.10°

D6i v6i diém 2, tuong ty ta tim thdy ; b®=40,8.107%; b ~ 0,085m.

D6i véi di€m 3, ta c6 : b° = 155.107'; b ~ 0,074m.
Ta thay nhimg tri s8 nay khong khdc nhiéu so véi két qua tinh & trén.

§12-3. TINH LO XO XOAN OC HINH TRU BUGC NGAN

O day ta chi dé cap dén viéc tinh todn 16 xo hinh tru xoén 6c budc ngin ¢6 hinh ding
nhu trén hinh 12-14.

Cac dac trung hinh hoc cta lo xo 14 :

~hlabudcciualo xo;

— D la duong kinh trung binh cha 16 xo;

— d 1a dudng kinh cia day 10 X0 ;

— o 12 géc nghiéng cia cic vong day
16.x0;

— n 14 58 vong day lam viéc cia 19 xo.

D
-
d
X

Tudng tugng cét 10 xo bing mot mat
cat di qua truc cia 19 xo (h.12-14b) chia
16 xo thanh hai phdn, xét can bing cha Hinh 12-14

"‘I’ ’"\__;L:{‘_"\ A
AN

b)

a
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phén trén. Trén mit cat cia day phai cé hai thanh phin noi huc Q,=PvaM,=P.R décan
béng voi P. Ta gid thiét ring géc nghiéng o cila vong 10 xo 13 rit bé (budc h cha dudng
xo0an 6c 1 ngdn). Vay ta c6 thé xem mit cit ngang cia
vong 10 xo 12 tron. Ung sudt do moémen xoén M, v luc cét
Qy gdy nén trén mat cit 12 dng sudt ti€p. Mot cich gdn ding
ta ¢ th€ xem ting suét tiép do luc cit Qy gay nén trén mat
cat la phan bd déu cé phuong song song véi Q, va mét he

ing sudt ti€p do momen xofin M, gdy nén. Vay \ng suit
ti€p tai mot diém ndo d6 trén mat cit 1 t8ng hinh hoc cia

hai thanh phén ing sudt tiép dé. ly
Ung sudt ti€p 16n nh4t 12 tai diém 1. Trén chu vi mép Hinh 12-15
trong ciia mat cét (h.12~15), tri s6 ing suét tiép tai d6 1a :
MY

tmax_ W + F
p

8PD 4P __8PD[1+i]
nd®  md®>  nd 2D

T (12-11)

max —

Trong thuc t& dudng kinh cia day 10 xo fhufmg 1a bé hon duong kinh trung binh cha
day rét nhiéu (% > 5] nén ti s6 5% c6 thé bd qua so véi 1, cong thic (12-11) c6 thé viét
lai dudi dang :
8PD
d®
Diéu d6 c6 nghia 12 d3 bd qua inh huéng ciia luc cit trong khi tinh dng sudt, coi ting

(12-12)

Tmax T

sudt tiép trén mat cit ngang chi do rieng M, gy nén.

Qu4 trinh tinh todn trén day ta d3 khong dé ¥ dén do cong cia day vi vay su tinh todn
d6 chi 1a gén diing.

Véi phép tinh chinh xéc hontacé:

=K% (12-13)
i .

trong d6 K 1a hé s6 diéu chinh ¢6 ké ca anh huéng cla luc cét va do cong cha vong day, K
c6 thé tinh véi cong thic sau day :

2+ 0,25

K=94_ | (12-14)
2_1 -
d

Tm ax
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Trong thuc t€ ngudi ta con dung loai 1o xo
€6 mit cit ngang cha day 1a hinh chir nhat hay

hinh vuong (h.12-16) ; néu chi ké dén anh P
huéng ciia momen xodn thi iing sust ti€p 1én LS

. - . =p

nhat trén mat cét duoe tinh véi cong thic : [ § &
My B *
Tmax = a0 2 ( ) PD 'Y
aa‘b  2aa‘b [gg] M, =22
Diéu kién bén chia 16 xo 14 - ' [ ' §
o ,TmaxsEt] . e [§.~'-‘___"£'

Ngoai viéc tinh do bén thudng phai tink dén b

d6 co hay d¢ gidn cda 16 xo. Goi 2 12 do6 co hay D

dd gian do Iuc P gay nén, cong ngoai luc trén
bién dang dé 1a :
Hinh 12-16

1
A= §P7L

Ve tri s6 cong d6 bing thé nang bién dang dan héi U tich lily trong 16 xo. Mat khéc ta
c6 thé tinh theé nang U theo céch sau day. Xét mot doan thanh vé cing bé dz. Poan thanh
dé chiu mot mémen xoin M,. Cong bién dang dan héi do M, gy nén trén goc xodn tuong
ddi giira hai mat cat 12 bing thé nang bién dang dan héi tich liiy trong phén t6. Ta c6 :

M, 0dz
2

dU =

Géc xoan ti d6i O dugc tinh véi cong thitc (10-7) vay tir d6 ta ¢é -

M2dz
U= 2GJ,
Léy tich phan trén chiéu dai / cha 16 xo ta 6 :
' 2
_ Myl
ZGJ .
. , . M2
So sanh A va U ta duoc : PL=—2
' 2GJ p
Néu goi n 1 s6 vong lam viéc chia 16 xo thi / = xDn. Vaytacé:
3
r= 3200 (12-16)
Gd
Cong thitc (12-16) con c6 thé viét dudi dang :
P
= — 12-16'
A C ( )

185



C duogc goi 14 do cimg cha 10 xo,

Gd*
8D’n
Vi du 4. Kiém tra d6 bén clia 16 xo hinh tru, day 1o xo c6 mit cit ngang 1a tron, luc kéo
tdc dung lén day la P = 3. 10°N. Pudmg kinh trung binh ciia 16 xo 1a D = 0,2m. Ducmg kinh
chia day 1am 10 xo 12 d = 2cm. S§ vong lam viéc clia 16 xo 1A n = 18, [1] = 2,5.10* Nfem?,
G= 8.10° N/crn ;

Tinh d6 gidn cta 1o xo.

C=

N/m (12-17)

Bii gidi
L Ung sudt ti€p 16n nhat trong 16 xo 1a :

Tmax = @ =191.10° Nfcm®

nd’

Mot céch chinh xdc hon, ta phai tinh thém h¢ s6 diéu chinh. V6i —13— =10;K = 1,14.
Vay : '
T = 1,14.1,91.10"N/cm? = 2,18.10°N/cm”
Tk < [1] vy 10 x0 dil bén.
2. D6 gidnchaldo xola:
8PD’n _ 8.3.10°.20°.18

A= = =27cm
cd* 8.10%.2*

§12—4. TINH THANH CO PO CONG LON

Trong céc phén trén ta chi méi d€ ¥ tinh ing sudt trong
céc thanh thing. O day ta s€ xét dén trudng hop chiu luc clia’
cdc thanh cong. Ta han ché bai toén trong nhitng di€u Kién
sau day : Gia sit thanh c6 mét mat d6i xung truc cua thanh
ciing nhu ngoai lyc déu ndm trong mat d6i xing d6. Trén
hinh 12—17 biéu dién mot mat cit ngang bat ki cia thanh.
Goi G 1a trong tim cta mat cat ngang va O Ia thm cong

NN

.

h
N
,

N

tuong img véi G clia truc thanh Ki hiéu h 12 chiéu cao cia Po
miit, p, va p 1a ban kinh cong OG trude va sau bién dang
cua thanh.
Ta phan biét hai trudng hcfp Thanh cong c6 do cong bé 0
(-h_ < 0,2] va thanh ¢6 d6 cong 16n. Vi thanh cé d6 cong N
Po . Hinh 12-17
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bé, dé tinh ting sut, ta c6 thé sit dung céc cong thic cia thanh thing nhung dé tinh chuyén
vi 1a phai sir dung cong thiic :
1 1 M

55 _—_EJ" (12-18)
) X

thay cho cong thic (7-17).
Ta hay xét truong hgp thanh c6 46 cong Ién.

Xét trudng hop thanh chiu u6n thusn tdy nhu duoc bidu dién trén hinh 12-18. P tinh
tmg sudt trén mat cit ngang ta dwa vao céc gia thuyét sau day :

— Trong qud trinh bi¢n dang miit cét ngang cila thanh vin phing va thing géc véi truc
cua thanh. .

— Thira nhan rang ng sudt phép theo cic phuong vuéng géc véi truc ciia thanh 1a
bang khong. '

Hinh 12-18

Vi cic gia thuyét d6 ta suy ra trang thdi Ung sust clia mét phan t6 nao do trong long
thanh Ia trang thdi ing sust don. Quan heé giifa ing suat va bién dang la :
g .
£, = TF,;*
1a phuong ti€p tuyén véi truc chia thanh.

Ta thdy ngay rang gia thuyét thit hai chi 1 mot gia thuyét gan diing. Thuc vay, néu ta
xét mot dai AB v6 cling bé cat song song vdi truc cong (h.12~18¢). Hai ddu miit ciia dai
chiu céc ting suat phdp o, c6 phuong tao véi nhau mot géc do thi 16 rang tri s6 tng suit
theo hudng kinh phai thay d6i méi tao nén su can bing cla phan t6. N6i mot cich khdc ing
sudt theo phuong vudng géc véi truc chia thanh khong thé bing khong dugc. Ung sudt dé s&
1Am thay déi hinh déng clia mat cit ngang. Song vi bién dang 1a vo ciing bé, nhat 1a khi
thanh ¢6 chiéu cao h khd 16n thi sy thay déi nay khong ddng ké c6 thé bd qua dugc.

X¢ét bién dang dai clia AB.

Tach khoi thanh mét phan t6 v6 ciing bé béi hai mit cit tao v6i nhau mot goéc do di qua
A va B (h.12-18b). Sau bién dang mat cit di qua B xoay di déi véi mat cit di qua A mét
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géc Ade chung quanh D ; CD 13 mot thé trung hoa nao dé song song voi truc thanh. Do dai
cta CD la khéong ddi trong qud trinh thanh bién dang. Vi tri cha CD 12 chua duge x4c dinh.
Goi r, va r 14 ban kinh cong ctia CD truéc va sau bién dang Bién dang dai ¢, cia AB dugc
xéc dinh bdi ti s6 :

e = BB' _ yAdp
' AB (y+r1,)do
trong 46 : y 1a khoang cach tit AB dén 16p trung hoa, B' 13 vi tri cha B sau bién dang.

Dé tinh ti s6 Adg ta hay tinh d¢ dai cha CD truée va sau bién dang.

do
Tacé . .
| CD =rdo = r{dp + Adg)
. Ade _ (1 1)
Vay: ——=
d(P o[r ro)
Dodbétacé:
-y (1.1
cT oty °lr o,
Hay : :
y 1 1
= -—— 2-1
Oz Er +y [ ro] (12-19)

Biéu thiic (12-19) cho ta thdy su phan bd tng sudt theo chiéu cao y khong con 1a su
phan b8 bac nhét nhy trong thanh thing. Qua biéu thitc d6 ta ciing thay ré ring véi thanh ¢

do cong bé nghia I khi ti s& h/p, 12 bé so v6i don vi thi biéu thitc (12-19) c6 thé viét lai

dudi dang :
= 1 1
G‘"E’(?_T)
4]

Déi véi thanh thang, khi 1 =0,tach:

I, .
_Ey M, . NS B . "
G,= o =T y (r déng vai trd clia p va trj s& —ij) oF
Ta xé4c dinh cdc tuong quan giita ndi luc va ing suit. s
Vithanh chiu u6n thuin tiy nén ta c6 (h.12-19) : o Xy
_Lch Er (LLJL ya&b _o : T,
r o L, +y
o
Y -Lr +y J/
0 .
Mat khic : M, = dF = B, |2 -1 {2
atkhac: M= Lﬁzy = 5h T of , +Y Hinh 12-19
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Hay c6 thé viét dudi dang :

M, = Er, (% —%)[_[,de Lry‘f:y] |

S8 hang thir hai trong ngoac Ia bing khong con s6 hang thit nhat 12 moémen finh ciia
mit cat ngang déi véi dudng trung hoa di qua D. Néu goi e 1a khoang céch tir trong tdm G
cila mat cat ngang dén dudmg trung hoa thi bi€u thic mémen tinh dé I tich ciia dién tich F

va e. Tri s6 clia e chang qua la hiéu cta p, va r,. Tir 46 biéu thitc moémen duoe viét dudi

dang :
1 1 .
M,=Er, | --— |Fe (12-21)
rox : _
véi €=p,— T, (12-22)
Thay (12— 21) vao (12~19) ta duge cong thic cha ing sudt nhu sau :
M, ¥ .
= 12-23
Fer,+y ¢ )

Dé xéc dinh r, ta st dung biu thiic tich phan (12-20). Ddi bién s6 méi véiu=r, +y.
Biéu thic tich phan duoc viét lai dudi dang :

Lu_%dF=0
[H
Tir d6 ta c6 :
[, = _FdF (12-24)
F
']
dy
B
Lo
7] | X
L..._.._,._ [}
Py In
0]
a) b)

Hinh 12-20
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Biéu thic tich phan & miu s6 1a mét dac trung hinh hoc clia mit cat ngang ma ta s&
trinh bay cdch tinh trong nhiing vi du cu thé sau. _

Tir bidu thitc (12-23) ta c6 thé v& ducc biéu dé biéu dién su bién thién clia tng sudt
theo chiéu cao.cla mat cit ngang nhu trén hinh 12-20a. Mot trong nhimg dudng tiém can
chia ham s6 di qua 1am cong clia mat cit ngang. Tiry theo hinh dang clia mat cit ngang (ng
sudt cé tri s6 16n nhat c6 thé nim vé phia bén trong hodc bén ngoai cha mit cit ngang.

Vi du 5. Xdc dinh b4n kinh cong ¢6 thé trung hda cho thanh cong cé mit cat ngang la
hinh chit nhéat (h.12-21) va hinh tron (h.12-22). '

y y
—‘L{ du du 5
Ja— — e
Gl : Q/ {/
l 5/5;” v //D%/ ' =
ITE7 o T
T,
K _ 1
0
A, e /\‘
Hinh 12-21 Hinh 12-22
Bai gidi
’ . - F r - dF
Trudce tién ta hay tinh tich phan : 1 = LT
Tich phan d6 c6 tri s6 1a -
a4 oty
. au ° 2
f =0 | bl s
po'i o~ E
h _
V . M = —
dytaco:r, lnpo Thi2
_ po —h/2
Po léch giilta truc trung hoa va trong tdm mat cit ngang 12
' h
-y —r. =0 - 12-25
e pl:l ro po ln po + h/2 ( )
Po — h/2

Tuong tu d6i v6i hinh tron, sau khi thuc hién cic phép tich phan ta cé :
1
e=5(po ~Ps ~R?) - (12-26)
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b0 lech e ciing ¢6 thé tinh nhu sau :
Tu (12-20) ta cé :

ydF =' Yv—e+e dF = yl\+ch=0
Lty r0+c+y—e po"'yl

trong dé : y, =y — e — toa do cia dF déi véi truc qua trong tam.
Tirdétacéd:
Yy
po + YI

1
'Lpo "‘YldF

Sir dung biéu thifc khai trién clia hém mil

e~ —
L[l - -Yl)dF
Po
Vi ring LyIdF =0
néntacé: e=x I (12-27)
PoF
Trong d6 J, 1a mémen quén tinh cta mit cit ngang doi 4 P

véi hé truc he quén tinh chinh trung tAm cta mat cét,

Vi du 6. Xac dinh tng sudt tai A ciia méc c6 mat cét
ngang hinh thang can (h.12-23) véi cdc kich thuéc nhu sau
b; =4em, b, = lem, u; = 3em, u, = 10cm, h = 7em. Luc P =
20kN.

Bai gidi
Xdc dinh trong tam ctia mit cit ngang : Chon h¢ truc
ban ddu qua d4y 16n cha mat cit. Toa do6 trong tim clia mat
cét dugc x4c dinh véi biéu thiic :
[ydE +2b, h

= = .—=2,8
Yo=TF T b wb, 30 28M

Vay : p, =y, +u; = 5,8cm.

Hinh 12 - 23
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Momen quén tinh clia mat cat ngang d6i véi ddy 16n 13 :
boh? | (by — by)h’
3 12

Viy momen quédn tinh ctia mat cit ngang ddi véi truc quén tinh chinh trung tdm song
song voi ddy 1én la :

= 200,lcm*

J, =200,1 - 2,8%.17,5 = 62,9cm*
b, +b,

trong dé dién tich mat cat ngang F = h =17,5cm>.
' J 62,9
Vaytacb:en= —2- = —— =0,620c
ylacoier= o F 58175 oo
Ung sudt tai A s€ 12
Pp, ¥y, —¢© a2
Oz = Feo .-~9-I-ll— =7,77kN/cm

P6 1 itng sudt do uén thudn tdy gy nén, song trén mat cat ngang ta con thém thanh
phin luc doc N, = P. Viy ting suét tai A con phai tinh thém Gng sudt do lyc doc gy nén.
Tri 58 ng sudt dd la -

Ggp = EF_ = % = 1,14 Nfcm?

Ung sudt toan phdn tai Ala: oy = 8,9 1kN/em®

néu tri s& do léch e duge tinh mot cach chinh xdc ta duge :
F

[b2+l12b bz)n'u—z—(bl—bz
U -ty Uy

e=p, - =(,598cm

thitri s6 o = 9,20kN/cm’.
Néu xét véi mot mat cit ngang bt Ki thi ngoi cdc thanh phin mémen udn M, lue doc

N, ta con ¢6 thanh phdn lyc cét. Thanh phdn ndy gay nén ing sudt ti€p, nhung ta thudng bo
qua anh hirdng cia né. '

Trong trudng hop mit cit ngang c6 nhitng hinh dang khéc biéu thic tich phan (12-24)
duge tinh véi phuong phap gin dung hoac phuong phdp dé6 thi, & day chiing ta khong dé
cap dén.

Bdi tGp chuong 12
A. Ubn va xodn
12.1. Truc truyén (II) c6 banh xe rang hinh try ring thang truyén cong sudt N = 10 mé luc
tir dong co (I) quay véi t6¢ do n = 100 vong/ph dén banh xe (II). Phuong céc lyc tic

dung dugc biéu dlen nhu trén hinh (h.12-24). Ung sust cho phép clia vat liéu cia tryc
la[ol= lOkN/cm
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Xidc dinh kich thuéc cua truc. Xét hai truong hop : bd qua luc huéng tAm va cé tinh
luc hudng tam.

12.2, Cho céc két cu chju lyc nhu hinh v& (h.12-25), (h.12-26), (h.12-27), (h.12-28). Tinh
kich thuéc clla mat cat theo thuy€t bén tng suat ti€p 16n nhat.

100 (I
'100| ==
N dall
A= ,_‘.d.’._!_'.cb_l.
\\ l
N e
100 AN
100 |
400 [
Hinh 12-24
2a
o P=2,4kN
$ S
N
< : osm| 1m ' |osm| ©
. - 2 1 1
| | [o1=1000Nem o [o] = 160MNJcm”
i
Hinh 12-25 Hinh 12-26
: B
30cm P
=3 P 1
=7 ™ :
LY : é-u
< b fel i p
£ P B e ¢
B ~ 2
y - 71 [5] = 160MN/em
q 1
(o] = 7500Niem” M| 1< _ L Pa M

74
Lx/
P=500N

15¢cm

Hinh 12-27 _ Hinh 12-28

193



B. U6n céng kéo (nén)

12.3. Cot treo day dién gém hai thép chit { s& hiéu 14a.
(h.12-29). Trong luong day 420N, trong lugng
tay véi méc day S60N. Xdc dinh dng suit kéo
va nén 16n nhét tai mat cat chan cot cé xét ca
trong luong cha c6t. (Trong luong riéng cia thép
y=17,8).

12,4, V& biu d6 noi luc cta khung khoéng gian
(h.12-30). X4c dinh mat cit nguy hiém, tix d6
tinh gid tri tai trong cho phép [q]. Cho bi&t
a = lm, mat cit ngang ciua c4c thanh 13 hinh
vudng 6 x 6ecm. '

[6] = 16 kN/cm?.

Khi tinh c6 thé bd qua tac dung cha luc cit. Tinh
dé bén theo thuyét bén ing suft ti€p 16n nhit

t
AR
RN

5,5m

Hinh 12-29

(m6men M nam trong mat phing vudng géc véi BC).

12.5. Xdc dinh ©,,,,, G, VA Vi trf truc trung hoa tai mit cit nguy hiém cilia cot hinh (12-31).

Cho biét: q = 2kN/m P nim trong mit phing yOz va 1am véi truc y mét géc 60°.

P = 80kN, (h.12-31).

Hinh 12-30
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C. Tinh 10 xo0 xo#n 6éc¢

12.6.

12.7,

Mt thi€t bi an toan cé céu tao
nhu trén hinh v& (h.12-32).
Mong muén 1a khi lyc P = 300N
thi thanh 1 tich khoi thanh c6
dinh 2. Vay héi 16 xo trong thiét
bi da bi ép truéc mot do co A la
bao nhiéu ? Tinh ng sust ti€p 16n
nhdét trong 16 xo & trang théi dé.

Cho biét : D = 32mm, d = 4mm,
n = 6 vong vat liéu 1 thép.

Bo phan giam chan trong cdn
truc ciu c¢é ciu tao nhu hinh
(h.12-33). Lyc tic dung vio 1d xo
bing 14700N. Tinh dudmg kinh
va s6 vong clia day 10 xo. Cho biét
D = 160mm, d6 co A = 290mm
va [t] = 5.10*N/em?.

12.8, Thanh AB khi duoc néi véi 10 xo
's6 1 thi ddu B con cich ddu 10 xo

2 mét khoang cich A = 0,5cm.
Tinh g suit trong 16 xo0 1 va 2
khi néi thanh AB véi 16 xo 2.
Cho biét

D, =6cm, d; = lcm, n, = 10
D; =5cm, d, = 0,80m., n, =8
G, = G, = 8.10°N/em®.
(h.12-34)

R
MMM

RN

2
i

5

Hinh 12-35

?'n
st
|

12,9,

o YR LI I Ll L LT T
(B ooy Wi

/ YUdbY

Hinh 12-32

L) A [-r]
[ 7IIIII/IIIIIIIl/II/IIIIIIII//I/I///IIII//I/II;

\\Té&\\\\ﬁ&\\%‘éﬂ\"i

Hinh 12-33

2t | !

Hinh 12-34

Mot van an toan phai giit 4p suat hoi nuée
p = Satm. Tinh t,,, tinh s6 vong gidy 16 xo
i va d6 co ban diu A, cia 16 xo cho biét
D, = 80mm, D = 60mm, d = 10mm budc cha
day 16 xo t = 18mm. G = 8.10°kG/cm?. D6
lin cta 10 xo d€ cho cdc vong cham nhau 13
40mm. Gia thiét khi van m& cao nhat phai
con 20mm du trit ¢h.12-35).
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12.10. Kiém tra bén hai 16 xo 1 va 2 khi chiu lyc nén P = 3400N. Cho bi€tn, = 12, n, = 10,
[1,] = [1,] = 5.10*N/em?, G, = G, = 8.10%N/em? (h.12-36).

P = 3400N
d,= - d,=12 b
1 2 13
< ]
LIPS/
e / a a a
AUNANAY ARRRNNEAAN SHNNRR ARRNRNRNNY
—— D,=100 —
Hinh 12-36 Hinh 12-37

12.11. M6t thanh cimg AB dugc dit trén ba 10 xo0 ¢6 cling s6 vong va chiu mot luc P dat &
- dau B nhur trén hinh 12-37.

Tinh dudng kinh cic day 16 xo sao cho tng sudt ti€p 16n nhét ching déu bang \ing
sudt cho phép. Cho bi&t dudng kinh trung binh clia 16 xo bang nam 1an dudng kinh
day 1d xo.

D. Thanh cong _
12.12. V& biéu dé noi lyc cc thanh cong chiu luc nhu sau :

/q = 10kN/m ' q

A

g7

2m

1
1
3
]
]
¥

Hinh 12-38
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12.13. Mot chi ti€t mdy hinh méng ngua cd
dién tich mat cat ngang hinh chir nhat
4.6cm>. Chiu hai luc P = 10kN dat céch
trong tam mot khodng cich e = 12cm.
Khoang céch tir trong tam mat cét dén

tam cong r, = 7cm. Tinh tng sudt kéo,
ing suat nén 16n nhat. V& biéu dé phan
bd ing suat trén mat cét (h.12-39).

12.14. Kiém tra bén mot méc can truc cb

mat cit ngang hinh thang khi méc =
mang mot vat ning P = 50kN. Cho biét %\& g
(o] = 10kN/em?, (h.12-40) Y _+
. f1_|_&cm
1 ro
: 1 r1
! 7cm 12cm
| D E Hinh 12-39
L) . C (‘% ’
g t
- . 1
| B
] 19¢cm
|
Hinh 12-40
12.15. Mot khuyen bing gang c6 mat cit ngang
hinh tron chiu luc nhu trén hinh 1241.
, . ) Hinh 12-41
Xdc dinh lyc c6 thé dat vao, biét (img suat
cho phép cla gang [o], = 3kN/em?, P
[6], = 10kNfecm®. Cho R = 16 cm, TTT11
d=8cm. ' !
12.16. Mot thanh cong mit cit ngang hinh ,Iai'

chit nhat chiu tai trong nhu hinh 12-42.
Xdc dinh cdc kich thuéc h va b cha
mit cit ngang, biét rang P = 6 kN,

ql= 12 kN/m, a = 16 cm, E=4 va

b 3

[o] = 20 kN/em>.
Hinh 12-42
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Chuong 13
DAM TREN NEN PAN HOI

§13-1. KHAI NIEM

Dam dwge dit trén nén ma tinh chat clha nén 1a dan héi thi ta goi d6 14 bai todn dim
trén nén dan héi.

Vi du trong thuc t€ nhu ddm méng, giing tudng, dudng ray tau hda v.v... nén trong
nhitng trudng hop dé 1a nén d4t, nén da hay néi mot cich rong hon 1a qua dat.

Pi c6 nhiéu gia thuyét vé sy phan ing ciia ddt d6i v6i ddm nhumg cho dén nay chi con
gia thuyét cia Vincle 1a con diing vimg. Nhing két qué tinh todn v4i gia thuyét d6 rat phi
hop véi thuc t€. Vi vay & day chiing ta chi dé cap dén gia thuyét nay.

Gid thuyét Vincle : Vincle cho rang cudng d6 phan luc clia nén tai mot diém ti 1€ véi do
lin cha nén tai diém dé.

Po =Ka¥ (13-1)
trong dé : * p, 1a cudng d6 phan luc cha nén tinh bang N/m*
y 1a do ldn cha nén tinh theo don vi dai .
k, 1a h¢ sé ti 1&. Dac trung cho tinh co hoc clia nén. k, phai dugc xdc dinh
bang thi nghiém. Tir cong thic (13-1) ta nhan thay thi nguyén cta k, 1a
biing ll: (L chiéu dai)
L

Trong bang 13—1 cho ta mét 58 két qua thi nghiém vé cdc loai nén thudng gap.

Néu bé rong b chia dim 1a bé so v6i chiéu dai thi ta cé thé xem phan luc cha nén
phan bo déu theo bé rong. Lic d6 phan luc clia nén phan b6 theo chiéu dai cla dim va
cuong dd 1a:

p =bp, =koby | (13-2)
Khidétas€ cémothés6k véitrisé1a:
k=k,b (13-3)
va biéu thic (13-2) dwoc viét lai dué6i dang
' p=ky - (13-4)

Dé dang nhan thdy rang khi b =1 don vi thi k = k.

Gia thuyét clia Vincle chua phan dnh ddy da tinh chat cha nén dat. Thuc t€ cho thay
su lin con xdy ra ngoai chd dit luc, phan luc con phu thute céc 16p dit d4 & phia dudi
ché dat lye, vi vay gin day ciing dd c6 nhiing gid thuy€t méi ¢ ging phéan dnh tinh chat
ctia nén mot cach chi tiét hon nhu tinh nén véi hai hé s6, tinh nén ¢6 tri s6 moédun dan héi
tang theo chiéu sau v.v.. Tuy nhién két qua tinh todn ciing khong dua d€n mot sy khéac biét
c6 y nghia. '
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: Bdng 131
HE SO NEN K
Pic tinh cia nén Tén cna nén Tris6 k,, (MN/m>)

bt chay

D4t c6 do chiit kém Dt mét dip 1+5

 Ddt sét uét va mém (nhio)

it ¢ d6 chat S6i dép (nhan tao)

trung binh . Dt sét 4m 330
Cét ddm chat

Pt chat San, sbi 50 + 100
Dam

- Dt sét c6 do 4m bé
N Dt sét pha cdt ddm k¥

Dat rat chat , 100 + 200

Dat sét cing
_ D4 mém cé vét nift

Cing Ba voi 200 + 1000
D4 sa thach
B4 vht rén 1000 = 15000

Nén nhan tao Nén coc 50 +150
Gach 4000 + 5000

Vit liéu xay dung bi xay 5000 + 6000
Béténg vi bétdng cbt thép 8000 + 15000

§13-2. PHUONG TRINH VI PHAN CUA PUGNG DAN HOI

Xét mdt doan dim. Gia sit trén doan ddm dé c¢6 mot he liuc phan b6 q(x). Hé truc toa do
dugc xédc dinh nhur hinh v&. Chiéu Ox 12 chiéu cia truc ddm, y 1a d6 vong ctia ddm.

Nén gay nén mot hé luc phan b6 doc theo didm vé6i cudmg d6 :

px) =k.y
He¢ luc nay nguge chiéu véi g(x).
Vay hé luc phan bd tdng cong tic dung 1én dim 13 :

q(x) — p(x) = q(x) —ky (13-5)

Nhu ta di biét, lyc phan b6 1a biang dao ham c4p bdn
cua d¢ vong nhan véi do ciing khi uén cia ddm. Tir dé
tacH: -

Ely" = q(x) - ky

R

p{x)

Hinh 131
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Vay phuong trinh vi phan clha dudng dan héi khi didm d#t trén nén dan héila :

ELy" +ky = q(x) (13 -6)
D€ thuan 1¢i ta viét phuong trinh d6 duéi dang :
yIV + 4a4y = _qéJ_X) (13-7)
Trong dé |
ik
=g
hay :

k :
a= 14’4—]53 (13-8)

| , . .
Thit nguyén cha a 1a T Vay néu ta dua vio mot bién s6 méi & v6i biéu thic :

£ = ax . (13-9)

thi ta c6 thé dua (13-7) v& dang mot phuong trinh vi ph4n c6 bién s6 khéng c6 thit nguyén.
Céc dao ham lién ti€p ctia y 1a nhu sau :

y(&) = y(ax)
ey Iy 4B _dy
U '
y'(E) = ;l?az (13-10)
() = Ly 3
y e
Vegy = 95,4
®=
Thay vao cho (13—7) ta c6 :
d"y q(€)
— e Jy = 2T (13_1 1)
dae? Y

D6 1a mét phuong trinh tuyén tinh. Nghiém cia phwong trinh 1a nghiém i6ng qudt cia
phuong trinh vi phan thuadn nhét :

4
Y tay =0 (13-12)

dg*
Cong vdi mot nghiém riéng cua (13-11)
Nghiém t8ng quat ctia (13-12) c6 dang :
y =Gy + Gys + Gys + Coya (13-13)
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Trong d6 yi, y5, v3, y4 12 cdc nghiem riéng ciia (13~12). Ta hdy fim nghiém rieng dé
duéi dang
y =t | (13-14)

BPao ham bon 14n cha (13-14) va dua vio {13-12) ta ducgc phu'cmg trmh dac tinh :

_ st+4=0 (13-15)
Ta gii phuong trinh d6 du6i dang nghiém phic. Dat ;
5= p{cosy + ising)
Vay : st= p4 (cosdq + isindg)
Thay vao (13-15)tacé :
p4cos4(p + ip4sin4(p =~4+10
So sénh cdc phdn thuc v o ta ¢6 :
- p'cosdp = -4, p'sindp =0
Tir d6 ta tim théy :
p4 =4; cosdp=-1; sindp =0

Suy ra p= +2 4 =m, 37, Sn, Tn
_x 3n 5n Tn
T 474744
Véi = thay vao cho s ta duoc :

s,=\f—[£+1£] =1+1
Tuong tu nhur vay ta tim théy :

Sp=—1+i,83=—1-1i,85,=1-i
Nhu vay ta 1an luot ¢6 cc nghiém riéng nhu sau :
g, = HE L L i
Yo = e oo Y3 = e_é e é e&‘.e"ig (13-16)
Vay nghiém tdng quat (13-13) c6 dang 13 :
y=C eéeié"+C,_ e_aei§+C e l&+C oo (13-17)

Ta c6 thé téng hop cdc nghiém riéng Y1» Y2, ¥3, ¥4 theo céc cdch khédc nhau dé ¢6 nhiing
dang nghiém khéc nhau. '

Vi du dé trdnh céc s6 hang phitc ta c6 thé téng hop cdc nghiém riéng theo cich sau day :

1 I e> + 716 3
2y1 2y4—e5~—~—-2—-=e.c0s§
1 1 gcié—ehia_g.
SV 5Ys =€ ——pr— =¢ Sing
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1 1 -E e +e v
Y2 tgy3=er.—o——=¢ .cost,

1 L _opet-e®
RO 21y3 e ——«--—-2i— .—c siné
Tirdétacod:
— o5 & < -£ .
y = C,e’cost + Cye’sing + Cye “cost + Cye “sing (13-18)
Ta xét thém mot dang khac

i 1 eig[eg—c_a) elt
ENTER2TE 2 )T

1 1 ‘5( —eﬁ) e it
rrRERre 2 it ot e m B TR

Pem cdng lai véi nhau ta s€ duge :

el e 6
shE,[—ZT——-——) = sh&.sin§
Vi cach d6 ta tim thdy dang nghiém méi sau day : _
y = C;sinéshg + CysinEchg + CzcosEshE + CycosEché (13-19)

Sau khi di c6 nghiém clia phuong trinh thuin nht ta chi cdn tim mét nghiém riéng y*
12 ¢6 dwoc nghiém téng quét caa (13-11).

Céc nghiém rieng y* 1a dugc x4c dinh timg trudmg hgp cu thé.

§13-3. DAM DAI VO HAN CHIU MOT LUC TAP TRUNG

Liy diém dat ca luc 1am gdc toa d¢ (h.13-2). Sir dung dang nghiém (13- 18) ta cd,

phuong trinh dudng dan héi clia ddm Ia :
y=Cie cos& + Op sin€ + C3e_§cos%’; + C4e_€sin§ +y* (13-20)

VGiE=ax via= 4111%

Vi g(x) = 0 nén nghiém riéng y* = 0.

Vi tinh chat d6i xding nén ta chi cin xét
phia phai. Ta I4n lugt xédc dinh céc hing sé tich o
ph&n C], Cz, C3, C4. . l,

AT TTIRRR PP TR 7PTTTTIITTTIIIFIP7P7777

Tai mit cét rit xa diém dit luc, nghiala x = o
do vong cla ddm phai biang khong nén hai s6 y
hang chira e phai triét tiéu. Vay

C,=C=0 Hinh 13-2
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Phuong trinh (13-20) dugc thu gon lai duéi dang :

y= e_é(C3cos§ + Cysing) (13-21)
Pao ham lién ti€p phuong trinh d6 ta dirgc :

y=0= ae*E"[(Cg ~ CyleosE — (G5 + Cy)sing]
M = -EJy" = - EJa% *[2C,sint — 2C,cost]

Q=-Ely"=- EJa3e_€[2(C3+ CylcosE + 2(C4 — Cy)sink]
Vi li do déi xiing, dudng dan héi phai d6i ximg véi truc y, nén tai géc toa do gbéc xoay
8 clia mat ct ngang phai bing khong. Ta c6 -
yx=0=06,=0

Ciing vi 1f do d6i xing tai mit cit bén phai va bén trdi diém dat luc, luc cit Q phai c6
tri 6 bang nhau va phai can bing véi P, do dé ta ¢6 :

P

2
Tir hai diéu kién dé ta c6 cdc biéu thic :

P P
-C, = Ifi
C4 C3 0 P E/"—__ «
3 2
Giai he phuong trinh ta c6 : Hinh 13-3
__P P
G=G= 8EJa® 2K
Vay phuong trinh dudmg dan h6i momen ubn M, luc cit Q va géc xoay 0 13 :
=-—e" 13-22
y= 2k e (cos& + sin&) ( )
M = Ee—’i(sing — cos&) '(13-23)
P -£ '
Q=—Ec cosg (13-24)
Pa’ - .
0 =- sin (13-25)

Dé thuan 1gi cho tinh toan ta 1ap bang dé tinh trudc cdc ham sau day :

n= C{(COS‘E + 8ing) = V2e % sin (% + T;J
Ny = € (cost  sin) = 2 % sin G - é)

203



Ny =e cost (13-26)
M= e_ésin?;
(xem phu luc trang 217)

Véi cdc ham s6 d6, do vong, mémen uén, lyc cat va géc xoay sé dugc tinh dé dang véi
céc biéu thic :

Pa
y= 351
M= ZPE”I | (13-27)
Q=—g—ﬂ2
2
§=- P%Tla

Su bién thién clia cdc ham s6 d6 duge biéu dién nhu trén hinh 13-4,

P
2
Hinh 13-4
Tai mat cit c6 dit luc tap trung d6 vong va noi luc déu cé tri s6 16n nhat :
Pa
Ymax = ﬁ
P
M ux = 12 ' (13-28)
P
Qnax = i"i'
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Duya vao céc tri s6 d6 ta c6 thé kiém tra d bén va do cling cha dim.

Vidu 1. Mot dam dai vo han chiu luc nhu hinh vé (h.13-5). Tinh d¢ vdng va mémen
uén tai mat cit B dudi di€m dit lyc tap trung P thit hai. Cho biét k = 30.10°N/m>
E = 210°N/m?, J = 2500 cm* va P = 200kN.

P P P p
-1—1m~1—1m+1m—1—
A B C D P
0

1 -
FECT T ITTTIITTZ7Y L rrerrsd

P = 200kN
b

Hinh 13-6
Bdi giai
1. Tinh a
Theo céng thidc (13-8) tacd :

K 30.10° 1
a=4$ = 7 T = L1—
4EJ  ¥4.2.10".2500.10 m
2. Ap dung nguyén ly doc 1ap tic dung cha cdc lyuc ta 1dn luot tinh y va M tai B do timg
luc gy ra. Ldy g6c toadd 12 & B. Hoanh d¢ ciia A, C, D d6i véi Bsé 12 :

E_,A—a.xA-l,l, “;B—axB-—O, gc—ﬂc—l,l, éD=a.XD=2,2

Vi M va y c6 tinh chét d6i xiing nén hoanh dé cia ching dat 1a duong hay am déu
thich hop.

Tra bang & phu luc ta duge céc tri s6 cha cdc ham nhu sau :

0

1,10

2,2

1

0,4776

0,0244

|

—0,1457

—0,1548

Vaytacd:

Pa 200.10%.1,1 -
= 22y =22 204776 +0,0244)
Y= k=" 530105

yg = 0,0071m =7,1lmm

200.10°
4.1.1

Mp = %Zm {1 +2(-0,1457) - 0,1548]

Mp=25.10'Nm. _

205



§13—4. DAM DAI NUA VO HAN

Ta xét mét dam trén nén dan héi, mot diu chiu tic dung clia mot luc P, va mot moémen
M, con ddu kia dai v6 han (hinh 13-6). b
0
Ta chon géc toa d¢ ngay ddu dam. Cing (WF'{MU .

mot lflp 1“3“ nhu trén phuo‘ng trinh dlIﬁ'ﬂg ) ITITIIT I I T I T IITTT T TTIT I I I AT
dan héi chi con lai cdc s6 hang véi tich
g

chae ~. Tacéd:

Yy
y= e_a(Cgcosﬁ + Cysink) | Hinh 13-6

Céc hiing s6 C; v C, dugc x4c dinh tiY cic diéu kien bién & déu tu do.

(M)E_, =0~ Mo Vﬁ (Q)ﬁ =0~ _Po
Dao ham lién ti&p hai 14n va ba 14n cha y ta dugc :
M = — EJa%e *[2C;siné — 2CcosE]
Q = — EJa’e “[2(C; + Cy)cosé + 2(C, — Cy)siné]
véiE=0tacéd:
M, = —EJ.a%e (~2C,)
—P, = —EJa* e [2(C; + C,)]
Tir d6 ta tinh duge ;
C4= M02 C3= Po_a‘bg[o
2EJa 2E).a )
Ta dugc céc phuong trinh dé véng, géc xoay, mémen udn va luc cit nhu sau :

2a’
Y= X [Pon; — aMgn,]

2a’
0 =_k"(_P0T| + 23Mo‘12) (13-29)

S |
M= —(-Fsn3 +aM,n)
. Q = _(Pon + 23M0T| 3)

Céc ham n), 1, 3 duge tra trong phu luc.

§13-5. PUONG ANH HUGNG

Ta gia sit luc P dat & ddm vo han la bang don vi, nhy vay biéu d6 mémen M s& ¢6 dang
nét dam nhu trén hinh 13-7a. Ta hdy xét tri s6 mémen udn tai hoanh d6 &. Ta ki hi¢u
moémen udn dé 1a M, nghia la momen uén tai diém m so véi géc toa do O. Bay gio ching
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ta di chuyén lyc P = 1 dén diing hoanh d6

£ Bi€u d6 momen tai d6 dugc vé theo  a) SR, SN
dudng nét dit. DE ¢ dén tung-do cia bidu dé /A—\ ______
nét dat nay tai goc toa do O ta s& ¢6 duge n > S~ *'"' ,/'\______-__:
moémen udn tai O do luc don vi dit tai m gay N E,'/
nén. Ta ki hiéu mémen uén nay M. Ta cé v
thé nhan thay ngay : b) y P
od n
Mo = Mo 0 |||||||||”|"||H I

Tir d6 ta c6 thé phét biéu nhu sau : Bt - | ;
ké tung do6 M,,, ndo trén dudng biéu dién Emi i |
clia M ciing déu biu dién mémen tai O do T — :
tai trong don vi dit ngay tai hodnh do d6 y i E i
gay nén. ,irmTTva"E\ E

Bay gidr ta gia du cho luc P = 1 di chuyén / ‘ ~
doc theo chiéu dai chia ddm. Nhu vay bi€u dé |
momen M biéu dién su thay déi clia mémen
uén tai O khi P chuyén déng. Vay dudng Hinh 13 —7

biéu dién d6 duoc goi 1a dudng anh huimg
cha mémen udn.
‘Néu tai diém £, ddm chju mét tai trong P, thi mOmen udn tai O do P, gdy nén s& la

P M- Néu tai cdc diém &, &, & ddm chiu tic dung bdi nhiing luc P;, P,, Ps... thi
momen uén tai O s€ la

M= PIMIO + P2M20 + P3M30... (13—30)

Thit nguyén cha Mg, My, Mjg... 12 thit nguyén cha 41_an" Biéu thitc nay c6 thd
nguyén 1a chiéu dai.

Néu trong khoang tir &, dén &, d4m chiu mot tai trong phan bd déu g, d€ tinh momen
cia luc phan bS d6 déi v6i mat cét qua gdc toa do ta phai thuc hién phép todn tich phan
nhu sau :

—lim¥q¥m -1 (% _4
M= limXYq S My, = 2 ke M, dE = N
Trong d6 o 14 phén dién tich gach dam trén hinh v&.

Thir nguyén cba o cling Ia chiéu dai. Ta tinh cu thé . Tir cong thitc (13-27) tacé :

1
Mqo = 2“;‘11

vay .
1 1 & -£ .
= — | J— — d
© 12 Lﬂ ndé 1 Iél e >(cosE —sin&)dE
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Bi€u thic dudi dau tich phan 12 dao ham cia bidu thiic
_E"

e sin&
Thuc vay ta c6 (e_ésinﬁ)' =e™ costE —e sink = e_é(cos‘c:, - siné)
Dodétacé:
: 5
= L e éz_L[l _ ]2_-1 =
©= 43 % sin&] 22 2(T] ™) - g[ﬂ - nl]il (13-31)
Trong qué trinh st dung cdc ham ) ta ciing thuong hay gip nhitng tich phan tuong tu
nhy sau : .
&2 —[-et 2 . 52
j'gl ndg = [ cosE ]2 = [, ) (13-32)
£2 1 e . g, | m =2
J madg = e cos — sin®)? =| ) (13-33)

Vi riing biéu dé clia dudng dan héi
y cing d6i xing ddi véi O vanhuvdy 45 M
duong d6 ciing la dudng anh hudng cta =
dé vong d6i vdi géc toa do. Chiing ta
dé dang chimg minh ring :

by @

¥mo = Yom “—’/-"'—‘-\\ ~
Biéu d6 Q 12 phan d6i xing d6i .

v6i diém dit luc P = 1. Taciing c6 © Y
thé sir dung né nhu trudng hop

moémen nhung phai 14y : Q. = — Q.-
Diéu d6 ¢6 nghia 12 dudng anh hudng
cia Q 1a ngugc ddu lai véi biéu dé thuc Hinh 13-8
(h.13-8). '

Ta nhan thdy cdc cong thic cha M, Q, y 13 nhimg ham tudn hoan v&i bude séng béng
2m. Néu goi / 1a do dai cua budc séng thi tacéd :

a(x+l)=§+2n=ax+2ﬁ

Tir do ta cd l=2—n—2 ﬂ4EJ
a k

Néu tra bang ta s€ tim thdy v6i § = 0, n = 1 v6i § = 2n thi 1 = 0,00187. N61 mét céch
khdc, qua mét budc séng thi d6 vong clia ddm chi con 0,002 phdn tram cla d6 vong tai
diém dit luc. Nhu vay do dai ctia ddm chi cdn gdp déi / thi ddm d3 c6 thé xem 1a dai vo
han. Néu ddm c¢6 d6 dai ngan hon 2/ thi ta phdi xem la hitu han va ta phai tinh khéc. Bai
todn dugc giai trong muc ti€p theo.
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§13-6. DAM DAT HU'U HAN

Xét mot déim dai hitu han ¢6'do cimg EJ khéng d6i dat trén nén dan héi chiu tai trong
bat ki. Tiy theo su phan bé clia tai trong va lien két ta chia ddm lam nhiéu doan. Ta xét
doan thi n + 1 ciia d4m. Tai d4u A ctia doan dé, cach ddu mit trdj ciia dim mot doan x = o
¢6 dit mot 1ai trong tap trung Py, mémen tap trung My va mot hé tdi trong phan b6 theo
quy ludt bac nhat khdc véi tai trong phan b6 trén doan n. Ki hi¢u'q,, 1a tdi trong phan b6
trén doan n va q,; la ti trong phan bé trén doan n+1.

Ki hi¢u .géc xoay, d6 vong, mémen udn, lyc cit trong doan n véi chi s6 n nhu sau :
Yar s My, Q, va cic dai lugng d6 trén doan n+1 c6 chi s6 13 n+1.

Yoets Ons1s Mpyys Qpig

Sy tuong quan ciia ching 1a nhu sau :
Yn+i =yn+Ay(X—C(.) . (1) q

_ = n+1

JQo+1 =qn + Aq(x —o) (2) *

. a
Trong dé6 x > o v Ay va Aq 1a cdc ham thuoe (x — ).

Theo (13-7) ta c6 phuong trinh vi phan cla duimg
dan héi clia hai doan 13 nhy sau :
qn

i 4 -
an +4a ¥n= _E (3)

v 4 Jn+!
+4a = — ot 4) _
Ynsl Y EJ Hinh 13 -9

Pem tri 6 cha y,, va q,,; vA dao ham cia ching
duoc tinh tir (1) va (2) thay vio cho (4) va dem trix v6i (3) ta duoc :

Agq(x — o)
EJ

D6 1a phuong trinh vi phan cfp 4 gidng hoan toan (13-7). Nghiém téng quét ctia né I :

Ay (x - o) + da*Ay(x —o) = — (13-34)

CAY(X — o) = X 0‘)[Clccosa(x —a) + Cysina(x — a) +

Aq(x — o)
e (5

Néu cudmg d6 cta tai trong phan b6 12 ham bac nhat d6i véi hoanh do thi sau khi khai
trién Taylo d6i v6i Aq(x — o) ta c6 :

+ ¢ O [Cyc0sa(x — o) + Cysina(x — a)] —

Aq(x — a) = Aqg + A'qe(x — o)

Trong d6 Aqq va Aq;Jt 1a cdc bude nhay clia cudmg 46 téi trong phan bd va dao ham bac
nhét cia né tai x = a.
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Néu thay

cha(x — a) = % [ea(x —-a) te a(x — a)]

sha(x — o) = % [2X T %) _ g7 alx =)y
va st dung cédc ki hiéu :
Ag = chécosg
By = % (cosEshg + sin&ch&) (13-35)

Ce= —;—shﬁsinﬁ

Dy = % {(sin&chf — cosEshg)
thi biéu thitc (5) trén day c6 thé viét lai dudi dang :
Ay(x =) = G.Ayx — o) +GyByx oy + G3Cox -y +
+GyDyy—ay— 1 [Aqa + Aq, (x — )] (13-36)

G, Gy, Gs, G4 1a cdc hang s6 tich phan. Céc ham Ag, B, Cr, Dy duge goi la cdc ham
Crulép. Cic ham Crul8p cé cic tuong quan sau day :

Ag——4aD§, Bé—aA{‘
C; =aB; D =aCe (13-37)

Chié ¥ nhu phdn trén chiing ta di néi. Tuong quan gita & va x i :

£ =ax VUla-"{ulé

Khi £ =0hay a(x —a) =0 thitaco
Ay=1 B,=C,=D,=0 (6)
Tri s6 cdc ham Cruldp duge cho trong Bang phu luc.

Pé xéc dinh cdc hing s8 tich phan, ta dao ham céc biéu thirc ciia (13-36). Ta 14n luot
¢6 nhu sau :

Ay'(x —o) = AO(x — a) = —4aG Dy - oy + anA;(x ~ayt
%Aq'n
AM(x — @) = — EJAy"(x — &) = EJ42%.G.Cy(y — ) +

+ EJ4a°GDyx - ay — EJa°GayA x - oy — EJA GyBy - o)
AQ(x — &t = —EJAy"'(x — &) = EJ4a’G) By - o) +

+ EM2°GyCoty - o) + EJa°G3Dy(x - oy — BT Gy gy - o

+aG3Byy — oy + aG4Cyx ~ ay —
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Thay x = o vao céc biéu thitc d6 .vﬁ (13—36) véi chi ¥ dén (6) ta duoc :

1
Ay(0) = Ayq =G - EAQa

AB(0) =A9OL = aG, - -lle'qa (13-38)
AM(0) = AM = ~ EJa’G,
" AQ(0) = AQy = -EJa’G,
Trong d6 Ayq, A8y, AMy, AQq 13 cée bute nhay clia biéu dé d6 vong, géc xoay,

- moémen udn lye cit tai mat cat x = o Céc bude nhay v& momen ubn vi luc cit thi chinh

bang luc tap trung vd mémen tap trung tai X = o : AMy = Mg, AQqy = P..

Tix céc bidu thidc trén ta ¢6 ;

' Aq AB A'q
Ci=tya+3 %3 G=—F+—%
M
Gy=- Ma G, =~ 2% 7
EJa? EJa’
Thay tri s6 cia Gy, G,, G3, G, vio (13-36)tacé ;
A A8, Aq
AY(X - (I.) = [Aya + %J .Aa(x -a) + ( aa + _;ki] Ba(x —o)
AM,, AQ 1, -
- —2C ey —— =D,y — —(AgQ, + AQ,(x — )]
EJa2 a(x—ot} E.Ta3 a(x—-a) k o o
Phuong trinh clia duong dan h6i & doan n + 1 ¢6 dang :
A (A6, Aq,
Yn+1=Yn+[Aya+%JAa(x—G)+( aU. + aka)Ba{x—a)'T
AM, . - AQ L. . |
— ?ag a(x—a) " ;;Da{x—a) - g(&qa + Aqa (x - OL)] (13_39)
Phuong trinh ciia géc xoay, mdémen uén, luc cit doann+ 1 la:
o Aq, AM, AQ, .
8n+l =Y el‘l + [Aeu + %)Aa(x -a} ﬁBa(x -a)y mca(x —ay
A L}
_4a[Ayu + %)Dm_a) - —E‘l (13-40)
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_ AQ
My = EJyn+| =M+ AMg A —oy + By -yt -—-(kAya + AQe)Cyx — ey +

1 .
+ 5 (kABy + Aqy Dy x - oy (13-41)
a

1
Qi =-Ely,,, =Q, + AQaAa(x -yt 2 (kAye 'f"ACIa)Ba(x -t

1 .
- | :

Tir phuong trinh ctia doan b4t ky n + 1 ta suy ra duge phuong trinh cita doan thit nhat y |,

Goi y, 6, M,, Q.. q,, qo la céc dai lugng & diu miit cha ddm. Vi trude d6, 0 doan s6
0, tt ca cic dai lugng 46 béng khong, do dé ta co :

Ay{l = yo'» ABG = 90, AM{I = Mos' A()lll = Qo
AQe =9, Aq, = g
Thay tat ca vao tir (13-39) dén (13-42) ta s& duoc :

y, = [yo -|-'%—(°—)A§ +[%+%JB§ - Eh;:z C; - E?:3 D; ;qLleﬂrﬂi (13-43)
0, = [90 + %JAg - g}; By — E? C§—4a(yo )D5 q1; (13-44)
= MAg + $B§ t g 5 (Kyo +q,)C; + 5 (k90 +q,)D¢ (13—#5)
= QA + —(kyo + d)Bg + (ke +q,)C; - 4aM,D; (13-46)

Céc dai luong y,, 6,, M, Q,, q,, q'0 duge goi 1a cic théng s6 ban déu (phuong phap
gidi gidng nhu chiing ta di lam trong chuong udn).

Vi du 2. V& biéu dé6 moémen
uén va luc cat cta dim cho trén
hinh v& (13-10). Biét q = 20 kN/m,
P =300 kN, M =90 kNm, hé s6 nén
k, = 6.10'kN/m®. Dim c6 chidu
réng b = 1m, modun dan héi cha vat Hinh 13-10

lieu E = 10'kN/m? va mémen quén
tinh chinh ctia mét cat ngang J = 0,0426m".
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Bai giai
Ta giai bai todn nay theo trinh tr sau :
a) Tinh cac hé 56

D9 ciing ciia dam khi udn : EJ = 107.0,0426 = 426.10° kN/m? : He s6 a.

a_kb 6101
YT T saen0r P2
a=0,4332,
b) Xdc dinh cdc thong s6'ban diu va cac bude nhdy
Tai O (x = 0) | '
| Yo #0, 8, %0, Q,=—P=—300kN.
M0=0’ qo=0' 90 =0
Tai A (x=4m)
Aya=0, A0, =0, AM, = ~M = —90kNm
AQs =0, Aqy =-q=-20kN/m, Aq), =0
Tai B (x = 8m)

Ayg=0, ~ABg=0
AMg=0, AQz=-P=-300kN
Agqg =0, Aq'B =0
Nhu vay ta phai xédc dinh hai thong s& Yo va 0,
Diéu ki¢n dé xac dinh hai théng s6 d6 1akhix =/ = 12m
—Luccat Q. =0 '
— Momen uén M_ = -M = —90 kNm.
¢} Viét cdc phuong trinh cia mémen va luc ¢t

Phutong trinh mémen uén trong toan ddm

k .
M1=—£B§+kYOCa+&Dé vtfl‘lOSxS4
a a’ a’
My =M - MA,; -4~ —Car— 4y Vi4<x<8
a
M3=M2“§Ba(x—8) v 8<x <12
Phuong trinh luc cdt trong toan ddm
. ky kO, ..
Q1='-PA€+ aOBE-'+.32 CEJ vGi0<x<4
Q2=Q1+4aM-Da(x——4)_'g" a(x — 4) vind<x <8
Q=Q;—PA,, g vii8<x<12
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Tinh cdc hé 56 clia cdc phitong trink
300

2 = 0.433 =9

a” 0,24%032 =46.2; f? - 0,?5?77 =107

g e - G 0
4

a£3 - (f:ggl 5 =738.10°

Viét cdc phuong trinh mémen va lic cdt cia dogn cudi _
M; = ~693B; + 32.10".y,.Cr + 73,8.10%.6, D¢ ~ 90A,, 4, — 107.Cyiy - 4) — 693Byx - 3)
Q; = —300A¢ + 13,9.10%y Bg + 32.10*.8,Ce + 156D, — 4) ~ 46,2 By(x — 4y — 300A, - 5)
Tra bang dé c6 duge cic tri s6 A, B, C, D ting véi :
£=al=0433212=520
a(x —4)=a(l —4)=347
ax—-8)=a(l-8)=1,73
Chii y - bién s6 £ = ax, khi viét cho doan cudix =/ dodétacé E=al
Véi E=520tacod: '
A = 42,4661, B = —18,8057, Cg = — 40,0350, D = ~30,6346
Vdiafl —4)=34T7tacd
Aj47=-152244 ;B3 47 = —10,1913 ; C;5 47 =-2,5889 ; D3 47 = 2,5018

Véia(l -8)=1,73tacé |
Al,73 = - 0,4612 M B1’73 =l,2196 N C1‘73 = 1,3486 M Dl,73 = 0,8263

Tudbétacéd:
M; =693 (-18,8057) + 32. 10* (-40,0350)y, + 73,8. 10* (=30 6346)8 -
- 90(—15 ,2244) — 107.(-2, 5889) 693(1,2196)
Q, = —300.42,4661 + 13,9. 10t (-18 805’?’)}10 +32.10%(—40 ,0350)0,, + 156.2,5018 -
—46,2.(-10,1913) — 300(-0,4612)

Sau khi thuc hién cdc phép tinh, tri 56 moémen va luc cat 0 cudiddm la:
M, = -1281,12. 10* yo— 2260,83348. 10* B, + 13834,3756

Q; =-261,39923.10"y, — 1281,12.10°8, - 11740,35114
Tix diéu kién cuéi Q. = 0 va M, = —-90 kNm.
Ta cé hé phuong trinh :
{ 1281,12.10%y, - 2260 83348.10%.0, + 13834,3756 = ~90

~261,39923.10%y, — 1281,12.10%6, —11740,35114 = 0
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Tinh ra ta cé cdc nghiém :

Yo =4,23.10 °m

8, =~17,78.10"* radian
- d) Vé biéu dé noi e

Thay tri s6 y, va 6, vio M, va Q,, ta c6é phuong trinh cha momen va luc cit trong
doan mot :

M, = —693B,__+ 1352C,, ~ 1312D,,
Q; = -300A,, + 587,3B,,— 569C,,
Phuong trinh mémen va luc cét trong doan hai va ba i :
C My=M; - 904, 4 — 107C,, _ 4
Q, =Q + 156D, -4 ~46,2B,, — 4
M, = M, - 693B,, _5,
Q3 =Qy — 300A,4 - )

Chi y trong doan hai va ba cdc ham M, va Q, cung nhu M, va Q,, blén 86 x pha1
dugc kéo dai cho dén hét dam. i

Céc biéu dé duge vé trén hinh (h.13-11).

300

176

Hinh 13-11

215



Y
o

Baitéap

13.1. Mot thanh gd mat cat ngang hinh

13.2.

chit nhét bé rong b va cao h dugc
n6i 1énh bénh trén nudc. Pit mot
luc P 1én gitta thanh. Xdc dinh
moémen udn 16n nhit trong thanh
voi gia thiét 1a luc P khong 16n
l4m va thanh khong chim xudng
dudi nuée (h.13-12). Cho biét ti
trong ciia nude 13 y.

Hinh 13-12

Duya vio bang 13~1 dé x4c dinh P, P, Py
h¢ s6 nén cha moét ddm ray I-—2m 3m

dudng sat dat trén ddt sét pha cit é _ g

ddm k¥ (h.13-13). Chiéu dai / c6

thé xem 12 vé6 han, v4i dé ciing H}"_h 13-13

khi uén 13 EJ = C*°. Tinh mémen udn lén nh4t duéi tic dung clia ba luc Py, P,, P; nhu
hinh v&. P = 2", P, = 3", P; = 4", |

13.3. V& dudng anh hudng v& mémen uén ctia dim trong bai todn 2, tlr dé xdc dinh momen

. 134.

216

uén 16n nhét trong didm khi ¢6 1 toa tdu chay qua. Trong lugng cla toa tau 1a 30
Khoang cdch giita hai banh cla
toa tau doc theo dudmg tau 1a 3m.

Viét phuong trinh dudng dan P i

héi cha didm dat trén nén chiu ) mlm | m]m
luc hinh v& (h.13-14) cho biét : ' ! ' : '

! = 3m, q = 20kN/m, P = 300kN, Hinh 13-14

k, = 6.10°kN/m>. Chiéu rong
b=0,3m,J =0,0426m*, E = 10'kN/m.
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Tri s6 cua ham n, 0y, n,, N3 dé tinh d4m dai vo han trén nén dan héi

n= e (cos& + sink) ; Ny =e ".cos&
n =" (cost —sing) ; N = e—é.sinﬁ |
=ax n Na M n: §=ax
0,0 1,0000 0,0000 1,0000 +1,0000 0,1
0,1 0,9907 +0,0903 0,8100 +0,9003 0,1
0.2 0,9651 +0,1627 0,6398 +0,8024 0.2
0,3 0,9267 +0,2189 0,4888 +0,7077 0,3
0.4 0,8784- +0,2610 0,3564 +0,6174 0,4
0.5 0,8231 +0,2908 0,2415 +0,5323 0,5
0.6 0.7628 +0,3099 0,1431 +0,4530 0,6
0,7 0,6997 +0,3199 0,0599 +0,3708 0,7
/4 0,6448 +0,3224 0,0000 +0,3224 0,785
0.8 0,6354 +0,3223 -0,0093 +0,3131 0.8
0.9 0,5712 +0,3185 0,0657 +0,2527 0.9
1,0 0,5083 +0,3096 ~0,1108 +0,1988 1,0
1,1 0,4476 +0,2967 ~0,1457 +0,1510 1,1
12 0,3899 +0,2807 -0,1716 +0,1091 12
1,3 0,3355 +0,2626 -0,1397 +0,0729 1,3
1.4 0,2849 +0,2430 ~0,2011 +0,0419 1.4
1,5 0,2384 +0,2226 -0,2068 +0,0158 1,5
) 0,2079 +0,2079 -0.2079 0,0000 1,571
1,6 0,1959 +0,2018 -0,2077 -0,0059 16
1.7 0,1576 +0,1812 ~0,2047 -0,0235 1,7
1.8 0,1234 +0,1610 -0,1985 ~0,0376 1.8
1,9 0,0932 40,1415 ~0,1899 ~0,0484 1.9
2,0 0,0667 +0,1231 -0,1794 ~0,0563 2,0
2,1 0,0439 +0,1057 ~0,1675 ~0,0618 2,1
2.2 0.0244 +0,0896 —0,1548 ~0,0652 2,2
2,3 0,0080 +0,0748 -0,1416 ~0,0668 23
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E=ax

n M3 n N3 =ax
3n/4 0,0000 +0,0670 -0,1340 —0,0670 2,356
2.4 —0,0056 +0,0613 —0,1282 -0,0669 24
2,5 -0,0166 +0,0491 —0,1149 -0,0658 2,5
2.6 -0,0254 +0,0383 +{,1019 —0,0636 2,6
2,7 ~0,0320 +0,0287 -0,0895 —0,0608 2,7
2.8 —0,0360 +0,0204 -0,0777 —0,0573 2.8
29 —0,0403 +0,0132 —0,0666 ~0,0534 29
3,0 -0,04226 +0,00703 -0,05632 ~0,04929 3,0
3,1 —0,04314 +0,00187 —0,04688 ~0,04501 3,1
n —0,04321 +0,00000 -0,04321 —0,04321 3,142
3,2 —0,04307 -0,00238 -0,03831 —0,04069 3,2
33 -0,04224 -0,00582 —0,03060 -0,03642 3,3
34 ~0,04079 -0,00853 -0,02374 —0,03227 33
3,5 —0,03887 -0,01059 -0,01769 -0,02828 34
3,6 —0,03659 -0,01209 —0,01241 -0,02450 3,5
3,7 —0,03407 -0,01310 -0,00787 —0,02097 3.6
38 -0,03138 -0,01369 —0,00401 —0,01770 37
39 —0,02862 -0,01392 ~0,00077 —0,01469 3.8
Sn/4 -0,02786 -0,01393 0,00000 -0,01393 3.9
4,0 —0,02583 -0,01386 +0,00189 ~0,01197 3,927
4,1 —0,02309 -0,01356 0,00403 -0,00953 4,0
42 -0,02042 -0,01307 0,00572 —0,00735 4,1
43 ~0,01787 -0,01243 0,00699 -0,00544 42
44 -0,01546 -0,01163 0,00791 ~0,00377 43
4,5 —0,01320 -0,01086 0,00852 -0,00234 4,5
4,6 -0,01112 -0,00999 0,00786 —0,00113 4,6
47 —0,00921 -0,0090% 0,00898 —0,00011 4,7
6m/4 _0,00898 ~0,00898 0,00898 0,00000 4712
438 -0,00748 -0,00820 0,00892 +0,00072 438
49 -0,00593 —0,00732 0,00870 0,00139 49
50 —0,00455 —0,00646 0,00837 0,00191 5,0
5,1 -0,00334 ~0,00564 0,00795 0,00230 5,1
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E=ax

n Ma m 2 = ax
52 -0,00229 —0,00487 0,00746 0,00259 5,2
53 -0,00139 -0,00415 0,00692 0,00277 53
54 —,00063 ~0,00349 0,00636 0,00287 54
/4 0,00000 ~(,00290 0,00579 0,00290 5,498
5.5 +0,00001 -0,00288 0,00578 0,00290 55
5.6 0,00053 -0,00232 0,00520 0,00287 5,6
57 0,00095 -0,00184 0,00464 0,00279 57
58 0,00127 -0,00141 0,00409 0,00263 58
59 0,00152 -0,060102 0,00356 0,00254 59
6,0 0,00169 -0,00069 0,00307 0,00238 6,00
6,1 0,00180 —0,00069 0,00261 0,00221 6,1
62 0,00185 -0,00017 0,00219 0,00202 6.2
8n/4 .00187 (,00000 0,00187 0,00187 6,283
6,3 0,00187 +0,00003 0,0018t1 000184 6,3
6.4 0,00184 0,00019 0,00146 0,00165 6,4
6.5 0,00179 0,00032 0,00115 0,00147 6.5
6,6 0,00172 0,00042 0,00087 0,00129 6,6
6,7 0,00162 0,00050 0,00063 0,00113 6,7
6,8 - 0,00152 0,00055 0.00042 0,00097 6,8
6.9 0,00141 0,00058 0,00024 0,00082 6,9
7,0 0,00129 0,00060 0,00009 0,00069 7.0
9n/4 0,00120 ~ 0,00060 0,00000 - 0,00060 7,069
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Tri s6 clia cac ham Crulop dé tinh dim cé mat cit khong déi trén nén dan hdi

ax Ay B,x Cox D«
0 1 0 0 0
0,001 1,0000 0,00100 0,00000 0,00000
0,002 1,0000 0,00200 0,00000 000000
0,003 1,0000 0,00300 0,00001 0,00000
0,004 1,0000 0,00400 0,00001 0,00000
0,005 1,0000 0,00500 0,00002 0,00000
0,006 1,0000 0,00600 0,00002 0,00000
0,007 1,0000 0,00700 0,00003 0,00000
0,008 1,0000 0,00800 0,00003 0,00000
0,009 1,0000 0,00900 0,00004 0,00000
0.010 " 1,0000 0,01000 0,00005 0,00000
0,011 1,0000 0,01100 0,00006 0,00000
0,012 1,0000 0,01200 ©0,00007 0,00000
0,013 1,0000 0,01300 0,00009 0,00000
0,014 10000 0,01400 0,00010 0.00000
0015 1,0000 0,01500 0,00012 0,00000
0,016 1,0000 0,01600 0,00013 0,00000
0,017 1,0000 0,01700 0,00015 0,00000
0,018 1,0000 0,01800 0,00016 0,00000
0,019 1,0000 0,01900 . 0,00018 0,00000
0,020 1,0000 0,02000 0,00020 0,00000
0,030 0000 0,03000 0,00045 0,00001
0,040 1,0000 0,04000 0,00080 0,00001
0,05 1,0000 0,0500 0,0013 0,00002
0,06 1,0000 0,0600 0,0018 0,0001
0,07 1,0000 0,0700 0,0025 0,0001
0,08 1,0000 0,0800 0,0032 0,0001
0,09 10000 0,0900 0,0041 0,0001
0.10 10000 0,1000 0,0050 0,0002
0,11 1,0000 0,1100 0,0061 0,0002
0,12 1,0000 0,1200 0,0072 0,0003
0,13 0,9999 0,1300 0,0085 0,0004
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ax Agy By, Cax D,y
0,14 0,9999 1,1400 0,0098 0,0005
0,15 0,9999 0,1500 0,0113 0,0006
0,16 0,9999 0,1600 0,0128 0,0007
0,17 0,9999 0,1700 0,0145 0,0008
0,18 0,9998 0,1800 0,0162 0,0010
0,19 0,9998 0,1900 00181 0,0012
0,20 0,9997 0,2000 0,0200 0,0014
0,21 0,9997 0,2100 0,0221 0,0016
0,22 0,9996 0,2200 0,0242 0,0018
0,23 0,9995 0,2300 0,0265 0,0020
0,24 0,9995 0,2400 0,0288 0,0023
0,25 0,9993 0,2500 0,0313 0,0026
0,26 0,9992 0,2600 0,0338 0,0029
0,27 0,9991 0,2700 0,0365 0,0033
0,28 0,9990 0,2800 0,0392. 0,0037
0,29 0,9988 0,2900 0,0421 0,0041
0,30 09987 0,2999 0,0450 0,0045
0,31 0,9985 0,3099 0,0481 00050
0,32 0,9983 0,3199 0,0512 0,0055
0,33 0,9980 0,3299 0,0545 0,0060
0,34 0,9978 0,3399 0,0578 0,0066
0,35 0,9975 0,3498 0,0613 0,0072
0,36 0,9972 0,3598 0,0648 0,0078
0,37 0,9969 10,3698 0,0685 0,0085
0,38 0,9965 0,3797 0,0722 0,0092
0,39 0,9961 0,3897 0,0761 0,0099
0,40 0,9957 0,3997 0,0800 0,0107
041 0,9953 0,4096 0,0840 0,0115
042 0,9948 0,4196 0,0882 10,0124
0,43 0,9943 0,4295 0,0924 0,0133
0,44 0,9938 0,4395 0,0968 0,0142
0,45 0,9932 0,4494 0,1012 0,0152
0.46 0,9925 0,4594 0,1058 0,0162
0,47 0,9919 0,4693 0,1104 0,0173
0,48 0,9911 0,4792 0,1152 0,0184
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ax Agx Bax Cax Dax
0,49 10,9904 0,4891 0,1200 00196
0,50 0,9895 0,4990 0,i249 0,0208
0,51 0,9887 0,5089 0,1300 0,0221
0,52 0,9878 0,5188 0,1351 0,0234
0,53 0,9869 0,5286 0,1404 0,0248
0,54 0,9858 0,5385 0,1457 0,0262
0,55 0,9847 0,5484 01511 0,0277
0,56 0,9836 0,5582 0,1567 ,0293
0,57 0,9824 0,5680 0,1623 0,0309
0,58 09811 0,5778 0,1680 0,0325
0,59 0,9798 0,5876 0,1738 0,0342 -
0,60 0,9784 0,5974 0,1798 0,0360
0,61 0,9769 0,6072 0,1858 0,06373
0,62 09754 0,6170 0,1919 0,0397
0,63 0,9738 0,6267 0,1981 0,0417
0,64 . 0,9721 0,6364 0,2044 0,0437
0.65 0;9703 0,6462 0,2109 0,0457
0,66 09634 0,6539 02174 0.0479
0,67 0,9664 0,6655 0,2240 0,0501
0,68 0,9644 0,6752 0,2307 0,0524
0,69 0,9623 0,6848 0,2375 0,0547
0,70 0,9600 0,6944 0,2444 (LU57T1
0,71 0,9577 0,7040 0,2514 0,0596
0,72 0,9552 0,7136 0,2584 0,0621
0,73 0,9527 0,7231 0,2656 0,0648
0,74 0,9501 0,7326 0,2729 0,0675
0,75 0,9473 0,7421 0,2803 0,0702
0,76 0,9444 0,7516 0,2878 0,0730
0,77 0,9415 0,7610 0,2953 © 00760
0,78 - (,9384 0,7704 0,3030 0,0790
0,79 0,9351 0,7798 0,3107 0,0820
0,80 09318 0,7891 0,3186 0,0852
0,81 0,9283 0,7984 0,3265 0,0884
0,82 0,9247 0,8077 0,3345 0,0917
- 0,83 0,9210 0,8169 10,3427 0,0951

222

- AN
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e~

ax Agx B« Cax D,y

0,84 09171 0,8261 0,3509 0,0986
0,85 09131 0,8352 0,3592 0,1021
0,86 0,9090 0,8443 0,3676 0,1057
0.87 0,9047 0,8534 0,3761 0,1095
0,88 0,9002 0,8624 0,3846 0,1133
0,89 0,8956 0.8714 0,3933 0,1172
0,90 0,8931 08804 04021 0,1211
091 0,8859 0,8893 0,4109 0,1252
0,92 0,8808 0,8981 0,4199 0,1293
0,93 0,8753 0,9069 0,4289 0,1336
0,94 0,8701 09156 0,4380 0,1379
0,95 0,8645 0.9242 0,4472 0,1424
0,96 - 0.8587 0,9329 0,4565 0,1469
097 0,8528 0,9415 0,4659 0,1515
0,98 0,8466 0,9499 0,4753 0,1562
0,99 0,8339 0,9586 0,4849 0,1611
1,00 0,8337 0,9668 0,4945 - 0,1659
1,01 08270 0,9750 0,5042 0,1709
1,02 0,8201 0,9833 0,5140 0,1760
1,03 0,8129 0,9914 0,5238 0,1812
1,04 0,8056 0,9995 0,5338 0,1865
1,05 0,7980 1,0076 0,5438 0,1918
1,06 0,7902 1,0155 0,5540 0,1973
1,07 0,7822 1,0233 0,5641 0,2029
1,08 0,7740 10311 05744 0,2086
1,09 0,7655 1,0388 0,5848 0,2149
1,10 0,7568 1,0465 0,5952 0,2204
1,11 0,7479 1,0540 0,6057 0,2263
112 0,7387 1,0613 0,6163 0,2323
1,13 0,7293 1,0687 0,6269 - 0,2384
1,14 0,7196 1,0760 0,6376 0,2446
1,15 0,7097 1,083] 0,6484 0,2514
1,16 0,6995 1,0902 0,6593 0,2579
1,17 0,6891 1,0971 0,6702 0,2646
1,18 0,6784 1,1040 0,6813 0,2713

223




N
R
oA

ax Ay B,y Cax D,y
1,19 0,6674 1,1107 0,6923 0,2782
1,20 0,6561 1,173 0,7035 0,2852
1,21 0,6446 1,1238 0,7147 0,2923
1,22 0,6330 1,1306 0,7259 0,2997
1,23 0,6206 1,1365 0,7373 0,3068
1,24 0,6082 1,1426 0,7487 0,3142
1,25 0,5955 1,1486 0,7601 0,3218
1,26 0,5824 1,1545 0,7716 0,3294
1,27 0,5691 1,1602 0,7832 . 0,3372
1,28 0,5555 1,1659 0,7948 0,3451
1,29 0,5415 1,1714 0,8065 0,3531
1,30 0,5272 1,1767 0,8183 0,3612
1,31 0,5126 1,1819 0,8301 10,3695
1,32 04977 1,1870 0,8419 0,3778
1,33 0,4824 1,1919 0,8538 0,3863
1,34 0,4668 1,1966 0,8657 0,3949
1,35 0,4508 1,2012 0,8777 0,4036
1,36 0,4345 1,2057 0,8898 04124
1,37 04178 1,2099 0,9018 04214
1,38 0,4008 1,2140 0,9140 0,4305
1,39 0,3833 1,2179 09261 0,4397
1,40 0,3656 1,2217 0,9383 0,4490
1,41 0,3474 1,2252 0,9506 0,4585
1,42 0,3289 1,2286 0,9628 0,46%0
1,43 0,3100 1,2318 0,975} 04777
1,44 0.2907 1,2348 0,9865 0,4875
1,45 02710 1,2376 0,9998 04974
1,46 0,2509 1,2402 1,0122 0,5075
1,47 0,2304 1,2426 1,0246 0,5177
1,48 0,2095 1,2448 1,0371 0,5280
1,49 0,1882 1,2468 1,0495 0,5384
1,50 0,1664 1,2486 1,0620 0,5490
1,51 0,1442 1,2501 1,0745 0,5597
1,52 0,1216 1,2515 1,0870 0,5705
1,53 0,0986 1,2526 1,0995 0,5814

224



‘6::."‘.

[}
E“G

ax Agx Bax Cax Dax
1,54 00746 1,2534 11121 0,5925
1,55 0,0512 12541 1,1246 - 0,6036
1,56 0,0268 1,2545 1,1371 0,6149
1,57 0,0020 12546 1,1497 0,0264
2 0 1,2546 1,1507 0,6273
1,58 ~0,0233 1,2545 1,1622 0,6380
1,59 ~0,0490 12542 1,1748 0,6496
1,60 ~0,0753 12535 1,1873 06615
1,61 -0,1019 1,2526 1,1998 0,6734
1,62 ~0,1291 . 12515 12124 0,6854
1,63 -0,1568 1,2501 1,2249 0,6976
1,64 ~0,1849 1,2484 12374 0,7099
1,65 -02136 1,2464 . 1,2498 0.7224
1,66 —0.2427 1,2441 1,2623 0,7349
1,67 ~0.2724 12415 12747 0,7476
1,68 —6,3026 1,2386 1,2871 0,7604
1,69 ~0,3332 1,2354 1,2995 0,7734
1,70 0,364 1,2322 13118 0,7863
1,71 ~0,3961 1,2282 1,3241 0,7996
1,72 ~0,4284 1,2240 13364 0,8129
1,73 ~0,4612 1,2196 1,3486 0,8263
1,74 ~0,4945 1,2148 1,3608 0,8399
1,75 -0,5284 12097 1,3729 0,8535
1,76 ~0,5628 1,2042 1,3850 0.8673
1,77 -0,5977 1,1984 13970 0,8812
1,78 ~0,6333 1,1923 1,4089 0,8953
1,79 ~0,6694 1,1857 14208 0,9094
1,80 ~0,7060 1,1789 1,4326 0.9237
1,81 ~0,7433 L1716 1,4444 09381
1,82 ~0,7811 £,1640 1,4561 0.9526
1.83 ~0,8195 11560 14677 0.9672
1,84 0,8584 1,1476 14792 0,9819
1,85 -0,2980 1,1389 1,4906 0,9968
1,86 ~0,9382 1,1297 1,5020 10117
1,87 ~0,9790 1,1201 15132 10268

225



ax Agx Bax Cax Dax
1.88 -1,0203 1,101 1,5244 1,0420
1,89 ~1,0623 1,0997 1.5354 10573
1,90 ~1,1049 1,0888 1,5464 1,0722
191 -0,1481 1,0776 1,5572 1,0882
1,92 ~1,1920 10659 1,5679 1,1038
193 ~1,2364 1,0538 1,5785 1,1196
1,94 ~1,2815 10411 1,5890 1,1354
1,95 -1,3273 1,0281 1,5993 1,1514
1,96 ~1,3736 1,0146 1,6095 1,1674
197 ~1,4207 10007 1,6196 1,1835
1,98 ~1,4683 0,9862 1,6296 1,1998
1,99 ~1,5166 09713 1,6393 12161
2,00 -1,5656 09558 1,6490 1,2325
2,01 ~1,6153 0,9399 1,6584 1,2491
2.02 ~1,6656 09235 1,6678 - 12658
2,03 ~1,7165 0,9066 1,6769 1,2825
2,04 ~1,7682 0,8892 1,6859 1,2993
2,05 ~1,8205 08713 1,6947 13162
2,06 ~1,8734 0,8528 1,7033 1,3332
2,07 ~1,9271 0.8338 17117 13502
2,08 ~1,9815 0,8142 1,7200 1,3845
2,09 ~2,0365 0.7939 1,7280 14020
2,10 . ~2,0923 0,7735 1,7359 1,4194
2,11 ~2,1487 0,7523 1,7435 1,4368
2,12 22058 0,7306 1,7509 14544
2,13 ~2,2636 0,7082 1,7581 1,4720
2.14 ~23221 0,6853 1,7651 14897
2,15 23814 0,6618 17718 1,5074
2,16 —24413 0,6376 1,7783 1,5253
2,17 ~2,5020 0,6129 1,7846 1,5253
2,18 ~2,5633 0,5876 1,7906 1,5431
2,19 26254 0,5616 1,7963 1,5611
2,20 ~2,6882 0,5351 1,8018 15791
221 ~2,7518 0,5079 1,8070 1,5971
222 ~2,8160 0,4801 1.8120 16152

226
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e



P
5757
6“!‘5

Aax

ax B,x Cax D,
2,23 -2,8810 0,4516 1.8166 1,6333
2.24 ~2,9466 0,4224 1,8210 16515
2,25 . —3,0131 0,3926 1,8251 1,6698
2,26 -3,0802 0,3621 1,8288 1,6880
2,27 -3,1481 0,3310 1,8323 1,7063
2,28 -3,2167 0,2991 1,8355 . 1,7247
2,29 —3,2861 0,2667 1,8383 1,7430
2,30 -3,3562 0,2335 1,3408 1,7614
2,31 -3,4270 0,1996 1,8430 1,7798
2,32 -3,4986 0,1649 1,8448 1,7983
2,33 -3,5708 0,1296 1,8462 1,8167
2,34 -3,6439 0,0935 1,8473 1,8352
2.35 37177 0,0567 1,8481 1,8537
2,36 ~3,7922 0,0191 1,8485 1,8722
2,37 " —3,8675 -0,0192 1,8485 1,8906
2,38 ~3,9435 -0,0583 1,8481 1,9091
2,40 —4,0202 -0,0981 1,8473 19276
2,41 —4,0976 ~0,1386 1,8461 1,9461
2,42 —4,1759 -0,1800 1,8446 1,9645
2.43 ~4,2548 —0,2221 1.8425 1,9830
2,44 —4,4150 -0,3089 1,8373 2,0198
245 —4.4961 ~0,3534 1,8339 2,0381
2,46 ~4,5780 ~0,3988 1,8302 - 20564
2,47 -4,6606 —0,4450 1,8259 2,0747
2,48 -4,7439 -0,4920 1,8213 2,0930
2,49 —4,8280 —0,5399 18161 2,11t1
2,50 -49128 —0,5885 18105 2,1293
2,51 ~4,9984 —0,6381 1,8043 2,1474
2,52 -5,0846 -0,6885 1,7977 2,1654
2,53 -5,1716 ~0,7398 1,7906 2,1833
2,54 -5,2593 -0,7920 1,7829 2,2012
2,55 —5,3477 -0,8450 1,7747 2,2190
2,56 ~5,4368 ~0,8989 1,7660 2,2367
257 55266 09538 17567 2,2543
2,58 ~5,6172 ~1,0095 1,7469 22718

227



ax Ay B,, Cux D,
2,59 -5,7084 ~1,0661 1,7365 2,2892
2,60 —5,8003 ~1,1236 ,7356 12,3065
2,61 ~5,8929 ~1,1821 1,7141 2,3237
2,62 ~59862 ~1,2415 1,7019 2,3408
2,63 ~6,0802 ~1,3018 1,692 2,3578
2,64 —6,1748 ~1,3631 1,6759 2,3746
2,65 ~6,2701 ~1,4253 1,6620 2,3913
2,66 —6,3661 —1,4885 1,6474 24078
2,67 -6,4628 -1,5527 16322 2,4242
2,68 -6,5600 -1.6177 1,6163 2.4405
2,69 —6,6580 ~1,6838 1,6327 2,4566
2,70 —6,7565 ~1,7509 1,5827 24725
271 -6,8558 ~1,8190 1,5648 2,4882
2,72 —6.9556 ~1,8881 1,5463 2,5037
2,73 ~7.0560 —~1,9581 1,5271 2,5191
2,74 ~7.1571 ~2,0292 1,5071 25343
2,75 ~7,2588 -2,1012 1,4865 12,5493
2,76 ~7.3611 ~2,1743 1,4651 2,5640
2,77 ~7,4639 —2,2484 1,4430 2,5786
2,78 ~7.5673 ~2,3236 1,4201 2,5929.
2,79 -7.6714 -2,3998 1,3965 2,6070
2,80 ~7,7759 —2,4770 1,3721 2,6208
281 ~7.8810 ~2,5553 1,3470 2,6344
282 ~7.9866 ~2,6347 1,3210 2,6477
2,83 -8,0929 ~2,7151 1,2943 2,6608
2,84 ~8,1995 ~2,7965 1,2667 2,6736
2,85 -8,3067 ~2.8790 1,2383 2,6862
2,86 ~8.4144 ~2.9621 1,2091 2,6984
2,87 38,5225 ~3,0473 1,1791 2,7103
2,88 -8,6312 -3,1331 1,1482 2,7220
2,89 ~8,7404 ~3,2200 1,1164 2,7333
2,90 ~%,8471 ~3,3079 1.8038 27443
291 —8,9598 ~3,3969 1,0503 2,7550
2,92 -9,0703 -34872 10158 2,7653
2,93 -9,1811 -3,5784 0,9805 2,7753

2238



ax Agy B.x Cax D,y
2,94 -9,2923 -3,6707 0,9443 2,7849
2,95 -9,4039 -3,7642 0,9071 2,7942
2,96 -9,5158 -3,8588 0,8690 2,8031
2,97 -9,6281 -3,9545 0,8299 2,8115
2,98 -9,7407 ~4,0514 0,7899 2,8196
299 -9,8536 —4,1493 0,7489 2,8273
3,00 ~9,9669 ~4,2485 0,7069 22,8346
3,01 -10,0804 —4,3487 0,6639 2,8414
3,02 -10,1943 -4,4501 0,6199 2,8479
3,03 -10,3083 —4,5526 0,5749 2,8538
3,04 -10,4225 -4,6562 0,5289 2,8594
3,05 -10,5317 -4,7611 0,4817 2,8644
3,06 -10,6516 —4,8670 0,4336 2,8690
3,07 -10,7665 -4,9741 0,3844 2,8731
3,08 ~10,8815 -5,0823 0,3341 2,8767
3,09 -10,9966 -5,1917 00,2828 2.8798
3,10 —11,1119 -5,3023 0,2303 12,8823
3,11 -11,2272 -5,4139 0,1767 2,8844
3,12 ~11,3427 -5,5268 0,1220 2,8859
3,13 ~11,4580 -5,6408 0,0662 2,8868
3,14 -11,5736 —5,7560 0,0092 2,8872
R -11,5919 -5,7744 0 2,8872
3,15 ~11,6800 - 58722 ~0,0490 2,8870
3,16 —11,8045 -5,9808 —0,1083 2,8862
3,17 -11,9200 —-6,1084 -0,1688 2,8848
3,18 -12,0353 -6,2281 -0,2305 2,8828
3,19 ~12,1506 —6,3491 -0,2934 2,8802
3,20 -12,2656 -64711 -0,3574 2,8769
3,21 ~12,3807 —6,5943 —0,4227 2,8731
3,22 -12,4956 -6,7188 04894 2,8685
3,23 ~12,6101 ~6,8442 —0,5571 2.8633
324 -12,7373 -6,9710 -0,6262 2,8573
3,25 -12,8388 -7,0988 ~0,6966 2,8507
3,26 -12,9527 -7,2277 —0,7682 2,8434
3,27 ~13,0662 -7,3578 08411 2,8354

229



ax A Bay Cax Dy
3,28 -13,1795 ~7,4891 -0,9154 2,8266 -
3,29 -13,2934 -7,6214 —0,9909 28171
330 ~13,4048 ~1,7549 -1,0678 2,8068
3,31 -13,5168 -7,8895 ~1,1460 2,7957
332 ~13,6285 -8,0252 -1,2256 2,7839
3,33 -13,7395 -8,1620 ~1,3065 27712
3,34 —13,8501 -8,3000 —1,3888 2,7577
335 ~13,9601 —8,4390 ~1,4725 2,7434
336 ~14,0695 -8,5792 -1,5577 2,7282
3,37 ~14,1784 -8,7205 ~1,6441 27122
3,38 ~14,2866 -8,8627 -1,7321 2,6953
3,39 ~14,3941 -9,0062 -1,8214 2,6776
3,40 ~14,5008 -9,1507 -19121 2,6589
3,41 -14,6066 -9,2962 ~2,0044 2,6393
3,42 -14,7118 —9,4427 -2,0980 2,6189
3,43 -14,8162 —9,5905 -2,1933 2,5974
344 -14.9197 -9,7392 —2,2899 2,5750
3,45 ~15,0222 -9,3888 | -2,3880 2,5516
31,46 -15,1238 ~10,0396 ~2,4876 2,5272
3,47 -15,2244 -10,1913 —2,5889 2,5018
3,48 -15,3238 ~19,3441 -2,6915 2,4754
3,49 ~15,4224 -10,4978 -2,7957 2,4480
3,50 -15,5198 ~10,6525 29014 2,4195
3,51 -15,6159 ~10,8081. -3,0088 2,3900
3,52 ~15,7108 -10,9647 -3,1176 2,3593
3,53 -15,8046 -11,1223 ~3,2280 23276
3,54 15,8971 ~11,2809 -3,3401 2,2948
4,09 -17,4185 -20,8423 -12,1311 ~1,7168
4,10 -17,3472 -21,0160 ~12,3404 ~1,8392
4,11 17,2712 —21,1891 -12,5514 -1,9636
4,12 -17,1900 -21,3614 ~12,7642 ~2,0902
4,13 -17,1040 -21,5329 -129779- ~2,2189
4,14 -17,0126 ~21,7035 ~13,1948 -2,3498
4,15 -16,9160 -21,8731 -13,6322 —2,4828
4,16 ~16,8139 ~22,0417 ~13,8536 -2,6180

230



R
B
6’98

ax A Ba.x Cax Dy,
4,17 ~16,7064 22,2094 14,0765 ~2,7555
4,18 ~16,5934 22,3759 14,3011 ~2,8952
4,19 16,4748 -22,5413 ~14,5274 ~3,0370
420 16,3505 22,7055 14,7551 ~3,1812
421 ~16,2203 22,8682 14,9847 33275
422 — 16,0842 23,0299 15,2158 34763
423 ~15,9423 ~23,1500 ~15,4484 -3.6272
424 15,7939 23,3485 15,4484 -3,7806
425 15,6398 23,5059 15,6827 ~3,9362
4,26 15,4793 23666 15,9187 -4,0942
4,27 ~153122 23,8153 16,1559 42546
428 15,1387 23,9677 ~16,3949 44174
429 14,9587 24,1181 16,6353 —4,5825
4,30 ~14,7722 24,2669 16,8773 47501
4,31 -14,5788 24,4136 17,1207 —4.9200
4,32 14,3786 24,5574 17,3655 ~5,0925
4,33 14,1714 24,7012 ~17,6119 52674
434 ~13,9570 24,8417 17,8595 -5,4447
4,35 -13,7357 24,9802 ~18,1086 | -5,6245
436 ~13,5070 25,1164 18,3591 ~5,8069
437 ~132712 25,2500 18,6110 59916
4,38 13,0276 -25,3819 18,8642 -6,1792
4,39 12,7766 25,5108 ~19,1185 -6,3690
440 - -12,5180 ~25,6373 ~19,3743 -6,5615
441 ~12.2517 25,7612 19,6313 —6,7566
4,42 11,9776 25,8824 19,8875 69541
443 11,6625 26,0007 ~20,1489 ~7,1543
4,44 —~11,4051 26,1161 20,4095 73571
4,45 11,1069 26,2074 ~20,6712 ~7,5517
4,46 ~10,8003 26,3884 20,9341 ~7,7705
4,47 10,4851 ~26,4448 21,1981 79812
4,48 ~10,1615 —26,5480 ~21,4630 ~8,1945
4,49 -9,8295 ~26,6479 21,7289 38,4104
4,50 ~9,4890 26,7447 ~21,9959 -9,6290
- 451 -9,1392 26,8377 ~22,2639 ~8,8504

231




4x Ay B.x Cax Dax
4,52 -8,7805 -269272 22,5327 -9,0744
4,53 ~8,4133 27,0132 22,8023 ~9,3010
4,54 -8,0368 27,0957 23,0730 2,5304
4,55 —7,6509 27,1740 23,3442 —9,7624
4,56 ~7,2556 27,2485 23,6164 ~9,9973
4,57 ~6,8510 273192 23,8892 10,2348
4,58 _6,4366 27,3855 24,1628 ~10,4751
4,59 -6,0127 27,4477 24,4369 10,7181
4,60 ~5,5791 27,5057 247117 10,9638
4,61 _5,1358 ~27,5593 24,9870 _11.2123
4,62 —4,8237 27,6086 ~25,2630 11,4636
3,55 15,9881 11,4403 ~3,4537 2,2608
3,56 16,0780 —11,6007 _3,5689 22257
3,57 _16,1663 11,7619 _3,6857 2,1894
3,58 -16,2531 11,9240 3,804 2,1520
3,59 _16,3384 ~12,0870 -3.9242 2,1133
3,60 -16,4218 12,2508 —4,0459 2,0735
3,61 16,5043 ~12,4154 -4,1692 2,0324
3,62 _16,5847 12,5808 -4,2942 19901
3,63 —16,6634 ~12,7470 —4,4208 1,0465
3,64  -16,7405 ~12,9142 © 4,5491 1,9017
3,65 16,8155 13,0819 —4,6791 18555
3,66 ~16,3889 ~13,2504 —4,8108 1,8081
3,67 -16,9602 ~134196 49441 17593
3.68 17,0296 _13,5896 —5,0792 1,7092
3,69 ~17,0970 13,7603 52159 16577
3,70 ~17,1622 ~13,9315 _5,3544 1,6049
3,71 17,2253 ~14,1035 -5,4945 1,5506
3,72 17,2861 ~14,2759 _5,6364 1,4950
3,73 17,3449 14,4492 ~5,7801 1,4379
3,74 -17,4022 ~14,6229 59254 1,3793
375 17,4552 14,7972 —6,0725 1,3194
3,76 17,5067 ~14,9720 62214 1,2579
3,77 17,5557 _15,1473 —6,3720 1,1949
3,78 17,6024 15,3232 ~6,5243 1,1305

232



o
&?

ax A, B,, C, D,
3,79 17,6463 ~15,4994 6,6784 1,0645
3,80 17,6875 15,6761 —6,8343 09969
3,81 -17,7259 --15,8531 ~6,9920 0,9278
3,82 ~17,7616 ~16,0304 ~7,1513 0.8571
3,83 17,7945 16,2083 ~7,3126 0,7847
384 17,8245 ~16,3864 ~7,4755 0,7108
3,85 ~17,8513 ~16,5649 ~7,6403 0,6352
3,86 17,8751 —16,7434 ~7,8069 0,5579
3,87 ~17.8960 ~16,9223 ~7,9751 0.4791
3,88 -169135 ~17,1013 | _8,1453 0,3985
3,89 ~17,9277 17,2805 ~8,3171 0,3161
3,90 17,9387 ~17,4599 ~8,4909 0,2321
391 | —17,9464 17,6393 -8,6664 0,1464
3,92 17,9504 17,8188 ~8,8437 0,0587
3,93 17,9511 17,9983 - -9,0227 ~0,0305
3,94 ~17,9480 -18,1779 -9,2037 0,1217
3,95 17,9412 ~18,3572 -9,3863 ~0,2147
3,96 ~17,9307 ~18,5366 —9,5708 ~0,3095
397 ~17,9165 18,7159 -9,7571 ~0,4061
3,98 17,2983 18,8949 ~9,9451 ~0,5046
3,99 -17,8761 19,0738 10,1350 —~0,6050

4,00 17,8498 ~19.2524 10,3265 0,7073
4,01 ~17,8172 -19,4307 ~10,5200 ~0,8115
4,02 17,7850 19,6088 ~10,7151 09176
4,03 17,7461 ~19,7865 ~109122 ~1,0258
4,04 17,7029 ~19,9638 ~11,1110 ~1,1359
4,05 -17,6551 ~20,1406 ~11,3115 ~1,2481
4,06 17,6030 20,3169 11,5138 ~1,3622
4,07 17,5461 20,4926 ~11,7178 -1,4783
4,08 17,4846 20,6677 -11,9236 ~1,5966
4,63 42189 27,6531 25,5392 ~11,7175
6,64 -3,7450 27,6928 25,8159 ~11,9743
4,65 ~3,2607 27,7277 26,0929 12,2338
4,66 -2,7663 22,7581 -26,3705 12,4962
4,67 —2,2611 —27,8032 —26,648] ~12,7612
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ax Agx B.x Cax D,y
4,68 —1,7449 27,8181 ~26,9262 -13,0293
4,69 ~1,2187 ~27.8274 ~27,2042 ~13,2998
4,70 -0,6812 -27,8317 27,4823 -13,5732
411 -0,1327 -27,8317 ~27,7608 ~13,8495
32r 0 -27,8317 27,8272 -13,9159
4,72 0,4268 ~27,8301 ~28,0390 ~14,1284
4,73 0,9976 -27,8228 28,3172 ~14,4102
4,74 1,5799 27,8101 ~28,5955 —14,6948
475 2,1731 ~27,7913 ~28,8734  -14,9821
4,76 27782 -27,7668 -29,1514 ~15,2723
477 3,3951 277357 -29,4288 15,5652
478 4,0236 ~27,6988 ~29.7061 ~15,8609
4,79 4,6638 ~27,6553 ~29,9828 ~16,1593
4,80 53164 -27,6052 -30,2589 ~16,4604
4,81 59811 ~27,5488 -30,5348 ~16,7645
4,82 6.6574 ~27,4859 ~30,8102 -17,0712
4,83 7,3466 ~27.4156 ~31,0845 ~17,3806
4,84 8,0477 ~27,3389 -31,3584 ~17,6928
4,85 8,7623 272547 31,6314 18,0079
486 9,4890 27,1634 ~31,9035 18,3257
487 10,2282 ~27,0650 -32,1747 -18,6460
4,88 10,9806 ~26,9589 -32,4448 ~18,9691
4,89 11,7458 26,8452 -32,7137 ~19,2948
4,90 12,5239 ~26,7239 ~32,9814 ~19,6232
491 13,3158 -26,5946 -33,2482 ~19,9545
4,92 14,1202 -26,4578 -33,5135 -20,2882
4,93 14,9388 -26,3123 33,7774 ~20,6248
494 15,7704 26,1588 ~34,0397 -20,9638
495 16,6157 ~25,9967 ~34,3003 ~21,3054
4,96 17,4750 25,8262 ~34,5595 ~21,6498
9,97 18,3478 ~25,6472 ~34,8168 ~21,9966
4,98 19,2348 ~25,4594 -35,0726 ~22,3462
4,99 20,1356 25,2623 -35,3259 ~22,6981
5,00 21,0504 ~25,0565 -35,5775 ~23,0525
5,01 21,9800 -24,8413 -35,8272 ~23,4097

234



ax Agx Bax Cax Dax

5,02 22,8474 ~24,6170 -36,0745 -23,7691
5,03 23,8815 ~24,3827 -36,3193 ~24,1311
5,04 24,8537 -24,1392 -36,5619 ~24,4954
5,05 25,8407 ~23,8860 ~36,8023 - -24,8623
5,06 26,8427 -23,6225 ~37,0398 ~25.2315
5,07 27,8598 -23,3489 -37,2748 ~25,6033
5,08 28,8914 ~23,0651 ~37,5068 ~259771
5,00 29,9377 227711 _37,7360 26,3533
5,10 30,9997 —22,4661 -37,9619 ~26,7317
5,11 32,0766 —22,1509 ~38,1852 -27.1126
5,12 33,1687 -21,8246 ~38,4051 ~27,4955
513 34,2762 -21,4874 ~38,6216 ~27.8806
5,14 35,3991 ~21,1391 -38,8348 ~28,2679
5,15 36,5377 -20,7795 ~39,0445 ~28,6574
5,16 37,6913 ~20,4034 ~39,2502 ~29,0486
5,17 38,8617 20,0254 -39,4525 ~29,4423
5,18 40,0474 -19,6310 ~39,6509 ~29 8379
5,19 41,2485 19,2248 ~39,8453 ~30,2354
5,20 42,4661 18,8057 ~40,0350 -30,6346
521 43,6994 ~18,3754 —40,2214 ~31,0361
522 44,9486 ~17.9322 ~40,4028 ~31,4391
5,23 46,2148 . -17,4758 ~40,5796 ~31,8440
524 47,4958 -17,0073 -40,7521 ~32,2504
5,25 48,7949 ~16,5258 ~40,9197 ~32,6590
5,26 50,1091 -16.0317 ~41,0826 ~33,0690
527 514399 ~15,5240 ~41,2404 ~33 4806
5,28 52,7876 ~15,0030 - ~41,3932 ~33,8939
529 54,1511 14,4684 41,5405 34,3084
5,30 55,5317 - ~13,9201 -41,6826 -34,7246
531 56,6296 ~13,3574 —41,8187 235,1421
5,32 58,3438 ~12,7808 ~41,9493 ~35,5609
5,33 59,7745 ~12,1903 —42,0742 ~35,9810
5,34 61,2218 ~11,5856 ~42,1932 -36,4023
5,35 62,6869 ~10,9660 —42,3061 ~36,8250
5,36 64,1678 ~10,3321 -424127 ~37,2485
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ax Agy - By Cax D,
5,37 65,6657 -9,6823 -42,5124 37,6731
5,38 67,1818 -9,0184 ~42,6060 ~38,0986
5,39 68,7140 -8,3390 -42,6928 ~38,5251
5,40 70,2637 ~7.6440 —42,7727 ~38,9524
5.41 71,8308 —6,9336 —42,8459 -39,3808
5,42 73,4144 -6,2076 —42,9117 -39,8096
543 75,0158 -5,4652 —42.9700 -40,2390
544 76,6338 —4,7072 -43,0210 —40,6691
545 78,2687 -3,9328 ~43,0642 -41,0993
5,46 79,9216 -3,1418 —43,0997 ~41,5303
5,47 81,5916 —2,3340 ~43,1268 -41,9613
548 83,2786 -1,5095 —43,1459 -42,3926
5,49 84,9829 -0,6683 —43,1568 —42,8241
5,50 86,7044 0,1901 ~43,1593 -43,2557
5.51 88,4432 10656 43,1531 43,6874
5.52 90,1996 1,9589 -43,1381 -44,1189
5,53 91,9722 2.8693 43,1141 ~44,5500
5.54 93,7637 3,7984 ~43,0807 ~44,9812
5,55 95,5716 4,7453 ~43,0378 —45,4117
5,56 97,3960 5,7005 ~42,9858 —45,8418
5,57 99,2383 6.6927 -42,9238 -462714
5,58 101,0984 7,6950 —42,8516 —46,7003
5,59 102,9739 8,7148 ~42,7695 -47,1281
5,60 104,8687 9,7544 ~42,6775 —47,5558
5,61 106,7790 10,8125 - —42,5744 ~47.9818
5,62 108,7074 11,8903 - —42,4609 —48,4071
5,63 110,6512 12,9865 —42.3366 -48 8309
5,64 112,6133 14,1029 ~42,2013 -49,2538
5,65 114,5922 15,2390 -42,0547 —49,6752
5,66 116,5866 16,3950 —41,8959 —50,0944
5,67 118,5994 17,5706 -41,7277 -50,5130
5,68 120,6277 18,7666 —41,5449 -50,9292
5,69 122,6730 19,9835 -41,3507 -51,3434
5,70 124,7352 21,2199 41,1454 51,7563
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a4x A B, Cox Dy,
571 126,8144 | 22,4785 ~40,9265 ~52,1666
572 128,9091 23,7571 —40,6952 -52,5746
573 131,0207 25,0568 ~40,4514 ~52,9806
5,74 133,1478 26,2810 -40,1365 -53,3359
575 135,2903 27,7192 ~39,9238 -53,7842
5,76 137,4497 29,0832 ~39,6396 -54,1819
5,77. 139,6260 30,4693 ~39,3416 ~54,5770
578 141,8144 31,8755 39,0304 —54,9689
5,79 144,0228 33,3053 ~38,7041 ~55,3574
5,80 146,2448 34,7564 ~38,3640 ~55,7429
581 148,4819 36,2301 - =38,0089 56,1246
5.82 150,7340 37,7256 ~37,6395 56,5029
5,83 153.0028 39,2449 -37,2545 -56,8776
584 155,2847 40,7859 ~36,8546 ~57,2481
585 157,5988 42,3504 ~36,4385 -57,6143
5,86 159,8947 43,9378 -36,0077 -57.9772
587 162,2208 45,5484 -35,5601 ~58,3349
5.88 164,5613 47,1825 35,0064 ~58,6882
5,89 166,9145 48,8394 -34,6161 ~59,0363
5,90 169,2837 50,5203 ~34,1198 -59,3805
591 171,6653 52,2255 - 33,6055 ~59,7187
592 174,0609 53,9542 ~33,0746 60,0521
593 176,0704 55,7067 ~32,5268 ~60,3806
5,94 178,8917 57,4833 ~31,9609 ~60,7030
595 181,3266 59,2852 ~31,3764 ~61,0195
596 183,7730 61,7303 -30,7751 | ~61,0201
597 186,2326 63,3087 ~30,1546 —61,4608
5,98 188,7034 64,8347 -29,5155 -61,9332
599 191,1870 66,7344 ~28,8575 ~62,2251
6.00 193,6813 68,6578 ~282116 ~62,5106
6.01 196,1881 70,6079 ~27,4846 ~62,78%9
6,02 198,7051 72,5822 ~26,7689 ~63,0603
6,03 201,2322 74,5817 -26,0330 -63,3241
6,04 203,7710 76,6067 ~25.2774 ~63,5810
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ax Ay By Cay D,,
6,05 206,3194 78,6574 —24,5009 -63,8299
6,06 2088770 80,7331 ~23,7041 -64,0708
6,07 211,4435 82,8350 —22,8855 ~64,3032
6,08 214,0209 84,9622 —22,0469 64,5282
6,09 216,6066 87,1150 -21,1870 —64,7447
6,10 219,2004 89,2947 ~20,3043 -64,9518
6,11 221,8019 91,4992 -19,4005 —65,1503
6,12 224,4109 93,7300 ~18,4743 -65,3394
6,13 227,0292 95,9871 -17,5263 -65,5200
6,14 229,6542 98,2709 ~16,5551 —65,6906

6,15 232,2833 100,5538 -15,5602 . -65,8372
6,16 234,9208 102,9168 -14,5425 —66,0010
6,17 237,5639 105,2793 -13,5016 ~66,1413
6,18 240,2122 107,6680 -12,4370 -66,2711
6,19 242,8654 110,0832 -11,3485 ~66,3901
6,20 . 245,5231 112,5249 -10,2356 —66,4981
6,21 248,1847 114,9934 -9,0980 -66,5947
6,22 250,8499 117,4888 -7,9352 -66,6796
6,23 253,5208 120,0113 -6,7484 —66,7538
6,24 256,1917 122,5599 -5,5350 -66,8150
6,25 258,8649 125,1350 -4,2969 —66,8640
6,26 261,5398 127,7369 -3,0321 —66,9005
6,27 264,2159 130,3657 -1,7414 —66,9242
6,28 266,8926 133,0195 - -0,4257 —66,9354

267,7468 133,8725 0 —66,9362
6,30 2722487 138,4120 2,2886 —-66,9175
6,40 298,8909 166,9422 17,5362 -65,9486
6,50 324,7861 198,1637 35,7713 -63,3105
6,60 349,2554 231,8801 57,2528 —58,6870
6,70 371,4244 2679374 82,2255 ~51,7430
6,80 390,2947 306,0558 110,9087 —42,1190
6,90 404,7145 347,3499 143,4927 ~30,1819
7,00 413,3762 386,8072 180,1191 ~13,2842
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C

D

ax ax ax
7,10 414,8263 428,2849 220,8718 6,7296
7,20 407,4216 4694772 265,7664 31,0281
7,30 389,3783 509,4157 314,7265 60,0189
7,40 358,7306 546,9343 367,5688 94,1019
7,50 313,3700 580,6710 423,9858 113,6506
7,60 251,0334 609,0402 4835233 179,0035
7,70 169,3472 630,2295 545,5557 230,4412
7,80 65,8475 642,1835 609,2596 788,1681
5/2n 0 643,9927 643,9926 321,9964
7,90 ~62,0375 642,5872 673,6057 352,3123
8,00 ~216,8647 628,8779 737,3101 422,8713
8,10 _401,1674 598,2344 7988179 499,7008
8,20 ~617,4142 547,5808 856,2878 582,4975
8,30 ~867,909] 4735998 907,5542 670,7544
8,40 ~1154,6587 372,7866 950,1158 763,7226
8,50 ~1479,3701 2414136 981,0984 860,3917
8.60 - 18432880 75,6088 997,2527 959,4484
8,70 ~2247,0402 ~128.5824 994,9377 1059,2289
8,80 ~2690,4845 -375,1167 970,1255 1157,6839
8.90 ~3172,6717 ~667,9794 918,364 1252,3561
9,00 ~3691,4815 ~1010,8800 834,8607 1340,3007
9,10 ~4243,5551 ~1407,3690 714,4085 1418,0930
9,20 ~4824,0587 ~1860,5365 551,4928 14817611
9,30 ~5426,5154 ~2372,9486 340,3091 1526,7834
9.40 ~6042,3167 ~2946,2708 74,8875 1548,0229

I ~6195,8239 ~3097,9120 0 1548,9560
9,50 —6660,9594 -3581,4756 ~250,9959 ~1539,7419
9,60 ~7269,3664 —4278,1693 —643,4861 ~1495,5985
9,70 ~7851,7063 ~5034,4714 ~1108,6183 ~1408,6174
9,80 —8389,5687 —~5847,0360 . 16522517 ~1271,2663
9,90 -8860,9431 ~6710,2070 ~2279,7354 ~1075,3680
10,00 ~9240,8733 7616,1462 ~2995,7095 821,3636
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Chiu trich nhiém xudt ban :
Chd tich HDQT kiém Téng Gidm ddc NGO TRAN Al
Phé Téng Giam d6c kiém Téng bién tap NGUYEN QUY THAO

T8 chite bdn thio va chiu trich nhiém ndi dung :

Chi tich HDQT kiém Giam d6c Cong ty CP Sach DH - DN
TRAN NHAT TAN |

Bién t8p -
p® HUU PHU
Trinh bdy bia :
BUI QUANG TUAN
Ché& bdn :
MINH CHAU

SUC BEN VAT LIEU - TAP 1
M4 s6: 7B638M6-DAI

In 1000 cuén, khé 19 x 27 cm. Tai Cong ty C8 phan in Anh Viét
So dang ky KHXB: 10 - 2006/ CXB/ 153 - 2018/GD.
In xong nép luu chiéu thing 9 nam 2006.



B || CONG TY CO PHAN SACH DAI HOC - DAY NGHE
N1i HEVOBCO

Bl 25 HAN THUYEN - HA NOI

TIM DOC SACH THAM KHAO Ki THUAT
CUA NHA XUAT BAN GIAO DUC

1. Slc bén vat liéu - Tap mot Lé Quang Minh
Nguyen Van Vugng
2. Sifc bén vat liéu — Tap hai Lé Quang Minh
Nguyén Van Vudng
3. Baitap Slrc bén vat ligu Nguyén Van Vuong
4. Ty dong diéu khién cac qua trinh cbng nghé Tran Doan Tién
5. Nguyén li may - Tap mét Binh Gia Tudng (CB)
6. Nguyén li may — Tap hai Binh Gia Tudng (CB)
7. Chi tiét may - Tap mot Nguyén Trong Hiép
8. Chi tiét may - Tap hai Nguyén Trong Hiép
9. Thiét k& chi tiét may Nguyén Trong Hiép
Nguyén Van LAm

Ban doc ¢6 thé mua tar cac Cong ty Sach — Thiét bf truong hoc 0 dia phuong
hodc cac Cia hang cia Nha xudt ban Gido duc :

Tai HA Ngi : 25 Han Thuyén ; 1878 Giang V4 ; 23 Trang Tién.
Tai P4 NZng : 15 Nguyén Chi Thanh.
Tai Thanh ph& H8 Chf Minh : 240 Tran Binh Trong - Quén 5.
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