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LOI NOI DAU

Dai s6 dai cu’aﬁg la mdt trong nhitng mén hoc ddu tién vé todn
hoc triru twong trong chuong trinh dio tao chia céc trudng Pai hoc
Khoa hoc Ty nhién, Dai hoc Su pham — Cao ding Sur pham. N6 lam co
30 cho viéc hoc tap tiép nhitng mén hoc khic cha chuong trinh
"Cir nhén ciing nhu chwong trinh Cao hoc. O day ngusi doc lidn ddu
chuyén tir tu duy "todn so cdp" sang tu duy "triru tugng” vé dai s6.
Dicu d6 gay khong it khé khin cho ngudi doc. Thuc t€ cho thdy, dé
hinh thanh kiéu tr duy méi ndy, chiing ta cin c6 su hd trg rdt 16n cla
mot h¢ théng bai tap. Ngoai mot s6 bai todn ¢ tinh chat ap dung triec
ti€p 1y thuyét vio cc déi tuong cu thé, con 6 nhiing bai todn 13 sur tim
hiu sau n6i dung mén hoc, ddi hoi ching ta khong chi ¢6 k¥ nang ma
con phai 6 phuong phép, théi quen tu duy mdi, cé sdng tao.

- Céc gido trinh vé Dai s6 dai cuong c6 kha nhi€u, méi cudn thuomg
¢6 mot hé thdng bai tap k&m theo, phu hop v6i céc van dé vé 1y thuyét
dé trinh bay. Nhiéu bai tap trong cudn sach nay duogc tuyén chon tir mot

s6 gido trinh nhu: "Pai 6" clia G. Birkhoff va S, MacLane, "Dai s6" clia
S Lang, "Dai 56" cua T. W. Hungerford, "Dai s8 véi ing dung hién
dai” clla W. J. Gilbert va W. K. Nichonson, "Bai gidng vé dai s6 dai
cwong” clia A. G. Curos, "Pai s¢ dai cuong” clia Hoang Xuan Sinh,
"Bai tap dai 56" clia Trdn Van Hao va Hoang Ky, "Bai tap dai s6" clia
Bui Huy Hién... Cdc bi todn nay duoc sap xép va c6 1di gidi phi hop
v6i cuén gido trinh "Pai 58 dai cuong” ctia Nguyén Tién Quang.
Chung 10i xin chan thanh cam on cic téc gia da din trong sach.

Cudn sdch dugc chia lam hai phdn: Phan thi nhat trinh bay t6m tit
ly thuyét va hé théng bii todn theo sdu chuong. Cic bai toan duge
dénh s6 theo timg muc trong méi chuong. Phan thit hai trinh bay 1
giai cho mot s6 bai khé, hoac hudng ddn, hoac trd 1 cho mo6t s6 bai
don gian hon.

Mitc d9 khé & cdc bai todn 13 khdc nhau, phi hop véi nhiéu {oai
d6t wong. Tuy nhién, su da dang ctia cdc bai todn 1a ¢6 ich cho nguoi
doc. Ching ta s& ndm vitng duoc 1y thuyét va hidu sau ndi dung mén
hoc chi sau khi doc 18p 1am vigc v6i mot s6 lugng 16n céc bai tap nay.



Ban doc phai ty minh hoan thién cic k¥ nang ciing nhur phét trién
tr duy qua viéc gidi cdc bai tap nay va c6 thé dai chidu 13i giai cha
minh véi 151 giai hodc ddp s6 & phan hai clia cudn sach.

Mot s6 13 gidi dugc trinh bay co dong, ban doc nén lam 16 hon,
chi tiét hon cho nhitng 181 gidi ndy, cling nhr nén ty minh thuc hanh
mot cdch sdng tao bing céch dua ra nhitng cdch 14p luan mdi.

Nhitng bai toan cha cuén séch da duoc tuyén chon qua thyc €
giang day ctia tdc gid cing nhu clia nhiéu ban dong nghiép. Nhiéu 1
giai thd vi da duge dé xuft tir cdc ban sinh vién cua ching t6i. Chiing
t6i hy vong day la mot tai liéu c6 ich vé& dai 56 cho sinh vién khéng chi
& he Dai hoc ma ca & hé Cao déang Su pham.

Cudn sich khong thé tranh khoi nhimg thi€u sét. Chiing t6i mong
nhan duoc sy gép ¥ chia ban doc.

Thu gép ¥ xin giti vé Cong ty C8 phan Sich Pai hoc — Day nghé,
25 Han Thuyén, Ha Noi.
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PhAn thit nhat

TOM TAT LY THUYET
VA CAC BAITOAN




Chuong 1

CO SO

‘1. Tap hgp

Khai niém tap hop 14 mét trong nhitmg khai niém co ban nhét caa
toan hoc. Cac déi tugng cha mot tap hop da cho ndo dé dude goi la
cac phan ti clia tap hop dé. D& ky hiéu phén tit a thude tap hgp A ta
viét a € A; con néu phin t @ khdng thudc tap hop A ta vidt a ¢ A.

Mot tap hgp thudng duge cho bdi mot tinh chit nao dé, xéc dinh
céc phan tir cla tap hgp dé. Ching han, néu p(z) la tinh chat dac
trung cho cac phan tit x € A thi ta viét

A ={z | p(z)}
va hiéu A 13 tap hop bao gdm tit ci céc phan tit z ¢6 tinh chét p(z).

- Tap hgp khong chita phan tit nao duge goi 1a tap réng, va ky hiéu
bdi . Vi du, tap hop cée nghiém thiuc cia phuong trinh 22+ 1 =0 1a
tap hop rdng.

Tap hop B duge goi 1a td@p con clia tap hop A néu moi phin ti
thude B déu thudc A, va ky higu béi B C A hay A D B. Nhu vay

(BCA)e(reB=z¢c A).

Khi dé, ta cling néi rang B chia trong A hay A chita B hay B bao
ham trong A. Hai tap hop A, B dugc goi 1a bdng nhau néu va chi néu
chiing ¢6 cling cac phéan tir. Ré rang

A=B& ACBvAaABCA.

Néu A C B va A # B thi A dudc goi 1a tap con thuc sy cha B.



Trén cac tdp hop ta thudng xét mot s6 phép tosn sau:
Gico ca hai tap hgp A va B, k¥ higu bdi AN B, 1a tap hgp gom
tit ca cac phan tit thudc cad A lan B,

ANB={zr|z€ Avaz € B},

Khi AN B = @ ta néi réng A vd B khong gico nhau, hay r& nhaw.

Hgp cna hai tap hop A vi B, k§ hiéu AU B, 1a tap hop gdm tht
ca cac phan tit thude it nhat mot trong cac tap hop A, B,

AUB={z |z € Ahoicz € B}.

Hiéu cha hai tap hop A va B, ky higu A\ B, 1a tap hgp gdm tht
ca cac phan ti thudc A ma khéng thude B,

A\B={z|z€e Avaz ¢ B}.

Trong trudng hop A la tap con clia mot tap hgp M thi hieu M\ A
dugc goi 1a phan b cta A trong M vh k¥ hiéu bdi Cy A, hay A néu
nhu ta biét 10 A 1A t&p con cha tép hop nao.
Cac phép toan tap hop lién hé v6i nhau bdi mét sbé hé thite co ban:
_ 1. Gia sit A, B 1a nhitng tap hop con tuy v cua tap hgp M. Khi dé
cac digu sau l1a tuong duodng;

) ACB dBcA
) ANB = A e) ANB=10
¢)AUB=B fIM=AUB.

2. Gid st A, B,C, M la nhing tap hop tuy ¥. Khi dé:
a) AUB=BUA;, ANB=BNA (ludt giao hodn).
b) An{BNC)y=(AnB)NC;
AU(BUC)=(AUB)LC (lugt két hop).
) ANBUCY=(ANBUANCQC);
AUBNCY=(AUBN(AUC) (ludt phan phdi).
d) Cong thic Do Moocging
MN\(AUB) = (M\A)N{M\ B);
M\(ANB) = (M\ AU{M\ B).
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2. Anh xa

Cho X va Y 1a nhimg tap hgp. Mot dnh za (hay mot ham) f tir
X t61 Y la mot quy tdc dat tuong iing mdi phin td z € X véi mot
phén tit duy nhét xic dinh y € Y ky higu béi y = f(z). Mét anh xa
thudng duge viét
f:X->Y
z—y= f(z)

Tap X duge goi 1a tdp nguén hay mién zdc dinh, tap Y dugce goi Ia
tap dich hay mien gid tré ctia anh xa f. Phin tit y = f(z) goi 13 dnk
cla z, con z goi 1a tao dnh cha y.

Hai énh xa f.g : X — Y dugc goi la ddng nhau néu f(z) = g(z)
vl moi x € X.

Cho 4nh xa f : X — Y. Khi dé véi moi tap con A cua X, véi moi
tap con B cua Y, cac tap hop

J(A)=A{f(a) | a € A}
(B)={reX| f(z) € B}
theo thit tyr duge goi 1a dnh clia A qua f, teo dnh toan phin cta B

qua f. Dac biét, anh f(X) clla X qua f dugc goi 13 dnh cia f va ky
hiéu bdi Imf, f(X).= Imf.

Anhxa f: X — Y duoé goi 12 mot don dnh néu
243 = f(z) £ f(z')

voi mol z,2" € X. Ta con nédi f la .;Smh xa 1-1 tit X vao Y. Anh Xa
f X =Y dugc goi 1a mot toan dnh néu v6i mdi y thude Y dédu tdn
tal z thudc X sao cho f(z} = y. Ta ciing néi ring f 13 mot anh xa tit
X lén Y. Anh xa f: X — Y duge goi 1a mot song dnh néu né dong
thdi 1a don anh va toan anh. Khi dé ta con néi f 1a mot anh xa 1-1

lén. Hién nhién f 1 song anh khi va chi khi v6i mai y € Y tén tai duy
nhét € X sao cho f(z) = y.

Hgp thanh (hay tich) ciacac dnhxa f: X Y vag:Y — Z la
adnh xa A : X — Z bién z thanh g(f(z)), ky hiéu bdi g o f, hoac don
gian 1a gf. Nhu vay

(g0 filz) = glf(z)], vz € X.

11



Phép hop thanh c6 tinh két hop, nghia l& d6i véi cdc anh xa
f:X>Y, g:Y 2Zvah:Z—->Wthiho(gof)=1(hog)jof
Mot tinh chét don gidn, dang chi ¥ cla anh xa la: vél moi 4nh xa
f: X —=Y thi

foﬁldx :idyofzf,
trong dé id, 14 4nh xa déng nhit cla tap A lén chinh né.

Chocacanhxa f: X -Y vag:Y — X. Khidé néu go f = idx
thi ¢ dugc goi 1a 4nh xa ngudc trdi cla f, con f 13 4nh xa ngudc phdi
ctia g. Ngoai ra, néu cdon ¢6 f o g = idy thi ta néi g la nguge d6i véi
f, va mot cach dbi ximmg, f 1a nguge ddi véi g.

Mot anh xa ¢6 nguge trai khi va chi khi né 1a don anh, va mét 4nh
xa 6 nguge phai khi va chi khi né 1a toan 4nh. Mot anh xa la song
anh khi va chi khi né ¢é 4nh xa nguge.

3. Quan hé hai ngdi

Tich Dé-cdc (Descartes) clia hai tap hop A, B da cho, k¥ hiéu bdi
A x B, 1a tap hop tht ca cac cip (a,b) véiac Abe B .

Ax B={{a,b)lac Abe B}

Mot quan hé hai ngdt R giita cac tap hop X va Y 1a mot tap hop
tuy ¥ cac cip sip thit tu (z.y), iz e X,y €Y.

Néu (z,y) € R ta noi ring z ndm trong quan hé R vdi y vh viét
#Ry. Néu (z,y) khong thude tap hop dé ta néi ring x khong ¢é quan
he voi v va viét zRy.

‘ No6i cach khae, mét quan hé hai ngdi gitta cie tap X, Y la mot tap
con cla tich Dé-cac X x Y. Néu R 1a mot quan hg¢ gitta X va Y thi
vilx € X,y € Y ta ludn ¢6 hodc xRy hodc zRY. _

Trong trudng hgp X = Y ta néi quan hé hai ngéi gita X va Y la
guan hé trén X.

Quan hé hai ﬁgﬁi R trén tap S dude goi 1a mot quan hé vong
duong néu né thoa man cic tinh chit sau:

(1) aRa (tinh phan xa);

(ii) Néu afRb thi 8Ra (tinh dbi xing);
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(iii) Néu afb va 8%Rc thi eRe (tinh bc cau}
vol moi a, b, c € 5.

Néu R la mot quan hé tuong duong trén téap hop S va a € S thi
tap hop tit ca cac phan tif ciia S ¢6 quan hé vdi phan tit o duge goi
1a ldp tudng duong cia a, ky hiéu bdi @ hodc C,,

a={ze X |aRz}

Khi d6 S 1a hgp rdi rac cila tat ca cac 16p tuong duong phan biét.
Mot phan hoach cla tap hop S 1a mot tap hop cac tdp con S, k € 1
cua S ¢6 hai tinh chét sau:
(1) S;NS; =0 voii # 7,
(i) USk = S.

Nhu vay, mbi quan hé tuong ducng R trén tap S xdc dinh mét phan
hoach trén tap S vA ngugce lai. Mot phan hoach trén tap S con dugc
goi 1a mét sy chia l6p cla S. Tap hdp céc tép con S trong sit chia
l6p cia S duge goi 1a tdp thuong cha S theo quan hé tuong duong R
va ky hitu bai S/R.

Quan hé hai ngoi R trén tap hop S dudce goi la thid tu bo phdn hay
gol ngén gon 1a thi tu cla tap hop niy néu né thod man cac diéu kién
sau d6i véi moi a,b.c€ S :

(i) ¢MRa (phan xa),

(i) aPRb va BRa kéo theo ¢ = b (phan xing),

(iii) aMb v BRc kéo theo aRe (bée cau).

Quan hé thit ti bd phan nhu thé thudng duge ky hieu badi <. Mot

tap hop duge sdp thi tv 1a mot cdp (S, <), trong dé < la mot thit ty
trén S. :

Maét tap hgp S cung véi mdt quan hé thit ty bé phan cho trén no
dude goi 1a tap sdp thit tu tuyén tinh, hay sdp thi tu toan phan, hay
thudng duge goi la mot day chuyén, néu déi vdi hai phan ti bat ky
a.b € S hosic a < b hodic b < a. Khi dé ta ciing néi ring hai phan tu
bat k¥ clia S 14 so sanh duge.

Tap sip thi ty S dude goi la tap sdp thi tw tt néu moi tap con
A khac réng ctia né déu cé phan tit bé nhét, nghia 1a ton tai phan td
a€ Asaochoa <z vdize A

Phin t u clia tap sép thit tu bo phan (S, <) duge goi la tdi ticu
néu khong tdn tai phin tif z € S sao cho z < u. Phéan tit v duge goi 1a
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t6i dai néu khong tén tai phan tit z € S sao cho z > v. (Ta noéi ring
T < u co nghia 1a & < u nhung z # u va tuong ty cho = > v).

Bo dé Zorn: Cho S la mét tap hop sdp thit tu bd phan. Néu méi
day chuyén cia S ¢é cin trén trong S thi S cd phdn i t6i das.

Gia slt S 13 tap con ciia tap hop sdp thit ty bo phan P. Ta goi

1) a € P 1A can dudi (tuong tung, cdn trén) cia tap hop S néu
a < z (tuong tmg, néu z < a) véi moi z € S.
2) b€ Pla cin dudi ding (tuong ing, cdn trén-ding) cia tap hap
S néu:
(i) b 1a can dudi (tuong ng, can trén) clia S,
(ii) a < b (tuong ing b < a ) véi moi can dudi (tuong tng, can
trén) g cia S. ’
Cén dudi ding va can trén ding chia S duge ky higu lan lugt bdi inf S,
supS. Mot tap con bét ky cta tap hop sp thit ty bo phan c6é khong
qua mot can trén diing va mot can dusi ding.

4. Sé nguyén

Trudc hét, tap hop cac s6 ty nhién N thod man hai tién dé sau:

Tién dé vé tinh sdp thit tu tot: Méi tdp con khde réng S cia N déu

¢6 phan ti nhd nhdt, nqhza la ton tai m e S sao cho m < ¢ vdi moi
cES.

Tién dé quy nap: Néu tip con khdc réng A cia N thod man hai didu
kién:

(1) 0 € A,

(lil)mecAvdimoi0<m<n=>neA,
thi A =N,
Hai tién dé néu trén la tuong duong vdi nhau, nghia 14 ta c6 thé ching
minh mgt trong hai tién dé tren tir tién dé con lai.

S6 nguyén a duge goi 1a chia hét cho s6 nguyén b néu a = bg vdi

mét sb nguyén ¢ nao d6. Khi dé ta néi a 1a bdi cla b va ky higv a : b.
Ta cling néi b chia hét ¢ hay b 1a wdc cia a va k¥ higu b | a.

Cdc vdc cua 1 (con goi 1a ude cla don vi) trong Z gém c6 +1.
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Dinh 1y vé& phép chia v8i du: Cho hai s nguyén a va b, b # 0. Khi
dé ton tai duy nhdt cdp sb nguyén q,r sao cho

a=bg+r 0<7<|b.

S6 nguyén d dugc goi 1a wde chung cia cac sb nguyén a,, ay, ..., a,
néu né 1a udc clta méi s6 do. Udc chung d chia cac sb DEUYEN a1, @z, .\ G
dugce goi 1a wdc chung 6n nhit (v1et tét 1a UCLN) néu d 12 bai cia
mol ude chung cua ay, as, ..., dy.

Hai udc chung 16n nhét cha cée sd ay, as, ..., a, phai chia hét lan
nhau, do dé ching chi khac nhau bdi diu. Trong hai s6 +d cung la
ude chung clia cic 86 ay, as, ..., a, s6 duong thudng duge ky hiéu 1a

UCLN (ay, as,...,a,) hodc (a;,as,...,a,).

Dinh 1y v& st tén tai cla udc chuing lén nhét: Udec chung idn nhit
d cia n sé nguyén (n > 1) khong ciing bing 0 luon ton tei. Hon nita,
d la mot 6 hap tuyén tinh nguyén cta cic sé nguyén nay.

Cac 86 ay, az, ..., a, dudc goi 1a nguyén 4 ciing nhau néu udc chung
l6n nhét cha ching bing 1. Cac sb nguyén a,, as, ..., a, nguyén té cling
nhau khi va chi khi tén tai cic sé nguyén z,, x5, ..., £, sao cho

1= 10y + Taay + ... + Ly
Mot sb tinh chit thuong gap cla vdc chung i6n nhét:
1. Néu & 1a mot sb nguyén duong thi

(alk, aqk, ..., ank) = (ala aa, ..., an)k-
a by .
2 (ab)=de (5,-) =1
(.5) o
3. Néu a va b 1a hai s6 nguyén tb cling nhau va b 13 udc cia ac thi
b 1a udc cia c.

4. Néu hai s6 a va b nguyén td ciing nhau thi
(ac,b) = (¢, b),

vai moi ¢ € Z.

Dé tim UCLN ciia hai 86 ty nhién a va b ta ¢6 thuat toan Oclit,
thuét toan d6 dudge tién hanh nhu sau:
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- Néu a = bg thi {a,b) = b.
- Néu a khéng chia hét cho b thyc hién lién tiép cac phép chia véi
du ta duge
a = bgy + 1, O<ri <t

b=r1q1+'r2, U<r2<?"|

Tho2 = Ta 14n-1 1+ T, 0< Tn < Th-l
Tr—1 = Tnln, .
Day phép chia nay phai la hitu han, v6i phép chia cudi ciing 1& mot
phép chia hét. Tit dé ta duge

(a! b) = (b‘ 7'1) == (T'n—lar‘rl) = Tn,

nghia 1a UCLN clia a, b bing sb du cudi cling r,, trong thuat toan néi
trén.

Viac tim UCLN cila n 36 (n > 2) s& duge tinh theo coéng thitc truy
hoi: _

(a1, @z, ..., @) = ((a1,a2, ..., @Gn-1), Qn).

S6 nguyen m dude goi 1a 642 chung cla cac sb nguyén khac khong
ai, @z, ....a,(n > 2) néu né chia hét cho mdi sé nguyén dé. Boi chung
m cta cac s6 nguyén a;, ay, ..., G, duge goi 1a bt chung nhd nhdt cla
cac 50 nay (viét tat 1a BCNN) néu né la ude cia moi boi chung cla
dy, Qs ....an. Néu m va m’ 1a nhitng BCNN cha cac sb ay, az, ..., a, thi
m = +m’. Trong trudng hop m > 0 ta ky hiéu

m = BCNN{(ay, az, ..., an), hodc m = {a1, a2, ..., an)

vh quy udc goi né la BCNN cua ay,ay, ..., @y.

Dinh 1y vé& su tdn tai cha bdi chung nhé nhét: Tén tai bdi chung
nhd nhdt cia n sé nguyén khdc khong a;,ay.....a, (n > 1).

Giita uéc chung lén nhat va bdi chung nhd nhit cla hai sé nguyén
a. b c6 mbi quan hé sau:
|ab|
(a,b)

[(L, b] =

Boi chung nho nhit clia n s6 (n > 2) dugc tinh theo cong thite

[a'lr g, ..., a'n] = [[ah a2, "&a'ﬂ-—l]sa"n]'

16



Trong nhiéu trudng hgp, BCNN ciia nhiéu sé con duge xac dinh
nho tinh chét

m m m
m = [a1$a2$“'!an]"‘=> T T preey T = ]-
ay G2 Qn

S6 ty nhién i6n hon 1 khéng c6 uwéc duong nao khéc ngoai 1 va

chinh né dudge goi 1a 56 nguyén t6.

Ching ta chi ra mét sb tinh chat co ban thudng gip cha cac sb
nguyén té. -

1. Cho p 1a sb nguyén t6. Khi dé vdi moi s§ nguyén a thi hoic «
chia hét cho p ho#ic @ nguyén té ciing nhau véi p.

2.'Néu sd nguyén té p chia hét tich ab clia hai sb ty nhién thi hosc
p chia hét a ho#c p chia hét b.

3. Néu s nguyén t6 p chia hét tich n s6 thi né phai chia hét it
nhit mot trong cic thita sé do.

Dinh 1y co bén clia s6 hoc: Méi s8 ty nhién lon hon 1 déu phan
tich dugce thanh tich nhing thita s6 nguyén té va sy phan tich dé la
duy nhit, khéng ké dén thit ty cla céc thita sé.

Su phén tich
a=prpyt. o

trong dé p, p2, ..., px 1& nhitng $6 nguyén té khac nhau va a4, ag, ..., o
12 nhitng s6 nguyén duong, dude goi la su phan tich tiéu chudn cia a.

Bai tap
1. Tap hogp

1.1. Ching t6 ridng tit mdi mot trong cac hé thic:
SCT,S5NT=85UT="T

cha cac tap hop S va T ¢6 thé suy ra duge cac hé thite con lai.

2-HE...DAI CUONG-A 17



1.2,

1.3.

1.4.

1.5.
1.6.
1.7.
1.8,

18

Ky higu P(X) la tap hop tht ca cac tap con caa tap hop X.
Hay biéu dién cac tap hop:

P(P({1})) va P(P(P({1})))-

Gia sit A, B la nhitng tap hgp con tuy ¥ cha tap hgp M. Khi dé
cac didu sau la tuong dudng:

a) ACB dBCcA
b)ANB=A e) ANB =9
c)AUB =B fIM=4UB.

Gia st A, B,C, M 1a nhimg tap hgp tuy y. Ching minh réng;
a) AUB=BUA, ANB=BnNA (luat giao hodn).
b) AN(BNC)={(ANB)NC;
AU(BUC)=(AUuB)UC (ludt két hop).
¢) AN(BUC)=(ANBYU(ANC);
AUBNC)=(AUB)N(AUC) (ludt phan phdi).
d) Cong thitc Do Moocgiing
M\ (AU B} = (M\A)Nn(M\ B);
M\(ANB)=(M\AU(M\B).

Chitng minh raing néu A C B thi AUC € BUC va ANC C BNC.
Chitng minh r3ng néu X C Y thi P(X) C P(Y).
Chiing minh rdng A\ (A \ B) = B khi va chi khi B C A.

Gid st (A;)ies 13 mdt ho nhitng tap con cta tap hop X, B la
mdt tap hop tuy ¥. Chimg minh: '
a) UA: D A; véimoi j € [,

il
b) MNA:i C A; véimoi j € I;

iel
c) BN(UA) = UBNA);

: icf

) BU(NA) = N(BUA);

e) Cx(geéf) = ﬁ%x(r‘li);
f) CX(QA,;) = Lé'!rCX(Ai)'

2-HD...DAl CUONG-B



1.9.

1.10.

1.11.

2.1,

2.2,

2.3.

2.4.

Cho E la mdt tap hgp, n 1a mdt sé nguyén duong, va

Ao, A;, ..., A, 12 nhimg tap con khéac nhau ctia £ sao cho
P=A)CA C..CA. =E.

Ta ky higu B, = A\ Ay, ..., B, = A, \ A,_;. Chilng minh r¥ng:

a) E = UB.”

=1

b) BiNB; =0, v6i i # .

Xét tap hc}p {A],Az, ...,An} mi cac phﬁ.n t A],Az, ...,Aﬂ la

nhiing tap hop. Ching minh ring c6 it nhit mot tap hop A,

khéong chita mét tap nao trong céc tap con lai.

Hi¢u déi xtng ciia hai tap hgp A va B duge dinh nghia béi
AAB=(AUB)\ (ANB).

Hay chiing minh ring: |

a) AAB=(A-B)U(B- A).

b)AAB=BAA

) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

. Anh xa

Xét cac dnh xa f(n) =3n; g(n) =3n +1 va h(n) = 3n + 2 tir

Z vao Z. Hay tim anh xa I ngude trai ddng thai cia f, g va h.

Cho cac énhxa g: X =Y, f:Y - Z. Ching minh ring;

a} Néu f o g dugc xac dinh va ca hai ham f, g déu c6 ngugc trai

thi f o g cling ¢6 nguge trai.

b) Ching t6 béng vi du ménh dé dio néi chung khéng ding, titc

13, f o g c6 ngugc trai ca khi f khéng c6 ngugc trai.

a) C6 bao nhiéu toan 4nh tit tap cé ba phan ti¥ lén tap c6 hai

phan tu.

b) C6 bao nhiéu don &nh tir tap c6 bén phin tit dén tap c6 ba

phan tu.

Xét anh xa z — z? clia mdi tap hop sau lén chinh né:

N1 Z} Q'J C'

19



X4ac dinh anh ctia mdi 4nh xa nay va chi rd6 nhitng 4nh xa nao
14 don anh.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9,

20

Chitng minh ring anh xa:

f-R-R
z — 2(1 — 3x)

14 mdt song anh va hay tim &nh xa ngudgc cia no.

Gia st n 13 mot sb6 tu nhién cho trude, f: N — N la mét anh
xa duge xac dinh bdi:

f(k')‘z {n—kneuk <1

n+knéuk>n

f ¢6 phai 1a mét don &nh, toan anh, song anh khong?

Gia sit X 13 mot tap hop hitu han. Chitng minh ring d6i véi anh
xa f : X — X thi tinh don anh, tinh toan 4nh va tinh song 4nh
la tring nhau. Tim mot don &nh tit N vao N ma khong phai 1a
toan 4nh va mot toan anh tit N vao N ma khong phai 13 don
anh.

Cho 4nh xa f: X — Y, A vd B 1a hal tip con tuy y cia X.
Chimg minh ring:

a) f(A)\ f(B) C f(A\ B).

Hon nita, cho vi du ching t6 f(A) \ f(B) # f(A\ B).

b) Néu f la don anh thi '

HA\F(B) = f(A\ B).

Gia st f: X — Y ]a mot anh xa, A vd B 1a hai by phan cua
X, C va D 13 hai bo phan cia Y. Ching minh:

a) f(AUB) = f(A)U f(B);

b) f(ANB) C f(A)N f(B);

¢) fFHCUD) = f~H{CYU fH(D);

d) f-H{Cn D)= fHC)yn fHD);

e) f(X'\A) D fFIX)\ f(4);



2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

f) fFHYNC) =X\ fHC) = fFHY)\ FHO).

Gia st f : X — Y la mot anh xa, A vd B 1a hai bd phan ciia
X, C vd D la hai b6 phan ciua Y. Chitng minh:

a) A C f7H{f(A)).

b) C > f(/~1(C)).

¢) Néu A C B thi f(A) C f(B).

d) Néu C C D thi f~YC) ¢ f-YD).

Ching minh réng a4nh xa f : X — Y 1a don anh khi va chi khi
f thod man mét trong céc didu kién duéi day:

a} A= f1{f(A)) v6i moi A C X.

b) fIANB) = f(A)N f(B) vé6imoi 4, B C X.

Giast f: X Y vhg: YﬁZlahalanhxavah“gfla&nh
xa tich cta ching. Ching minh:

a) Néu h 1a don 4nh thi f 1a don &nh, ndu tham gid thiét f 1a
toan anh thi g la don anh.

b) Néu & la toan anh thi g 1a toan anh, néu thém gia thiét g 1a

don &nh thi f I todn 4nh.

Gidst f : X =Y vdg:Y — X la hai 4nh xa sao cho fgf Ia
mot song anh. Chitng minh rdng f vh g déu 1a song anh.

Cho X = {a,b,c}, P(X) la tap hop céc tip con cla X;
Y = {0,1} vd Hom(X,Y) A tap hgp cic 4nh xa tit X dén
Y. Hay thiét lap mot song 4nh gita P(X) va Hom(X,Y).

Cho ba énh xa f : X = Y; g,¢ : V — X. Ching minh hai
diéu kién sau 1a tuong duong:

a) f 1a don anh.

b) Véi moi g,¢' va véi moi V, tit fg = fg' suyra g = ¢'.
Chobaanhxa f: X —Y; h,/: Y — Z. Chimg minh hai didu
sau la tuong duong:

a} f la mdt toan anh.
b) V6i moit'h, b’ vh vdi moi Z, tit hf = h'f suy ra h = K.

Gid st f : X — Y 12 mdt 4nh xa. (A;)ic; 12 m6t ho nhing bo
phan clia X, (B;)jes & mot ho nhitmg bo phan ctia Y. Ching
minh:

a) F(UA) Uf(A)

tef

b) f ﬂA)Cﬂf(A)

= el
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- 3.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

22

c) 71U B;) = U f (B

JjeJ jed

a) £ (N B) = NIB))
Quan hé hai ngb6i

Hay xac dinh cac tinh chét phan xa, d6i xing, phan dbi xing,
bic ciu chia nhimg quan hé sau trén tap N*. Véi m,n € N* thi
mRAn khi va chi khi:

a) m + n chin;

b) m +n < 100,

c} m/n 1a luy thita ca 2;

d) m/n chin,

e) mn lé.

Trong nhitng quan hé trén Z sau day, quan hé nao la dbi ximg:
a) mpn c6 nghia m + n chia hét cho 3;

b) mén c6 nghia m — n chia hét cho 3.

Quan hé nao trong ching 13 bic cau?

Trén tap R?, xét quan hé S nhu sau: (z,9)5(z,t) & z = 2.

a) Chitng t6 ring S 1a mot quan hé tuong dudng. Mo ta céc 16p
tuong duong theo quan hé S.

b) Lap mot song anh tit R?/S vio R.

Trén tap tich Dé-cac Z x N* cfia tip hgp céc sb nguyén Z va
tap hgp N* cic s6 ty nhién khéc 0, cho quan hé R xéc dinh bai:

(a,b)R(c,d) khi va chi khi ad = be.

Chimg minh:

a) R la mdt quan hé tuong duong; '

b} C6 mot song anh i tap thuong Z x N*/MR dén tap cic sb
hitu ty Q.

Cho quan hé tuong duong F trén S. Ching minh r&ng tap con A
ciia § 13 mét 16p tuong duong clia S theo quan hé tuong dudng
E néu va chindu viiy € A,2 € A= yEz.

Cho E 13 mot quan hé tuong duong trén tap X vacho f: X — 8
la mét 4nh xa thod méan didu kién f(z) = f(y) & zEy. Ching



3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

minh ring khi d6 tn tai duy nhit anh xa ¢ : X/E — S sao cho
f=gop, trong d6 p: X — X/E la phép chibu ty nhién. Hon
nita, néu f 1a toan 4nh thi ¢ 13 song 4nh.
Gia st S la mot tap hop, T 12 mét quan hé hai ngéi cé tinh
chit phan xa, d6i xing trong S. Ta xéc dinh quan hé hai ngoi
R trong S nhu sau: Ry khi va chi khi ¢6 7, = z,15,...,2, = ¥
sao cho

:rlT:zzg, 29T Zay ey, T 1TT,.
Ching minh:
a) R la mot quan hé tudng duong va T C R;
b) V6i moi quan hé tuong duong H sao cho T C H thi R C H.
Chimg t6 réng trén tap hop X khac réng bt ky tén tai duy
nhit mdt quan hé vita la quan hé twong dudng vita 1a quan hé
thit tu.
Gia sit R 1a mét quan hé tuong duong trén tap hop S. Ching
minh ring néu R # {(z,z) | z € S} thi R khong phai 12 mot
quan hé thi ty trong S.
Gid st f: § — N 1a mot don anh tit tap hop S dén tap céc sb
ty nhién N. Quan hé hai ngéi R trong S xéc dinh bdi

z R« khivachikhi f(z) < f{z).

Chitng minh R 13 mot quan hé thi ty toAn phan.

D6i véi hai tdp con A C B cla tap hgp S, ta gol anh
xag: B —Y lakéo diicha énh xa f: A > Y néu g(z) = f(z)
véi moi z € A. Goi (8,Y) la tap hop chc 4nh xa tit cac'tap

con cha S dén Y. Xét quan he R trong, (D(S Y) duge xac dmh
nhu sau:

F R g khi va chi khi g 12 kéo dai ciia f.

a) Chitng minh R 13 mét quan hé thit tu.

b} Tim céc phan ti tbi tiéu, tdi dai, bé nhét, lén nhét cha
®(S,Y) déi véi R.

Chitng minh réing néu « 1 phin ti bé nhit (16n nhit) cia mot
tap hop S dbi v6i mét quan hé thit tu thi a 14 phin ti téi tiéu
(t61 dai) duy nhét cha S.
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3.13.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7,

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

24

Chiing minh ring néu tap S sip thit tu tdt thi § sip thi tu
toan phén.

. $6 nguyén

Chéng minh ring néu m — n chia hét mp + ng thi m — n chia
hét mg + np (6 46 m,n,p,q € Z).

Cho (a,b) = 1 va n la u6c chung clia @ — b v ac — bd. Ching
minh ring n 13 udc cla ¢ — d.

Chitng minh ring néu (a®+b>+¢?) : 9 thi mét trong ba sd a,b. ¢
chia hét cho 3.

Chitng minh ring khéng c6 cip sd nguyén z,y nao thod man
déng thitc:

a) ¥ + 1 = 3y.

b) 2% + 2 = 5y.

Chitng minh ring véi moi sb tif nhién n > 1, tich

(n+1)(n+2)..(n+n)

chia hét cho 2",

Chimng minh ring tdn tai vo sb s6 nguyén duong n sao cho 2" +1
chia hét cho n. _ _

Cho da thic P{z) v6i cdc hé sb nguyén, biét riing tdn tai
s6 nguyén duong a sao cho khéng ¢6 s6 ndo trong chc sb
P(1), P(2), ..., P(a) chia hét cho a. Ching minh ring véi moi
sb nguyén z ta c6 P(z) # 0.

Chitng minh ring néu a v ¢ 1a hai s6 nguyén té cling nhau thi
a | m va ¢ | m kéo theo ac | m.

Cho @ > 0. Ching minh ring (ab, ac) = a(b, c).

Chiing minh riang vé6i hai s6 nguyén duong a va b tap hop tat ca
cac s6 dang am + bn (m, n nguyén dudng) chita tit ca céc b01
ciia (a, b) 16n hon ab.

Chitng minh réng v8i moi s6 nguyén a v b ta c6:
(3a + 5b, 8a + 13b) = (a.b).



4.12.
4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.
4.19.

4.20.

4.21.

Tim (a + b,a — b) biét (a,b) = d.

Chitmg minh rling (a,b) = 1 véi:
a)a=2lm+4, b= 14m + 3;
b)a=m*+2m, b=m*+3m? + 1,
c)a=m*n+2m, b=mn+1,
trong d6 m € Z,n € Z.

Chitng minh ring céc sb P_1va2—1h nguyén t6 cing nhau
khi va chi khi hai s6 p v ¢ nguyén t& oling nhau.

Cho a,m,n la nhing sb nguyén duong, trong d6 ¢ > 1 va
(m,n) = 1. Chitng minh ring:

(@ — (@™ —1) ¢ (@™ — 1)(a" — 1).
Cho a, b 1a hal s6 nguyén duong sao cho (a,b) = 1. Tim
(5% + 79,55 + 7).

a) Tim [2" — 1,27 + 1] véi n € N;

b) Tim [a,a + 2] v6i a € N.

Tim bgi chung nhé nhéat clia ba s nguyén lién tiép khéc khong.
bt [a, b] = m. Chimg minh ring:

(a+b,m) = (a,b).

Cho m 1a mét boi chung cha a1, Az, ..., Gy, trong dé a; € N*,
n > 2. Ta dit

Mi = G,E va D = (Ml, Mg, . Mn)
Chitng minh ring;
M

[a],ag, vy a'n] = -

D
Cho k va n 13 hai s6 nguyén lén hon 1. Chimg mmh réng

a) (n))* va (k)" 1a wde cla (nk)!.
b) [(»))%, (k1)) 12 udc cua (nk)!.

25



4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

26

Cho p va 2p+1 12 hai s6 nguyén t6 16n hon 3. Chitng minh ring
4p + 1 1a mét hop sb.

Tim sb nguyén t& p sao cho hai sé p + 4 v p + 8 ciing la nhimg
sb nguyén tb.

Chitng minh ring tdn tai vb s s6 nguyén duong a sao cho n'+a
12 hap s6 véi moi sb nguyén dudng n.

Chitng minh riing tich clia nhitng 56 dang 4m + 1 lai 1a mot sbé
c6 dang &y. Tt két qua nady suy ra ring c6 vo s6 86 nguyén t
dang 4m + 3.

Giai bai toan tuong tu cho sé nguyén té c6 dang 6m + 5.
Ching minh réng v6i m > 2, giita m vi m! ¢6 it nhit mot sd
nguyén t6. Tit dé suy ra ring c6 vo sb sb nguyén tb.

Chitmg minh ring néu téng clia ba sb chinh phuong 13 mot sb
chinh phuong thi ¢6 it nhit hai sb trong ba s6 nay 1a chin.



Chuong 11

NHOM - PONG CAU NHOM

1. Dai s6 hai ngéi

H¢ dai s6 1a mot khai niém co ban ctia dai sé hién dai. Mét hé nhu
vay 1A mét tdp hop cdc phdn 1 ma trén dé cb thé thuc hién céc phép
todn tya nhu phép cong hay phép nhéan cic sb. Mot phép todn hai ngdi
trén tap hop S la mdt anh xa '

p:SxS — §
(a,0) — ¢(a,b).

Nhu vay, phép toan hai ngdi 1a mot quy téc cho tuong (g hai phin
t z,y € S v0i mdt phan tt cia S 14 anh cia (z,y) qua . Tap hgp §
ciing vdi phép toan hai ngdi o cho trén né duge goi la mot dai sé hai
ngdi, ky hiéu bdi (S, o).

Dai 56 hai ngéi (S, o) duge goi 12 mot nide nhém néu phép toan
trén S thoa man luat két hgp, nghia la

ao(boc)=(aocbioc

v6i moi a,b,c € S. Nita nhém S duge goi 1a vi nhém néu trong S ¢
phén tit e, goi 1A phdn 7 don vi, sao cho

eoa=goe=aq
v8i moi a € S. Phan tit don vi con dude goi 1a phdn t trung hod.

Trong tritgng hop phép toan duge ky hidu bdi phép cdng thi phan tit
nay ky hidu bdi 0.
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Trong nita nhém M néu tdn tai phan tit u sao cho ua = a véi moi
a € M (ta néi u 1& don vi trdi) vi phan t v sao cho av = a vdi moi
a € M (ta néi v 1a don vi phdi) thi v = v va |a phén t1t don vi clia M.
Néi riéng, phan tit don vi cia nita nhém (néu cé) 1a duy nhét.

Vi nhém M duge goi 1a zyclic néu né chi gdbm céc luy thira ¢” cia
phan tif ¢ ndo dé. Khi dé ta néi rdng vi nhém M duge sinh bdi-c.
Trong vi nhém bat ki M thi a™a® = a™" dbi vdi a € M v véi moi
s6 tu nhién m,n. Nita nhéom M duge goi 1 giao hodn (hay aben) néu
ab = ba voi moi a,b € M. Hién nhién moi vi nhém xyclic déu giao

-

hoan.

Tap con H clla nita nhém (N, o) duge goi 1a ding (hay 6n dinh)
dbi véi phép toan trong N néu véi moi a,b € H ta déu c¢d ab € H.
Néu tap con H déng thi H 1a nilta nhém véi phép toan H x H — H,
thu hep clia phép toan trong V. Khi dé ta néi ring phép todn trong
H 13 cdm sinh bl phép toan trong N va H la nda nhém con cha N.

Anh xa f: N — N’ tit nita nhém N t6i nita nhém N’ dude goi 1a
dong cdu nia nhém néu

f(ab) = f(a)f(b)

v4i moi a,b € N. Ddng ciu f duge goi 1a don cdu (tuong ing toan
céu, ddng cdu) néu 4nh xa f la don anh (tudng Ung toan anh, song
anh). Trudng hop N’ = N thi f duge goi 1 mot tyw dong cdu clia N.

Néu f: N — N’ la ddng cAu nita nhém va N c6 don vi e thi f(e)
12 don vi cha Imf. Chi ¥ réing néu f : N — N’ 1a mot dong chu cla
cdc nita nhém va N ¢6 don vi e thi ¢6 thé f(e) khong phai 14 don vi
cua N’

Céu tric clia mot vi nhém xyclic bat k¥ C sinh bdi phan tit ¢ duge
ma& t& nhu sau: Néu tit ca cic luy thita clia ¢ déu khac nhau thi ta cé
anh xa

f:N —=(C
n —ct
la mot dang cdu. Trong trudng hop ngude lai, sé tdn tai sd nguyén
duong bé nhat s sao cho ¢ = ¢™ dbi v6i m nao d6, m < s. Khi do
C={lc¢...,c} va
dd = rihn,
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trong d6 n = s—m va k 12 86 tut nhién bé nhit thod mén i+j—kn < s
{ddc bigt néu z+ 7 <'s thi k = 0). Trong truf(Jng hop nay ta néi C' la
vi nhém kiéu (m, n).

Trong méi vi nhém xyclic kidu (m,n), m # 0, c6 dung mot phin
tf a # 1 sao cho a® = a. Ta goi a 1a phan tit lug ddng.

2. Nh6ém

Vi nhém (G, o) duge goi 14 nhém néu véi méi phin tit ¢ € G déu
ton tai moét phan ti ¢’ € G sao cho
aocd =a oa=e.
N6i céch khac, tap hop G cling vdi phép toan hai ngdi o duge goi
14 mot nhém néu cac didu kién sau duge thod man:
(i} Phép toan két hop:
ao{boc)=(aob)oc,
véi moi a, b, ¢ thude G. .
(ii) Trong G ¢6 phan tit e (goi 1a don vi) sao cho
eca=qoe =q,
vdi mol a € (.
(iii) D6t vol mdi a € G tdn tai phin tit ¢’ € G sao cho
aoda ;a’oaze.
Nhém G duge goi la giao hodn hay aben (liy tén nha toan hoc
Niels Abel) néu ab = ba véi moi a,b € G.
Phén tir o’ ¢6 tinh chit aa’ = a’a = e & duy nhat d6i v6i mbi -
a € G, duge goi la nghich ddo ctia a va ky hiéu béi a*. Dbi véi moi
phan tit a,b cha nhém G cae tinh chit sau luon duge thod man:
(i) @Y = a
(ii) (ab)~!' =b"1la7 L.
Trong nhém G ludt gian ude luén ludn thyc hién dwge, nghia ia
ar = ay kéo theo x = y v zb = yb kéo theo z = y, v4i moi a.b € G.
Khai niém nhém thudng duge dic tring béi nhimg didu kien sau:
1. Mét nita nhém G 13 nhém néu va chi néu hai didu kién sau duge
thoa man:
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(i) Tén tai phan tit e € G sao0 cho ea = a vdi mot a € G (e duge
got lé don vi trdi cia G),

(i) Véi méi z € G tén tai 2’ € G sao cho 'z = e (2 goi la nghich
ddo trdi cie ).

2. Nita nhém G 1a nhém néu va chi néu céc phuong trinh az = b
va ya = b ¢6 nghiém trong G véi mei a,b € G.

Tap hop S(X) tit ca cac song anh tit tap hop X t6i chinh né lap
thanh mét nhém vdi phép todn hai ngdi 14 phép hgp thanh cac anh
xa. Phan tit don vi clia S(X) la anh xa déng nhét idx va d6i véi song
anh f € S(X) thi phan t1t nghich ddo f’ 8 day chinh 1A 4nh xa nguge
cha f. M&i phan tit f € S(X) dugc goi la moét phép thé cia X vi
S(X) dudc got & nhém tét cé cic phép thé cia X, hay nhém déi zing
cia X. Khi tap hgp X ¢6 hitu han phan tit ta k¥ hiéu nhém déi ximg
cha tap X = {1,2,...,n} la S,, va goi la nhém do: zing cda n phan
t7. Mbi song anh tit X 1én chinh né dugc goi 1a mot phép thé bac n
va duge ky hiéu bdi

(st st 7 sy

trong dé mdi phan tit & dong dudi 14 dnh ciia phan ti tuong ing &
dong trén. Mot cach tdng quat, mdi phép thé f c6 thé viét dudi dang

f—( i ia ... in )
=) fla) o i)
trong d6 4,,%3,...,%, 13 mdt hoadn vi cha tap X.

Néu f,¢ la hai phép thé thi tich g o f 1a phép thé thu
duge bdi viéc thyc hién lién tiép phép thé f rdi t6i phép thé g
{Cung c6 tac gid quy ude tich g o f duge thyc hién bdi g trude
roi dén f). Néu aj,a3,...,am,1 < m < n, 1 cdc phan t& phan
bigt cha tap hop {1,2,...,n} thi phép thé f cho bdi f(a,) = a,
fla2) = a3, flam-1) = am, flam) = a1, v& f(z) = z néu
z ¢ {a1,8a,...,am}, duge goi 1a mdt vong xich do dai m, hay mot
m - xich. Ta ky hiéu vong xich nay bdi (a1az ... an)-

4-nhém Klein hay nhém déi xing cla hinh chit nhat khong 12 hinh
vuéng: Ta danh dau cac dinh cia hinh chit nhat bdi cac sé6 1, 2, 3, 4
nhu & hinh vé sau:
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4 3

M&i phép déi xting clia hinh chit nhat bién cac dinh thanh cic dinh,
va nhu vay 13 mot hodn vj gita cic dinh. Ta ky hiéu e 13 phép déi
xing qua truc hoanh, thé thi

a(l) = 4,a(2) = 3,a(3) = 2,a(4) = 1.

‘Tuong tu b 1& phép d6i xing qua tryc tung. Phép déi xitng thit ba ¢
1a phép quay 180° quanh tam ctia hinh chit nhat. Phép déi xitmg cubi
cling 1a phép déng nhit e. Nhém céc phép déi xtng clia hinh chit nhat
duge cho béi bang sau:

o e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c € a
¢ c b a e

3. Nhém con

Ta nhic lai riing tap con khic réng H cha nita nhém nhan G dige
goi la dong (hay on dinh) néu a,b € H kéo theo ab € H, va khi do6 H
la nita nhém con clia G v6i phép toédn cAm sinh bdi phép toan trong
G. Tép con déng H cla nhém nhan G duge goi 1a nhém con cia G
néu né la mot nhém déi véi phép toan cam sinh bdi phép nhan trong
(. Nhém con duge dic trung bdi cac didu kién sau:

1. Tap con H clia nhém G la nhém con khi va chi khi céc didu kién
sau duge thoa man:

31



(i) néu a,be H thiabe H,

(i) e € H,

(iii) néu a € H thia™' € H.
N6i riéng, néu H 1 mot tap con hitu han khéc rong cla nhom G va
abe H véi moi a,b € H, thi H 1a nhém con ena G. |

2. Gia st H 13 tap con khac réng clia nhém G. Khi d6 cac diéu
kién sau la tuong duong:

*

(i) H la nhém con cia G.
(it) Néu a,be H thia~' € H vaab€ H.
(ili) Néua,be H thi ab-! € H.

Noi riéng, trong nhém G tap hop tat ci chc luy thita ¢” (n € Z) cla
a € G lap thanh modt nhém con, duge goi la nhém xyclic sinh bdi a.

Phan tit @ cla nhém G goi 1 c6 cdp vd han néu khong ton tai
sé nguyen duong n ndo sao cho a® = e, va dude goi 1a c6 cdp hiu
han m néu m 1a sb nguyén duong bé nhit sao cho ™ = e. Luc lugng
ctia nhém G, ky higu béi |G|, duge goi 1a cdp cha nhém. G duge goi
13 nhém hitu han hodic vé han néu |G| tuong fing la hitu han hodc
vO han.

Nhém cac phép quay cia mot da gide déu n dinh trong mat phing
14 nhém xyclic cip n, sinh bdi phép quay goc 27 /n radian. Nhém nay
ky hiéu béi C,.

Néu e 1 phin t don vi chia nhém G va a € G la phéan tit ¢6 cap
n thi a* = ¢ khi va chi khi & chia hét cho n.

Cho U 12 mét tap hgp con ciia nhém G. Khi d6, nhém con bé nhét
H chita U duge goi 1a nhém con sinh bdi tap U, con U duge goi la tap
sinh hay tép céc phan ti sink cha H. Trudng hop H = G ta ndi réng
G sinh boi U.

R& rang nhém con H 1a xyclic khi né duge sinh bdi tap gdm mot
phédn t&. Nhém con chia mdt nhém xyclic 1a xyclic, vA moi nhém con
ciia nhém (Z, +) déu ¢6 dang A = mZ véi m € Z.

Nhém cdc phép tu tramg D, cia da gide déu trong khong gian: Xét
nhém tit c cAc phép ddi hinh trong khéng gian ba chiéu bién mgt da
gidc déu n dinh thanh chinh noé. Ngoai n phép quay trong mit phéng
con c6 n phép lat da giae trong khong gian quanh truc déi xamng (c6 n
truc d6i xing). Goi g 1a phép quay goe 2z /n radian va h 1la mot phép
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1at, thé thi h 12 mot phén ti cAp 2 v nhém D, sinh béi hai phan ti
g.h:
Dn={e,9,¢°....,9" "\ hg,hg®,... hg" "}

Chia y réng néu n > 3 thi gh # hg nén D, khong 14 nhém giao hoan
va do d6 khang la xyclic.

4. Nhém con chuin tic - nhém thudng

Cho H la mot nhém con cha nhém G. Khi d6 cac tap hop
gH = {ga |a € H}, Hg = {ag | a € H} v6i g € G lan luct duge
goi 18 ldp ghép trdi, I6p ghép phdi clia nhém G theo nhém con H. Vai
a, b € G, khi do:

el =bH <« a'becH,
Ha=Hb & ab'eH,

Quan hé hai ngéi ~:
a~bmod H< a 'be H.

la mot quan hé twong duong trén G; do dé né cho mot phdn hoach
nhém G theo cdc ldp khong giao nhau va méi lop nhu vy & mot ldp
ghép tréi theo H. Tuong ty, quan hé hai ngoi a ~ b < ab~! € H la
mot quan hé¢ tuong dudng trén G' ma médi 1dp tuong duong 1a mét 16p
ghép phai theo H. Tap

G/H = {gH | g € G},

cac 16p ghép trai clia H trong nhém G duge goi 1a tdp thuong cia
nhém G theo H. Lyc lugng cta tap cac 16p ghép trai cta G theo
nhom con H duge goi 1a chi sé ctia H trong G, va ky higu bdi [G : H].

Dinh Iy Lagrange: Néu G la mdt nhém hitu han va H 1 nhém con
cia G tht cdp cda H chia hét clp cia G. Dic biet suy ra r3ng moi
nhém cap nguyén té p 1a xyclic.

Dinh 1y Lagrange c6 thé mé rong cho trudng hgp cdc nhém xyclic
hiu han. Néu G lo mot nhom zyclic cép n, va k chia hét n thi G o6
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ding mot nhom con H cdp k. Hon nita, néu g sinh ra G, thi H dugc
sinh bdi g™'*.

Nhém con H cta nhém G dude goi la nhém con chudn tdc néu
gH = Hg véi moi ¢ € G. Khi d6 ta cling néi ring H la nhém con
chudn téc trong G. DAi véi nhém con H clia nhém G cac diéu sau la
tuong dudng:

(i) H la chudn tdc trong G.
(iiy ygHg™' = H Vg €G, trong dé gHg™' = {ghg™' |h e H}.
(iii) gug™' € H vdi Vg € G,Va € H.
Phan tit gag~! dude goi 1a lién hop clia @ bdi g. Néu H 1a nhém con
chuan téc trong nhém G thi tuong ting

(G/H)x (G/H) — G/H
(aH,bH) — (ab)H

13 mot anh xa. Va bdi vay, tap thuong G/H 1a mét nhém vai phép
toan (e H)(bH) = (ab)H. Nhém nay dude goi la nhdm thuong cia G
theo H. Nhé khai niém nhém thuong ta chitng minh duge ring: Néu
G 1o nhém aben hitw han va p la s6 nguyén t6 chia hét cip cia nhom
G thy G chita phin i cép p va do d6 chita nhém con cip p.

5. Dong cau nhém

Mot trong nhitng két qué co ban cla ly thuyét nhém la dinh ly
déng cAu nhém. N6 mo td mbi quan hé sau sic gilta nhimg dong cin
v6i cic nhém con chudn tic va cac nhom thuong. Nhitng két qua tuong
ty cling duge phat bidu cho cac vanh, céc khong gian vecto, cing nhu
cho phan 18n cac hé dai sd khac.

Anh xa f : G — H tit nhém G dén phém H duge goi la déng cdu
nhém (hay mot cachi ngdn gon 1A dong cdu) néu:

flab) = fla)f(b) véimoia,b e G.

Déng ciu f duge goi la mot don ciu (tuong ing toan cdu, ding cdu)
néu f la mot don anh (tuong Gng toan anh, song anh}.

Khai niém déng ciu cé mot sb tinh chét cd ban sau:
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1. Néu f: G — H 1a mét ddng chu nhém thi:

(1) flec) = ey, véi e, ey 1an luct 13 cac phén tit don vi ciia G, H.

(i) fla™) = [f{a)]™", v3i moi a € G.

2. Hop thanh ctia haiddng cdua: 4 — B,8: B — C la mot déng
céu. ] :

3. Déng chu f: G — H 1a don chu khi vi chi khi Kerf = {e}.

4. Nhém con N clia G 1a chudn tic khi va chi khi & 1a hat nhan
cua mot dong cdu f: G — H nao dé.

5. Dinh 1y dong cAu: Gid si N 1a nhém con chudn téc cia G. Khi
dd vdi méi dong cdu ¢ : G — H sao cho N ¢ Ker @ déu ton tai duy
nhat mot dong cdu o : G/N — H sao cho bidy di sau giao hodn

4 G/N
N A

nghia la o = pop, trong dé p 1o phép chidu ty nhién. Hon nita, ¥ don
cau khi va chi khi N = Keryp. Néi riéng, ta ludn c6

G

G/Kery = I'mg.

Khai niém déng ciu cho phép phén loai cée nhém xyclic: méi nhom
zyclic cdp vo han ding chu vdi nhom céng cdc sé nguyén 7, va méi
nhém zyclic cdp n didng cbu vdi nhém céng Zy cdc ldp déng du theo
médun n. Trong cudn sach nay ching ta thudng néi tdi hai nhém xyclic
(Zn, +) va (Cy, 0) v6i sb nguyen duong n nao d6, ching la déng ciu.

Dinh ly déng cdu ¢6 hai hé qua quan trong:

L. Gid st A, B la hai nhém con chudn téc cda nhém C va A C B.
Khi d6 ¢6 ding céu chink tic

(G/A)(B/A) = G/B.

2. Néu A la nhém con chuén téc cia nhém C va B la mot nhém
con cia G thi tap AB = {ab|ac Ab e B} la mét nhom con cia G
va ta cd ding céu

AB/B=B/(ANB).
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1.

w4 -

Bai tap

Dai s0 hai ngoi

Déi voi cde bai tap sau hay zét cdc tinh chat két hop, giao hodn, co
dan vi ciia phép todn trén dei sé hai ngdi dd cho.

1.1.
1.2.
1.3.

1.4.

1.5.
1.6.

1.7.

1.8,
" A, hay chi rd tat ca cdc phép toan do.
1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

36

(Mp(R), +).

({1,2,3.6,12}, UCLN),

({a+b\/§ la,be Q},+).

({%’ EQla1bEZ,b=2k+1},+).

({z€Cl 2l =1}.4).
({zeCll2l =1},%).

(G265 (0 )

Cho tap hop A = {a,b}. C6 bao nhiéu phép todn hai ngdi trén

Ci4 thiét ring phép toén hai ngdi x trén tap X co don vi va
thoa man ding thitc sau véi moi z, y, z thude X

Tx{y*xz)={T*z)*y.

Chttng minh ring phép toan = la két hgp va giao hodn.

Nhitng phép toin nao trong sd céc phép toan hai ngdi (m, n) —
m % n trén tap cic sb nguyén Z sau day 1a két hop? piao hodn?
a) maAan =m—mn,

b) m *x n = m® + n¥;

c) m*n = 2(m+n).

Cho tap hop A = {a,b,c}. Hay xay dung phép todn hai ngoi
trén A sao cho:

a) A co diang mot dou vi trai.

b) A co dung hai don vi trai.

c) A ¢6 ding ba don vi tral.

Trén tap hgp X xét phép todn hai ngéi sau: ab = b vGi moi
abe X.



1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

a) Chitng t6 ring X cung vdi phép toan trén 1a nita nhém.
b) Chiing t6 riing moi phan t& cha X déu la don vi trai.
c) Khi ndo thi X c6 don vi? Khi nao thi phép toan hai ngai da
cho 14 giao hoan?
Trén tap hop M téit ci cidc ma tran thuc vudng cip hai cho
phép todn hai ngéi xac dinh bdi: a o b = ab+ ba. Chimg t6 réng
phép toan d6 ¢é tinh chit giao hoan nhung khong cé tinh chét
két hop.
Cho f: X — Y la mot dong clu cla cac nita nhém. Chitng
minh ring:
a) Néu A 1a mot nita nhém con clia X thi Anh f(A4) 13 nita nhém
con cua Y.
b) Néu B la mita nhém con clia ¥ thi tao anh toan phin f~1(B)
la nita nhém con cia X.
Cho céc dong cdu nita nhém o : A — B;3: B — C. Ching
minh ring:

a) Néu 8 o « 12 toan ciu thi 8 la toan clu.
b} Néu S o a la don ciu thi o Ia don cu.

Cho A, B la nhimg vi nhém va f : A — B la ddng ciu nita
nhém. Chitng minh riing cac didu sau tuong duong:

a) flea) = ep, trong d6 eq,ep lan lugt 13 cac phan tit don vi .
cua A, B.

b) Anh f(A) la vi nhém con cia B.

¢) Tao &nh f~!(eg) 1a vi nhém con cia A.

Ngoai ra, néu f~'(eg) = {ea} thi f 6 1a don ciu hay khong?
Gia st @ v b 13 hai phan ti¥ cha mot nira nhém X sao cho
ab = ba. Ching minh ring (ab)® = a™6" v6i moi s6 tit nhién
n > 1. Néu a va b 1a hai phan t sao cho (ab)? = a2b? thi c6 suy
ra ab = ba hay khong?

2. Nhom

Déi vdi cdc bai tr 2.1, dén 2.4. hdy cho biét dau la nhom daw & nhoém

aben.

Hay gidi thich cho két luan dua ra.

1. (M,(R)\ {0},), trong d6 0 14 ma tran khéng ¢d n x n.
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2.2. ({e,a},*), trong déexe=¢, vhexa=arxe=a*xa=a.

2.3. (R*,0), trong d6 R* =R\ {0} vhzoy lazynéuz >0, laz/y
néu r < 0.

2.4. (Z,%), trong dé m * n & m + n néu m chin, va 1a m — n néu
m lé. .

2.5. Ching minh ring Z7 = Zg \ {0} khong la nhém déi véi phép
nhin 7.3 = 75.

2.6. Hay trang bi phép toan hai ng6i cho tap hop A dé A trd thanh
nhém trong trudng hop A c6 2, 3, 4 phén ti.

2.7.Cho A = {0,1,2,...,n — 1}, v8i n € Z. Trén A cho phép toén
hai ngdi: a x b 1a du cla phép chia ab cho n. Ching minh ring
a) A la mot vi nhém.
b) A 1a nhém khi va chi khi n 13 s6 nguyén t6.

2.8. Cho G la tap t&t ca cac cac cap sb thuc (a,b), trong d6 a # 0. '
Trén G xac dinh phép toan hai ngdi cho bdi coéng thitc

(a,b) x {c,d) = {ac,bc + d).

Ching 6 rang khi d6 G 1a mot nhém.
2.9. Chitng minh ring trong nhém G:

1 1

(a1ag...a,) = at . .07 el

2.10. Chitng minh réng trong nhém G, (a~'ba)* = a~!b*a db6i v6i méi
s6 nguyén k.

2.11. Cho G la m6t nhém va a,b € G sao cho bab™' = a7, véir € N.
Ching minh ring bab—* = 4" Vi € N.

2.12. Chimg minh ring néu ¢ = e vdi moi phan tit ¢ clia nhém G thi
( 1a nhém aben. _

2.13. Néu a khong 1a don vi ciia nhém va a*b = ba®, hay chitng minh
ab # ba.

2.14. Cho G 1a n(ta nhém. Véi mdi a € G ky hiéu

aG@ = {az |z € G}
Ga = {za|ze€G}.

Chitng minh ring G 13 nhém khi va chi khi véi mdi a thi

aG = Ga=0G.
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2.15.

2.16.

" méan cac didu kién sau:

2.17.

2.18.

Cho X la mét tap hgp khac rdng. Chimg minh ring ba ménh
dé sau 1a tuong duong:
a) X 14 mét nhom.
b) Tén tai mot phép todn hai ngdi (a.b) ~ ab trén X va mot
phép toan mot ngdi a — a~! trén X sao cho:
i) a(bc) = (ab)c v@ moi a,b,c € X.
i) a”'(ab) = b = (ba)a™! véi moi a,b € X.
¢} Ton tai mot phép toan hai ngdi (a,b) ~— a/b trén X sao cho:
i) a/a = b/b.
i) a/{b/b) = a.
iii) (a/a)/(b/c) = ¢/b.
iv) (a/c)/(bjc) = a/b.

viimol a,b,c € X.
Chitng minh ring G 14 moét nhém aben khi va chi khi G thoa

(1) (ab)c = a(cb),

(ii) Ton tai e € G sao cho ea = a véi moi a € G,

(iii) V6i méi o € G tdn tai o’ € G dé d’a = e.
Chitng minh rdng cac tinh chit sau trong nhém G 1a tuong
duong :
(i) G 1a aben.
(ii) (ab)® = ab* dbi véi moi a,b € G.
(i) (ab)™" = a '~ dbi véi moi a,b € G.
(iv) (ab)" = a™b" dbi véi moi a,.b€ G van € Z.
(v) (ab)" = @™b" dbi véi moi a,b € G va ba sb nguyén n
lién tiép.
Chitng minh rang (v}=(i) 12 khong ding néu thay gia thiét "ba"
bdi "hai". _
Chitng minh rdng nita nhém hitu han X 14 nhém néu va chi néu
luat gian wée thuc hién duge ddi véi moi phan tit clia né.

3. NhOom con

3.1.

Ching minh ring trong mét nhém thi:
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3.2.

3.3.

3.4.
3.5.
3.6.

3.7.

- 3.8.
3.9.

40

a) CAp cia phan tit g~! chinh 14 cip cla g.

b) Chp ciia phan tit ab chinh 1a cép clia ba.

Trong nhém nhan cic ma tran vuéng cip n trén R véi dinh thite
khic khong, hay tim cap cha ma tran sau theo a:

a 0 -~ 0
0 a --- 0
Ao = N :
o0 --- a

Tim chp clia tht cd cac phan ti cha nhém A = {e, a,b,c} véi
phép toan hai ngéi duge cho nhu sau: '

e a b ¢
ele a b ¢
ala e ¢ a
blb ¢ e a
cle b a e

V& s0 db cac nhém con céia nhém Ce.

Vé so dd cac nhém con ciia nhém Ss.

Trong nhém cac phép thé S, chitng minh ring cac phép thé sau:
e,a = (12)(34),b = (13)(24) va ¢ = (14)(23)

lap thanh mdt nhém con cla Sy. Nhom con dé ¢ giao hoén hay

khong? .

Chitng minh réng tap hgp cic phin ti ¢6 cAp hitu han cha mét

nhém aben A 1a mét nhém con cla A. Néu A khong 1a nhém

aben thi két qua nay con ding hay khong?

Tim cac nhém con cp 3 clia nhém Ss.

Lap bang nhin va tim cip ctia mdi phin t& chia nhém
({£1, 2, £5, £k}, ),

trong dé6



3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18,

3.19.

3.20.

Nhém nay duge goi la nhém quatecnion Q, chp 8.
X4y dyng bang cho nhém sinh bdi g va h, trong d6 g va A thod
mén cac hé thitc ¢° = h? = e vh gh = hg®.

Gia sit H la mot nhém con ciia nhém G, va ¢ 14 mét phén ti
bat k¥ thudc G. Chitng minh réng tép hop

gHg ' = {ghg ' |he H}

14 mét nhém con cia G. Nhém con nay duge goi 1 nhém con
lién hop cua H boi g.

Chimg minh cac phat biéu sau la tuong duong:

a) Nhém G c¢6 nhidu hon mét phan it va khong ¢6 nhém con
thyc si.

b) G 1a nhém xyclic cip nguyén t6.

Chimg minh ring néu nhém G c¢6 cap 4 thi hosic G la nhém
xyclic hodic moi phan tit khac don vi ctia G ¢é cép 2.

Chitng minh rdng moi nhém cé cip bé hon holic bang 5 déu giao
hoén. ' '

Chitng minh réng tép con khéac réng H cha nhém hitu han G 13
nhém con néu va chi néu né déng déi véi phép toan trong G.
Cho A 1a moét nhém xyclic chp n vA d 13 mdt ude ctia n. Chitng
minh ring A.c6 ding mdt nhém con cip d vA nhém con nay 13
xyclic.

Chitng minh réng moi nhém xyclic v6 han d&u c6 dtng hai phan
ti sinh.

Céac 6 nguyén Gauss la cac phan ti thude tap hop

2] = {a + bi | asb € Z}.

Nhém (Z[z], +) ¢6 1a xyclic khong?

Chimg minh ring (Z%, x) va (Z},, x), trong dé (Z? 13 nhém
nhan cac phan tit kha nghich cia Z,,), 14 nhém xyclic. Tim cac
phén t{ sinh cta ching.

Cho A 1a mdt nhém aben. V6i mbi s6 tu nhién n, ta ky higu:

A, ={ac A|a" =e}
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3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

3.28.
3.29.

3.30.
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a)- Ching minh ring A, 134 m6t nhém con ciia A,

b) Chlng minh ring néu (m,n) = 1 thi 4,, N A, = {e}.

c¢) Gid st (m,n) =1 vd A = A,,. Chitng minh ring m3i phan
tt a € A déu viét duge dudi dang a = 7y, z € Ap,y € A,.
Chitng minh ring hai nhém con khac khong bit ki ciia nhém
(Q, +) c6 giao khac khong.

Gia sit p 12 s6 nguyén té , Z(p™) la tap con cta nhém Q/Z:

Z(p™) = {[%] cQ/Z|abe Z,b:pi,izo},

trong dé [%] = %+Z. Chitng minh réng Z(p*) 14 nhém v han

d6i véi phép cong trong Q/Z.

Chitng minh réing nhém chi ¢6 mot sé hitu han nhém con 1a
nhém hiru han.

Néu H, K 13 hai nhém con c6 chi sb hitu han trong nhém G sao
cho [G : H] va [G : K] nguyén t6 cling nhau thi G = HK.

Cho H va K la cdc nhém con clia nhém G, chitng minh réng
HK la nhém con cla nhém G khi va chi khi HK = KH.

Cho A la mét nhém con c¢la nhém G v a € G. Chitng minh
ring t&p hop aA = {az | z € A} 12 mot nhém con cla G khi v
chi khi a € A. '

Gid st G 1a mot nhém xyclic ¢ip n sinh béi phin tit a. Xét phan
ttt b = a¢* € G. Ching minh:

a) Cap clia b bang 3, vii d 13 uéc chung 16n nhat cla n va k.

b) b la phéan tlt sinh cta G khi va chi khi n v k nguyén té cung
nhau (Tit d6 suy ra s6 phan tif sinh cla G).

S&6 phan ti sinh etia nhém xyclic C, 14 bao nhiéu?

Gia stt a, b 12 hai phén t1t cha mét nhém lan lugt c6 clp 1a r va
s, ngodi ra (7, s) = 1 va ab = ba. Chning minh rang cip cia ab
bang rs.

Chitmg minh ring nhém 6 cip 1 sé chdn cé it nhit mot phin
ti cap 2.



4. Nhém con chuan tic - nhém thuong

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

Trén nhém G cho quan hé € xdc dinh bdi aCh néu va chi néu
ab = ba. D6 ¢6 phéi 1a quan hé tuong duong hay khong? Néu
dé la quan hé tuong duong hay mé ta cac 18p tuong duong
cua nob.

Néu H 13 nhém con duy nhit véi cip cho trude ctia nhém G,
chitng minh ring H 1a chudn tic.

Cho H la mét nhém con ctia nhém G. Chitng minh rang c6
tucng ung 1-1 gitta tap cée 1dp ghép trai clia H trong G va tap
céc 16p ghép phai cia H trong G.

Tim céc 1dp ghép trai va 1ap ghép phai cia
H = {(1),(12), (34),(12) o (34)}

trong S,.

Nhém con xyelic {(1),(123),(132)} c6 1a chudn tic trong S,
khéng?

Nhom con

{(1),.(1234), (13) 0 (24), (1432), (13), (24), (14) 0 (23), (12) 0 (34)}

¢6 1a chudn téc trong S, khong?

A ] - - N - 2 = > ” -
Tim tat cA cAc nhém con va nhém con chudn tic ctia nhém cic
phép thé S;.

Gia sit S 1a mdt tap con ctia nhém G Chitng minh ring tap con
C(S)={9eG|lgs=sg9,Vse€ S}

la mot nhém con clia G. Nhém con C(S) duge goi 1a cdi tam
hod cla S; trudng hop dic bist C(G) goi 1a tdm cha (7. Chimg
minh ring C{G) 1& nhém con chudn tic cla G. :

Gia st A ]a mdt nhém con cila nhém G e6 chi sé 2. Chitng minh
rang A 1a chudn tic.

Hai nhém con A va B cla nhém G duge goi 1a lién hop néu
ton tai e € G sao cho B = a~! Aq. Chitng minh rdng giao clia cic
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‘4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15,
4.16.

4.17.

4.18.
4.19.

4.20.

44

lien hop cha nhém con A cha G la mot nhém con chudn tic
cua G.

Gia s A, B 1a hai nhém con chudn tic cha nhém G sao cho
ANB = {e}. Chiing minh ring ab =ba véimoia € Ava b e B.

Hay chitng té ring tinh chit chuin tic khéng bic cAu. Nghia
13 tén tai ba nhém con A, B, cha nhém G sao cho A chuén
tic trong B, B chudn tic trong C nhung A khéng chuin tic
trong C.

Gia sit A, B 1a hai nhém con chudn téc ctia . Chitng minh ring
AN B, AB va BA 1a nhitng nhém con chuan tic clia G. Hon
nita, AB = BA,

Cho G la nhém cip p*m, véi p nguyén td va (p,m) = 1. Gia st
H 13 nhém con cip p* v K 1a nhém con chp p? véi 0 < d < k
nhung K khong 13 nhém con cha H. Ching minh ring HK
khong la nhém con cia G.

Tim tam cia cic nhém I}, D,.

Véi hai phan tit a,b ciia nhém G, ta goi aba™'67' 1a giao hodn
t clta a va b. Chitng minh réng:
a) Nhom con G’ sinh bdi moi giao hoan tit cia G 14 mot nhém
con chudn tic cia G (nhém con nay duge goi 1a nhém con giao
hodn ti cia G).
b) Nhom thuong G/G’ 1a nhém aben.
c¢) Néu A 13 nhém con chuén téc trong G thi nhém thuong G/A
la aben khi va chi khi G' C A,
Hay xé4c dinh céc phan t{ clia cAc nhém thuong:
a) Nhém céng 3Z trén nhém con 15Z.
b) Nhém ¢ong 4Z trén nhém con 24Z.

¢) Nhom xyclic v6 han sinh bdi phan t ¢ trén nhém con sinh
béi phan tit a®
d} Nhém nhan céc sb thuc khac khong tren nhém nhan céc s
thic duong.

Tim nhém cac hoan tit clia nhém céc phép thé Ss.

Chitng minh ring moi nhém cip p™, trong dé p 1 sb nguyén td,
déu chita moét nhém con cép p.

Cho G 1a mét nhém con cip n vd (n,m) = 1. Ching minh ring



4.21,

4.22.

4.23.

4.24,

4.25.

moi phan ti A cia G c¢6 mot can bac m, nghia la A = g™ véi
mdt g € G nao dé.
Chitng minh ring;
a) Néu M 1a mot nhém con cia nhém G, N 13 nhém con chuidn
téc clia (G thi tap hop '

MN = {zy |z € M,y € N}

12 ma&t nhém con cia G.
b) Néu M ciing la nhém con chuan tdc cia G thi MN 13. nhém
con chufn tic cia G.

Cho S 1a mét tap con cia nhém G va

Ng={geG|gSg' =S}

a) Chung té ring Ng 1a nhém con cla G (Ng duge goi la cdi
chuan hod cia S).
b) Néu K }a mét nhém con cia G va H 1a m6t nhém con chuin
tdc cha K thi K C Ny.

¢) Néu K la mét nhém con cha Ny thi

KH={abla€e K ,be H}

12 mot nhom va H 13 nhém con chuan tic cia KH.
d) Cai chudn hod Ny ciia nhém con H 1a nhém con ldn nhét
ctia nhém G nhan H lam nhém con chudn tée cla nd.

Cho tap hop 4 = {(z,y) € R% z # 0} v6i R 1a tap céc sb thuye.
Trén A xac dinh mot phép toan hal ngdi ¢ nhir sau:

(2,y) o (u,v) = (zu, yu + v).
Chimng minh réng tap hgp H = {{(1,y) | y € R} 1a mdt nhém

con chuan tic trong A.

Goi €* la nhém céc sb6 phite khéc khong dudi phép nhan va W
1a nhém nhan cac sé phitc theo médun don vi. Mo td C*/W.

Nhém G duge goi la méta aben néu n6é c6 mot nhém con chudn
tdc K sao cho ca K v G/K déu giao hoan.

45



4.26.

3.

a) Ching minh réing moi nhém con vi nhém thuong clia mot
nhém méta aben |14 méta aben.

b) Chitng minh rdng G 1a méta aben néu va chi néu nhém giao
hoan & G’ 1a giao hoan.

Nhic lai ring, tam Z(G) ctia mdt nhém G dude dinh nghia bai

Z(G)={2€G |29 =92 v8imoi g € G}.

Cho K C Z(G) 1a mdt nhém con. Chitng minh ring
a) K 1a chuén téc trong G.
b} Néu G/K la xyclic thi G 1a giao hoéan.

Dong cau nhém

Trong cdc bai tap ti 5.1 dén 5.4, hdy kiém tra dink nghia cda méi dnh
re & hop lj. Xdc dinh trong s6 dé dau 1a dong cdu nhém, va khi dé
hay tim hat nhan va dnh cda né. Phan td cia Z,, chia z duge ki hieu
& [x]y.

5.1.
5.2.
3.3.
5.4.
5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

46

[ Zya — Zyg, trong d6 f([z]12) = [z + 1)12.

f i Ciz — Cig, trong dé f(g) = ¢°.

f1Z > Zyx2y,84d0 f(@) = {[zla, [z]a).

f : Zg — Zz, 6 ds f([.'.f.']g) = [.’L’}z

Ching minh ring méi anh toan ciu cia mét nhém xyclic 1a
xyclic.

Cho vi nhém cong N, nhom c6ng Z va phép nhung ty nhién
i:N-— Z. Néu A 13 mét nhém vd f : N — A 13 ddng cdu cia
cac vi nhém thi tén tai duy nhéit déng cdu nhém f/: Z — A
sao cho f = f'o4. v '

Cho A 1a nhém con chi s6 hitu han trong nhém G. Ching minh
rang ton tai moét nhém con chudn thc B cha G chda trong A
sao cho chi sb ctia B trong G 1a hitu han.

Cho dbng chu nhém



5.9.

5.10.
5.11.

5.12.

5.13.

5.14,

5.15.

5.16.

5.17.

gl — L

r — 6.

Hay tim Keryg v ¢~ 1 (12Z).

Trong nhém cong cac s6 nguyén Z, chitng minh ring:

a) mZNnZ = bZ, trong dé b 14 bsi chung nhd nhit ctia m va n.

b) mZ + nZ = dZ, trong dé d la udc chung 1én nhit cla
m va .

¢) mZ/nmZ = Z/nZ.

Tim moi déng cdu ti (Z, +) dén (Q, +).

(Z, +) ¢o déng chu vdi (Q7, -) hay khong, trong dé Q* = Q\ {0}.
Hay giai thich,

(R, +) 6 dang chu vdi (RT, x) hay khong, trong d6 R* 1a tap
cac sb thye duong? Cho giai thich.

C~ la nhém nhan cac sb phiic khac khéng, H 1a tap hop cac
s6 phitc ctia C* ndm trén tryc thyce hodc truc 4o. Chitng minh
rang H la nhém con cla C* va nhém thuong C*/H ding ciu
v8i nhém nhan U céc sd phite ¢6 médun bing 1.

Chimg minh ring nhém thuong (R/Z,+) ding cdu véi nhém
nhén U céc s6 phitc ¢6 modun bing 1.

Cho hai nhém xyclic A = {a), B = (b} 1an lugt sinh bdi cac
phan tit a,b c6 cip tuong tng 1a m,n. Cho f: A — B 13 mét
ddng ciu.

a) Chimg minh réng f(A) 14 nhém xyclic sinh béi f(a) va cip
cia f(a) la mdt wde chung cia m va n.

b) Hay chi ra cac ty déng ciu cla nhom Zg.

Ching minh rdng déi véi phin tit ¢ cla nhém G, tuong ing
n +— ¢" la mét dong chu nhém tit Z t6i G va la déng ciu duy
nhdt Z —» G v6i 1l g,

Hay tim tat ci cac ddng cdu tir:-

a) Mot nhém xyclic cip n dén chinh né;

b) Mot nhom xyclic cip 6 dén mot nhém xyelic chp 18,
¢} Mot nhém xyclic cp 18 dén mot nhém xyclic cip 6.
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5.18.

5.19.

5.20.

9.21.

5.23.

b.24.

5.25.

48

Tim tat cd cac ddng ciu nhom tir:
a) Cy vao Cy.
b) Z vao Zy.
c) Z vao Dy.

Ky higu Aut(G) 13 nhém tit ci cic ty déng chu clia nhém G.
Chitng minh ring;

a) Aut(Zg) = Z,,

b) Aut(Z) = Zo.

) (23, X) = (Zo, +)

Chitng minh rdng moi nhém xyclic v han déu ¢6 ding hai ty
déng chu.

Chitng minh néu hgp thanh cla hai dong chu ¢ : G — H,
h: H — K 13 mot dang céu thi

a) g 13 mot don cau,

b) h 1A mot toan clu,

¢} H = (Img){Kerh) = (Kerh)(Img) va Img N Kerh = e.
5.22,

Dé4i véi toan chu f : G —» H va nhém con B cua H, hay ching
t& B chudn tic trong H khi vi chi khi f~!(B) 1A chuén tic trong
G va khi dé hay ching minh '

G/f'(B) = H/B.

Chitng minh réng néu A 13 mdt nhém con chudn tic clia nhém
G thi tdn tai mot song 4nh tir tap hgp cdc nhém con chuén tic
cha G chita A lén tap hop cac nhém con chuin tic clia G/A.

Nhém con chudn tde H dude goi la nhém con chudn tdc téi dai
clla nhém G néu H # G va v6i moi nhém con chuén tic K cda
G,K D H K # H thi K = G. Ching minh ring H 1a nhém
con chuan téc t6i dai clia G khi va chi khi nhém thuong G/ H
la mot nhém don.

Cho G la nhém xyclic cAp nguyén t6 p. Chitng minh riing moi
phén t ctia X, khac don vi, déu 1a phén t1t sinh ¢ha G va moi
anh xa

wr: @ — G

.’l"—"l'k



déu la ty ding chu clia G, véi & 13 s6 nguyén duong thod mén
0<k<p.
5.26. Cho X va Y 1a hai nhém xyclic ¢6 céc phan tit sinh theo thit tu
la z va y, vdi cic cAp tuong tng la s va ¢
a) Chitng minh quy tic ¢ cho twong ing mdi phin tit 2" € X
véi phan tlt (%)™ € Y, trong do & 13 mot sb tu nhién khace 0 cho
trude, 1a mot dong chu khi va chi khi sk 13 boi ctia ¢,
b) Ching minh néu sk = mit va ¢ 1 don chu thi (s,m) = 1.
5.27. Cho X,Y la hai nhém aben hitu han, f : X — ¥ la mét
dong ciu nhém, A la mot nhém con cia X. Goi B = f(A) va
K = Kerf N A. Chitng minh ring:
a) Tuong ing

X/A — f(X)/B
zA ~ f(z)B

13 mot toan cdu nhoém.
b) [X : A] = [f(z) : Bl[Kerf : K].

5.28. Gid sit A 14 modt nhém con chuin tic cla nhém G sao cho
G/A = Zs va A= Z,. Chitng minh ring G 22 Z,,.

5.29. Tim t4t ca céc 16p ding cdu cla cée nhém chp 10.

5.30. Trén tap hop G = Z® ta xé4c dinh mot phép toén hai ngdpi nhu
sau.

(K1, Koy k3)(h, Doy I3) = (ky + (= 1)%31)  ky + Iy, Ky + l3)

Chitng minh ring:

a) G cing vdi phép toan hai ngdi trén 13 moét nhém.
b) Nhém con A = {(¢,0,0)) la chuan tdc trong G.
c) G/A = Z[4).

5.31. Chng minh réng ¢6 mot ddng cAu duy nhit tit nhém cdng céac
s6 hitu ty Q@ dén nhém cong cic sb nguyén Z. T dé suy ra Q
khong phai 12 mét nhém xyclic.

5.32. Tim nhém cac ty déng ciu cta 4-nhém Klein.

5.33. Tim nhém céc ty ding ciu cha nhém S.

5.34. Cho A la mdt nhém cong aben. Ky hiéu End(A) 1a tap tat ca
cde ty dong cdu clia nhém A. Chdng minh:
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a} End{A) 1a m6t nhém aben v6i phép cong sau:
Yf,g € End{A),(f + 9)(a) = fla) + g(a),YVa € A.

b) End(Z) = Z, véi Z 1a nhém cong céc sO nguyén.
¢) End(Q) = Q, véi Q la nhém cong céc sd hitu ty.

5.35. Cho m,n la hai sb nguyén duong va d }a udc chung 16n nhat
ctia ching. Ching minh ring t&p hop Hom(Z,,, Z,) cac dong
chu nhom tit Z,, dén Z, 12 mot nhoém véi phép cdng cac ham
va déng ciu véi Zg.

5.36. Cho nhém (. V&i mbi phan tit a € G ta xét anh xa

fo: G — G

r — ara’!

Ching minh rang;
a) f, 1a mot tu ding ciu cta G, goi la ty ddng cdu tromg xac
dinh bdi phan ti a.
b} Tap hop cac tu ding chu trong clia G 1ap thanh mot nhém
con clia nhém cac tu déng cu cia G. Ching minh ring nhém
con H chia G 1a chudn tdc néu va chi néu f,(H) = H véi moi ty
déng ciu trong f, cla G.
¢) Nhém céc tu ddng ciu trong clia G ddng céu véi nhom thuong
G/Z(@) véi. Z(G) 1a tam cia nhém G. '
5.37. Cho cac ddng chu nhém ' f : K — H.¢: G — K, trong do f la
mot toan cAu. Chitmg minh ring cac didu kién sau day 1a tuong
duong:
a) Tén tai mot déng cAu h: H — K saocho g=he f;
b) Kerf C Kerg.
Néu mot trong cac didu kién dé duge thoa man thi:
¢) h 13 duy nhét;
d) h la don anh néu va chi néu Kerf = Kerg;
e) h 1a toan anh néu va chi néu g la toan anh.
5.38. Tim bén nhém con khéc nhau cla S, dang céu véi Ss.
5.39. Cho & la mot nhém aben hitu han va p 1a mot sb nguyén t6 sao
cho ¢? = ¢ véi moi g € G, chitng minh rdng G déng chu vai Zy
véi 56 nguyén n ndo dé.
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5.40. Cho

5.41.

9.42.

G,Jz{(g’ E)EMQ(ZP)Mdvbc:l}.

Néu p 13 mot s6 nguyeén té, chimg minh ring G, 13 mét nhém
6 chp p(p? — 1) vA tim mot nhém déng ciu v6i Gy.

Cho G la nhém sinh béi cc ma tran ( _01 [1] ) va ( {1) g'} )
v6i phép nhan ma tran. Chiing t6 riing G 13 nhém khéng aben
cap 8. N6 ¢6 dang chu véi nhém D, hay v6i nhém quatecnion
Q2 hay khong?

Cho nhém G, héy tim cidp (A, ), trong d6 A 1A nhém aben,
a: G — A la dong ciu nhém sao cho cap (A, a) ¢6 tinh chét:
déi véi mdi cap (H, k) trong d6 H 1a nhém aben, h: G — H 1a
dbng cdu nhom thi tdn tai duy nhét f: A — H sao cho h = fa.
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Chuong II1

CAU TRUC NHOM

1. Tich truc tiép

Néu A va B 1a hai nhém thi tich Dé-céc
Ax B={(a,b)|ac Abe B}
lap thanh mot nhém cung v6i phép toan hai ngdi cho bdi

(a,b){z, y) = (az.by).

Nhém A x B dugc goi la tich tric tiép cia A va B.
Dinh nghia tich tryc tiép dude md rong mot cich tit nhién cho mot
ho (G; | i € I) cac nhom, vdi tap chi s6 I tuy ¥. Tich Dé-céc HG gom

tit ch céc ho (a;), v6i a; € Gyt € I, 13 mOt nhém vOi phep toan nhan
theo timg thanh phan, nghia la

(a:)(bi) = (aibi).

Ta goi nhém nay la tich truc tiép ctia ho céc nhém (G; ) Nhém con
cla HG gbm tht ca céc ho (a;), sao cho chi c6 mét s6 hitu han a

khac ddn vi, du’oc goi la tich tric tiép yéu cha ho G, Hién nhién rang, .
tich truc tiép yeu ciia ho G; tring vdi tich truc tiép cta ching khi va
chi khi tap chi s6 7 hitu han. Trong trudng hop céc nhém G; 1a aben
ta thudng néi tdng truce tiép thay cho tich tryc tiép yéu.

Gia st A, B 13 hai nhém con chudn téc cta nhom G. Ta néi ring
G phan tich duge thanh tich tryc tiép cia A va B néu G = AB va
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AN B = e. Khi d6 ta ciing néi ring cac nhém A, B 13 cac hang t truc
tiép clla nhom G. Néu G phan tich dugc thanh tich truc tiép cia hai
nhdm con chuin tde A, B thi méi phin t cia A déu giao hodn dugc
vdi méi phan ¢ cia B va moi phan tif cda G viét duge mot cdch duy
nhdt dudi dang ab,a € A,b € B. ,

Lién hé gita sy phan tich mgt nhém thanh tich trie tiép véi tich
truce tiép clia hai nhém ta c6: Nhém G phan tich duge thanh tich tric
tiép cua cdc nhém con chudn tde A va B néu vi chi néu dnh ze

p:AxXxB — @G
(a,b) — ab

la m@t ddng cdu. Bai vay, khi G phan tich duge thanh tich tryuc tiép
cna A va B ta cing néi ring G 1a tich tryc tiép cha A va B va ky
hiéu A x B ma khong sg ¢é sy hiéu 14m nao. Sy phan biét hai khai
niém nay sé duge hiéu trong timg tinh hubng cu thé. Néu G 1 mot
nhém aben va phép todn trong nhém G ky hiéu bdi + thi ta ky hiéu
(G = A® B thay cho A x B v goi G la tong truc tiép clia A va B.

Néu f: A— X,g: B - Y I3 hai ddng cAn nhém thi 4nh xa

AxDB — XxY
(aab) = (fla), g(b))

ciing 1a mot déng ciu va duge ky hiéu bdi f x g.

Néu A, B lan lugt 12 nhém con chudn tic cha cic nhém X, Y thi
tich truc tiép A x B 1a nhoém con chuan tic cla tich truc tiép X x Y
va

(X x Y)/(A x B) = (X/A) x (Y/B).

2. Nhém déi xuing

Trudc hét ta nhic lai khai niém vong zich. Néu ay,as,...,0m,
1 < m < n, la cac phan tif phan biét clia tap hop {1,2,...,n} thi phép
thé f cho bdi f(a1) = ag, flaz) = as,..., f(@Gm-1) = Cm, [{am) = ay,
va f(z) = z néu z ¢ {a1,ay,...,an,}, duge goi 1a mot vong xich do
dai m, hay mot m-xich. Ta ky hiéu vong xich nay bédi (a; az ... an).
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M&éi m-vong xich trong nhém S, c6é cAp m. Vong xich cé dé dai 2,
f = (i 7), duge goi la mot chuyén tri. Hai vong xich dude goi 1a déc
lap néu ching khéng cé phén tit chung.

M&i phép thé khic phép dong nhdt 1o tich cia nhing vong zich doc
lap. Va mdi phép thé déu c6 thé phan tich dudc thanh tich nhing phép
chuyén iri.

Trong moi dang phdn tich mét phép thé di cho thanh tich cdc
chuyén tri thi tinh chén lé cia s0 cdc chuyén tri lo khong thay doi.
Mot phép thé duge goi 1a chdn néu né duge phan tich thanh tich cia
mdt s6 chin cac chuyén tri va duge goi 1a € trong trudng hop ngudc
lai. Tap hop A, tht ca cac phép thé chin bac n lap thanh moét nhém
con cia nhém déi ximg S,. Nhém con nay duge goi 1a nhdm thay
phién. Nhom thay phién A, la nhém con chi s6 2 trong S, va do dé
la nhom con chudn tic cia S,.

Dinh 1¥ Cayley: Méi nhém G déu didng cdu vdi mot nhém con cia
nhém dbi zing S(G) cia né.

3. Nhing mdt nita nhém vao nhém

Dé c¢6 thé nhing nita nhém S vao nhém G thi § phai thod maén
luat gian ude:

T ac = be eling nhu tit ca = chsuy raa = b.

Digu kién cin nay ciing la diéu kién di trong trudng hop nita nhém
giao hoan. -

Gid st A la nia nhém aben va S la nia nhém con cia A gom cic
phan t chinh quy theo nghia

axr=br =>a=050, vdizr € S;a,be A

Khi d6 c6 thé nhiing A vao vi nhém aben G sao cho moi phan ti

cia S déu cé phan td nghich ddo trong G.

Méi nita nhom aben A vdi ludt gidn wdc déu c6 thé nhing vao mét
nhém aben G. Khi d6 méi phin tu cia G viét dugc dudi dang ab™!,
vdi a, b thudc A.
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4. Tac dong cia nhém trén mot tap hop

Cho G la mét nhém véi don vi e va X 1a mdt tap hgp nao dé.
Nhom (G, ) duge goi 13 tdc dong len tap X néu c6 mot &nh xa
GxX — X,
(g.2) = gz

sao cho v6i moi g,h € G vamoi z € X ta cd

(gh)z = g(hz)
ex = z
Khi d6 X duge goi 14 mot G—tap.
Méi tdc dong cia nhém G lén tip X hoan toan duge zde dinh khi
va chi khi dé@ cho mét dong cdu nhoém

w: G — S(X)

trong dé S(X) ky hiéu cho nhom déi zing cia tap X.

Nhom G dudc goi la tac dong trung thanhk 1én tap X néu ddng ciu
nhém ¢ : G — S(X) la mot don chu. Khi dé phan tif cta G, giit ¢b
dinh moi phén tit clla X, chi 1a don vi e cla G. Do ¢ don chu nén G
déng ciu voi &nh Imgp, v vi vay ta c6 thé déng nhat G vdi Imyp va
xem G nhy mdt nhém con ctua S(X).

Néu G tac dong 1én tap X va = € X thi tap

G: ={g9€G|gz =2z}
14 mét nhém con cha G. Nhém con G, duge got 1a edi 6n dinh cla z.
N6 1a tap cde phéan t cla G, giit nguyén z.

Tap tat ca caC &nh cta mot phan tit z € X dudi tac dong cla

nhém G duge goi 13 quf dao clia z theo G va duge ky higdu béi
Gz = {gz | g € G}.

Nhoém con gHg™! duge goi 1a lién hap véi H bdi g. Mbi quy dao cha
H gom tét ca cic nhém con ciia G lién hop véi H. Nhém con én dinh
déi véi H la

Gy ={g€G|gHg ' = H}.
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Nhém con nay duge goi 1o cdi chudn hod cia H, va H 1a nhém con
chuan tic cia nhém nay.

Néu X 1a mot G—tap thi X duge phan hoach bdi cac quy dao
Gr,x € X, va vl moi z € X ¢6 mdt song anh

p: G/G; — Gzx.

Dic biét, néu G 1a nhém hitu han thi véi mdi phén tit z € X, ta c6

1.

|G =1 G: || Gz |.

Bai tap

Tich truc tiép

Trong cdc bai tdp tit 1.1 dén 1.4, cdp nhém nao la ding cdu? Vi sao?

1.1.
1.2,
1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8,

1.9,

56

Zﬁ va Zg X Z_'g.
ij(] VA Cm x Cﬁ.
D, va C, x (.

1+2  1—4
Z4)<Zz\’é.{:!:1 +i,+t— }

V2T V2
Cho hai nhém G vi H. Ching minh ring néu G x H 13 nhém
xyclic thi G va H la ciing 14 nhitng nhém xyclic.
Cho X va Y la nhitng nhém xyclic c6 cip tuong ng 1 m va n.
Ching minhb ring X x Y la mét nhém xyclic khi va chi khi m
vA n nguyén td ciing nhau.
ChUng minh ring moi nhém clp 4 hoic ding céu vdi 24 hoéc
dang clu véi Zy x Zs.

Cé6 thé phan tich Z thanh tdng tryuc tiép ctia hai nhém aben
khéng?

Chitng minh rdng néu f : G — H la mot toan céu nhém va
néu A la mot nhém con chudn tic clia G sao cho cdi thu hep
k= f|alamot dﬁng chu thi G phan tich duge thanh tich tryuc
tiép clia A vd hat nhan B = Kerf.



1.10. Cho B, C 14 hai nhém aben. Chimg minh réng néu 3: B — C
va v : C' — B la nhitng déng ciu thod min didu kién Bo~vy = ide
thi B = Kerg @ Imy.

1.11. Véi cac nhém G v H bat ky, chimg minh ring:

(GxH)JG'=H v (Gx H)/H =G,

(o™
j=™
Q\

G = {(g,e)€GxH|geG}
H' = {(e,h)eGx H|he H}.

1.12. Cho X va Y 1a hai nhém. Chitng minh ring:

a) X x Y la mot nhom giao hoan khi va chi khi X va Y 1a nhimg
nhém giao hoan.

b) Tam ctia nhém X x Y 1a Z(X) x Z(Y), v6i Z(X), Z(Y) lan
lugt 13 tam cia nhém X va nhém Y.

1.13. Cho ba nhém XY, Z haidnh xa f : X = Y, g: X — Z.
Anhxa h: X — Y x Z duge xac dinh béi: {z) = (f(z), g{z)).
Chimg minh ring: .

a) h 1a mot ddng cdu khi va chi khi f va ¢ 1a nhimmg déng céu.
b) Néu f ho#ic g 1a mot don céu thi & ciing 1a mét don chu. Néu
h 1a mot don cu thi cé suy ra duge £, g 1a don chu khong?

c¢) Néu h la mét toan chu thi f vh g la nhimg toan cdu. Néu f
va g la nhitng toan ciu thi A c6 la mét toan ciu khong?

1.14. Chitng minh rdng d6i v6i médi nhém L vi mbi cip ddng ciu
nhém g : L — G,¢' : L — G’ déu ton tai déng chu duy nhéit
h: L — G x G sao cho biéu db sau giao hoén

G+l oxg L.

nghia la g = po h,¢ = p' o h, trong dé p,p’ 1a cic phép chibu
tu nhién.
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1.15.

1.16.

1.17.

2.1.
2.2.

2.3.
2.4.
2.5.

o8

Gid st G 13 nhém nhan céc ma tran vudng cip 2 khong ky di

trén trudng s6 hitu ty. Ching minh ring a = ( (i} _01 ) 6 cAp

-1 -1
lai, ching t6 riing nhém cong Z; & Z chita phin ti céc phin t
khac khong a. b c6 cip vo6 han nhung a + b ¢6 chp hitu han.

4va b= ( 0 1 ) c6 cap 3 nhung ab c6 cip vd han. Ngugce

Cho mot ho khac réng nhimg nhém (X,;)ie; ma cc phép toan
ky hiéu bing diu nhan. Ching minh réng tap hop tich Dé-céc
X = [[X: véi phép toan xac dinh nhu san

iefl

(@iier-(Yi)ier = (Z:Yi)ier

13 mot nhém (goi 1a tich truc tiép cia cac nhém Xj).
Gia st (X;)ies 13 mot ho khéac rdng cac nhém va X = []X; la
- icl
tich truc tiép chia ho (X;)ie;. Céc anh xa p;,i € I cho béi
pi: X — X

r — I

a) Ching minh ring p; 1a toan ciu véi moi i € 1.

b) Cho nhém Y va cho ho dong céu (fi : Y — X;,7i € I). Chilng
minh ring tdn tai duy nhét déng cdu f: Y — X sao cho vdi
moii€Itacodf;=npiof.

. Nhém déi ximg

Tim cép cta mdi phan t cua nhém thay phién Ay

Nhém con xyclic {{1),(123),(132)} c6 1a chuan tic trong A,
khong?

Tim nhém con ca nhém A, ding cu véi 4-nhém Klein.
Hai nhém Dg v A, ¢6 ding cAu khong? Hay giai thich.

Ching minh ring moi nhém cip 6 hodc déng cfu véi nhém
(Zg, +), hoac ddng cAu véi nhém S;.



2.6.
2.7,

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

Chitng t6 réng Z, x Zy ¢6 6 ty déng chu va Aut(Z, x Z,) = S;.

Ching t6 réing tap hop {fi, f2,. .., fo} cac ham tit R\ {0, 1} dén
chinh né v6i phép toén hop thanh la ding ciu véi S;, trong d6

@) =g, fis)=1-2, f@)=-,
@) =1= 3 fo(@) = 71 o) = =5

Chiimg minh réing nhém thay phién A, khéng chita nhém con cip
6 (Bai tap nay ching t6 rdng ménh dé ddo cda dinh Iy Lagrange
la khong ding).

Cho = la r-vong xich trong S,,, chitng minh ring p~!o7op ciing
la mét r-vong xich déi véi mbi p thuse S,.

Tim tét c& 10 nhém con ela Ay va vé bidu dd quan hé theo quan
hé bao ham.

Cho G la mot nhém con cia S, va G chita mot phép thé 18,
ching minh ring G chita mét nhém con chudn tic c6 chi s6 2.

Chting minh réng
K= {(1), (12) o (34), (13) o (24), (14) o (23)}
la m6t nhém con cha S, ding cAu véi 4-nhém Klein. Chimg

minh riing K 13 chuin tdc va S,/ K = 5.

Cho K 1a nhém duge cho ﬁrong Bai tap 2.12, chitg minh.ring
K la chuan téc trong A, vd A,/K = (. Didu nay chitmg minh
Ay khong phai 13 nhém don.

Cho f: 8, — Sy¢1, 6 d6 f(m) ta phép thé trén {1,2,...,n + 1}
xac dinh bdi f(m)(@) = 7(i) néui <nva f(r)(n+1) =n+ 1.
Hay cho biét f c¢6 phai 14 mot ddng chu hay khéng? Tim anh
va hat nhan cta né (néu cé).

Chitng t6 réng S, sinh bdi cac phan t
(12),(23),...,(n—1n).

Chiing t6 r¥ing S, sinh bdi cée phan t& (12 3... n) va (1 2).
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2.17.

2.18.
2.19.

3.1.

3.2,

Chiing to ring nhém S, sinh béi cAc phan tt (12 3... n — 1)‘
va (n—1 n).

Chiing to réng A, sinh bdi cdc cac vong xich do dai 3.

Gia sl 0 = 010,...0% 14 tich clla nhimg vdng xich doc lap trong
nhém déi xitng S,,. Ching minh ring cip cia o 1a boi s6 chung
nho nhat cia cac cap o;.

. Nhang nda nhém vao mgt nhém

Mbi mot nita nhém aben A4 véi luat gidn ude dédu c6 thé nhang
duge vao mot nhém aben G, trong dé mdi phan tif clia G déu
vidt duge dudi dang ab™!, v6i a,b € A. Hay x4c dinh G trong
cac trudng hop sau day: '

a) A= (N, +);

b) A=(N,.);

c) A=(Z,.).

Cho M 13 vi nhém giao hoan thod méan ludt gidan udce. Hay chimg

minh ring tdn tai nhém aben A vi dong chu k: M — A cia
cac vi nhém véi tinh chdt pho dung sau: Vdi mdi nhém B va
mdi dong cdu vi nhém f : M — B ton tai dong cdu nhém duy

"nhét f' A — B sao cho f = f'ok.

4.1.

4.2.

60

. Tac dong cuia mot nhém trén mot tap

Cho nhém . Chitng minh ring G la mét G—tap véi mdi tac
dong sau:

a) GxG—G, (g,z)— gzg ! {phép lién hop).

b} GxG—=@G, (g,7)— gz {phép dsi).

Hay xac dinh cic nhom con 6n dinh G, va cac quy dao Gz trong
mbi trudng hgp trén.

Ching minh ring (R*,-) tic déng lén R™*! bdi phép nhan vo
hudng. Quy dao cla cac tac dong nay 1a gi?



4.3. Cho nhém G va S 1a tdp moi nhém con clia G. Chfrng minh
rang:
a) 5 1a mot G—tap vdi tac dong

GxS—S, (g,H)— gHg™'.

b) Sé cac nhém con lién hgp véi nhém con H bing chi s6 cla
céi chuin héa Ny trong G.
Vidi cac Bai tdp 4.4, 4.5, got

Z;, = {{z] € Z,, | UCLN(z, m) = 1}.

Sé cde phan it trong tap hop nay duoc ky hiéu la p(m) va duge goi la
w-ham Euler. Vi du, ¢(4) = 2 va o(8) = 4.

4.4. Tim cac nhém trong Sé CT, Cg, 04 x CQ, Cg * Cg X Cg, D4, 53
dang chu vai (Z5,-), (25, ), (Z%,, ) va (Z%5, ) va mo ta cac ding
cau dé.

4.5. Chitng minh rdng néu UCLN(a,m) = 1 thi ¢ = 1 mod m.
[Két qua nay duge tim ra bdi Leonhard Euler (1707 -1783) )

4.6. Chitng minh ring néu p 14 s6 nguyén té thi vdi moi sb nguyén
a ta ¢6 o’ = a mod p.

[Két qua nay dugc tim ra béi Pierre Fermat (1601 - 1665).]

4.7. Cho S 1a mét G—tap. Chitng minh ring:

a) Néu hai diém z,y € S thudc cling mét qui dao thi cdc nhém
con én dinh cia chiing lién hop.
b) Néu S 1a tap hitu han thi

S=>[G:G.)

rel

trong dé I la ta}) cac dai dién cho cac quy dao khéce nhau, con
|G : G, 14 chi 86 ciia nhém con G, trong'G.

4.8. Cho G la nhém hitu han cap p*, p 1a s6 nguyén to, n 14 s6 nguyén
duong. Hay ching minh tam Z(G) # e. Tt d6 suy ra ring moi
nhém hitu han cdp p? déu la nhém aben.

4.9. Néu G 13 mo6t nhém ¢6 cip 35 tac dong lén mot tap hgp S co
13 phén t&, hay chitng minh ring G phai ¢6 mét diém cb dinh,
nghia 14 mét diém « € S sao cho gz = = vdi moi g € G.
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4.10. Cho G 1A mdt nhém c6 cip ¢’ téc dong len mot tip hgp ¢ m
phén ti, chitng minh réng G ¢6 mét diém cb dinh néu p khong
chia hét m.

4.11. Gia st H v K 1a hai nhém con ciia nhém hitu he_in G. Dat
HK = {hk | h € H,k € K}. Ching minh ring

_ |H[K]
T HNK|

|HK|
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Chuong IV

VANH VA TRUONG

1. Dinh nghia va vi du

Tap hop R clung vdi hai phép toan hai ngéi, duge viét nhu phép
cong (+) va phép nhan (x) théng thudng, duge goi 1a mot vanh néu
cac didu kién sau dugc thod man:

(1} {R,+) 1& mot nhém aben,

(1) (R, x) 1& mot nita nhém,

(iii) Phép nhan phan phdi vé& hai phia déi véi phép cong, nghia la:

ax{b+c) = axb+axc
(b+c)xa = bxa+ecxa

v moi a, b, c thude R.

Vanh R dugc goi la gigo hodn néu phép nhan trong R ¢6 tinh chit
giao hodn: a X b = b x a, véimoi a, b € R. Vanh R dugc goi 13 ¢6 don
vi néu phép nhan ¢6 don vi. Phan tit trung hoa cta phép cong duge
goi la phdn t¢ khong ctia vanh R va ky higu bdi 0. Néu R 1a vanh 6
don vi thi phan tit don vi duge’ky hidu béi e hosic 1.

Méi vanh R déu 6 tat cd cac tinh chét clia mot nhém cong giao
hodn va thod man mot sé tinh chit co ban sau: '

1} Véimota€ R, Oxa=ax0=0.
2) Néu vank R c6 don vi 1 va c6 nhidu hon mot phan i thi 1 # 0.
3) Vi moi a, b, ¢ thudc R ta co:

alb—c) = ab—ac

(b—cla = ba-—ca.
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4) Trong R c6 luit phdn phdi suy rong, nghia la vi moi phan tu
a, by, ba, .. b (n > 2) thudc R ta cé:

T

a i b, = Z abi,
i=1

i=1

(i bz) a = i biﬁ‘,.
i=1 i=1

5) Quy tdc vé ddu: Vi moia,b thujc R
a(—b) = (—a)b= —ab; (—a){~b) = ab.

6) Déi vdi moi s6 nguyén n va moi phan td a,b thude vanh R:

n(ab) = (na)b = a(nb).

Phan t& a # 0 thude vanh R dugc goi 1a mot wdc bén trdi (tuong
ing bén phdi) clia khong néu ton tai b € R,b # 0, sao cho ab = 0
(tuong Gng ba = 0). Néu a vira 1a udc ben trai, vira la uée bén phai
cnia. khong thi a duge goi 1a wde cia khong.

Hai tinh chét sau la tuong dudng trong mot vanh giao hoén, co6
don vil # O

(i} R khong ¢6 uwdc cia khong.

(ii) Phép nhdn trong R ¢ ludt gidn udc cho nhing phdan & khdc
khéng.

Vanh R duge goi 1a mot mién nguyén néu né la vanh giao hoan,
c6 don vi 1 # 0 vh khong ¢6 uc cua khong. Vanh F' duge goi la mot
truong néu F la mot vanh giao hodn, ¢6 don vi 1 # 0 vi moi phan ti
khac 0 clia né déu kha nghich (theo nghia ¢6 nghich ddo déi v6i phép
~ nhan). Mgt cdch tiong duong, tap hop F cing v6i hai phép toan ky
hidu bdi +, x 13 mdt trudng néu:

(i} (F,+) ]a mot nhém giao hodn voi phan tit trung hoa 0,

(ii) (F*, x) 13 mot nhém giao hoén, trong d6 F* = F'\ {0},

(iii) Phép nhan phéan phéi véi phép cong.

M&i truong déu la mot mién nguyeén, va ngude lai mét mién nguyén
hity han la mét truong. N6t riéng, vanh Z, la trudng khi vd chi khin
la mot sé nguyén té.
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Cho A la mot tap con én dinh déi véi phép cong va phép nhan clia
vanh R. Néu A cling v6i cdc phép toén cam sinh | mot vanh (tuong
ing, 1& moét truong) thi A duge goi 13 mét vanh con (tuong (mg, la
mot trudng con) cla vanh (trudng) R. Tap con A ctia vanh R la mét
vanh con ctia R khi va chi khi thod man cde diéu kién:

(i) 0 € A,

(ii) Va,bEe A= a—b¢c Avaabe A.

Tap con A cta truong F la trudng con cia F khi va chi khi thod
man cdc diéu kién:

) 0eAleA,

(il Va,be A= a—-be A,

(ili) Va.b € A b £ 0= ab™' € A

Trong dinh nghia chia chiing ta mot vanh khong nhét thiét phai co
don vi. Tuy nhién, néu A 1a mét vanh con chia mién nguyén R, va c6
don vi thi don vi d6 tring véi don vi ctia R.

2. Idéan, vanh thuong

Vanh con J ctia vanh R duge goi 13 idéan trdi (tuong tng, phdi}
clia R néu za € J (tuong tng, ax € J) véimoi e € J,x € R. Néu J
vita la idéan trai vira 1a idéan phai clia vanh R thi J duge goi 1a idéan
cla R. D6i vai tap con J khéc réng ciia vanh R céc didu sau la tuong
duong:

(i) J la idéan cda R.

(ii) Neua,be Jvaz € R thia—be J vaaz,za € J.

Néu 7 1a idéan ctia vanh R, chia don vi, thi [ triing voi vanh R.

Cho M 1a mét tap con cla vanh R. Giao cha ho tAt ca cac idéan
cia R chita M 132 mot idéan bé nhit c¢lia R, chta M. Idéan nay dugc
goi la idéan sinh bdi M, ky hieu (M).

Néu M la mot tap hitu han thi idéan sinh bdi M dude goi la idéan
hitu han sinh. Néu M = {a} thi idéan sinh bdi M dudc goi 12 idéan
chinh sinh bdi phan ti a va ky higu don gidn la (a). Dac biet khi
M = 0 thi idéan sinh bdi tap réng la 0.

Néu R la mot vanh giao hodn cé don vi va ay, ay, ..., a, la 1 phin
ti thudc R thi idéan sinh bdi tdp hop {a1,az,...,an} &
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A= {.'L'](L] + Taay + ...+ xrsafz1:ri € R}

Mot truding c6 thé duge dac trung béi cac idéan cia nod: Mot vanh
giao hodn khong tdm thuong R la mét trudng néu va chi néu 0 va R
lo tdt cd cdc idéan cia nd.

Cho { va J 1a hai idéan cha vanh R. Khi do

I+J={a+b|laecl.be ]},

1Jj= {Zaibi el b€ Jn> 1}

i=1
la nhimg idéan clia R, v duge goi tudng tng la tong, tich cha hai
idéan I, J.

Ro rang dbi v6i hai idéan 7, J ta ludn c6 IJ € I N J. Trong vanh
cac b nguyén Z téng mZ + nZ la idéan chinh dZ, vdi d 1a ube chung
16n nhit clia m vh n. Giao mZ N nZ 14 idéan chinh bZ, v6i b 1a boi
chung nhé nhit cia m va n. Hon nita, ta cdn c6 (mZ)(nZ) = mnZ,
" vado dob

mZ N nZ = (mZ)(nZ)
khi v& chi khi m,n nguyén t6 cung nhau.

Néu J 15 mot idéan cia vanh R thi tuong ing

(R/J)yx (R/J) — R/J
(z+Jy+J}) — zy+J

I3 mot anh xa. Hon niza, nhém thiwong R/J tré thanh mot vanh vai
phép nhéan _
(z+ Yy +J)=a2y+ J
Vanh R/J duge goi 1a vanh thuong cia vanh R theo idéan J.
Hai phép toan trong vanh thuong R/J thudng duge ky hiéu bdi

T+y=2+y I.4=T7Y.

Néu R 1a vanh giao hoan thi vanh thuong R/J ciing la vanh giao
hoan. Néu vanh R c¢6 don vi e thi R/J lavanh cé don vig=e+ J.

.
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Cho R la vanh giao hoan, ¢6 don vi 1. Idéan P clid R dugc goi 1a
idéan nguyén to néu P # Rvatitab€ Psuyraa € P hotic b € P véi
moi a.b € R. Idéan M duvgc goi 1a idéan t4i dai cia R néu M # R va
néu vdi bat ky idéan B cha R sao cho M C B C R thi B R hoac
B = M. Khi deo:

(1) J la idéan nguyén t6 trong vanh R khi va chi khi vanh thuong
R/J la& mot mién nguyén;

(i))J la mot idéan t6i dai trong vanh R khi va chi khi vanh thudng
R/J la mét truong.

Ménh dé trén cho thiy moi idéan tbi dai déu la idéan nguyén t6.

Diéu ngugc lai noi chung khong ding. Tuy nhién, trong vanh sé nguyén
Z moi tdéan nguyén t6 khdc khéng déu la 161 dai.

3. Ddng ciu vanh

Cho hai vanh R va S. Anh xa f : R — § duge goi 1a mot déng céu
tir vanh R dén vanh S néu:

fla+b) = fla)+ f(b)
flad) = f(a)f(b)

v6i moi a,b € R. Trong truong hop R = S déng chu f duge goi 1a
mot ty déng cédu cha R. Néu f 1a mot don anh (tu’dng Ung toan anh,
song anh) thi dong cu f dudc goi 1a mot don chu (tuong ung toan
chu, ding cau) Néu ¢6 mot 4nh xa déng chu tir vanh R dén vanh S
thi ta néi rdng R va S ddng cdu voi nhau va ky higu R S.

Cho f: R — S la mot ddng ciu tit vanh R dén vanh S. Khi dé:
1) f(0) =0, f(-a) = ~f(a), VYa€R .

Tuy nhién cén luu 7 ring néu R va S la nhlmg vanh ¢6 don vi thi
khong nhét thiét xdy ra f(1) =

2) Néu A la mot vanh con cla R thi f(A) la mot vanh con cla S.
Dac biét, Imf 14 vanh con cia S.

3) Néu I la mot ideéan cta S thi fHI) 1a mot idean cia R. Dac
biét, Kerf la idéan cia R.

4} Vanh con J la m6t idéan ciia vanh R khi va chi khi 7 1a hat
nhan cla déng ciu vanh f : B — S nao do.
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Dinh Iy déng cu: Cho f la mét dong cdu vanh t R dén vanh S
Khi d6 tén tai duy nhét dong cdu vanh o : R/Kerf — S sao cho tam

gide sau ld giao hodn
J
R S

R/Kerf

va Imy = Imf, trong dé p : R — R/Kerf la phép chiéu ty nhién. Hon
nita ¢ o don cdu. N6i riéng, vanh thuong R/Kerf ddng céu vdi Imf.
Néu / va J la hai idéan clia vanh R thi

(I+Jy/J=1/(InJ).

Dé6i véi hai vanh (R.+, x) v& (S, +. x), tong tryc tiép cia hai
nhém aben (R, +) va (S,+) la mot vanh véi phép nhén cho bdi

(a,2)(b, ) = (ab.zy).

Vanh nay duge goi 1a tich truc tiép chia hai vanh R va S, va ky hiéu
bdi B x S.

Mot cach téng quét ta ciing c¢6 thé dinh nghia tich trye tiép [[R:
I

ctia, mot ho nhitng vanh (R} ¢ € I). Mai phin tit cia tich trye tiép 1a
mét ho (a;), véi a; € R;, ¢ € I. Hai phép toan cong va nhan duge xac
dinh bdi phép cong va phép nhan theo tiing thanh phan, nghia la

(@) + (b)) = (ai+bs)
(a)(b:) = (aiby)

Vanh con cfia tich trye tiép []R; gdm tat ci cac ho (a;), sao cho chi
7

c6 mot s6 hitu han thanh phan a; # 0, duge goi la téng tric tiép cha
cac vanh R;, va ky hidu bdi BR,.
I

Téng true tiép R, tring véi tich wruc tiép J[R; khi va chi khi [
i !
la tap hitu han. Do vay,

RiXReX.. xR, =R R ®.. PR,
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Trong trudng hop cde vanh R; déu 1a vanh ¢6 don vi thi tich trire tiép
T1R: ¢6 don vila (e;), v6i e; 1a don vi cia vanh R,
{

Cic vanh Zyy V6 Loy X Ly ddng cdy khi va chi khi m,n & hai sé
nguyén té cung nhau.

Bay gid ching ta néu mot ing dung cta dang biéu didn cta mot
vanh nao dé thanh tich tryc tiép cia cac vanh. Cho m = mymsy...m,.,
vai m; 1 cac 6 doi mot nguyén td cing nhau. Chiing ta biét ring co
mot ding cAu vanh

m. = H Zm,

Qua déng cdu nay mdi = trong Z., dudge biéu dién duy nhéit dudi dang
mot bo r s6 (ar, a, ..., a,), trong dé x = a; modm;. Khi dé ta néi ring
(a1, as, ..., a,) 12 mot bicu dién thing du cia z.

4. Trudng cac thuong

Trong muc ndy vanh R duge gid thiét 13 mot mién nguyén. Néu
mién nguyén R chita trong mot trudng F nao dé thi giao @ clia tat
cd cac trudng con chia F, chita R, 14 trudng con bé nhat clia F chita
R. Trudng Q gém tét cd cdc phan tif c6 dang ab™?, véia, b€ R.b# 0.

Déi v6i mbi midn nguyén R cé thé xay du’rig mét trudng tbi tidu
(2 chita R nhu mot vanh con. Xét tap hop
R x R* = {(a,b)|a,b € R, b+# 0}

gdm céc ciip phan t1¥ ciia R ¢6 thanh phan thit hai khac khong, va xac
dinh trén dé quan hé hai ngdi cho bdi

(a,b) ~ (c,d) & ad = be.
Dé cho gon ta sé ky hiéu ldp tuong duong (a, b) chiia cap (a,b) cla
Rx R la % va ky hitu tap thuong gdm céc 16p tuong duong dé 1a Q.
Tap thuong (¢ trd thanh mot trudng véi hai phép toan cho béi
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Hon nita @ chita R nhi mét vanh con. Ta goi @ 1a trudong cde thuong
clta mién nguyén R. Méi phan ti ciia trudng cac thuong Q viét dige
du6i dang ab™', v6i a,b € R, b # 0. N6i rvieng, trudng sé hitu ty Q la
trudng cdc thuong clia vanh cic 36 nguyén Z.

RO rang, truong cdc thuong cia mién nguyén R la trudng téi tieu
chia R. _

Vanh R giao hodn, ¢6 dan vi e, duge goi la vanh <6 ddc sé 0 (tuong
itng, ddc s6 n,0 < n < oo) néu trong nhém cong R, phin tit e c6
cap vo han (tuong 1tng, ¢6 cip n). Trong vanh R ¢6 dac sé n # 0 thi
nz = 0 véi moi z € R, va néu mién nguyén cé dic sd n £ 0 thin la
s6 nguyén t6.

Khéi niém diic s6 cho ta mot mé ta vé ciu trac cla trudng thong
qua hai trudng quen thuoc Z,, va Q.

Néu truong F c6 dic s6 0 thi F chia trudmg con ddng céu vdi
truong s6 hiu ty Q, con néu F c6 dic s6 p £ 0 thi né chita truong
con ding cdu vdi trudmg Z, cic lop thang du theo médun p.

5. Vanh va trudng sip thit tu

Trong muc nay vanh R da cho dude gia thiét 13 vanh giao hoan va
¢ don vi 1.
Cho R la mot vanh giao hoan ¢6 don vi 1. Néu trong R ¢6 mot quan
hé thit tit toan phan < thod man céc didu kign sau vdi moi a,b, ¢ € R:

{)a<bkéotheoa+b<b+e,

(ii) 0 < @ v& 0 < b kéo theo O < ab,
thi R duge goi la mat vanh sdp thit tu. Mot trugng duge goi 1a sip thi
tu nédu né 1a mot vanh sdp thit ty. Phan tit ¢ thude vanh sip thi tue R
duge goi 1a phan i duong néu 0 < a va goi 12 phdan it am néu a < 0.

Diéu kién dit dé mot vanh 1a sép thi ty: Néu trong vanh R cé mét
t@p con P thod mdn cdc diéu kién:

(1) a,b € P kéo theoa +b e P,

(1) a,b € P kéo theo ab € P,

()PN(-P)=0, PU{O}LU(-P)=R

70



thi trong R c6 mot quan hé thit ty dé R trd thanh mot vanh sdp thi
278

Trong vanh sdp thit ty (R, <) ta co:

()2 >0 vdimoiz € R val >0

(ii) R l& vanh cé ddc s6 0.

T diéu (ii) suy ra rang mei trudng sdp thi ty déu chita mét trudng
con dang ciu vadi trudng s6 hitu ty Q. T didu (i) suy ra ring khong
¢6 mdt quan hé thit tu ndo trong tap cic sb phite C dé trudng nay trd
thanh mét trudng sap thit ty, vi 2 = -1 < (.

Néu R la mét mién nguyén sap thit ty thi trong trudng cac thudng
ctia @@ ¢d duy nhat mdt tap cic phan tit duong P sao cho @ 1a mét
trudng sap tint tir va 1 R 1a tap cac phan tit duong ena R.

Vanh R duge goi 1a mat vanh sdp thit ty Acsimet néu (R, <) 1a mot
vanh sap thit tir v véi moi a, b thuoe R, 0 < a, ton tai s6 ty nhien n
sao cho b < na. Trugng F duge goi 1 trudng sdp thi ty Acsimet néu
(F, <) la mot vanh sap thit ty Acsimet.

Ta ¢6 nhan xét ring, ndu R la mot trusng sip thit tu thi no 6
dic s6 0 va vi vay c6 thé nhing trudmg 6 hitu t7 Q vio R nhu mot
truding con. Vi nhan xét nay ta c6 thé phéat biéu tinh chét sau: Moi
fruomg sdp thit tu Acsimet F déu trit mat hitu ty theo nghia véi moi
a. b thude Foa < b, déu tén tai s6 hitw ty q sao cho a < ¢ < b.

-~

‘Bai tap
1. Binh nghia va vi du

1.1. Hay lap cdc bang cong va bang nhan cta mdi vanh Zy, Zs.
Trong cdc bai tap tix 1.2 dén 1.6 hay cho biét nhimg tap hgp nio
& vanh vdi phép cong va phép nhan. N6t ré vi sao?
1.2. Moi 56 hitu ty véi mau s6 1a s6 1é.
1.3. {u,—l- W5 | abe Z}.
1.4. {a + V2 4+ e abce Z}.
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1.5.
1.6.
1.7,

1.8.

1.9,

1.10.

{a+bv2]a.be Q)
Moi ma tran thic cd 2 x 2 véi dinh thide bing khong.

He dai s6 (Z, +, x) ¢6 phai 13 vanh khéng, trong dé phép cong
14 théng thudng, con phép nhan duge cho bdi a x b = (¢ v8i moi
a,beZ.

Chitng minh ring trong dinh nghia ctia vanh ¢6 don vi, tien dé
vé tinh giao hoan cia phép toan céng ¢6 thé suy ra duge tit cac
tién dé con lai.

Cho R la mot vanh. Dit:

a b
1_{(00)\maceR}

Chitng minh ring I 13 vanh con clia vanh M,(R).

Xac dinh cac vanh con clia vanh cac s6 nguyén Z.

Nhitng vanh nao trong cde bai tap tir 1.11 dén 1.13 la mién nguyén?
la trucmg?

1.11.
1.12.
1.13.
1.14,
1.15.

1.16.

1.17.
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Zip X Zn.

{a+bi|abeQ}

{a +bv2 | a,be Z}.

Tim céac ude ctia khong trong vanh Zqp.

Gia st vanh R c6 nhém cong (R, +) 14 xyclic. Chitng minh ring
R la vanh giao hodn. '

Chitng minh ring vanh R 13 giao hoan néu
1 —x € Z(R), Vx € R,

trong dé Z(R) 1a tap tat ca cac phin t1f giao hoan duge véi moi
phan tif cha R.
Chitng minh riing bo phan

A={a+b\a/§+c%|a,b,ceﬁ@}

la mét trudng con cia trudng s6 thue R.



1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

2.1.
2.2,
2.3.

Chitng minh ring trudng cac sb hitu ty khong cd trudng con nao
khac ngoai ban théan né.

Cho hai phan ti a, b € R. Chitng minh riing 1— ab 1a kha nghich
khi va chi khi 1 — ba 1a khé nghich. Trong trudng hop dé hay
tim (1 — ba)~! .

Phén tif a cia vanh R duge goi 13 fug linh néu tén tai sé nguyén
dudng n sao cho ¢® = 0. Ching minh riing néu a 13 mét phan
tu luy linh cia vanh R thi 1 + a 13 kha nghlch

a) Cho R 1a mot vanh. Tap con

C(R)={a € R| az = za, Vz € R},

duge goi la tém cha R. Chitng minh ring tam cla R 13 mot
vanh con giao hoéan cia R.
b) Tim tam ciia vanh M(n,R).

Cho n la mot s6 nguyén ducng. Chimg minh riing cac khing
dinh sau la tuong duong:

a) n 1a mot sé nguyén tb.

b) Z,, 1a mot trudng,

¢} Z, 12 mot mién nguyén.

Vanh R duge goi 1a mot vainh Boole ndu 2?2 = x vdi moi z.€ R.
Chitng minh ring:

a)x=—zvéimoiz € R,

b) R la vanh giao hoan;

c) Néu R la vanh khéng ¢6 wéc clia 0, ¢6 nhidu hon mot phin
t, thi R 13 mién nguyén.

. Idéan

Tim tAt ci cac idéan trong vanh sb nguyén Z.

Tim tat c cdc idéan trong trudng céc sé hitu ty Q.

Gid stt {A4;},., 12 mot ho nhitng idéan ctia vinh R sao cho vdi
moi ¢,j € I, ton tai k € I sao cho A; C A, A; C Ag. Chimg
minh ring A = iLEJJA‘- 1A mot idéan cna R.
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9.4. Cho vanh R v a € R. Ching minh réng céc by phéan

aR = {az | z € R}
Ra = {za | z € R}

lan luot 13 idéan phai, idéan trai cua R,

2.5. Cho R 12 mot vanh tuy §, n 14 s6 nguyén cho trude. Chiing minh
bd phan sau la mot idéan cuaa R

A= {z € R|nz =0}

2.6. Cho m va n 1a hai s6 nguyén duong. Chimg minh ring
mZ+nZ =17

khi v& chi khi m v n nguyén t6 cung nhau.

2.7. Cho R la vanh giao hoan c6 don vi la 1, I va J 13 hai idéan cia
R. Ching minh ndu I+ J = Rthi [J=1nNJ.

2.8. Gi4 st R 13 m6t midn nguyén vdi phan t don vie van la cAp
chia e trong nhém cong R. Chitng minh:
a) n 1a mot sb nguyén té.
b) Moi phan tit khéc khong z € R ¢6 cAp n.
¢) Bo phan mR = {maz | z € R} véi m la s6 nguyén cho trude
la mot idéan cua R.
d) R/mR = R néu m la bdi cla n;
R/mR = {0} néu m khong la boi caa n.

2.10. Cho R la vanh giao hoan ¢6 don vi 1 # 0. Chiing minh rang
néu moi idéan thyc sy ctia R déu la idéan nguyén to thi R 1a
mét trudng.

2.11. Cho R 13 mot vanh giao hodn ¢6 don vi va [ 15 idéan thye su
cha vanh R. Ching minh réng ton tai mot ideéan t&i dai cia R
chia 1.

2.12. Cho R 13 mot vanh giao hoan ¢6 don vi la 1. Chitng minh ring
néu a € R 13 phin t& khong kha nghich thi tdn tai idéan tdi dai
ctia R chita a. '

2.13. Gi4 s 7 1a mat idean thyc sy cia Z. Chitng minh réng I 1o mot
idéan téi dai cia Z khi v chi khi J = pZ vdi p 13 mot sb nguyén
to.
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2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

Gia sit R 1a mot vanh giao ho4n ¢é don vi va mdi phan ttz € R
déu ton tai sb tu nhién n > 1 (n phu thudc vao z) sao cho
z" = z. Chitng minh ring moi idéan nguyén té trong R déu la
idéan téi dai.

Cho R, S la hai vanh. Trén tich R x § ta dinh nghia phép nhan
va phép ¢6ng nhu sau:

(z.y)(a.b) = (za,yb)
(z,y) +(a,b) = (z+ay+b).

Chitng minh réng B x S 1a mét vanh va X 13 mét idéan cia
R x S khi va chi khi X = A x B v6i A 1A mot idéan cha R, B
14 mét idéan cita S.

Cho R la mdt vanh giao hoédn, cé don vi. Mot phdn ¢t a € R
dugc gol 1 liy linh néu o™ = 0 véi n > 0 nao d6 trong Z. Tap
N(R) tat cA cac phén t 1oy linh trong R dude goi 1a can cia
R. Chitng minh ring:

a) N(R) la mot idéan clia R.

b) N[R/N(R)] = 0.

c) N(R) béng giao cla tit c céc idéan nguyén tb cia R.

Mot vanh giao hoan R duge goi 1a mot vand, dia phuong néu
ton tai mot idéan thye syt 16n nhit P (theo nghia véi moi idéan
thye su I C R tac6 I C P). Ching minh r¥ng cic ménh dé sau
13 tuong duong:

a) R la mot vinh dia phuong.

b) Tap céc phan tit khéong kha nghich ctia R 13 mét idéan.

¢) Ton tai mot idéan t6i dai @ sao cho 1+ a kha nghich véi moi
a € Q.

Cho R la vanh giao hoan, ¢6 don vi. Chimg minh hai khing
dinh sau la tuong duong véi nhau:

a) R chi ¢6 mot idéan t6i dai duy nhét.

b) Tap cic phan tit khong kha nghich ctia R lap thanh mot
idéan ciia R.

Cho vanh dia phuong R v6i J(R) 1a idean gom tit ci céc phan
tt khong kha nghich clia R.

a) Ching minh riing moi vanh Z, véi méi s6 nguyén t6 p va
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2.20.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

76

n > 1, la dia phuong, nhung Zg thi khong la dia phuong.
b) Ching minh réng Zgy = {t € Q | p khong chia hét s} la
&

mét vanh con dia phuong cha Q voi méi sb nguyén to p.

¢) Néu R 13 dia phuong, chiing minh réng R/J(R) 1a mot trudng.
d) Chitng minh ring R la vanh dja phuong néu R/N(R) la mot
trudng.

Néu F 13 trudng, chiing minh ring B = My(F) c6 ding hai
idean 12 0 vd R (Bdi vi didu nay, R dugc goi la vanh don).

3. Ddéng céu vanh

Chitng minh ring phuong trinh z3 — 52% — 2 — 17 = 0 khong ¢
nghiém trong Z.

Cho f la mat déng chu tit vanh R dén vanh S (R va S 14 nhing
vanh giao hoén c6 don vi).

a) Chiing minh ring néu f 13 mot toan céu va I la mot idéan
ctia R thi f(7) 1 mot idéan cna S. Néu f khong la toan ciu thi
tinh chét nay con ding khéng? Tai sao?

b) Ching minh riing néu P la mot idéan nguyén t6 cta S thi
f7YP) 1a mat idéan nguyén té chia R. Két qua nay con ding
khong néu thay gia thiét "nguyén t6" bang gia thiét "t6i dai"?
Tai sao?

Gi4 st A 14 m6t vanh, B 13 mot tap hgp vdi hai phép toan cong
va nhan, f: A — B 1a mot song 4nh thod man:

) Va,b € A, flatb) = fla) + F(b).

i) Va, b € A, f(ab) = fla)f(b).

Chttng minh ring B la mot vanh, hon nita B ding cau véi A.
Vanh R duge goi 1a mot vanh Bool néu @ = a vdi moi ¢ € R.
Ching minh rang mdi idéan nguyén t& P cta vanh Bool R la
mdt idéan téi dai va R/ P = Z,.

Ching minh ring



3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.
3.12.
3.13.

3.14.

3.15.
3.16.
3.17.

la vanh con cla vanh M,(R), déng cAu véi C. Hay tinh

1 1)\ %008
=)

Cho § la mét vanh. Dit

Chitng minh réng A la mét idéan cia Rva R/JA =~ § x S.
Gida st f 1 R — R 1a mot ty déng cdu ctha vanh R. Chiing minh
rang tip hop
A={zeR| flz) =z}
la mét vanh con cioa R.

Cho m va n la hai s6 nguyén, m chia hét n. Tim idéan A cla
Zp, 530 cho Z, /A = Zp,.

Chitng minh réng moi idéan t6i dai trong vanh Z, déu c6 dang
PZy,, trong dé p 1a moét wde nguyén t6 cua n.

Chitng minh réing ¢6 duy nhit mgt déng ciu vanh tit vanh cac
s6 hitu ty Q dén vanh céc sé nguyén Z.

Hay tim tét ca cac ty ddng cAu clia vanh céc sb nguyén.
Tim tat cd céc ty dong chu cia vanh Z[/2].
Tim moi tu ddng cdu cia vanh

Zli] = {a +bi | a.b € Z}.

Tim moi ty déng cau clla vanh .
QV2] = {a +bv2 | a,b e Q}.

Tim moi dong cu tit vanh tit Z dén Z,,.
Tim moi déng cau tit Z,5 dén Z,.

Tim moi ty déng ciu cla vanh Z x Z.
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3.18.
3.19.

3.20.

3.21.

- 3.22.

3.23.

3.24.

78

Tim moi ddng ciu tit Z; dén Z,.

Hay xac dinh vanh céac ty ddng cAu End(Zy X Zy). N6 ¢6 1a vanh
giao hoan khong?

Trén vanh (R, +,.) xac dinh hai phép todn cho bt

Ths = r+s+1
ros = rs8+7r+s.

Ching t6 rang (R, &, o) 1a mét vanh dang cAu vdi vanh (R, +,.).
Cho R 1a mét vanh ¢6 don vi va khong ¢6 ude cla khong. Gia
st S = R®Z la tdng trye tiép cna hai nhém cong. Trén S cho
phép nhan:

(r,k)(r', k") = (rr’" + K'r + k', kK.

Chitng minh rang:

a} S la mot vanh.

b) Tap A = {(r,n) € S| re + nx = 0 V2 € R} la mot idéan
trong S.

¢) S/A c6 don vi v chita vanh con ding ciu véi R.

d) S/A khéng ¢6 ude ctua khong.

Gia st R 1a mot vanh tuy ¥, Z 1a vanh cac s6 nguyén. Trén Rx Z
ta dinh nghia cac phép todn nhu sau: '

(k1) + (22, m2) = (21 + 22,11 + 12),

(x1, ) (T2, m2) = (21Z2 + 1122 + NoZy, MNa).

Qhu‘ng minh rdng B x Z la mdt vanh cé don vi, chita mét vanh
con ding ciu véi R.

Hay tim cdc ty dong ciu cla:

a) Trudng cac sé hitu ty;

b} Trudng cac sb thuc;

c¢) Trudng céc sb phite, giit nguyen moi sb thuc.

Tim tap cac tu ding cAu cla trudng

Q(V2) = {a+bv2+cV4 | a,bc € Q}.



3.25.

3.26.

3.27.

3.28,

3.29.

Cho m va n la hai 86 tir nhién nguyén t6 ching nhau. Ching
minh ding cdu vanh

Z/mnZ = (Z/mZ) x (Z/nZ)

Cho d = 7 hoac d = 11. Chitng minh '

a) Bo phan Q(vd) = {a + bVd | a,b € Q} la mét trudng con
clla triong s6 thue R;

b) Cac trusng Q(v/11) va Q(v/7) khéng ding ciu véi nhau.

a) Chitng minh rang moi vanh ¢6 don vi va ¢6 p phan it (p la
s6 ngnyén td) déu dang ciu véi vanh Z,, .

b} C6 ding hay khong moi vanh ¢6 don vi va ¢6 m phéan tit déu
dang ciu voi Z,,?

Cho R = A x B 1a tich Dé-cac ctia hai vanh A vi B tuy ¥. Chitng
minh:

a) R 1a mdt vanh;

h) Céc bo phin A = {(2,0) | e € A} vi B = {(0,b) | b€ B} la
nhitng vimh con ciia R theo thit ty ding cdu véi A va B,

c) A va B la hai idéan cila R thod man cdc hé thie:

ANB={(0,00}, R=4+B.
d) Gia st A va B la nhitng vanh <6 don vi, hay tim céc don vi
cia R, A v 3.
Gid st R 1a mot vanh va ¢ € R. Chitng minh réng:

a) Auh xa

hy R — R
T o oax

13 mot ty dong cau (nhom}) cda nhém cong R.
15) Anh xa

h:R — End(R)
a — Rhia) =h,
la mot ddng chu tit vanh R dén vanh End(R) cac tit ddng cdu
cua nhém cong R.
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3.30.

3.31.

3.32. _
_sao cho R = A + B. Chitng minh ring

3.33.

30

¢} Tim Kerk. Chitng minh réing k 13 don cau khi R ¢6 don vi.

Gid st f : X — Y 13 mot dong chu tit vanh X dén vanh Y, A

va B theo thi tu 12 hai idéan cGa X vad Y sao cho f(A) C B;
p: X2 X/A,p .Y ->Y/B

Ia cac toan cAu chinh tfc. Ching minh réng ton tai mot dong

cAu duy nhat f tir X/A dén Y/B sao cho hinh vuéng

% f

Y

X/A 1. v/B

la giao hodn, tic la fop=1ypof.

Cho I va J 14 hai idéan clia vanh giao hodn, ¢6 don vi R, va cho
dnh xa '

p:R — (R/I)x(R/J)
a — {a+I,a+J)

Hay ching minh:

a) p 14 mot dong ciu,

b} p 14 mot toan chu khi va chi khi I + J = R;

¢) Hay md rong cac két qua trén cho tap Iy, s, ..., In, véin > 2,
nhing idéan cta vanh A.

(Gia st R 1a vanh giao hoan, ¢6 don vi; A, B 12 hai idéan clia R

R/AB = (R/A) x (R/B).

Giast f:V — R, g: V — Y |a hai dong cdu vanh véi f la
toan cu. Chiing minh cic di€éu kién sau day la tudng duong:
a) Ton tai ddngchu h: R — Y saochog=ho f.

b) Kerf C Kerg.

Khi mét trong cac diéu kién dé duge thod mén thi:



c) i 1& duy nhét;
d) h 1& don ciu néu va chi néu Kerf = Kerg.
e) h 1 toan céu néu va chi néu g la don &nh.

4. Trudng cac thuong

4.1. Tim trudng céc thuong clia cic mién nguyén sau:
Z(V2), Z(5), Z(Y2).
4.2. Gia st R la mot trudng véi phan tir don vi e, Xét bo phan
A= {ne|necZ}

a) Ching minh A la mot vanh con clia vanh R, A c¢é phai la
mot mién nguyén khong?

b) Chiing minh A déng cdu véi vanh céc sé nguyen Z khi R c6
dac s6 0, va déng cdu vdi truong céc sé nguyén modp, khi R c6
dac sé p.

4.3. Gia st p la mot 6 nguyén t6. Chiing minh réing tap hop céc sb
hitu ty c6 dang m/n, trong d6 n nguyén tb véi p, 13 mot mién
nguyén. Tim trudng cic thuong clia midn nguyen nay.

4.4. Gid st A 1a mot vanh con ca mét trudng F.

a) Chiing minh réng néu A cé nhidu hon mot phin tit va A cé
don vi thi phan ti don vi clia A4 tring véi phin tit don vi ctia
F, va khi d6 A 14 m6t mién nguyeén.

b) Gid sit A 12 mét mién nguyén. Chitng minh ring b phan

P={ab™'|a,be Ab+0)

l& mot trudng con cla F va P 13 trudng céc thuong cia A.
¢) Chimg minh riing P I trudng con bé nhét trong cac trudng
con cita F' chita A.

4.5. Cho I 13 mdt idéan clia vanh giao hoan R. Chtng minh rang [
la idéan nguyén t6 khi va chi khi 7 1a hat nhan ctia mot dong
cau vanh ti R vao mot trudng.
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4.6. Cho R 12 mot vanh. Néu ton tai & nguyén duong n nhé nhét
sa0 cho na = O vdi moi ¢ € R thi R dude goi la ¢6 dic s6 n.
Néu s6 nguyén duong n nhu vay khiong ton tai thi R duge goi la
céd diace s6 0. Chitng minh rang mdéi vanh R nhing duge vao mot
vinh S ¢6 don vi. Vanh S ¢6 thé dige chon sao cho ¢6 cing dac
s6 vdi R.

5. Vanh va trudng sap thit tu

5.1. Chiing minh cac tinh chit san day trong mot vanh sip thit tu
R:
aya+r<aty=1<y;

Da-x<a—y=2>y

¢) Véi ¢ > 0, tit a < b suy ra ac < be;

d) Vdi ¢ < 0, tit o < bsuy ra be < ac;

¢) Véi a > 0, tht ax < ay suy ra & < y;
f) Véi o < 0, tlt ax < ay suy ra y < T,
g) Néu a # 0 thi a* > 0.

5.2. Cho R 1a mot vanh sdp thit tie véi P 13 tap cac phan it duong
cha R, va A 1A mot vanh con chita don vi clla R. Chiing minh
ring A 13 mot vanh sip thit ty véi tap con duong la AN P

5.3. Trong mot vanh sdp thit tu, dinh nghia gid tri tuyét doi cla
phan tit @ 1a mot phan tid |a| cho bdi

la} = anéua>0,
la| = Onéua=0,
la| = —anéua<0.

Chitng minh cAc quy téc sau:

jabl = lal . 18}
la + b| < jal + |b];

~lal < a < lal;
laf = 18] < la —b].
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5.4. Cho R 13 mot trudng sép thi tu; z,y € R la hai phan t& ma
z < y. Chitng minh tdn tai v6 s6 phin t& 2 € R sao cho

r<z<<y.

5.5. C6 thé trang bi mot quan hé thit ty trén vinh Z,,neN, n>1
dé né trd thinh mot vanh sip thi ty khéng, vi sao?
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Chuong V

V{&N}} DA THUC
VA VANH OCLIT

1. Vanh da thic

Cho R & mot vanh giao hodn c6 don vi 1 # 0. Mot da thic cia x
trén vanh R la mot biéu thitc dang

f(z) = ap + a1 + -+ T

trong d6 ag,....an € R va an # 0 néu n > 0. Phin tt a; duge goi 1a hé
ti cta * trong f(z). Phén ti a, dugc goi la hé td cao nhat cha f(x).

Hai da thitc f(z) va g(z) dude goi 1a bang nhau néu cac hé ti tuong
{mg cla 2* trong cd hai da thic bing nhau. Dic biét

ag + a4+ o+ apz”t =0

néu viv chi néu ag = a; = --- = an = 0. Néun la s6 tu nhién 16n nhét
sao cho a, # 0 thi ta & néi n 1a bac cua f(z), va k¥ hieu n = deg flx).
Néu moi hé tit ciia f(z) déu bang khong thi f(z) dude goi la da thic
khong, va bic cia nd khong duoc dinh nghia. Cac da thic bac 0 la
moi phan tit khac khong a thuge R. ching con duge goi 1a cac da thic
hang.

Tap hop tét ca cac da thic cia x trén vanh giao hoan R ky hitu
bai R(z]. D61 véi hai da thie trén R

a(z) = iat-xi, h(x) = i bz
i—0 i=0
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phép céng va phép nhan duge xac dinh bdi

&

a{z) + b(z) = Z(ai + b;)7*, v6i s = max{m,n);

i=0 .
m+n
a(z).blz) = Z art, 846 cp = Z a:b;

i+j=k

Tap hop Rlz| cing véi hai phép toidn vira néu la mot vanh giao
hoén ¢6 don vi. Déng vai tro phan tit khéng 13 da thic khéng 0 va
phan tit don vi 1a da thitc hing 1. '

Phép dung vanh da thitc clia &n = ¢6 thé mé rong cho da thie n
bién 1.2, ..., 5, v6i hé t trén vinh R. Ching ta c¢6 thé dinh nghia
bang quy nap

R[l‘]l, Iz, ..., In] = R[i':lﬂ'l‘?] B xn—l][&:n]

Néu R 14 moét mién nguyén va f(:r) g(z) la hai da thiic khac khong
cha vanh R[z] thi

deg(f(r).g(z)} = deg f(z) + degg(x).

Do d6 néu R la m6t mién nguyén thi vanh da thitc R[z] cling 1a mién
nguyén. '
Vanh da thic F{z) trén trudng F ¢6 mot tinh chit quan trong,
tuong tu nhu trong vanh cic sb nguyén Z, 13 thuat todn chie vdi du.
Néu R la mét mién nguyén va a(z), b(z) la hai da thitc trong Rlx],
ngodt ra hé t cao nhit cia b(z) khd nghich trong R thi tén tai duy
nhat cap da thic q(z), r(z) € Rlz] sao cho

a(z) = b(z).q(z) + r(z),

vdi degr(x) < degb(x) néur(z) # 0.

Tu sy kién co ban nay ta c6 mot két qua quan trong 1a: Moi idéan
trong vanh da thic Fx| trén truong F déu la idéan chinh.

Néu trén vanh R cac da thitc p(z),a{r) # 0 thod min déng thiic
p(z) = a(z)b(x), véi b{z) € R[z] thi a{z) dugc goi A wdc ctia p(z), con
p(z) 1a boi cha a(z). Ta cling néi a(z) chia hét p(x), con p(z) chia hét
cho a(x). |
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Da thitc p(z) trong vinh R[z] goi 14 khé quy (trén R) néu
p(x) = a(z)b(z) dbi v6i cac da thite khng khi nghich a(z), b(z) nao
d6 thuge R[z]. Da thic p(z) duge goi 1a bdt khd quy néu p(z) khong
kha nghich v khéng kha quy. Néi riéng, khi vanh R 1a mét trudong F
thi da thic f(z) € F[z] 1a kha quy néu f(z) = a(z)b(z) vdi cac da
thic a(z), b(z) khong 13 hing.

Gia sit R la vanh con ctia vanh V, va f(z) € R[z] ¢6 dang
flzy=as+a1z+ - +az"
Phén tt ¢ € V dugce goi 1a nghiém cha f(z) néu
fley=ap+ajc+ - +a,c®=0.

Phéan tit u € V goi 1a dai 56 trén R néu u 13 nghiém ctia mot da thite
g(x) # 0 nao dé cha R[z]. Trong trudng hop trai lai v duge goi la
phén t siéu viét trén R.

' Phan ti ¢ thuge mién nguyén R & nghiém cia da thic p(z) € Rlz]
khi vd chi khi z — ¢ g wdc cia da thic p(z). Do d6, mot da thic bac
n trén mdt mién nguyén R c6 nhiéu nhit n nghiém trong R.

Da thitc bat kha quy tinh c6 chat co ban sau: Néu E la mét trudng
md rong cia trudng F, u la mot phan t& thude E, va f(z) la da thic
bat khd quy trong Fiz] nhan u la nghiém thi:

(i) f(z) & da thic co bac thép nhdt nhan u la nghiém.

(ii) f(z) chia hét g(z), vdi moi g(x) € F(z] cing nhan u ld nghiém.

Gia st F' 1a mot truong, va P = {p(z)) 1 idéan trong Flx] sinh
béi da thic p(z) ¢6 bac n > 0. Khi d6 mbi phan tit clia vanh thuong
Flz]/(p(z)) biéu dién dugc mot cich duy nhit dudi dang

o+ T + ... +an 12" '+ P,

trong d6 ap, a4, ..., 0, € F.

2. Thuit toan chia trong mién nguyén

Cho @ va b 13 hai phin ti cia mién nguyén R. Phin t a dudc goi 1a
chia hét b néu tdn tai ¢ € R sao cho b = ac. Khi dé ta cing ndi ring
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a 1& udc clia b, ky hiéu alb. Thay cho ky hiéu ajb ta con viét b : a, va
néi riing b chia hét cho a hay b 14 bi cia a.

Tap cac udc cha 1 trong mién nguyén R 13 mot nhém aben véi
phép nhan trong K. N6 duge goi 13 nhdm nhén cde wdec cta don v
clia mién nguyén R. Céac udc clia don vi con dudce goi la cac phin t
kha nghich.

Phén t a duge goj 14 lién két voi phan tif b néu ton tai phan tit
khd nghich u sao cho @ = bu. Quan hé lién két trén mién nguyén R
ld mot quan hé tuong duong. Hon nita, véi a, b, c € R thi céc didu sau
tuong duong:

(i) @ lién két v c,

(i) a|c va c|a,

(iti) aR = cR.

Cho a 1a phan tit thugc midn nguyén R. Céc phan tit lien két vdi
a va cac phan ti kha nghich duge goi 1a cic wde khong thuc sy cia a.
Céc udce con lai clia a duge goi 1a wde thue si.

Phan tt p # 0, khéng kha nghich cta mién nguyén R duge goi la
phan tit bdt khd quy néu né khoéng c6 wde thyc sy. Phan tit p # 0,
khong kha nghich, duge goi 1a phan it nguyén 6 néu véi moia, b € R,
p la ude cua tich ab kéo theo p hofic 1a udc cia a, hodc 1a ude cla
b. Trong mién nguyén R moi phan ti nguyén t6 déu la phan i bit
khd gquy. '

Cho @, b 1a nhimg phan tif clla vanh R. Khi dé phan tit d € R duge
goi 1& udc chung l6n nhdt cia a v b néu d 1a ude chung cha a va b,
va d chia hét cho mei udc chung ctia a va b. Udc chung 16n nhit cia
a va b duge ky hiéu bédi ’

. d = (a,b) hodic UCLN(a, b).

Udc chung 16n nh#t clia hai phan tit @ va b néi chung khong duy nhét.
Néu 4 1a mot u6e chung 16n nhét clia a va b thi @ 1a udc chung 16n
nhit ctia a va b khi va chi né lién két véi d, nghia l1a ching sai khac
nhau mét nhan tt kha nghich. Cac phan tit a va b duge goi & nguyén
t6 cung nhau néu wdc chung 1én nhéit cia chung 1a ude cia don vi.
Trong trudng hop nay ta thuong viét (a,b) = 1.
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3. Vanh chinh

Mién nguyén D duge goi 13 mét vanh chink néu mei idéan cia D
déu la idéan chinh.
Mot day chuyén (hay mét day) ting nhitng idéan cla mién nguyén
R:
HhCholhC - Cdpeer (1)

dugce goi 13 ding néu tdn tai s6 nguyén duong ng sao cho
Jn = Jp, VO MO1 0 > ng.

D& thiy day (1) dimg khi va chi khi né chi ¢6 mot s6 hitu han cac J;
khac nhau. Trong vanh chinh R moi day tdng nhing idéan déu ding.
Trong vanh chinh R xay ra nhing diéu sau:
1) Moi cap phén ti khic khéng a,b déu c¢6 wde chung ldn nhit d,
va d 16 mot t6 hop tuyén tinh cia a,b:

d = as + bt,

vdi s,t € R. N6i rleng, udc chung 16n nhat cua hai da thitc khac khéng
trén trudng F ludn tdn tai.

2) Néu a,b,c la nhitng phan t thuéc R sao cho {a,b) = 1 va albc
thi alc. :

3) Néu p la phan td bit khd quy trong vanh chinh R va ¢ la mot
phdn t¢ bit ky thudc R thi hodc p|c, hodc (p,c) = 1. Néi riéng, néu
p(z) 12 mdt da thitc bat kha quy va f(z) 1a mot da thic bat ky trén
trudng F thi hoic p(z) chia hét f(z) hodc chiing l1a nguyén té cling
nhau.

4) Néu p la phan t bt khd quy trong vanh chinh R va néu plab
thi pla hodc plb.

5) Méi phin ti khdc khéng va khong khd nghich déu chia trong
mét idéan téi dai.
6) Phan tit a la bit khd quy khi va chi khi idéan aR téi dai.

Dinh 1y nhan t& hod: M&i phian i khdc 0 va khong khd nghich
trong vanh chinh R déu phdn tich dudc mot cdch duy nhdt thanh tich
cdc nhén td bit khé quy, sai khdc mét thit ty cde nhdn tZ v mdt nhan
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ti khd nghich. N6i riéng, mot da thite f(z) trén trudng F, bac n > 1,
déu phan tich duge mat cach duy nhét thanh tich nhitng da thitc bat
kha quy.

4. Vanh Oclit

Mién nguyén R duge goi 1a vanh Oclit néu ¢6 mot anh xa

6: * - N
I e (5(:1:)

tit tdp cdc phan ti khac 0 cha R dén tap céc sb ty nhién N thoa man
cac diéu kién:

(i) Va,b € R*, alb kéo theo 8(a) < 6(b).

(i) Va.b€ R, b£ 0 toén taig,r € Rsaochoa = bg+r véi r = 0,
~ hodc néu r # 0 thi §(r) < 5(b).

Anh xa § duge gol 1a dnh xa Oclit.

Trong vanh Oclit E 61 véi z,y € E*, §{zu) = §(x) néu u khd
nghich va 6(zu) > 8(x) trong trudng hop nguoc lai. Tit d6 ta thiy
rang phan ti u kha nghich khi va chi khi 6(u) = 6(1), va néu hai phin
tit a. b lign két thi 6(a) = 8(b).

Lép vanh Oclit chita trong l6p vanh chinh, Do d6 trong vanh Oclit
udc chung 16n nhét cla hai phin tit khac khong a, b ludn tén tai. Hon
nita, udc chung ldn nhat dé c6 thé tim duge nhd mot thuat toan tuong
tu nhu thuét todn da trinh bay cho vanh céc sé nguyén Z.

Néu a = bg thi hién nhién (a,b) = b. _

Néu a = bgy + 7o, v6i 8(ro) < 8(b) thi ta c6

(a,b) = (b, g).
Tiép tuc qua trinh nay sau hitu han budc ta dirge

b= rogy + 71, véi 8{r1) < 8(ry)

Tn-2 = Tpn_1gn-1 + T, V0L 5(Tn) < 5(Tn—l)

Tn-1 = Tnln,
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va khi do
(a,b) = (b,m) =+ = (Tho1,Tn) = Ths

nghia 14 udc chung 16n nhét clia a,b bing sb du cubi cing r, trong
.thuat todn ndi trén. '

Bay gid chiing ta xac dinh khi nao thi thuong cfia mot vanh Oclit
12 mot truong. K&t qua nay cho phép chiing ta x4c dinh nhiéu trudng
mdi. Cho a la mot phan ti cia vanh Oclit E. Vanh thuong E/(a) la
mét truong néu va chi néu a bit khd quy trong E. Néi riéng, vanh
Fl2]/(p(z)) 1a mot trudng néu va chi néu da thitc p(x) bht kha quy

trén truong F. Hon nita, vanh F(z]/(p(z)) ludn chia mét vanh con
déng cAu vdi trudng F.

Gid st p(z) = ap+a12 + -+ a,x™ (n > 1) la mot da thitc bat khd
quy trén truong F. Khi d6 ton tai mét trudng E la md mong cia F va
chita mét nghiém ¢ cia p(z). '

Bai tap

1. Vanh da thic

1.1. Trong vanh Zg[z] hay thyc hién phép nhan
(22® + 42* + 2)(3z* + 3z + 2).

Vanh nay ¢6 wde cua 0 hay khong?

1.2. Trong vanh Z-[z] hay x4c dinh p dé z* + px + 5 chia hét cho
z? + 5r + 6.

1.3. Tim da thitc trong vanh Z[z] c¢6 bac bé nhat sao cho:
a) Chia cho (z — 1)? con du 2z va chia cho (z — 2)? con du 3z.
b) Chia cho x* — 22% — 222 + 10z — 7 con du 2% + z + 1 va chia
cho z* — 22% — 32% + 13z — 10 con du 222 — 3.

Véi cdc bai tdp tie 1.4 dén 1.9, tim thuong va phan du.
1.4. Chia 3z* + 42° — 2% + 5z — 1 cho 22? + = + 1 trong Q[z].
1.5. Chia z°® + z* — 42° + 5z cho z* + 222 + 1 trong Rlz].
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1.6.
1.7,
1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

112,

1.13.

1.14.

1.15.

Chia 27 + 2% + 2* + = + 1 cho 2% + x + 1 trong Zs[z].

Chia 22° + 2 + 22° + 2% + 2 cho 2% + 2x + 2 trong Zs[z].
Trong vanh Z[z] xét xem cac da thic sau c6 phai 1a bit kha quy
hay khoéng?

a) flr) =2z + 3;

b) g{z) = 2% + 1;

c) h{z) = 2% + 2z - 2.

Gidsita € Ava f(z) € Alz]. Chiing minh ring f(z) la bat kha
quy khi va chi khi f(z + a) bt kha quy.

Chiing minh réing néu da thic ap +a,z + - - + a,z" bét kha quy
trén trudng A va cé bac n > 1 thidathica,+a,_ 12+ - -+agz"
cting la bat kha quy.

Chitng minh rdng néu p la sé nguyén té thi da thilc 2P — z va
da thitc 0 cung xac dinh mét ham khéng trén Z,. Hay 4p dung
két, qua d6 dé tim trong Zs[z] hai da thic ciing xac dinh mot
ham z? — z + 1. _
Cho K la mét trudng con clia trudng F va u 1a mot phan tit
cua F. Xét déng cdu vanh

¢: Kijz] - F
flz) == flu)

Ching minh réing Kere 13 mot idéan nguyén tb cha Kz|. Két
luan con ding khéng néu K 1a vanh con chita don vi clia mét
mién nguyén F? .

Cho I 1a mét idéan cha vanh sé nguyén Z. Ching minh ring;
a) Tap I{z] moi da thic f(z) véi he sb thude 7 1 mot idéan cia
Z[z]. Hon nita: Z[z|/1[z} = (Z/1)[x)].

b) Néu 7 la idéan nguyén té trong Z thi J [#] 6 1 idéan nguyén
td trong Z[z] hay khéng? C6 1a idéan téi dai khong?

Trong vanh da thiic Z[z] xét idéan I sinh bdin € N va z. Chtrng
minh réng 7 13 mot idéan nguyén t6 néu va chi néu n la mot sb
nguyén to.
Chimg minh ring da thic z? + 14 € Z;5[z] ¢6 4 nghiem
trong Zis.
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1.186.

1.17,

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

92

Chitng minh réng da thic z® + 5z € Zglx] c6 6 nghiém
trong Zg.

Trong vanh Q[z] chitng minh réng da thic
(x+ 1) -z -2z -1

chia hét cho cac da thitce:
a) 2z + 1;

b} z + 1;

c) T.

Gia st da thitc

flz) = (x — a))(z — a2)...(x — an) — 1,
¢6 cac hé sb a; 12 nhitng 6 nguyén phan biét. Ching minh rang
f(z) 1a béat kha quy trong Q[z].

Cho p la mot sb nguyén té va f(z) 1a mot da thic thude Zlx]
c6 hé tit cao nhét béing 1. Ching minh ring néu f(z) bat kha
quy trén Z, thl f(z) bat kha quy trén Q.

Cho da thitc v6i cac hé s6 nguyén
f(‘r) = a’ﬂxn + an_]fr-n_] + oz + ag.

Chitng minh ring néu phan sb toi gidn E, vdi p,q € Z, la nghiém
g

cia f(z) thi

a) plag va gla,.

b) p — mq 1a uée clia f(m) véi m nguyén; dac bigt p — g la udce
chia f(1), p+ g la ude cha f(—1).

Ap dung: Tim nghiém hitu ty cla da thitc

102° — 812% + 90> — 10222 + 80z — 21.

Gia st F la truong cac thuong ctia vanh chinh R, o € F' 1a mot
nghiém cna da thic

f@y=2"4+a, 12" "+ +ax+ap, @ € R

Khi d6 a € R.



1.22. Ching minh trye tiép ring néu v 1a dai s6 trén F thi da thic
cé bac nho nhat v6i hé tit cao nhit bing 1 nhan nghiém u la
bat kha quy trén F. :

1.23. Chitng minh tryc tiép ring néu u 13 mot phan it bat k¥ cla
truong F' va K la mot trudng con ciia F' thi tap hop tat cd cac
da thitc g{z) véi cac hé tit trong K nhan u lam nghiém la mot
idéan cua Klz|. -

1.24. Tim hat nhan v anh cta déng ciu vanh ¢ : Rjz] — € duge
dinh nghia bdi ¢¥(p(x)) = p(i), trong dé ¢ = /1.

1.25. Tim hat nhan va anh cta dong cdu vanh ¢ : R[z] — C duge
dinh nghia béi ¥(p(z)) = p(1 +iv/3).

1.26. Tim mot da thitc trong Q[z] nhin v2 + +/3 1a nghiém. Tu d6
ching minh réng v2 + V3 1a s6 vo t3.

Vi cic bai tap tir 1.27 dén 1.30, tinh tong va tich cida cde phdn ti
trong vanh thuong da cho.

1.27. 3z + 4 va 5z — 2 trong Qfz]/(2* = 7). |

1.28. x? + 3z + 1 va —2x? + 4 trong Qfz]/(z® + 2).

1.29. z2 + 1 v 7 + 1 trong Zolz}/(z® + ¢ + 1).

1.30. ar + b va cr + d trong R[z]/{z® 4 1), trong dé a,b,c,d € R.
Véi cde bai tap tit 1.81 dén 1.38, ching minh cdc ding cdu.

1.31. Rlz}/(z* +5) = C.

1.32. Zz] /(2 + 1) = Z[{]'= {a + bi | a,b € Z}.

1.33. Q] /(2> - ) 2 Q(VT) = {a + bV/7 | a,b € Q}.

1.34. Z[z]/(2z — 1) = {% €Q|a€Z,b=2,r>0}, (mdt vanh con

cta QQ.)

1.35. Zy4/{{7)1a) = Z5.

1.36. Zy4/([2}14) = Z,.

1.37. Rz, y]/{« + y) = Ry].

1.38. (R x $)/((1,0)) & S.

1.39. Cho I la tap tat ca cac da thitc véi hé sb tif do baag khéng trong
Rlz,y]. Tim modt dong céu vanh tit Rz,y] dén R c6 hat nhan
13 idéan 7. Ching minh ring / khéng phai 1a mét idéan chinh.
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1.40. {p(z) € Q[z} | p(0) = 3} c6 phai la mot idéan cha Q[z] khong?
1.41. Cho I 153 mot idéan cla vanh giao hoin A. Chitng minh ring:

a) Bo phan I[z] = {iaixi € Alz], a; €1, i=0,1, ,n} la
i=0

mot idéan cua vanh da thic A[z].

b) Ale)/I[s] = (A/1)[a]

c¢) I la mot idéan nguyén t6 clia A khi va chi khi /[z] la mot
idéan nguyén té clia Alz).

d) Néu I 13 mot idéan téi dai thi I[z] ¢6 1a mot idean téi dai
hay khong?

2. Thuit toan chia trong mién nguyén

Céc da thdc bat khd quy néi trong cdc boi tdp dudi day dugc hiéu la
nhing phdn ti bt khd quy cia vanh dang zét.

2.1. Trong vanh da thic Rz, véi R 1a trudng s6 thyc, chitng minh
cac da thic ax? + bz + ¢ v6i b? — 4ac < 0 la nhimg da thitc bt
kha quy. Diéu d6 c6 con ding nita khong néu thay trudng sé
thue R bdi truding s6 phite C.

2.2. Xét vanh Flz] v6i F 1a mot trudng.

a) Chimg minh ring moi da thitc bac nhat cia Flz] ddu Ia bat
kha quy. Néu F' ]la mot mién nguyén thi diéu d6 con ding nita
khéng?

b) Ching minh rang céc da thic bac hai va bac ba clia Flz| Ia
bat kha quy khi va chi khi chiing khéng ¢6 nghiém trong F.

2.3. Trong vanh Z[z], xét xem cac da thiic sau day c6 phai la bat
kha quy hay khong:

fley=2c+8; glz) =22+ 1, h(z) = + 42— 2

2.4. Cho f(z) = 2° — 2* — 32° + 2z + 4. Phan tich f(z) thanh tich
nhitng da thic bat kha quy trén cac vanh: Z; Z(v/2); Q va R.

Trong cdc bai tap ti 2.5 dén 2.8, nhing da thic da cho c6 vit khé quy
trong vanh da cho hay khong? Tai sao?

2.5. 2% + 2% + z + 1 trong Q[z].

94



2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.
3.8.

r? + 2% — 6 trong Q[z].

4r® + 32° + z + 1 trong Zs(z].

z* — 22 + 22 + 1 trong Riz).

5 ¢6 bat kha quy trong Z[4] hay khong?

Gia sit A la mdt vanh giao hoan, a 1a phan ti luy linh. Ching
minh réng da thic 1 + axr € Alz] kha nghich. Téng quat hon,
néu ao kha nghich va a,, ..., a, luy linh thi Zn:a,-a:" kha nghich.

1—0

. Vanh chinh

Cho F & truong. Chitng minh trye tlep rang:

a) F[z] 1a vanh chinh.
b} Néu p(z) 1a da thitc bit kha quy trén F thi idean chinh
sinh bdi p(z) 1a t6i dai trong F[x], ti d6 suy ra vanh thuong
F = Flz]/(p(x}) la mot truong.
a) Chimg minh réng hai da thitc bat kha quy trén ciing mot
trudng khong thé cé nghiém chung.
b) Néu f(zx) va g(z) c6 nghiem chung va f(z) 1a bat kha quy
trén truong F thi f(z) | g(z).
Néu f(z) la da thtc bit kha quy trén trusng F, c6 bac n > 1
thi khong ton tai trong F hai da thuc khéc khong c6 bac nhé
hon n ma tich clia ching chia hét cho f(z).
Gia st @ va b 1a hai phén tf nguyén té chng nhau cta vanh
chinh A, Ching minh idéan sinh ra bdi ¢ va & 14 vanh A.
Cho p la mot phan ti khac 0 clia mat vanh chinh 4. Ching
minh p la b4t kh& quy khi va chi khi Ap 13 mét idéan t6i dai
cna A. .
Ching minh r&ng trong mot vanh chinh, cic idéan nguyén té
khac 0 déu la cac idéan tbi dai.
Ching minh mét trudng 13 mét vanh chinh.

Vanh thuong cia modt vanh chinh ¢6 pha1 la mét vanh chinh
khong?
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3.9.

3.10.
3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17,

3.18.

96

Gia st R 13 vanh chinh va A 1a idéan cia R. Chiing minh ring:
a) Moi idéan clia vanh R/A déu la idéan chinh.

b) Vanh thuong R/A 1a vanh chinh khi va chi khi A la idéan
nguyén to.

Vanh con cla mét vanh chinh ¢é phéi 1a mét vanh chinh khdng?
Gid st A = {a + bv/3ila, b € Z}.

a) Chitng minh réing A cing vdi phép cdng va phép nhan cac sb
phitc 14 mot mién nguyeén. |

b} Chitng minh ring 2,1+ v/3i,1 — +/3i 1a nhiing phan tit bt
kha quy cla A nhung khong phai 14 nhitng phin ti nguyén té.
Tir d6 suy ra A khong phai la mét vanh chinh.

Chimg minh ring vanh

A= {a+bV2i|a,be Z}

13 mot vanh chinh.

Ching minh ring vanh A = {%1— € Q| (m,n) =1, nlé} la mot
vanh chinh.

Chiing minh ring vanh Z{z] khéng 14 vanh chinh, nhung vanh
thuong Z(x)/(z? + 2) 12 mét vanh chinh.

Cho K la moét vanh giao hodn ¢6 don vi 1 # 0.

a) Ching minh ring K[z] la vanh chinh khi v& chi khi K 1a mot
trudng.

b) Ménh d& a) con diing khong khi thay K[z] bdi vanh Kc|, vdi
c 13 phian t dai s6 trén K.

Cho K la vanh giao hoan ¢6 don vi 1 % 0. Ching minh:

a) Néu K la vanh chinh thi mei idéan cla vanh K x Z déu la
chinh. K x Z c6 la vanh chinh khéng?

b) Vanh da thic K|[z] 1a vanh chinh khi va chi khi K la vanh
don (theo nghia la vanh chi ¢6 2 idéan 1a 0 va K).

Cho K la mot trudng. Vanh da thic hai an K|z,y] ¢6 phai la
mot vanh chinh khong, tai sao?

Tim cic s6 nguyén dudng n sao cho vanh da thic Z,[z] l& mot
vanh chinh.



3.19. Cho da thic f(z) = 2* + 1 € Zy[z], I 1a idean ctia Zs[z] sinh
béi f(z). -
a) Chitng minh rding vanh thuong k¥ = Zs[z)/I 1a mot trudng.
Xac dinh moi phén tit clia K va tim nghiém cua f{z} trong K.
b) Xac dinh dic sb cla K. .

Phan tich cdc da thite trong cdc bai tap tir 3.18 dén 3.29 thank cdc

nhan ti bat khd quy trong vanh dé cho.

3.20. z° — 1 trong Q[z].

3.21. 2° + 1 trong Z,|z].

3.22. z* 4 1 trong Zs|z].

3.23. 22% + 2° + 4z + 2 trong Qlz).

3.24. 227 + 1° + 4z + 2 trong C[z).

3.25. 25 — 16 trong Clz].

3.26. r* — 16 trong R[z].

3.27. 2° — 16 trong Qlz].

3.28. z® — 16 trong Z,[].

3.29. Ching minh réng Z[v/=5] = {a + by/—5 | @,b € Z} khéng co
tinh chat nhan t hoa duy nhét.

Mién nguyén R duge goi la thée mén dicy ki¢n c6 wdc chung lon
nhat (viét tit ls UCLN) néu trong R moi cdp phan tt a,b khong déng
thot bang khong déu c6 wdc chung lon nhét, Chitng minh cic ménh dé
¢ bar 3.80 dén bai 3.39 sau.

3.30. Cho a, b, ¢ thudc midn nguyén R thda man didu kién ¢6 UCLN,
Khi dé ta co:
1) c{a, b) = (ca, ch),
2) Néu (a,b) =1 va {a,¢) = 1 thi (a,bc) = 1.

3.31. Cho R la mét mién nguyén thoa man didu kién c6 UCLN, p Ia
phén tit bit kha quy thuse R. Khi dé v6i moi a thuge R, hodc
a chia hét cho p hodc a va p nguyen té ciing nhau.

3.32. Trong vanh R théa man didu kién 6 UCLN, moét phan tif la
bt kha quy khi va chi khi né Ia nguyén to.

3.33. Cho R & mién nguyén thod man didy kién ¢6 UCLN, pe R 1a
phan t bat kha quy. Néu q, a,, ..., an (n > 2) la nhing phan
ti¥ clia R sao cho pla;ay...a, thi tdn tai ay sao cho play.
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Day cdc phan tit khde khéng ciia mién nguyén R
(£ T 7.5 PRI PR

duge goi la mot diy chuyén gidm nhu’nq wde néu Gt | a, wdi
n =1,2,... Day chuyén duge goi la ditng néu tén tai s6 nguyén duong
s sa0 cho a, lién két vdi oy vdi moin > s.

3.34, Cho R I mot midn nguyén thod man dién kién ditmg nhimg
wde thye sy, Chitmg minh ring néu a € i, a # 0 va khong kha
nghich thi a c6 mat uée bat kha quy.

Mién nguyén R duge goi la vanh nhan ta hod (hay vanh Gauss)
néw mot phdn ti khdc 0 va khong khd nghich cua no déu phan tich
dicge mot cach duy nhit thanh mot tich nhdng nhdn ti bat khi quy,
sui khdc thit ty cdc nhan ti vo sai khdc cdc nhan td khd nghich. Chumyg
minh cde ménh dé ti 3.35 dén 3.40 sau.

3.35. Cho R la mot mién nguyen thod man ditu kién dimg nhimg wéc
thie sy va didu kién ¢6 UCLN. Khi d6 £ 1a mot vanlh nhan
tit hoa (hay vanh Gauss). Tit do suy ra moi vanh chinh deéu la
vanh Gauss.

3.36. Vanh nhan ti hod thoa man didn kién dimg nhitng wde thue sit
vi diéu kién ¢6 UCLN.

3.37. Cho vi du chiing to:

a) Vanh con chita don vi clia vanh nhan ta hod ¢é thé khong la
vanh nhén t hod.

b) Vanh thuong R/A clia vanh nhan tit hoa R theo idéan A co
thé khong 14 vanh nhan tit hoa, ké ¢4 khi R/A 1a mién nguyén.

3.38. Cho A la mot vanh Gauss, A 1 trudng céc thuong cia A.
flz) = ap+wa+ -+ az" € Al

duge goi 1a mot da thite nguyén bin néu ude chung lén nhat cia
cac hé tlt ag, ay, ..., @, bing 1. Chiing mink ring;
a) Tich ctia hai da thite nguyén ban la mot da thifc nguyén ban.
b) Néu da thiie f(z) € Alx] kha quy trong Alz] thi n6 ciing kha
quy trong Alz].

3.39. Gia st p(x) 1h mot da thite véi hé sb nguyen va bat kha quy
trong Zlz]. Chntng minh réng trong Z[z] néu p(z) chia hét tich
Fl).g(r) thi hoac p{x) chia hét f{z) hode p(x) chia hét g(z).
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3.40. Chitng minh ring néu A 13 mot vanh Gauss thi vanh Alz] cling
la vanh Gauss. Tinh chat nay con ding khong néu thay gia thiét
"vanh Gauss" bing gia thiét "vanh chinh".

4. Vanh Oclit (Euclide)

4.1. Chiing minh ring cic vanh sau la vanh Oclit:
a) Z[v2] = {a + bv/2 | a, b€ Z};
b) Z{iv/2) = {a + bv/3i | a,b € Z}:
c) Zz)/(z* + 2);

14 /=11 Vv—-11
d)A:Z[-fT—liJ ={a+b—1—+—2—1—|a,beZ}.

4.2. Ching minh ring vanh A4 = {% €Ql(mn)=1 nlé}la
mét vanh Oclit.
4.3. Chitng minh ring mai trusng 1a mat vanh Oclit.

4.4. Cho mdt vi dy ching t6 riing vanh con chita don vi clla mot
vanh Oeclit ¢6 thé khong phai 1a vanh Oclit.

4.5. Gid sit R la m6t vanh Oclit vd A 1a idean cfia R. Chitng minh
vanh thuong R/A la vanh Oclit khi va chi khi A 14 idéan nguyén
t6 cta R.
4.6. Gia sit A Ia mot vanh Oclit. Chimg minh ring 4 13 mot trudng
khi va chi khi é(z) 13 hing véi moi z € A*.
4.7. Gia st
fle) =2+ 22+ 22+ z + 1,
g(z) =2+ 22+ z + 1.
Tim udc chung 16n nhét cia f(x) va g(x) trong Zlx).

Vdi cde bat tap t& 4.8 dén 4.14, tim UCLN cdéa cdc phin ¢ a,b trone
vanh Uclit da cho, va tim cdc phén ti s,t trong vanh dé thod m .n
as + bt = UCLN(a, b).

4.8. a = 33,b = 42 trong Z.
4.9. a = 2891, b = 1589 trong Z.
4.10. 0 = 27% — 42® — 8z +1,b = 22° — 522 — 5z + 2 trong Q[x].
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4.11.
4.12.

4.13
4.14

4.15.

4.16.

4.17,

4.18.

Vai

a=12%-1%~162%+ 122 — 2.b = 2° - 227 — 16z + 8 trong Q[z].
a=2z2'+7z+1,b=a%+2*+ z trong Zs[z|.

ca=z'+2,b= 1%+ 3 trong Zs{z|.

.a=4—1i,b=1-+1 trong Z[3].

Z[z] c6 phai 1a mot vanh Oclit cing véi anh xa cho bdi
8(f(z)) = deg f(z) véi mbi da thie khac 0 hay khong? Z[x]
¢6 phai la mot vanh Oclit véi mot dinh nghia nao khéc clia
&(f(x)) hay khong?

Xét vanh Oclit Z[i} véi chuan:
N:ZEN\ {0} — N, m +ni > m® +n’

Chimg minh réng véi moi a € Z[i] \ {0} ma N{a) nguyén td
trong Z thi « la phan ti nguyén té trong Z[¢]. Diéu nguge lai
c6 dung khong?

Néu R 13 mot mién nguyén. Chimg minh ring cac khang dinh
sau la tuong dudng:

a) R la mdt trudng.

b) R[z] 1a mot vanh Oclit.

¢) Rjz] la mot vanh chinh.

Chitng minh ring khong tén tai mién nguyén R sao cho vanh
da thitc hai an Rfz.y] 12 mot vanh Oclit,

cde bai tép 4.19, 4.20, xdc dinh bing cong va nhan cho cdc vanh

da cho. Tum tdt cd cdc ude cua 0 trong mdi vanh. Vanh nao trong cdc

vanh
4.19
4.20
Céc

nay la trudng?

- Zyfz]/(2® + 1),

. Tala]/(2* + 22 + 2).

phdn t nao trong cée bai tap tit 4.21 dén [.26 la bét khd quy

trong cdc vanh did cho? Néu c6 phan t bdt kha quy, tim trudong cde
thuong tuong dng theo modun idéan sinh bdi phan ti do.

4.21
4.22

. 2% — 2 trong R[z].
. 23 4 2% + 2 trong Zs[z).

4.23. z* — 2 trong Q[x].
4.24. =7 + 42° — 3iz + 1 trong Clz].
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4.25.
4.26.
4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

z* — 3 trong Q(v/2)[z].

3z% — 42° + 2 trong Q[z].

Gié st vanh E véi anh xa § : E* — N 14 mot vanh Oclit. Ching
minh tdn tai 4nh xa Oclit; .

§:E"—>N

sao cho §'(E*) = {0,1,...,n} vdi n > 0 hoac §'(E*) = N,

Gia st E 1a mét vanh Oclit véi anh xa Oclit 6. Chitng minh
6(u) 1a phén tit bé nhét cta §(E*) khi va chi khi u kha nghich
trong E. '

Gia st £ 12 mot mién nguyén nhung khong 13 truong. Ching
minh ring didu kién cin dé £ la vanh Oclit la tén tai mét phin
tit khong kha nghich z € E sao cho moi 18p cia E/(x) ¢6 mot
dai dién ho#c khé nghich, hofc bing 0.

Chitng minh vanh:

A= {a+b}+—“—2‘/ﬁ|a,bez}

khong phai la mét vanh Oclit. (Ngusi ta c6 thé ching minh A
1& vanh chinh). '
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Chuong VI

PHAN TICH DA THUC |
TREN CAC TRUONG SO

1. Phan tich cac da thirc thyc va phitc

Ta nhc lai ring, mot da thitc f(z) c6 bac duong duge goi 1a khd
quy trén trudng F néu né c6 thé phan tich duge thanh tich cfia hai da
thife ¢6 bac duong trong Flz]. Néu né khéng thé phan tich nhu vay,
f(z) duge goi 13 bat khd quy trén F, va f(z) 12 mot phan tt bat kha
quy cGa vanh Fz].

Dinh 1y co ban cha Dai sé: Néu f(x) la mot da thitc trong Clz) 6 bic
duong, thi f(x) cé nghiém trong C.

Céc nghiégm phite clia cdce da thite thuc tén tai theo timg cip lién
hop: .

(i) Néu z = a+bi la mot nghiém phitc cida da thite thue f(x) € Rlz],
thi lién hop cia n6 Z = a— bi ciing la mot nghiém. Do dé da thite thuc

(z —2){(z — %) = 2° — 2ax + (a® + %)

la mot nhan ta cia f(x).

(ii) Néu a,b,c € Q va a + by/c la mot nghiém vé ty cia da thic
hitu ty f(z) € Qlz], tht a — by/c cang la mot nghiém, va da thic hiu
ty '

2%~ 2az + (a? - ¥c)

la mét nhan i cia f(x).
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Céc da thic bit khé quy trong vanh Clx] 1 cde da thatc bac 1. Cdc
da thite bit khé quy trong vanh Rz la cdc da thic bdc 1 cing véi cdc
da thic bic 2 c6 dang ax® + bx + ¢, trong dé b* < dac.

L

2. Phan tich cac da thire nguyén va hiru ty

Mot da thite hitu ty luén ludn cé thé dua duge vé mat da thite
nguyén bing cich nhan né vdi boi chung nhé nhit (BCNN) clia céc
mAu 86 cha ciac hé s6 cla nd. Bay gig ching ta dua ra ciac phuong
phap khac nhau dé xac dinh xem mot da thifc nguyén cé nghiém hira
ty hodc bat kha quy trén Q.

Dinh 1y nghiém hitu ty: Cho da thic vdi hé s6 nguyén

plz)y =ap+ a1z + - + apx” € Z[z].
Néur/s la nghiém hitu ty cia p(z) va UCLN(r,s) = 1, thi

(1) T“Gfo.

(i) s|an.

N6i riéng, néu da thitc p(z) € Z[z] vdi hé ti cao nhat bing 1 thi nghiém
hitu ty (méu cd) cia f(x)-la nghiém nguyén, va sé nguyén nay la wdc
ctia 86 hang ty do.

Nghigm hitu ty clia da thitc p(z) € Z[z] ciing ¢6 thé duge tinh theo
phudng phap sau: Nhéan hai vé cia phudng trinh p(z) = 0 véi a? ! va
dit v = a,r ta duge phuong trinh

qy) =bo+biy+ ...+ b " +y" =0,
3 d6 hé s6 ctia v bing 1. Khi d6 theo Hé qua 2.2 nghiém hitu tj cha
phiong trinh ¢{y) = 0 néu ¢6 phai 1 56 nguyén va la udc cha b,. Trong
trudng hop don gidn ta c6 thé kiém tra tryc tiép nhitng ude nay ¢6 la
nghiém ciia phuang trinh hay khong. Déi véi trudng hop chung ta cé
thé lam giam s6 phép thit nho mét ky thuat don gidn duge trinh bay
dudi day.

Gia st g(1} # 0 vd ¢{—1) # 0. Néu ¢ 12 mot nghiém nguyén cua
q{y) thi g(y) chia hét cho y — ¢ :

q(y) = (v — c)hly).
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Theo dinh 1§ vé phép chia véi du ta cé h(y) € Z[y], nghia la cic hé sb
cia h{y) déu la sé nguysn. Tt d6

1a nhitng s6 nguyén. Didu nay cho phép chiing ta chi cin kiém tra déi
véi nhimg udc ¢ cia by ma

q(1) q(—-1

l—c¢ 1+4¢

L—

déu 13 nhitng sé nguyeén.

Néu g(1) = 0 hose g(—1) = 0 thi ta chia g(y) cho y — 1 (tudng ing
cho y + 1) va tiép tuc lam nhi trén véi da thiic thuong,

Bb dé Gauss: Cho da thic vdi hé s8 nguyeén
flx)=ao+a1+ - +a,2" € Z[z].
Néu f(x) 6 thé phan tich dugc trong Q[x] thanh f(z) = g(x)h(z) vdi

g9(z), h(z) € Q[z}, thi f(z) ciing phan tich duge trong Z|z).

Mot cach tuong duong, néu da thic f(z) € Z[z], bac n > 1, bét
khd quy trén Z thi cing bat khd quy trén Q.

Tiéu chuan Eisenstein: Cho da thic vdi cde hé sé nguyén
flz)=a+az+- - +az", (n>1)

vd gid st ton tai s6 nguyén t6 p sao cho p khong chia hét a, nhung
chia hét cdc he s6 con lgi va p® khong chia hét ay. Khi d6 f(z) la bt
khd quy trong Q[z].

Tiéu chuan bét kha quy thu gon: Cho p & mét s6 nguyén té va da
thie
flx) =ap+ a1z + ... +an2" € Z[z],

¢6 da thitc f(z) tuong ing
f@) =@ +T@z+. ..+ 32" € L7

sao cho f(z) # 0 va bac cda f(z) bdng bac cia f(x). Khi d6, néu F(z)
ld da thic bit khd quy trong Z,[z] tht f(z) bdt khd quy trong Qlz].
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Tiéu chuén Eisenstein vin ding néu thay Z béi vanh A va Q bdi
trudng céc thuong cta A.

3. Phan tich cac da thitc trén trudng hitu han

Mot da thitc trong Zo[z] ¢6 nhdn tk z + 1 néu va chi néu ndé c6 mot
56 chdn cdc hé $8 khdc 0.

Bai tap

1.

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5

Phan tich cac da thitc thuc va phitc

Trong vanh C[z], chimg minh réng da thic f(z) chia hét cho da
thic g(x) khi va chi khi moi nghiém cha g(z) ciing & nghiém
cia f(z) va moi nghiém boi k cta g(z) ciing 1a nghiem boi lén
hon hoac bing & cla f(z).

Trong vanh Q[z], ching minh ring da thic:

fla) = 2% + 23 4 %2 (k1 neN)

chia hét cho da thitc g(z) = 22 +z + 1.

Cé thé dinh nghia duge mot thuat toan chia trong Rlz,y] hay
khong? C6 thé chia 23+ 3zy+y+4 cho zy+¢° +2 hay khong?
Gia st K 1a mot trudng, f(z) va g(z) la hai da thitc nguyén té
cung nhau trong K'{r]. Ching minh ring yf(z) + g{z) 12 mot
da thitc bat kha quy trong K|z, y).

Mbt 4nh xa ¢ : € — C duge goi 1a 4nh xa da thige trén C néu
ton tai mot da thite f(xr) € Cfz] sao cho ¢(a) = f{a) Ya € C.
a) Chitng minh réng c6 mot song anh gita tap Clz] va tap cac
anh xa da thic trén C.

b) Ménh dé a) con dang khong néu thay truong C béi trudng
K tuy ¥
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2.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4,

2.5.

- 2.6.

2.7,

2.8.

Phan tich cac da nguyén va hitu ty .

Néu r/s la mot nghiém hiru 1y, d dang téi gidn, cia mot da thnte
p(x) véi he sd nguyén, chimg minh ring p{2) = (sx —r)glx) véi
mot da thite g{z) nao dé vai he sb6 nguyén.

Chimg minh ring /s, ¢ dang tdi gian, khong thé 1a mot nghiém
cta da thite nguyen p(z) teit khi (s —7) | p(1). Dicu nay ¢6 thé
dude stt dung dé rat ngén danh sach cic nghiém hitu ty ¢6 the
c6 ena mot da thire nguyén.

Ching minh ring v2/V/5 12 56 vo t3.

Trong vanh Q[z] ching minh ring da thie f(x) = 23— 3nlx+nd,
v6i m 13 mot s6 ty nhién khéc khong, 1a mot da thie bhat kha
quy. ’

Tim nghiém hitu ty clia cde da thac:

a) 2® — 6x? + 15z — 14,

by 223 + 3% + 6x — 4,

o) a® — 6%+ 1lat —a? - 1822 + 20x + 8,

d) 2% 4 22 + 62 + 327 — 122 — 48,

Chitng minh ring da thic f(z) voi he s6 nguyén khong ¢
nghism nguyén néu f(0) va f(1) déu la nhitng 56 16.

Chimg minh ring néu da thic
Flz) = ax? + bx + c € Z[x] {a # 0)

6 nghiém hitu t§ thi {t nhat mot trong ba sb a, b, ¢ chin.

Diing tiéu chudn Eisenstein chitng minh ring cac da thite sau la
bét khé quy trong Q[z]:

a) z° + 15,

b) 3% — 42% 4 82° — 10z + 6,

¢) 3 - 3r -1,

d) zt - 3 + 22 + 1,

e) z* — 8x% + 122% — 67 + 3.

Trong cdc Bai tap tir 2.9 dén 2.11, hay phan tich cde da thic thanh
cde nhan tid bit khd quy trong Qlx):

2.9.
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2.10.
2.11.
2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.
2.18.

rd — 4w+ 1.
rt 4+ 31% 4+ 92 — 9.
Cho ay, ag, ..., a, 1& cdc sd nguyén phan bigt. Chitng minh ring
da thue _

(r - al)g(;r — a2)2 sz — a,ﬂ)2 +1
14 bAt kha quy trong Qlz].
Tim digu ki¢én cdn va di dé da thite f{z) = x* + px? + ¢ la bét
kha quy trong Qlz].
Phan tich mdi da thie sau thanh tich nhitng da the bat kha
quy trong Qlx, yl.

2) 7 — g,
b) at — 42,
c) 2® — ¢f,

d) 27 + 22% + 32° + 9y.
Ching minh rdng da thitec 3 + 32292 + 22%y + xzy? + Ty + 4% 1A
bat kha quy trong Q[z, ).
(Tieu chudn bt khi quy thu gon). Cho p la sb nguyén td va da
thic

flz)=ag+ a1z + - +a,2" € Z[z]

¢6 da thite f(z) tiong vng
fl@) =@+ @z +---+2,2" € Z,a]

sao cho Flx) # 0 va bac cha f(z) bing bac ciia f(x). Khi do
néu f(x) 1a da thic bat kha quy trong Z,[«] thi f(z) bat kha
quy trong Qlxl.

Xét tinh kha quy cla da thic z* — 1523 + 7 trong vanh Qlx].

Cho da thite p(z) = #* - 3z + 1. Chitng minh ring:

a) p(x) bat kha quy trén Q va ¢ ba nghiém clia n6 trong C déu
la thare.

b) Néu ¢ 1a mot nghieém cia p(z) thi ¢ va ¢ + 2 1a hai phan tit
kha nghich trong vanh A = Z|c].

c) 24 la mot idéan nguyén té cia A.
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3. Phan tich cac da thirc trén trudong hitu han

3.1. Tim tét ca cac da thitc bat khad quy bac 2 trén Z,.

3.2. Tim mét da thic bat khd quy béc 2 trén Zs.

3.3. Tim mét da thitc bat kha quy bac 2 trén Z,.

3.4. Cho L, 1a tap tit ca cac ham tuyén tinh f : Z, — Z, c6 dang
f(x) = ax + b, trong d6 a # O trong Z,. Ching minh ring L,
cing v6i phép toan hgp thanh cic 4nh xa 14 mot nhém ¢ cip
p(p—1).

3.5. Néu p 13 mot s6 nguyén té, chimg minh ring (z — a)|(zP~! - 1)
trong Zy|x] véi moi s6 a # 0 trong Z,. Tt d6 chitng minh ring

1= (z— Dz —2)..(z —p+1) trong Z,[z].

3.6. (Dinh lj Wilson). Chitng minh ring: {(n —1}! = ~1 (mod n) néu
va chi néu n 1a sd nguyén té.
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PhAn tht hai

LOI GIAI VA HUGNG DAN




Chuong 1

CO SO

1. Tap hgp

1.1. Giast S C 7. Khi d6:

Véimoize Stacoz €T nénz € SNT. Suyra §C SNT. Bao
ham nguge lai: SNT C § 1a hién nhién. Vay SNT = 8.

o Voimoize SUT tacore ShoicxeT. Do S C T néntacod
€ Thay SUT C T. Bao ham ngude lai T C S U T 13 hién nhién.
Vay SuT =T.

Cac ching minh cdn lai hoan toan tuong tu.

1.3. Dya vao dinh nghia.

1.6. Gia st A € P(X). Khid6 tacd A C X CY hay A€ P(Y).

1.7. Néu A\ (4\ B) = B thi hién nhién B C A.

Ngugc lai, gia st B C A.
Néuzr e BthidoBC Anénz &€ Avaiz ¢ A\Bhayz € A\(A\D).
Nénze A\(A\B)thirc Avaz¢ A\Bhayx € Avaz e B

{vi khong thé xay ra trudng hop z ¢ A).

1.8. a) vA b) 13 hién nhién.
c)Giastz e BN(|JA;). Khiddé z € B vaz € |JA;. Suy ra ton tai

i€l il
iveldérxe Bvare Ay, hayx € BNA,;,. Vayz € J(B N A4).
el
Dao lai, gid st = € U(BNA,) thi tdn taiip € I dé z € BN A,
i€l
hayz e Bvaax € A, dodox € Bvaze [JA,.
iel
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Vay r € Bn{|JA;).
el
1.9. a) Hién nhién UB: C E. Gia sit z 1a phan t& bét ky thuoc E.
i=1
Khldotontaa&:\razn1<Ic<'n,sa,ocho:1:GA;c nhung z ¢ Ax_;1. Suy

rax € By_,. Vay £ C UBt,vadodoE UB

=1 i=1
b) Ta cé By N A = @V < k. Khong méat tinh tdng quat ta gid si
’E>] Khi dé B.I-ﬂAj = . MEI.BJ CAJ' nén BiﬁBj =@

1.10. Lay mot phan tif thy ¥ A;, € {41, As, ..., Ay} Néu A;, khong
chifa tdp nao con lai thi 4; 1a tap cin tim. Néu né chita tap A;, thi
ta lai lap luan véi A;, nhu déi véi A;,. Cit nhut vay ta sé duge mot day
~ gidm thue sy

Ay DAL DL DA D

D&y nay phai dung vi chi ¢6 mot s6 hira han tap A;. Nghia 13 ¢6 it

nhat mot tap A; khéng chita mot tap nao trong sb cac tap con lai.

1.11.a) Tac6 AUB = (A\ B)U{(ANBYU(B\ A) nén
AAB=(AUB)\(ANB) = (A\B)uU(B\ A).

b) Hién nhién do tinh giao hoan cta phép hop va phép giao.

¢) AN(BAC) = An[(B\C)U(C\ B)] = [AN(B\C)|U[AN(C\ B)]
={(ANB)\(ANC)U[(ANC)\(ANB)] = (ANB)A (AN C).

s

2. Anh Xa

2.1. Anh xa la nguge trai ddng thdi cla f,g va h la anh xa
k:Z— Z, k(n) = [%] (trong d6 [z] 14 phan nguyén cna z).

2.2, a) Giad st g ¢6 nguge trai la ¢’ 1 Y — X, f c6 nguge trai la
f'Z — Y. Khi d6, nguge trai ctia fogla g o f': Z — X.

b} Xét c4c anh xa:

£y = [Z]. o(m) = 2n

tit Z vao Z. Khi d6 f o g(n) = n c¢6 nguge trai, song f khong ¢6 ngudc
tral vi f khong phai 1a don 4nh.
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2.3. a) 2.C2. b) 0.
2.4. Ky hiéu f(z} = «? thi ta ¢6 f(N) = f(Z) bing tap cac sb chinh
phuong,
2
Q)= {g; | (p.g) =1ip,q € Z}

va f(C) = C. Trong s6 d6 chi ¢6 4nh xa tit tip N lén chinh né I3 don
anh.

2.5. Anh xa ngude cla anh xa f la:
FT'"R>R
22—z
6

I —

2.6. Néu n = 0 thi f 12 moét song anh. Néu » > 1 thi f 1a mét don
anh nhung khéng 1a toan d4nh va do d6 cling khéng phai 14 song 4nh.
2.7. Ta chi can ching minh f don anh < f toAn anh. That vay, gia
st X = {r1,22....,7,}, néu f 12 don &nh thi ta c6: Flzi) # flx;) véi
moi «; # x;. Do dé:

Imf = {f(z:) [ z: € X} C X,

dong thoi [Imf| = | X| = n. Vay f 1a toan &nh.

Ngugc lai; néu f 1a toan anh va z; # z, thi'ta c6 f(z;) £ flx;) (v
néu khong thi s&¢ mau thuén véi gia thiét f(X) = X). Hay f 1a don
anh. '

Anh xa f:N - N,z 2z la don 4nh ma khong 13 toan anh. Con
anhxa: f:N—- N, 17— [g] la todn &nh ma khéng la don anh.

2.8. a) Gid sit y € f(A)\ f(B). Doy € f(A) nén tdn tai z € A sao
cho y = f(z). M#t khéc do f(z) =y ¢ f(B) nén z ¢ B. Vay ton tai
z € A\ B sao choy = f(z) € f(A\ B). Tit dé suy ra

fANF(B) € f(A)\ F(B).

Véi dnh xa f: R = R, 2+ 22 v& A = {0;~1}, B = {1} thi ta
co: A\ B = {0; -1} nén

FANF(B) = {0, 13\ {1} = {0} # F(A\ B) = {0;1}.
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b) Ta con phai ching minh: f(A\ B) C f(A)\ f(B). That vay, lay
y € f(A\ B) khi dé tén tai » € A\ B dé y = f(x) hay ton tai z.€ A
mac ¢ Bdéy= f(x).

Tacsy = f(z) € F(A) vay = f(x) ¢ F(B) (Vi néuy = fx) €
f(B) thi tdn tai ' € B dé f(2') = y va di nhién z’ # x, diéu nay trai
vii gid thiét f 1a don anh).

2.9, a) Gid sty € f{AAUB). Khi do ton tai z € AUB dé y = f(x).
Viz e Ahodcx € Bnény = f(z) € f(A) hosic y = f(z) € f(B).
Hay y € f(A) U F(B).

Nguge lai, gia sity € f(AYU f(B) suy ray € f(A) hoic y € f(B).
Dodéténtaiz € A hoicz € Bdéy = f(z). Hay y € f(AU B).
¢) Giast z € f~Y{CUD). Tacod: f(z) € CUD, nghiala: f(z) e C
hoac f(z) € D. Do do « € f}C) hoac z € f~'(D). Vay
re fTHCYU (D).

Nguge lai, gia stz € fH(CYuU f~(D). Khi d6 z € f~'(C) hoac
€ f~YD)nén f(z) € Chodc f(z) € D. Do dé f(x) € CUD vasuy
rax € f~H{CUD).

Céc dang thdc va bao ham thitc con lai duge chitng minh tudng
tu.

2.11. a) Gid st f 14 don anh. Theo Bai tap 2.10 ta ¢4

(A D A

Bay gid ta ching minh bao harn thic nguge lai. Vi = € f1{f(A4))
ta c6 f(r) € f(A). Suy ra tén tai @ € A sao cho f(a) = f(z). Do gid
thiét f 1a don anh nén = = a € A. Vay f'(f(A)) C A.

Déo lai, gia st A4 = f~'(f(A4)) vdi moi A.C X va f khong la
don anh. Khi d6 tdn tai hai phdn t& phan biét zy,22 € X sao cho
flz1) = flzy). Xét A = {z,;}. Khi dé ta cé:

AN = )} = {z1.22} £ A,
trai gia thiét. Vay f la mét don anh.
b} Gia s f la don anh. Theo Bai tap 2.9 ta ¢
flAnB) c f(A)N f(B).
Bay gid, véi moi y € f{(A) N f(B)tacéy € f(A) vay € f(B) suy
ra ton taiz, € A dé f(z,) =y vatdn taiz, € Bdé f(z;) =y. Do f la
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donénhnénz =g, =z. Vayz € ANBvadoddy = f{z} € f(ANB).

Nguge lai, gid sit f(ANB) = f(A) N f(B) véi moi A, B C X.
Gia sit phan ching rdng f khong phai 1a don énh. Khi dé tdn tai
£y, T2 € X, 1) # x5 sao cho

fl@) = flz2) =
Lay A = {z.}, B = {2} thi ta ¢6 f{A) = f(B) = {y}. Suy ra
fA)N f(B) = {y}.
Nhung AN B = @ nén f(ANB) = 0. Vay f(AN B) # f(A) N f(B),
trai véi gia thiét,

2.12. a) Gia st h = g¢gf 14 mét don anh va 7,2, € X sao cho
flzy) = flz2). Tt d6 suy ra

h{z,) = gf(z) = gf(za) = h{zy).

Do A 1a don anh nén z; = z,. Vay f 12 mot don anh.
Gid sit them f 1a toan 4nh vA véi 44,4, € Y sao cho

gln) =g(y) =2€ Z.

Do f 14 toan anh nén tdn tai 2,2, € X sao cho flz) = y1 va
f(z2) = y2. Suy ra: '

hia1) = g(f(21) = 8lwn) = () = 9(f(22)) = ().
Do £ la don anh nén z; = z,. Vay 1 = f(x;) = f{x2) = y2, nghia la
¢ la don anh,

b) Gid sit 2 = gf 1a toan 4nh va z la mot phan tit bat ky thude Z.
Khi d6 ton tai x € X dé h(z) =2 Dat y = f(z) € Y, khi dé

9(y) = g(f(x)) = gf(z) = h(z) = 2.

Vay ¢ la toan anh. )

Néu gia thiét thém g la mot don anh va y la mot phén ti tuy y
thudc Y thi ta ¢6 g(y) = 2 € Z. Do h 13 toan 4nh nén ton tai z € X
dé

h(z) = gf(z) = g(f(z)) = 2.
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Hay g(y) = g(f(z)). Lai do g 14 don anh nén y = f(z). Vay f la mot
toan anh. .

2.13. Theo Bai tap 2.12, do fgf 14 don 4nh nén f 1a don &nh. Lai do
fof 13 toan anh nén f la toan anh. Vay f 1a song 4nh. Con

g=f{feNf!

13 tich clia ba song anh nén ¢ 14 song énh.
2.14. Vdi mdi A C X ta xét anh xa

ba: X — Y
, 1nduxe A
xr —
' Onéuz ¢ A

Nhit vay, Hom(X,Y) = {64 | A € P(X)}. Khi d6, anh xa:

f: P(X) — Hom(X.Y)

A — 5,4

12 mdt song anh.
2.15. a) = b). Gia st f 1a don anh v& fg = fg'. Khi do vdimoi v € Vv
ta c6 fg(v) = fg'(v) hay f(g(v)) = f(g'(v})). Do f la don anh nén
glvy =g'(v). Vay g = ¢
b) = a). Gia sit nguoc lai rang f khong phéi Ja mét don anh. Khi dé
tdn tai hai phan t& z;,2, € X, 7 # 9 sao cho f(z1) = flxs). Xét
tap hop V = {1,2} va hai anh xa:

g: V — X g: V —- X
1 = I 1 == I
2 = Iq 2 - T

R6 rang ta ¢ fg = fg' nhung g # ¢'. Diéu nay trai vdi gia thiét. Vay
f 14 don &nh. '

2.16. a) = b). Gia sit f 1a mot todn anh v Rf = h'f. Khi 4o v6i
y € Y tuy ¢, tén tai z € X sao cho f(z) = y. Do d&:

h(y) = hlf(2)] = K[f(2)] = A {y).
Vay h = h'.

b) = a). Gi4 stt ngugc lai ring f khong phai 1 mot toan anh. Khi dé
tdn tai ¥, € Y sao cho f (o) = 0. Xét tap Z = {0; 1} va hai anh xa:
hY — Z
y — 0
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K.Y — Z
{0 néuy #
y P
1néuny =y
Ro rang ta ¢6 hf = h'f nhung h # A'. Diéu nady mau thudn véi gia
thiét. Vay.f 13 toan anh.
2.17. Ta sé& chitng minh khing dinh b}.
Giasity € f{{)A:). Khi dé ton tai z € [ A; sao cho y = f(x) hay

ied ief

téntaiz € A, VieIdéy = f(z). Dodéy = f(x) € A;Vie I hay

fla) € V(A

ief

Cac khing dinh a), ¢) va d) duge chitng minh tuong tuy.

3. Quan hé hai ngdi

3.1. a) Phan xa, déi xitng, bic cau nhung khéng phan dbi xing.

b) D&i xitng nhung khéng phén xa, khong phan dbi xtng va khéng
béc cau.

¢) Phan xa, phan déi xing, bdc cau nhung khong déi xitng.

d) Phén déi xtiing va bic cau nhung khong phdn xa va khong dbi xitng.
e) D6i xiing va bic cau nhung khéng phan xa va khéng phan déi xitng.
3.2. a) Quan hé p 1a dbi xitng nhung khéng bic cau.

b) Quan hé & vira 1a déi xing vira 1a bic ciu.

3.3. a) Ta dé thif lai duge S 13 mét quan hé tuong duong trén R2. Khi
d6, mdi 16p tuong duong theo quan he § la;

(a.b) = {(z,y) | z = a} = {(a,y) | y € R}.
Day chinh 1a tap hop cic diém trong mit phang ¢é hoanh do z = a
hay dé la duong thing cé phudng trinh = = a.
b) Anh xa f : R?/S — R, (a,b) — a 13 mot song anh.

3.4. a) V6i moi (a,b) € Z x N* ta ¢é: ab = ba nén (a, b)R(a, b).
Gia st (a, b)R(c, d), nghia la ad = be, suy ra cb = da. Vay (¢, d}R(a, b).
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Cubi cung, gia st (a.b)R(c,d) va (¢, d)R(e, f), nghia 1a ad = be
va cf = de suy ra adf = bef va cfb = deb. Do dé6: adf = deb. Vay
af = eb hay (a, b)R(e, f).

b) Anh xa f: Q — Z x N*/R
Lo .g)

q
la mot song Anh.

3.5. Dya vao dinh nghia ta ¢6 diéu phai ching minh.

3.6. Xét quy tic g : X/E — S nhu sau: g(Z) = f(z). Khi d6 quy téc
nay khong phu thude vio dai dién z cha 16p T. That vay, ndu 7 = o/
thi zE2’ hay f(z) = f(z') nén

9(&) = f(z) = f(2') = g(z').

Vay g duge xac dinh nhu trén 13 mét anh xa.

‘Hon nita, vdi moi z € X : g(p(z)) = ¢(F) = f(z) hay f = gop.

Gia st con ¢ 4nh xa ¢’ : X/E — S thoa mén didu kién f =g’ op
thi suy ra gop = g’ o p. Do p la todn 4nh nén ¢ = ¢’. Hay 4nh xa g
xac dinh nhu trén 14 duy nhét.

Tiép theo, ta sé chi ra g 1a mot don dnh. That vay, néu g(T) = g(z')
thi f(z) = f(z'), suy ra ¥ = 7.

Hon nita, do f 1A toan 4nh nén v6i moi y € S déu tdn tai x € X
sao cho f(z) = y. Suy ra tdn tai T € X/E sao cho g(T) = f(z) = y.
Vay g 12 mot toan 4nh va do dé g 14 mdt song anh.

3.7. a) D& thiy R c6 tinh chit bic ciu.
Gié sl ta ¢6 Ry, nghia 1a ton tai ¢, = 7,29, ..., 2, = y sao cho

1T zy, xoT X3, ..., 20 1 Txy.
Do T ¢6 tinh chét déi ximg nén ta cé:
Tnd Tp_ v X3T 2y, 22T 74
hay yRz. Vay R ¢6 tinh chét dbi xing.
Cudi cing, gia sit 2Ry va yRz. Khidé tdn tai z, = 2,29, ..., Zn = ¥

VA Y = Y, Y2,-., Ym = 2 880 cho

IlTIBg, IQTQ?:;, . In_lTl‘n
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v,
h Ty% y2T?}3| coytim— Tym-

Vay ta co z1 = &, Za, ..., 0y Y2 -0y Yo = 2 thda man
1T, 9Ty, oy T, 20 T o Y T Y-

Suy ra xRz hay R co tinh chit bac ciu.

Vay R 14 quan h¢ tuong duong. Hon nita, theo cich xay ding cia
Rthitacdh: T C R
b) Gid st H C $? la mot quan hé tudng duong sao cho T C H v gia
stt (x,y) € R, nghia la ton tai 7, = 7,29, ..., £x = ¥ $a0 cho

1 Txe, 2T xa, ..., 0q_ 1T Xy,
Do T C H nén ta ciing ¢é
s Hey aoHzy, 20 1 Hery,.

Lai t tinh chdt DbiAc cAdu cia H suy ra xzHy hay
(z.y) e H Vay RC H.
3.8. Sy ton tai. Trén X, xét quan hé S nhu saw: xSy khi v chi khi
x = y. Dé thay S vita 1a quan hé tuong duong vita 13 quan hé thit tu.
Tinh duy nhat. Gid sit trén X con quan hé T # S ma vita la quan
hé tuong duong vita la quan hé thit tiz. Khi dé tén tai z,y € X, z # v
sao cho xTy. Do tinh chit d6i xing clia T nén yTz. Két hop vai tinh
phan xing cia T suy ra = y, didu nay 13 méu thuin. Vay quan hé
S xéc dinh nhu trén vira 1a quan hé tuong duong vita 1a quan hé thi
tu duy nhat. *

3.9. Giai tuong ty Bai tap 3.8,
3.10. D¢ chiing minh R 13 mot quan hé thi tu dia vio tinh don anh
cna f.

Mat khée, vai moi o,y € X ta o f(x), f{y) € N. Do (N, <) la tap
sAp thit tu toan phan nén f(x) < f(y) hodic f(y) < f(x). Nghia la
Ry hodc yRz. Vay AR 1a mot quan hé thit tir toan phan.

3.11. a) D@ thiy R c6 tinh chat phan xa.

Gia st fRg vd ¢ f, nghia la ¢ 1 kéo dai clia f va f la kéo dai
cua g nén f = g.

Cudi clg, gid sit fRg va gRh. Chinghan: f: A Y, g: B—>Y

119



vdi AC Bvagl, = f;h:C =Y v6i BC Cvahl, =g Khidé
hi, =g|, = f nén h la kéo dai cia f hay fRA.

Vay R 1a m6t quan hé thit .
b) Gid st S # .

Néu Y = {y} 1 tap chi c6 mot phan tit thi ®(S, Y) ¢6 phan t bé
nhét 14 Anh xa @, phin tit 16n nhit 14 anh xa:

f+ 8§ - Y

T =y

Néu Y ¢6 nhidu hon mot phan ti thi méi anh xa f : § — Y dédu

la phan tit téi dai. MBi 4nh xa di tit tap {z} dén ¥ déu la phan tT t6i
tiéu, vai x 1a phan tit thy ¥ cia X va khéong ké dén anh xa rdng trong
o(5,Y).
3.12, Gid sit ¢ € S 1a phan tit bé nhit cla tap sdp thi tu S, nghia 1a
a <z vl moi x € S. Gid st réing ¢6 phin tit o’ € S dé ¢ < a thi két
hop vdt a < @ suy ra a = a’. Vay a 14 phan tt t6i tidu. Hon nita, néu
@) vA ¢y 1a hai phén tif bé nhét ctia S thi ta ¢ cic quan hé: a; < ao
va a; < a1 suy ra a; = Qs.

Déi véi phan tir ti dai, ta chitng minh tuong tu.

3.13. Gia 51t S sip thit tu tét. V6i hai phan tit bat ky x,y € S, tap
{x,y} ¢6 phan tit bé nhit. Nhur vay néu « 1a phan tit bé nhit thi z < y
hodc néu y la phan td hé nhit thi y < x. Nghia la cip z,y ludn so
sanh duge.

Vay S 1a tép sip thit tif toan phan.

4. 86 nguyén
4.1. Ta ¢6
(mg+np)— (mp+ng) =(m—n)(g—p):(m—n)

K&t hop vdi gia thiét ta suy ra: (mg + np) ' (m —n).

4.2. Ta c6: (ac = bd) — (a — b)c = b(c — d) nén n 1a ude cha b{c — d).
Mat khac, (¢ ~ b,b) = (a,b) =1 . Do n la udc ctia a — b nén ta b

(n,b) =1. Vay ble — d) nsuyra (¢ —d) i n.
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4.3. Gid st nguge lai réng cd ba s6 a, b, ¢ ddu khong chia hét cho 3.
iKhi dé:

Néu cé ba sb c6 dang 3k + 1 thi @3 + b® + ¢® = 94 + 3 khéng chia
hét cho 9.

Néu hai s6 ¢6 dang 3k+1 v mot s6 ¢6 dang 3k—1 thi a®+ b3 +¢® =
9A + 1 khéng chia hét cho 9.

Néu hai s6 c6 dang 3k—1 va mot sb ¢6 dang 3k+1 thi a® +53+¢3 =
9A — 1 khong chia hét cho 9.

Néu ca ba s6 c6 dang 3k — 1 thi a® + b° + ¢3 = 94 — 3 khong chia
hét cho 9.

Vay khong thé x3y ra cic trudng hop trén hay it nhit mét trong
ba s6 a, b, ¢ phai chia hét cho 3.
4.4. a) Néu z = 3k, k € Z thi 22 + 1 = 9k + 1 khéng chia hét cho 3.

Néu x = 3k 4 1 thi #2 + 1 = 34 + 2 khang chia hét cho 3.
Vay khang ¢6 cap s6 nguyén r,y ndo théa man 2 + 1 = 3y.
b) Xét cée trudng hop « = 5k, 2 = 5k + 1 vd = 5k £ 2 tudng tu nhu
cau a).
4.5. Ta chiing minh ménh dé béng phép quy nap theo n.

Véi n =1 ta c6 2 chia hét cho 2! nén ménh dé ding

Gid st ménh dé ding v6in =k > 1. Khids, v6in = &k + 1 ta cé:

(n+1}{n+2)..(n+n)

=(k+2)(k+3). .(k+E+1)2(k+1)

=2k + 1)(k+2)..(k + B))(2k + 1)
chia hét cho 28+1, '

4.6. Xét cac sd n c6 dang n = 3* (k = 0,1,...). Ta sé chitng minh
2" + 1 chia hét cho n bing quy nap.

That vay, véi k& = 0 thi khéng dinh dang vi 2% + 1 chia hét cho
3%. Gia st khdng dinh trén dung véi k, nghia 1a: 2%° + 1 = 3*.4 véi
A € Z. Khi d6

2 1= (2P 4 1= (35 A- 1341
— 3k+l(A3‘32k-l o A23k + A)

chia hét cho n = 3**!. Ta 6 didu phai chiing minh.

4.7. Gia st ngudc lai rang ton tai s6 nguyen b sao cho P(b) = 0. Khi
doé ta co:

P(z) = (z - b)Q(x)
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véi Q(x) 1a da thite ¢6 hé s6 nguyén. Dat b=ag+7, 1 <r < a, taco:

P(r) = {r - H)Q(r) = —aqQ{r)

nén P(r) chia hét cho a, trai vdi gid thidt. Vay ta c6 digu phéi chimg
mink.
4.8. Do (a,c) = 1 nén ton tai hai sb 2,y € Z sao cho ax+cy = 1. Suy
ra

arm -+ cym = M.

Mat khac, m = aa; = ccy nén ta co:
areey + cyaa = m

hay ac(zey + yai) = m. Vay acjm.
4.9. Gia stt (b,¢) = 4. Khi do ton tai x,y € Z sao cho br +cy = d,
suy ra

(ab)x + (ac)y = ad.

Viy moi ude chung clia ab v ac déu la ude cia ad.
Mat khac, do d|b va djc nén adjab va ad|ac hay ad la udc chung
cua ab va ac.
Vay ad = (ac, ub).
4.11. Ta co:
8a + 13b = 2(3a + 5b) + (2a + 3b).
3a + 5b = 1(2a + 3b) + (a + 2b).
2a + 3b = 2(a + 2b) — b.
Viy (8a + 13h,3a + 5b) = (3a + 5b,2a + 3b) = (2a + 3b,a + 2b)
= (a+2b,b) = (a,b).
412. Tacé: a+b=(a—b)+2bvaie—b=—(a+ b} +2a nén

m={a+ba—b)={a—5b20)=(¢+b20a)

suy ra m 1 wde chung clia 2a va 2b hay m 1a ude clia 2d.
Mt khéce, d 12 wde chung ctia a + b vi @ — b nén d la wde clia m.
Vay m = d hoac m = 2d.

4.13.a) Tacéd: a=2lm+4=(14m +3) + (Tm + 1).
b=14m+3=2(Tm+ 1)+ 1.
Do dé: (a.b) = (14m +3,7m+1)=(Tm+1,1) = L.
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b) Ta ¢6: b = m.a + (m? + 1).
: a =m(m?+1) +m.

m?+1=mm+1.
Do dé: (a,b) = (m* +2m,m?> +1) = (m* + 1,m) = (m,1) = 1.
¢) Taco:a=m(mn+1)+m nén (a,b) = (mn+1,m) = (m,1} = 1.
4.14. Dicu kién cin: Gid st (2 - 1,29 —1) = 1 va k = (p.q). Dat
p = ku, ¢ = kv. Khi dé:

P —1=(2Fp—1:25_1

Tuong tu, ta cling c6: (27 — 1) (2% — 1).
Nhu vay, 2° — 1 1a mot udc chung ctia 22 —~ 1 va 29 — 1. Két hop véi
gia thiét ta suy ra 2 — 1 = 1, nghia la k = 1. Vay p v ¢ nguyen té
cung nhau.

Dicu kién di: Gia st (p,q) = 1. Khi d6 tdn tai cac s6 nguyén s, t
sao cho ps+qt = 1. Goid = (27 — 1,29 — 1).
Xét trudng hop s > 0. Khi dé ¢t < 0. D&t v = —¢ > 0. Suy ra
ps —qu =1, Ta cé:

29 1197 1 =9 _1:4
‘Tuong tif ta c6: 29 — 1 d. Tit d6 suy ra:
(27 —1)— (2% — 1) i d

nghia la:
2(P W 1) ! (.
Két hop vdi ddng thitc ps — qu = 1 ta suy ra; 29 : d.
Mét khac do 27 — 1 1a mot s6 18 néen d 16. T dé suy ra d = 1.
Trudng hop s < 0,¢ > 0 duge xét tuong ty. Tom lai ta co:

(2P ~1,29— 1) =1,

4.15. Trude hét, ta chimg minh béng quy nap theo n khing dinh sau:

(@™~ 1,a" — 1) = a1 (+)

123



v8i moi m,n € N, m # 0.
That vay, vi n = 0 thi " — 1 =0 va (m,n) = m nén:

(a™-1,8"—1)=a" 1= alm™ 1,
Vay déng thirc (*) dtng vdin = 0.
Gi stt ding thic (*) ding véi moi 0 < k < n, n # 0. Theo dinh
¥ vé phép chia véi du ta cé:
m=ng+7, gEN a0 <r<n
Néu ¢ = 0 thi @"? — 1 = 0, con néu g > 1 th:
@™ —1=(a" - D)@V + .. +a" +1).
Do dé @™ — 1 luén chia hét cho a™ — 1. .
Tacod ¢ —1=a™t" —1=qa"a" ~1=a"(a"—1)+(a" - 1).
Do r < n nén theo gia thiét quy nap ta cé:
(@ —1,6"—1)=a™ -1,
Mt khac, tit m = ng + 7 suy ra (m,n) = (r,n).
Vay (a™ — 1,a" — 1) = a™™ — 1, nghia I3 khéng dinh (*) dung véi
moi cap sb tit nhién m, n.
Bay gid ap dung ding thie (*) va gid thiét (m,n) =1 ta cé:
(@™ ~1l,a"-1)=a-1
Titdé:a™—1=(a~1)Avha"—1=(a—1).Bvéi (A, B)=1
Ta cing ¢6: @™ — 1= {a — 1}.C vd (a™ — 1) : (¢" — 1) nén

(@a—1).Ci{a—1).A = CiA

Tuong ty, ta c6: C: B. Do (A,B) =1nén C: AB.
Suyra: (a—1)2.C (a—1)?AB = (a—1}(a™"—1): (@™ —1}(a" - 1).

4.16. Khong méit tinh téng quat, ta gid sit a > b. Dat s, = 57 + 7°.
Néu a > 2b ta c6: 84 = SpSa_p — 5708425 Do d6:

(Sa: Sb) = (Sba Sa—-Qb)-
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Tuong ty, ndu b < a < 2b thi ta c6: (Sq, s5) = (85, Sap—a)-
Vay tit thuat toan Oclit ta suy ra néu e +b 12 s6 chén thi (s,, s3) =
(s1,8)) = 12, con néu a + b 14 6 18 thi (s,, 83) = (0, 81) = 2.

4.17. a) Néun =0 thi 2" — 1 = 0. Néu n > 0 thi:
2+ 1=(2"-1)+2

Dodé (2"+1,2"-1)=(2"-1,2) = 1.

Suyra: 2" +1,2" = 1] =(2"+ 1)(2" - 1) =4" —~ 1.
1 néu g la sb lé
2 néu a 13 sb6 chin
la{a + 2)|
(a,a+2)

1 . .
Dodé A =lala+2)| nfualasdlé va A= §|a(a + 2)| néu a 1a sb

b) Trudc hét, ta c6: (a,a + 2) =

vi A= [a,a+2] = {lalla+2|] =

chin.

4.18. Gid stt a,a + 1,a + 2 1a ba s6 nguyén lién tiép. Trudc hét, ta
nhéan xét ring:
(ala +2),a + 1} = 1.

That vay tir ding thic: ala + 2) = ala + 1) + a ta suy ra:
(ala+2),a+1)={a+1la)={a, 1} =1

Bay gid tuy theo tinh chin 1 cha a, ap dung Bai tap 4.17b) ta ¢o:
Néu a la s6 18 thi: .

a,a+1l,a+2 =]la,a+2l,a+1] =

= {la{a + 2)|,a + 1] = lale + 1)(a + 2)].

Néu a 13 sb chin thi

la,a+1a+2]=[aa+2]a+]]

glata+2la+1] = Flata+ e +2)

4.19. GO] d= (a‘b) ta co a = d@l, b= dbl vl (alabl) = 1. Khi dé:

o (a + b,m) = (dﬂq + dbl,dalbl) = d(a1 + bl,(hb]).
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Ta ¢6: (al + b],al) - (a],bl) =1 vi (a1 "+‘b].,b1) = (al,bl) = 1 nén
(a1 + by, a1by ) = 1. Tu d6 suy ra:

(a+b,m)=d=(ab)

4.20. Ta cé6 D chia hét M; vA M; chia hét M véii = 1,2,...,n do dd
D chia hét M. Dit g = iﬂg ta co:

M
Mi=Dg = a;Dg=aMi=M = aigi = 59
Suy ra ¢ chia hét cho a; v6imoi ¢ = 1,2,...,n.
Gia st m 1a mét boi chung chacéca; (1 = 1,2,...,n). Dat m = a;r;
ta ¢6: mM,; = r;a; M; = ;M. Do d6 M chia hét mM;. Suy ra;

M| (mM,, ... mM,) = M|m(M,...M,) = M|mD.

M M ,
Tit d6 g = % chia hét m. Nhu vay ¢ = 5] la mét bdi chung cia cac

a; v moi boi chung khéc clia cac a; déu la boi clia g. Diéu dé ching

t
© M

qg=—7== [01,02, ”'aa‘n]-

D

4.21. a) Ta chitng minh (n!)* 1a wdc cha (nk)! bing quy nap theo k.
Vdi k = 1 ménh dé ding.
Gia sit (n!)* 1a ude clta (nk)!. Khi dé ta co:
o (kD)

n(k+1) = N TEYAT €Z = (nlk+ 1} nl(nk)!

" Theo gia thiét quy nap, ta cé: (nk)! : (n!)* nén:

(n(k + 1)) nl(nl)* = (n)*+!

Hoan toan tuong ty, ta chitng minh duge (k)™ 1a uéce cia (nk)!.

b) Theo cau a) ta c6 (nk)! la mot boi chung cla (n!)* va (k)™. Do do
(nk)! 1a mot boi cha [(nh)*, (K1)].

4.22. Do p 1a mot sb nguyén t6 16n hon 3 nén p ¢6 dang p = 3k + 1.
- Néu p = 3k +1 thi 2p + 1 = 6k + 3 = 3(2k + 1) khong phai 1a mot
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s6 nguyén td nén trudng hgp nay khéng thé xdy ra.
Néup=3k—1 k>2thidp+1 =12k -3 = 3(4k - 1). Do
4k —1 > 7 nén 4dp + 1 1a hop sb.

4.23. Néup =3 thip+4 =17, p+8 =11 déu la nhitng sb nguyén 6.
Néup=3k+1thip+8=3k+9=23(k+3)I]ahop sb.
Néup=3k—~1thip+4=3k+1=23(k+1) la hop sb.

Véy p = 3 1a s6 nguyén t6 duy nhat phdi tim.
4.24. Ta s& ching minh rang néu ¢ = 4k* véi k 1a mét sb nguyén
duong 16n hon 1 thi v6i mei s6 nguyén duong 7, n* + a luén 14 mot
hgp s6. That vay,
n!+a=nt+ 4kt = n? + k2 + 4k* — 4n2k?
= (n® + 2k2)? — (2nk)? = (n? + 2nk + 2k?)(n? — 2nk + 2k?).
Trong d6: n? + 2nk +2k2 = (n+ k)2 + k2 > k2> 1
n? —2nk+2k2=(n— kP2 + K>k > 1
Suy ra: n' +a 1a hop sb.

4.25. Giasta =4p+ 1 vd b = 49 + 1. Khi d6:
ab=(4p+1){dg+1)=4(4pg+p+q) + 1.

Dé chitng minh c6 vo sb nguyén té dang 4m + 3 ta gia st ngudc lai
rang chi ¢c6 mot s6 hitu han sé nguyén té dang 4m + 3 la:

o k= 3»p2 = -'7'5 vy D

Khi d6 xét s6: a = 4p,py...pn — 1. Néu tht ca cac ude nguyén tb
clia ¢ déu c6 dang 4k + 1 thi theo trén a ciing ¢6 dang d6, trai vai
gia thiét vé a (@ = 4w —1). BSi vy a phai c6 mdt ude nguyen t6 g c6
dang 4k + 3. Di nhién ¢ khong tring véi cac p; (1 = 1,2,...,n) vinéu ¢
tring véi mot trong céc p; thi ¢ s& 13 ude chia 1 = 4dpyps...pn — a, didu
nay 1a vo ly.

Lap lugn trén day ching t6 ¢6 vd s6 s6 nguyén t6 dang 4m +3.

Dé giai bai toan déi vai cac sb nguyén té cé dang 6m -+ 5, tritde hét
ta ciing cmfng minh réng tich cua hai s6 ¢6 dang 6m + 1 lai 1a mot sb
¢6 dang 6m + 1. Sau d6 laj lap lugn nhu trudng hgp céc sb nguyen t6
dang 4m + 3.

4.26. Do m > 2 nén m! —1 > 4. Goi p 13 mét ude nguyén td cha
a=m!-1ltach p<a = p<ml
Bay gio ta chitng t5 p > m. Gid s\ nguge lai ring p < m. Khi do
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p 1a ude cha m! va do dé p 1a wde ciia m! — (m! — 1) = 1, diéu nay la
vo 1y. Vay p 1a s6 nguyén t6 thod man m < p < ml.

4.27. Trude hét ta nhan xét ring néu n 1& mot sé chinh phLIdng thi
trong sy phan tich tiéu chudn cla n

NS § RS 5 e
n=p P2 Py

cac s6 mi o, déu chin.
Gid sit 22 + y? + 2% = 2
Néu trong ba s6 z,y, z chi c6 mot sd chin, gia st 1a 2 th1 ta c6 thé
dat: .
r=2m+1, y=2n+1, z=2k.

Khi dé:
=(2m+ 12+ 2n+ 12+ 28)? =22(m* + n®* + k* + m+n) + 1]

Vay trong sy phan tich tiéu chuén clia w2, 2 ¢6 luy thita 1¢, mau thuén
vii nhéan xét trén.

Néu cd ba s6 z,y, z déu 1a 1é thi 2 +y* + 2% = u® s& c6 dang 4+ 3.
Trong khi néu u lé thi u c6 dang 4k + 1 nén u? c6 dang 4¢ + 1. Do d6
trudng hop nay ciing khéng thé xay ra.

Vay trong ba s x, %, 2 phai c6 it nhét hai s6 chén.
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Chuong 11

NHOM-DONG CAU NHOM
1. Dai s6 hai ngoi

1.1. Phép todn da cho c6 tinh chét két hgp, giao hoan va ¢6 don vila
ma tran khong.

1.2. Phép todn da cho ¢6 tinh chit k& hop, giao hoan v c6 don vi
1a 12.

1.3. Phép todn da cho c6 tinh chit két hop, giao hodn va ¢6 don vi
13 0+ 0+/2.

1.4. Phép toan da cho c6 tinh chat két hgp, giao hoan va 6 don vi
la 0.

1.5. Phép toan khong déng trén tap hop da cho.

1.6. Phép toan da cho c6 tinh chit két hop, giao hoan va ¢ don vi
la 1. .

1.7. Phép toan da cho c6 tinh chit két hgp, giao hodn va ¢6 don vi

. 10
la.(o 1).

1.8. A ¢6 hai phan ti nén A x A ¢6 4 phan tit. Do dé c6 24 = 16 4nh
xa tit A x A vao A. Nghia la ¢6 16 phép todn hai ngdi trén A.

1.9. Goi e la phan tit don vi clia dai sé hai ngdt (X, *). Khi d6 trong
ding thic

Tx{y*xz)={x*z)*y (1)

thay x bdi e ta duoe
ex(yxz)=(ex2)xy = yxz=z2xy
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Diéu dé chitng 16 phép toén * 1a giao hoan. Ap dung luat nay véi (1)
ta dudgc

x(y*z) = (zxz)xy = (zxx)xy = yx(2xz) = (yrx)*z = (T*y)*2

Luat k&t hgp da duge chiing minh.

1.10. Phép toan m *n = m —n khong két hgp cing khong giao hoan
Phép toan m * n = m? + n? khong két hop nhung giao hoan. Phép
toan m * n = 2(m + n) khong két hgp nhung giac hoan.

1.11. Céac phép toan hai ngéi 1an lugt duge cho bdi cac bang sau day:

la b.c
ala b ¢
& bbb b
cl ¢ ¢ ¢C

Trong d6, dé xay dyng phép toan hai ng6i c6 mot don vi trai (gia
si la a) ta phai co:

ae =a, ab=1"b, ac=rc.

Cac hgp thanh con lal: ba, bbbe, ca, cb. cc ¢O thé duge dat tuong
tng véi a, b hoic ¢ sao cho chi ¢6 diing mét don vi tréi o (chéng han
nhu bang a)).

Tuong ty, ta xdy diung duge phép todn ¢é ding hai don vi tral
Trong truong hop phép todn c6 ba don vi trai ta c6 duy nhat méot
cach xac dinh nhu bang c).

1.12. a) D& ching minh phép todn hai ngéi da cho ¢6 tinh két hop.
Do dé X la mita nhém.

b) Gia st a 1a phin tit bat k¥ cia X. Ta c6 ab= b v6i moi b € X nén
a la don vi trai cia X. Vay moi phan tit clia X déu 1a don vi tréi.

¢) Gia st X ¢6 don vi 1a e. Khi d6, v6i moi = € X tacder = va
re = e nén ¢ = e, nghia 1a X cé mot phéan ti.

Phép toan hai ngdi trén X giao hoan khi va chi khi véi moia, b € X
ta c6 ab = ba hay b = a, nghia 13 X chi c6 mot phan ti.

Vay néu X chi c6 mét phan tir thi X ¢6 don vi. Khi d6 phép toan
hai ngoi trén X cing giao hoan.
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1.14. a) Gid sit y. /' € f(A), suy ra tdn tai z,2’ € A sao cho y = flx)

vay = f(z'). Do A la nita nhém con clia X nén zz’ € A, suy ra
flzz') = f{z) f(2') = yy' € f(A).

b} Tuong tu a).

1.15. a) Gia sit hop thanh § o o la mét toan chu

foa:A— C.
Lay ¢ € C tuy §. Khi d6 tdn tai ¢ € A sao cho
(Boa)a=c hay B(aa) =c
Diéu nay chitng té 3 1a toan chu. _
b) Gia st hop thanh Soa la mot don ciu va gid st ala) = afa’). Khi
d6 (Beaja = (foa)a’. Nhung do So o la mot don chu nén a = o
Diéu nay chiing t6 o 1a mét don chu.
1.16. a)=>b). Trude hét f{A) = Imf 1a nita nhém con ctia B. Do a)
nén
es = flea) € f(A)
va do d6 f(A) 12 vi nhém con clia B.
b)=c). Gia sit f(A) la vi nhém con cia B. Thé thi e, € f(A). Dat
U = f7'(ep) ta s§ chimg minh U la tap con déng. That vay, véi
t.y €U tacd flz) = fly) =eg. T d6

flzy) = f(z)f(y) = es

vado dé zy € U,

Sau cung ta chimg té e4 € U. That vay f(ea) 1a don vi cila nita nhém
f(A). Nhung do don vi 1& duy nhét nén ey = flea), hay eq € U, va
do dé U 1a vi nhém con cna A.

c)=>a), Do U = f~'eg) la vi nhém con clia A nén es €U, vado dé

€g = f(BA)-
Néu f~'(ep) = {ea} thi khéng suy ra dusc f la don cAu. Chéng
han,
AN - (N
1 - 1
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la mot déng cAu vi nhom théa mén diéu kien f~'(en) = {en} song f
khéng phai la mot don clu.

1.17. Gi st trong nita nhéom X ta c6 ab = ba. Trude hét ta ching
minh bing quy nap theo n réng, ab™ = t"«¢ v0i moi s6 tif nhién n > 1.
That vay, v6i n = 1 theo gia thiét ta c6 ab = ba. Gldsitvéim =n—1
ta cb

ab™ = t"a hay ab" ! =" la.

Khi dé
ab® = a(b*7h) = (ab™ )b = (B" 'a)b

= 5" {ab) = " ' (ba) = (""'h)a = ba.
Bay gid ta chimg minh (ab)® = a"b“_bihg quy nap theo n. That
vay, vai n = 1 ta 6 ab = ba.
Giastviim=n—1tacod
(ab)™ = a™b™, hay {ab)" ' =a""0""L.
Khi do
(ab)" = (ab)" }{ab) = (¢ 16" ) (ab) = a” (5" "a)b

= a* et )b = (a"'a)(b" ') = a"b".
Néu {ab)? = a?b® thi chwa thé suy ra ab = ba.
Ta sé& chi ra mot nita nhém ¢é tinh chét nhu vay. Cho X la mot tép
tuy ¥ c6 nhidu hon mot phan ti, trén d6 cé xac dinh phép todn cho
b&i zy = z voi moi z,y € X. Khidé vdia,be X a# btacd

2 = q,b? =bab=a.,a’b* =a

nén {ab)? = a®b® nhung ab = a # b = ba.

2. Nhém
2.1. (M,(R)\ {0},-) khong !4 nhom vi ma trgn véi dinh thic bing 0
khong c6 nghich déo.

2.2. ({e,a},*) khong 13 nhém vi phéan tit a khong c6 nghich dao.
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1
2.3. Phép toén o trén R* ¢6 don vi la 1, nghich déo cha z la p néu
z > 0 va ]a chinh né néu z < 0. Do dé (R*, o) Ia mdt nhém.

Véimoi x> 1,y < (O tacd z oy 5 yox nén phép todn o khong c6
tinh chit giao hoan. Vay (R*, o) 14 nhém khéng giac hoén.

2.4. Phép toén * trén Z c6 don vi la 0, nghich ddo ctia m & —m néu
m chan va 1a chinh né néu m 1&. Do dé (Z, *) |3 mot nhém.

V6i m 1a mot s6 chiin khac 0 va n 1a mot s6 18 ta c6 mxn # N xm
nén phép todn o khong c¢6 tinh chét giao hoan. Vay (Z, *) la nhom -
khéng giao hoan.

2.5. Z = Ze \ {0} khong 14 nhém vi phép todn da cho khéng dong
trén Zg. That vay, 23 =23 =10 ¢ Zz. ¢

2.6. Ta sé trang bi phép toan hai ngsi cho A dé A trd thanh mot
nhém trong trudng hop A cé 4 phan ti.

Chon m&t phan tif 1am phan td don vi (ching han a). Khi dé:

aa =a, ab=ba=b, ac=ca =c, ad = da = d.
Dé xac dinh dugdc csc hgp thanh con lai ta hru ¥ réng trén mi hang

hodc mbi ¢t clia badng phép todn ddu cé mit di 4 phin ti a,c,b va
d. Ching han ta c6 bang phép toén:

o0 o

2.0 o |2
o8 R oo
R R ON
2 o0 AR,

Tuong ty ta lap duge bang phép toan trong trudng hop A ¢6 hai hode
ba phan tit. '

2.7. a) Dé chimg minh phép toan hai ngdi da cho cé tinh chét két
hop. Do dé A 1 nta nhém. Mit khac 1 1a phan t% don vi cla nia
nhém A nén A 13 mét vi nhém,

b) A la nhém khi va chi khi v6i moi @ € A déu tdn tai b € A sao cho
a*b =1, nghia la ton tai k sao cho ab = kn + 1 hay ab — kn = 1,
nghia la (a,n) = 1 véi moi a < n. Vay A 13 nhém khi va chi khi n 1a
s6 nguyén tb.
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2.8. Trudc hét hay thit lai ring phép toan da cho 1a két hgp. Bay gio
ta sé chi ra ring phép toan cé don vi trai. That vay, phan tir {z, %) A
don vi trai khi va chi khi

(z.y){a.b) = (a,b) & (za,ya+b) = (a,b)

T dé suy ra z = 1,y = 0. Phén tit (z,%) 14 nghich ddo trai cla {a,b)
khi v& chi khi

(z,y}(a,b) = (1,0) & (za,ya+b) = (0,1}

T dé suy rax = a~!

cho 14 mot nhom.

.4 = —ba™*. Vay G clung vdi phép toan da

2.9. Gia st rdng phan tf don vi cia nhém G 1a e. Ta cé:

(@169 ..a,)(a;t .. a;tar!) = (@18s. .. 8ny ) (aaa; Y al ..o a5 tar )

= .r =g,
Tuong ty, (a;'...az'a; ) (aay. . a,) = e. Vay

(araz...a,)"  =a;'...a; a]".

2.10. Ti tinh két hdp cua phép nhan va dinh nghia tich b & cua
a"lba ta suy ra diéu can chitng minh.

2.11. Ta chitng minh bai toan bing quy nap theo .

Véi i = 1 thi khing dinh ding. Gia st khng dinh ding véii =%k > 1.
Ta sé chitng minh khang dinh ding véi ¢ = k + 1.

That vay, theo giai thiét quy nap ta c6
bab=F =

Suy ra (bfab=*) = o™, hay b*a7b™* = o™, Theo gid thiét ta co
a” = bab~! nén

— _ k41 b kel
Bbab b 7F = a7 = PFlab™F = a7

Vay khéng dinh ding véi i = & + 1.
2.12. Vi a,be G ta co:

(ab)? = e = e.e = abab = a?b?
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Thite hién phép gian wdc bén trai cho ¢ v bén phai cho b ta duge
ab = bu.

- Ta ctng c6 thé bién déi nhu san. Vi moi o € X ta co a® = ¢. Tit
d6 a =a~! Bay gig véi a va b tuy ¥ thuoc G, ta cé

(ab)? = ab.ab=¢

Tuw dé: ab = (ab) ' =b71a"! = ba.
2.13. Gia st nguoc lai ring ab = ba. Khi dé

@b = ba® = a’ab = baa' = o’ba = aba’.

Léan lugt gidn wdc bén trai va bén phai cho a ta ditge a?b = ba®. Tit
do6 suy ra

aah = bau? = aba=gqba’ = b=bha = g =r.

Diéu ndy mau thuin véi gia thit. Vay ab # ba.
2.14. Do G # @ nén tdn tai a € G.

Theo gia thiét ta ¢6: aG = Ga = G nén a € Ga, nghia 1a ¢6 phin
ti e € & sao cho a = ea. Ta sé ching minh ex = z v6i moi = € G.
That vay, do G = G nén tén tai 5 € G sao cho x = arg, suy ra

ex = e{axg) = (ea)zg = axg = x.

Gid st x € G 1a mdt phin tf tuy ¥, do e € Gz nén tdn tai phdn ti
r' € G sa0 cho e = 2'z. Vay ta ¢6 X 1a mot nhom.

Dao lai, néu G 14 mo6t nhém thi hién nhién ta c6 oG = Ga = G
vdi moi a € 7.

2.16. Néu G la mot nhém aben thi hidn nhién ta ¢6 cac didu kien i)
i) va i),

Nguge lai, néu G thod man cac didu kién i), ii) va iit) thi theo Bai
tdp 1.9, tir diéu kién i) suy ra phép toan da cho c¢6 tinh chit két hop
va giao hodn. Két hop véi didu kién ii) va ii) suy ra G la mét nhém
aben.

2.17. ()= (ii). Do G la nhém aben nén Va,b € G ta ¢ ub = ba. Tir
dé

bl

(ab)? = (ab)(ab) = a(ba)b = a(ab)b = a*h?
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(i1)=(iii}. Do G 12 nhém nén né thod man luat gian udc:
(ab)? = a?b? < abab = aabb & ba = ab
< baa b7 = aba b & e = (ab)aTh!
& (ab) ' =a 7!

(iii)=(iv). Trudc hét ta chitng minh duge

ab" =b"aVn e N

bing quy nap theo n. Tit dé, ciing bing phuong phap quy nap ta
chitng minh dugce
(arb)ﬂ — anbﬂ.

(iv)=(v). Hién nhién.
(vy=(i). V6i moi a,b € G ta co:

(ab)n = g"b", (abj““ _ a1n+l'§)ﬂn+l1 (ab)n+2 = g"t2pnte,
Do G 1a nhém nén G thdéa man ludt gidn ude. Suy ra

(ab)"*! = (ab)(ab) = a"b"(ab} = a™T'H"! & ba = ab”
Hoan toan tudng tu tit (ab)"*? = a"*2p"*2 ta cb

bn+la — aan
T do,
ab™t! = b"tla = b(b"a) = b(ab™) = (ba)b"
Do dé, ba = ab.
Néu thay gia thiét ba sé n lién tiép bdi hai sb n lién tiép thi khang

dinh (v)=-(i) khong con diang nita. That vay, xét nhéom S, cic phép
thé bac n. :

Ta ¢6 S, 14 nhém hitu han vd céc phén tit ¢6 cAp hitu han. Do d6
ton tai m € N sao cho :

a®™ =e Yac€ S,
(c6 thé lAy m 1a boi s6 chung nhé nhét ciia tAt cid cac chp clia céc

phan tir clia S,).
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Suy ra (ab)™ = e = a™b™ v0i Va.b € §,.
Ma (ab)™*! = (ab){(ab)™ = abe = ab va a™+b™*! = gebe = ab nén

(ab)™?! = g™ ™ g b e S,

R& rang S, khong la nhém aben.

2.18. Ap dung Bai tap 2.14 ta chi cin chéng minh G = G va Ga = G
véimoi a € G.

Gia st G = {zy,23,...,T,} g0m n phan t. V6i mdi z; € G, tap
hop =G = {z:x1, 2429, ..., 2;T,} 14 mdt bo phan cia G gdm n phan tit
phan biét vi néu k # | thi z, # z; vd do d6 z;7x # =iz (do G thod
man ludt gian ude). Vay z;G = G. Tuong tu ta ¢6 Gz; = G véi moi
z; €G.

3. Nhém con

3.1. a) Trudng hgp 1: Mot trong hai phan ti¥ ¢é c¢dp v6 han, chﬁng
han g. Gia sit ngugc lai ring ¢! ¢6 cip hitu han. Khi d6 tdn tai sb tu
nhién n sao cho (¢7')" = e. Tt d6 suy ra (g")~! = e hay ¢" = e, trai
véi gia thiét g c6 chp vo han. Vay ¢! ciing ¢6 cip vo han.

Trudng hop 2: Gid sit g va g7 ¢6 cAp hitu han tuong tng 13 n va
m. Tt g" = e suy ra

(7 =" = =e

Vay n chia hét cho m.

Tuong ty, ta ¢ m chia hét cho n. Tt dé suy ra m = n.
b) Trudng hop 1: Mot trong hai phin tit ¢6 cip vo han, chdng han ab.
Gia s ngugce lai réng ba ¢6 cip hitu han. Khi d6 tdn tai sé ty nhién
n sao cho (ba)"™ = e. T d6 suy ra

blab)la=e & (ab)" ' =b""a7! = (ab)} & (ab)" =,

tral véi gia thiét ab co chp vo han. Vay ba ciing ¢6 clp vo han.

Trudng hop 2: Gia st ab va ba clng c6 chp hitu han tudng vng 1a
n va m. Khi dé tit (ba)™ = e lap ludn tuong ty trudng hgp 1 ta duge
(ab)™ = e, hay m chia hét cho n.
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Tuong ty, ta dude n chia hét cho m. Vay n = m.

3.2, Ta o
a 0 0
0 a* 0
Al )
0 0 a®

Néu g =1 thi A, = F nén A, cé cip bing 1.
Néun a = —1 thi A2 = E nén A, ¢6 chp bing 2.
Néu a # +1 thi A" # E nén A, c6 cip v6 han.

3.3. Phan tit e ¢6 cip 1, cac phan tit a,b, ¢ ¢ clp 2.
3.4. Gia sit Cg sinh bdi phan tit g. Khi dé ta cd sd d6 cac nhém con

nhit sau:

{e}

{e.4% ¢}

{e.g"} /
\

3.5. C4c nhém con clia S3 dude biéu difn trong sd dd sau:

-

{e, (123), (132)}
{e, (1

53

[aw]

)} {e. (13)} {e, (23)}

//

{e}

3.6. Bing nhan cla tap
A= {e,a=(12)(34),b = (13)(24),c = (14)(23)}

duge thé hién nhu sau:

138



e ¢ b ¢
ele a b ¢
ala e ¢ b
bib ¢ e a
cle b a e

Nhin vao bang todn trén ta ¢6 a4 = A v Aa = A nén theo Bai tap
2.14 ta c¢6 A la mot nhém. Mat khac, bang nhan nay ¢6 tinh chit déi
xdng nén A 14 mot nhém aben.
3.7.Gidst H={a€ A|In e N:qa" = ¢} Hién nhién e € H nén
H # Q. V6i moi a,b € H, gid st a c¢6 chp n, b ¢6 cdp m. M4t khéc,
do A aben nén (ab)™ = ¢™"p™" = ¢, nghia 13 ab c6 chp hitu han,
hay ab € H. Cubi ciing, vdi moi a € H, gia sit a ¢6 cip n. Khi dé
(@)y* = (a")"! = e nén o' € H. Vay H la nhém con clia A.
3.8. Theo Bai tap 3.5, S3 ¢6 mét nhém con cip 3 la:

. {e,(123), (132)}.
3.9.

—il —i i 1 -1 -k k j —j
il 5 -3 =k kK -1 1 & —i
-il-i 4§ k -k 1 -1 —i i
k| k -k § —j —5 i -1 1
k| -k k -5 § i =i 1 =1

Viée tim cip clla méi phan i danh cho ban doc.

3.10. Tit gh = hg? suy ra hg = g*h. Do d6 nhém sinh bdi ¢ va h 1
{e.g.9% h, gh, g*h}. Va ta c6 bang nhan nhu sau:

e g g° h gh g¢°h

e e g ¢ h gh ¢°h
919 ¢ e gh g*h h
? |l e g ¢h h gh
h h 923‘1 gh e g° g
gh | gh h ¢h g e g
gh|g*h gh h # g e
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3.11. Do H la nhém con cta G nén gHg ! # 0. D& thiy gHg ' 1a
bo phan 8n dinh ciia G. Mat khac vdi phin tid ghg™! € gHg ! bat k¥
thi nghich déo cha né la gh~'g~! € gHg™'. Vay gHg™! 1a nhém con
cua G. '

3.12. a) = b). Giastta € G vh a # e. Goi H 1a nhém con sinh bdi a.
Do G khong ¢6 nhém con thyce syt nén H = G.

Bay gio ta gid sit n 1a chp cia a. Néun = pg véi 0 < p,g < n thi
nhém con K sinh béi a? ¢6 cap 1a ¢, trai vdi gia thiét. Vay G la nhém .
con xyclic cip n nguyén té.

b) = a). Hién nhién.

3.13. Gia st G 1a mo6t nhom cip 4. Néu trong G ¢6 mét phan t chp
4 thi G 13 mét nhém xyclic sinh bdi phéan t cp 4.d6. Néu G khong
c6 phan tit nao cdp 4 thi G ¢6 ba phan tif cip 2, ngoai phén tit don
vi.

3.14. Theo Hé qua ctia dinh 1y Lagrange, cac nhém cé cép 1,2,3,5 1a
. nhitng nhém xyclic nén ching 1a nhém giao hoén.

Gia st G 14 nhém c¢6 chp 4. Néu G 1a xyclic thi G giac hoan. Néu
khong thi moi phan ti clia G ¢6 cip 1 hodic 2 (theo Bai tap 3.13). Do
dé véi moi a € G ta ¢6 a® = e. Vay theo bai tap 2.12, G 1a nhém giao
hoén.

3.15. Hién nhién néu H 14 nhém con ciia G thi H déng déi véi phép
toan trong G. Ngudce lai, néu H déng dbi véi phép toan trong G thi
H 13 mot na nhém hitu han va ludt gidn ude duge thyce hién vdi moi
phan tt cia H. Do dé6 H 12 mét nhém con clia nhém G.
3.16. GiAst A = (a) c6chpnvad | n Ditn =dg, ¢ € N*. Ta
sé chitng minh ring nhém con xyclic # = {(a?) ctia G ¢c6 cip bing d.
That vay ta c6:
(@) =a¥ =0a" =e.

Mt khac gid st (a?)* = e, nghia la a% = e. Do phén t{ a ¢6 cép bing
n nén ta cé:

gk:n=>gk‘gd=>k:d
Vay phan tit a? ¢6 cAp bing d, va do d6 H ¢6 cip bing d.

Bay gio ta gid sit K cling 1A mét nhém con ctia G ¢d chp bing d.
Do G 1a nhém xyclic sinh bdi ¢ nén K ciing 13 mdt nhém xyclic sinh
bdi mdt phan tit cé dang o™, véi r € N. Do nhém K ¢é chp béng d
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nén ta cd;
(@Yl =e=za%=ceard n=rdidg=rigq

Do dé: a" € {a?) = H. Tit d6 suy ra: K C H. Mat khic ta c6
|K| = |H| = d nén ta suy ra K = H. Viy G chi ¢6 duy nhit mot
nhém con cép d.

3.17. Néu X la nhém xyclic v& han duge sinh bdi phan tit a thi dé
thdy X ciing duge sinh bdi phin tit a='. Bay gid gid st X = (b). Ta
co6b=amb" =alvéimneZ Suyraa ! =a™ nénmn = —1
do dé m,n = +1. Vay b = a hoic b = a~! vd X c6 ditng hai phan ti
sinh.
3.18. Nhom (Z[4], +) khong la nhém xyclic.
3.19. Ta ¢6 Z; = {5} va Z}, = (3).
3.20. a) Hién nhién e € A4,. Gia st a,b € A,. Tacé: a® = " = e. Do
A 13 nhém aben nén
(ab)* =a™" =e = abc A,.

Mat khéc véi moi @ € Ag, vi@® = e nén (@”')* = (¢")”! = e hay

1 ¢ A,. Vay A, 12 mét nhém con cia A.
b} Theo gia thiét m va n nguyén t6 cing nhau nén ton tai hai
s6 nguyén s,t sao cho ms +nt = 1. LAy = € A,, N A,. Ta c6:
™ =¢, " = e. Tt dé suy ra:

T = xms-}—nt (xm) ( n)t — es_et = e

Vay Am M An = {8}

¢) Do (m,n) =1 nén ton tai u,v € Z sao cho nu +mv = 1. Tir d6 vdi
ac A

a= anu+mv — amx amv

Dat z = a"™,y =a™ ta cod

do A=A, Nghiala, z € A,y € A, vd a = zv.
3.21. Giastr A la nhom con khac khong cla (Q, +) Khi d6 A c6 chita
mét phan s téi gidn — 75 0. T d6 suy ra

azn% € A= aZC A
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Bdi vay néu A, B 12 hai nhém con khac khong cta (Q, +) thi A, B lan
lugt cha céc nhém con aZ, bZ, trong dé a # 0 va b # 0. Hai nhém
nay giao nhau khac khéng vi ching cling chia s6 nguyén ab.

b
3.22. Taco [0] = [g] € Z(p>). Mat khéc véi moi [5] , [

Jew
a b ap’ — bp‘] '
[p‘] L}’] [ pr )
Vay Z{p*) la nhém con cia Q/Z.
Dé& chitng minh Z(p™) c6 v6 han phén ti ta xét tap:

i ([

fN — A

-~

Dé chitng minh f 14 song anh. Vay card A = card N. Suy ra Z(p*™) vo
han phan ti.

ta co

Xét anh xa :

3.23. Ta ching minh khing dinh tuong duong: M01 nhém G v6 han
déu cé v6 han nhém con.

Trudc hét, xét trudng hgp G = {a) 1a mét nhém xyclic vo han. Khi
d6, véi médi s6 ty nhién n thi {¢”) 14 mot nhém con xyclic cha G va
néu n # m thi {a™) # {(a™). Nghia 12 G ¢6 vd6 han nhém con.

Bay gio, xét trudsng hgp G la nhém v han bét kj. Néu trong G ¢6
mot phan tit @ cip v6 han thi A = (@} 1& mdt nhém con xyclic clp vo
han cta G. Nh6ém nay ¢6 v6 han nhém con, cdc nhém con nay ciing
la nhém con cia G. Vay & ¢6 v6 han nhém con.

Néu moi phan ti clia G déu cé cap hitu han thi tap cac nhém con
xyclic sinh bdi cac phan tit cha G 1 v6 han vi

Ulzy=G

rels

3.25. Gid st HK la nhém con chia G, ta 8 chitng minh HK = KH.
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That vay véimoi k€ K va h € H ta ¢d
Ak le HK = (h"lﬁc*l)_1 ¢ HK = kh e HK

Do d6 KH ¢ HK. Mat khéc, theo trén ta c6
k"'h e HK ke HK
Suy ra k7 'h 'k € HK, nghia 1a tdn tai b’ € H. k' € K dé
k™'hk = BE

Vay nén hkh'k' = k = hk = kk'"'h'"' € KH. Suy ra HK ¢ KH, va
dodé KH =HK.

Bay gio gia sit HK = K H, ta sé chimng minh H K la nhém con ctia
(. That vay, t6 range € HK. Véimoi h€ H;ke K do HK = KH
nén ta ¢6 Ak = kK'h' véi h' € H; k' € K. Bay gio néu c6 az, by € HK
thi tit ddng thic vita néu va do H, K la nhitng nhém con ta suy ra
dugc

(az){by) ™ = azy™'b"' € HK

Vay H K la nhém con cta G.

3.26. Gia st aA 1a mot nhém con clia G va e 1a don vi cla G. Khi dé
e=aa' €aAvlia € A Vaya' =a '€ Anénac A.

Déo lai, néu a € A thi ta cé aA = A va do dé aA 13 m6t nhém con
cia nhom G.

3.27. GiasuG={(a)cocdpnvab=aF e G. Goi d 1& wdc chung 16n
nhit cia & van. Khidé n = md vad k = kid, vGi n; va d; nguyén t6
cung nhau. Ta ¢é

bﬂ] — (ak)‘n] — ak‘nl -~ akldnl - ekl =g

Hon nita, néu b = e hay a* = e thi kt chia hét cho n. Nhu vay

kt = kidt = nds hay kit = ns, nghia 1a kit chia hét cho n,. Vi k;
£ n - £

vA 1, nguyén t6 cing nhau nén ¢ chia hét cho n;. Vay ny = 3 13 cap

cia b = a*.

b) Phan t b = o* 13 phin ti& sinh cfia nhém G khi va chi khi cp clia
b bang cap clia X vi bing n. Theo ciu a} ta c¢6 b Ia phan t sinh khi
va chi khi d = 1, nghia 1a khi n vA k nguyén té cing nhau. Vay sb cac
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phan t& sinh cta G bing s6 cac s6 ty nhién bé hon n vi nguyén tb
cling nhau véi n.

3.28. S6 phan tit sinh ctia nhém xyclic C,;, (n > 1) bang w(n), sb cac
s6 nguyén dirong bé hon n va nguyén td ciing nhau véi n.

3.30. Gid st A 1A mdt nhém c6 cAp 14 s6 chdn. Ta phan cac phan ti
clia A ra lam 3 loai: e, cac phan tit c6 cip 2 va cdc phén tif ¢6 cdp I6n
hon 2. Néu @ € A la phin tit ¢6 c¢dp 1dn hon 2 thi a™! € A cung la
phén ti ¢6 clp 1én hon 2 va a # a~1. B8i vay sd cac phan td ¢b clp
16n hon 2 clia A 1a 8 chin. Suy ra sd cac phan tit ciia A ¢6 cép 2 1a
mdt s6 1¢. Nghia 1a 6 it nhat mot phan tit clia A c6 cip 2.

4. Nhém con chuin tic - nhém thuong

4.1. D& thay quan hé C ¢6 tinh chit phan xa va d6i xing. Ta sé chi
ra réing C c6 tinh chit bie ciu khi va chi khi néu nhém G giao hoén.
That vay, gia st C ¢6 tinh chit bic cau. Ro rang véi a € G thi ae = ea
nén aCe. Tuong tu, eCh véi b € G. Suy ra aCb, nghia 1a hai phan t&
bat k¥ clia G giao hoén.

Nguoc lai, néu nhém G giao hodn thi moi cip phan tif clla no déu
¢6 quan hé C voi nhau, vi do d6 hién nhién ¢6 tinh béc ciu. Trong
trusng hop nay chi c6 mot 16p tuong duwong 1a toan thé nhém G.

4.2. Gia st G 1a nhém c6 chp n, H 1 nhém con duy nhét clia G
¢é cip k. Khi d6 véi moi g € G, gHg ! ciing 14 mot nhém con cla
G. Hon nita, gHg™! va H ¢6 cliing lyc lugng. Ma theo gia thiét, H la
nhém con duy nhét ¢6 cAp k nén gHg ! = H véi moi g € G. Do dé
H la nhém con chuén téc.

4.3. Tuong tng ¢H «— Hg ! 1a mdt tuong ing 1-1 gitta tap cac 1dp
ghép trai cha H trong G va tap céic 16p ghép phai ctia H trong G.
4.4, Cac 16p ghép trai clia H trong S4 bao gém:
H = {(1),(12), (34), (12) o (34)}
(13)H = {{13), (123), (134), (1234)}
(14)H = {(14), (124), (143), (1243)}

(23YH = {(23),(132),(234), (1342)}
(24)H = {(24), (142), (243), 1432)) .
(1324)H = {(1324), (14) o (23), (13) o (24), (1423)}.
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Céc lop ghép phéi chia H trong Sy bao gdm:

2) 0 (34)}

( 43), (1432)}

H(14)_{ 14). (142), (134), (1342)}

H(23) = {(23), (123), (245) (1243)}
H(24) = {(24), (124), (234), 1234 )}

H(1324) = {(1324),(13) 0 (24), (14) o (23), (1423)}.

4.5. Nhom con xyclic A = {(1), (123), (132)} khong la nhém con chuin
tac trong Sy vi:

(14)A = {(14), (1234), (1324)}, A(14) = {(14), (1423), (1432)}.
Do dé (14)A # A(14).
4.6. Nhém con H = {(1),(1234), (13) o (24), (1432), (13), (24), (14) o
(23).(12) o (34)} khong 1a chuan tic trong S, vi H(12) # (12)H
4.7. S5 ¢b cdc nhém con 1

{e}, {e.(12)} =((12)), {e.(13)} = ((13)), {e, (2 3)} = (2 3)),
{e,(123),(132)} = ((123)) = (13 2)) va 5.

Trong s6 dé ¢6 {e},S; v ({1 2 3)} la ba nhém con chudn tic
cua Sy,

4.8. Tacé es = se = ¢ v01n101.5€Snenr°€C(S) hayC(S) # 0.
Mat khdc, gid sit g, ¢’ € C(S), nghia 13 gs = sg va g's = = s¢’ v8i moi
5€ 5. Suy ra

H {(1), (12). (34), (1
13) = {(13),(132), (1

(99')s = gg's) = g(s¢) = (¢5)9' = (s9)g’ = s(g¢')
hay g4 € C(3).

Cudi cing gid st g € C(S), tit gs = 8¢ ta nhan vao bén trai vi
bén phai lan lugt véi g=' s& duge sg™! = g~ 's hay g~ € C(S). Vay
C'(S) 1a mét nhém con clia G.

Bay gid¥ ta sé ching minh

C(G)={g € Glgr=129V z € G}
1& nhom con chuan téc cna G.

Theo trén ta cé6 C(G) 1a mot nhém con ctia G. Mt khar, véi moi

r e X va ge C(G) ta cé: gr =g Do d6

gz =alrg=eg=gec C(G).

10-HD.. DA CUGNG-A 145



Vay C'(G) 1a nhém con chuan téc clia G.

4.9. A 1a nhém con ciia G ¢6 chi s6 2, nghia 1a sb cac 18p ghép tréi
cua G theo nhém con A bing sé cic 16p ghép phai cia G theo nhém
con A va bang 2. Trong hai l6p ghép dé c6 mot 16p 1a A va mot 1dp la
phan bt clia A trong G. Do d6 médi 16p ghép trai cta G theo A 1a mot

16p ghép phéi cha G theo A v nguge lai. Vay A 1a nhém con chuin
tac cua G.

4.10. K¢ hiéu {B;}ies 4 tap hgp cdc nhém con lién hop véi nhom con
A. Theo dinh nghia, véi mdi 4, ton tai a; € G sao cho

-1

Dat B = _ﬂ{Bi thi B 14 moét nhom con cna G
te

Mat khic, véimdiz € Gvai € [tacoa™ ' Bir = (aur) ' Aa;x) 1a
mot nhom con lién hop véi A nén {@ ! Bja}ier cling chinh 1a tap hap
cac nhém con lién hgp voi nhém A, Do dé:

¢ 'Bzr = £ ' (NB))z = Nz~ ' Bix = B,
1 )
suy ra Bz = xB. Vay B la nhém con chuan téc.
4.11. V8imoia € Ava b e B, xét x = {ab)(ba)~". Ta co:
7 = (ab}{a 67"y = (aba™ ") b7 = bb
Tuong tu:
= (ab)a b ) =alba b ') = ad € A

Do d6: + € AN B = {e}. Vay ¢ = ¢, nghia la ab = ba.

4.12. Xét tap hop G = {(m,n,€) | m,n € Z, ¢ = x1}. Ta dinh nghia
phép nhan trén G nhu sau:

(kl,kg, 1)(1!1,{2.,5) = (k] “+ I], kg + !!2,5)

(ky, koo =1) (L. lp, 8) = (ky + Lo ko + 11, —€)
Khi dé G 1a mot nhém véi phan ti don vi la (0,0,1) va

(m,n,1)7" = (—=m,—n,1); (m.n, -1 = (-m, -n,-1).
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Xet nhém con A clia ' sinh béi hai phan t (1,0, 1) va (0,1,1). Vi
hai phin t1f ¢6 toa d6 thit ba béng 1 giao hoan duge véi nhau nén méi
phén tit cia A c6 dang:

a=(1,0,1)™(0,1,1)* = (m,0,1)(0, n, 1) = (myn,1)
véim,n € Z. Gia st z = (k,l,¢) € G, ta cé:
e=1 zar™ = (k,{,){m,n, 1){(—k,—,1) =a € 4.
€ =-1 zaz™" = (k,, —1)}(m,n, 1)(—k, -1, —1) = (m, n, 1) € A.

Do dé A la mot nhém con chudn tic eta .
Nhém con B = ((1,0, 1)) chudn t&c trong A vi moi phan tit ciia B
giao hoan vdi moi phan ti cha A.
Tuy nhien B khéng phai 12 mot nhém con chudn tic trong G. That
vay ta cé: '
B={(m,0,1){ mez}

Véi moi m # 0, ta céd:
(1,1, =1}(m.,0,1)(1,1, -1)"" = (0, m, 1) ¢ B.

4.13. Ta ¢6 thé ching minh mot két qua téng quat hon, dé la: néu
{Ai}ier 1a mot ho cdc nhém con chudn tée clia ¢ thi A — ,ﬂIA,- 14 mot
=

nhém con chuan tc cla G.

That vay, gia stz € Gac A suy ra a € A, voi moi i. Do A; la
chuan tic nén razr! ¢ A; v6i moi i. Suy ra zaz ! € A. Vay A chuin
tdc trong G.

Bay gid ta chitng minh ring néu A, B 13 hai nhém con chudn tic ciia
X thi AB = BA. That vay, vBimoia € A be Btac6bh, =aba~' € B
(do B chuan tdc). Do d6 ab = bja € BA. Viay AB C BA. Tuong tu,
ta ¢c6; BA C AB. Vay AB = BA.

Ta cé e =ee € AB. Néu b, va a6 € AB thi ta coé:

(alb])(agbg)_l = & (b]bglagl)

Phan ¢ (b,b;')a;! € BA = AB nen (a1by)(azb)! € AB. Do dé AB
la mét nhém con ciia G.
Mat khéc, véi moi ab € AB, 1 ¢ G, ta co:

zabr™' = (zaz ') (xbz™') € AB
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Vay AB chuan téc trong G.
4.14. Gi st nguge lai ring H K 1a mot nhom. Ta chimg minh
\HK/H| = |K/H N K]|.
That vay, xét tuong dng
fHK/H — K/HNK

axr — T

thi tuong ing nay khéng phyu thudc vao dai dién. Hon nta, f con la
mét song anh. Do dé ta céd

|HK/H| = |K/HNK]|.
Do HK la nhém con cla G nén |G|: |[HK| Suy ra
pm i |HK]
Ma H 13 nhém con ctia HK nén {HK|:|H| Suy ra

|\HK| =p*t, te Z

T d6 suy ra pm : pft = m it (1)
Ta c6 |HK/H| = p*t : p* = t nén t = |K/H N K|. Do K khong
thude H nén
|HNK| < |K|=p
ma | K| chia hét cho |[H N K| nén [H N K| =p', véi 0 <7 < d.
Suy ra
K/HNK| =35 >p (dod—i2 1),

Vay t=p**ip (2)

Tit (1) va (2) ta cé m | p, trai v6i gid thiét (p.m) =1

Vay HK khong la nhém con cua G.
4.15. Tam cta nhém Dy = {e. g, g% h. gh, g*h} 1a {¢}. Tam cua nhom
Dy = {e.g.9% ¢° h,gh.g*h, g°h} 1a {c, ¢}
4.16. a) Gia st G’ 1a nhom con clia nhém G sinh bdi tat ca cac giao
hoan tit. Khi dé phdn td b = a”'z7'az € G’ véi moi a € G’ va véi
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moi v € G. Do d6 o7 laz = ab € G'. Vay ' 14 mot nhém con chuén
tac cta G.

b) D&i v6i hai phan tit w,v bat k¥ thudg nhoém thuong G/G’ ta cé
u=avav=~b,véiabe G Do

(ab)(ba) ' = aba™'b"' € G

nén ab = ba. Tt dé @b = ba, nghia 13 nhém thLIdng G/G 1a nhém
aben.

¢) Gia sit G/A 1a mot nhém aben, nhir vy v6i moi phan t& a4 va bA
thuoc G/A ta c6

(aA)(bA) = (bA)(aA), hay abA = baA.

Do dé ab{ba)™' = aba™'b"' € A. Tt dé suy ra nhém con G’ sinh bdi
cac giao hodn tit cua G 1a chita trong A.

Dao lai, néu nhém con G sinh bdi cac giao hodn tir cia G chia
trong A thi eba ' ' € A v0i moi a,b € G. T do suy ra abA = baA
hay (aA)(bA} = (bA)(aA), titc 1a G/A 13 mot nhém aben.

4.17. a) 3Z/15Z = {15Z,3 + 15Z,6 + 15Z,9 + 15Z,12 + 15Z}.

b) 4Z /247 = {247, 4 + 247,8 + 24Z,12 + 247,16 + 247,20 + 24Z}.
c) {a)/{a®) = {{a®}, a{a®}, a’(a®}, a’(a®), a’(a®}}.

d) Goi R* 1a nhém nhéan cac s6 thuc khac khong, RY 13 nhém nhan
cac s6 thue duong. Khi dé ta c6: R*/R3 = {R7,R* }, trong d6 R* 1a
tap hop céc s6 thue am.

4.18. Nhom cac giao hoan tif ¢cia nhém céc phép thé Sz 1a
H = {(123)).

4.19. Gia st |G| = p™, p nguyén t6. Lay g ¢ G. Khi dé:

Néu g c6 cap bang p thi nhém con sinh béi g ¢6 cdp p. Khing dinh
duge chitng minh.

Néu g khéng c¢6 cap p thi do cAp ctia g 1a 1rc'ic cla cép cha G nén
capcuagcodangp (2<k<m) Khldog‘“ = (""" )P =e Dopk
13 cAp cla g nén ¢* 7£ e va pla sb nguyen t6 nén phan tit ¢ ' 6 .
cip p. Va nhu vay nhém con sinh béi gp ™' ¢ chp p.

4.20. Do (n,m) = 1 nén ton tal x,y € Z sao cho mz +ny = 1. Suy
ra h = A7 = BIRERY = (REYMe = g™ y(i g = AT,
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4.21. a} Trude hét, ta chimg minh tap MN déng véi phép nhan.
Gia st zy, 2’y € MN. Do N la nhém con chuan tic trong G nén
N = Nz'. T do tén tai z € N sao cho 2’z = yx'. Khi d6

(xy) (@) = alyzVy = 2(x'2)y’ = (22')(z¢/) € MN.
Bay git néu xy € M N thi
(zy) ' =y 'z e Ne =27 'N c MN.

~ Diéu nay ching to M N 1a mét nhém con cita G.
b) Bay gi gi& st M, N la hai nhém con chudn tic cha G. V8iay € MN
va g € (G ta co

1 1

grg~ =z2"€ M, gyg”' =y € N.

Tu dé: g(zy)g™ = (gzg™")(gug ") = z'y' € MN.
Nghia la M N 14 nhém con chuan téc trong G.

4.22, a) Gia sit a, b € Ng. Thé thi
(ab)S{ab)™' = a(bSh Vo ! =aSa~! = 5.

Mat khac, titaSa™! = Ssuyraa 'Se= 5. Vayab € Ngvaa™* € Ns.
Hay Ng 1a mét nhém con ctia G. .
b) Gid sit K 1a nhém con ctia G vd H 14 mot nhém con chudn tic
trong K. LAy a € K,théthiaHa ! = H.Suyraa € Ny hay A C Ny.
c) Bay gio gia stt H 12 mot nhoém con ctia G v K 13 mét nhém con clia
Ny. Dé thiy H 1a chudn tic trong Ny, va khi dbé ta cé KH = HK la
mdt nhéom con ctia Ny,
Bdi vi H C KH C Ny vd H 1a chuan téc trong Ny nén H chuin
tic trong K H.
d) Gia sit A 1a mot nhém con clia G nhan H lam nhém con chudn téc,
nghia l1a aHa™ ! = H vdi moi a € A. Ding thite nay chitg td a € Ny.
Vay A C Ny.
4.23. D& thily phép todn o trén A ¢é tinh chét két hop. A ¢6 phin tit
don vila (1, 0} va nghich ddo ¢lia phan t& (x,y) 1A phan t¥ (z77!, —yx 1)
Do dé A la mot nhém. '
Mat khae, v&i moi (u,v) € A va vai moi (1,y) € H ta co:

(w, o)L y)(w, )™ = (w, )1 y) (™, —ou™)
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= (eu L ou dyu - o) = Loy € H.

Vay H 1a nhém con chuan tic trong A.
4.24. Xét anh xa;
.0 =R
a — |aof

trong d6 (R*, ) la nhém nhéan cdc sb thue duong. Ta c6

fle.8) = la.B] = |l 18] = fla).f(5)

nén f 1a mot dong chu nhom.

Hon nita, véi moi z € R* ta ¢6 f{z + 0i) = 2 nén f la moét toan
cAn nhém.

Mit khac, Kerf = {a € C*| |af = 1} = W nén theo Dinh 1y déng
chu nhém ta cé:

/W = (RT.).

4.25. Gia sit G la mot nhém méta aben, nghia 1a né ¢6 mdt nhém con
chuan tic K sao cho cd K vd G/K déu giao hoéan.

a) Giad sit H 1la mot nhém con tuy ¥ cua G. Khi dé6 K N A 1a mot
nhém con chuén tic ctia H va

H/KNH=KH/K

Mat khac K m H ciing 14 nhém con cia nhém aben K nén K M H
ciing 13 nhém aben. Con K H/K la nhém con ctia nhém aben G/K
nén K A/K la nhém aben. Do d6 H/K N H 1a nhém aben. Nhu vay
H 13 nhém méta aben.

Gia st N 13 mdt nhém con chudn téc ndo dé cia G, ta chiing minh
nhom thuong G/N cing 1a mot nhém méta aben. That vay, ta co
K/N 13 mdt nhém con chuan tic cia G/N. Do K 1a nhém aben nén
K/N cung la nhém aben. Mét khac

(G/N)/(K/N)= G/K

ma G/ K la nhém aben nén (G/N)}/(K/N) cing 1a nhém aben. Vay
G /N la nhém méta aben.

b) Gid st G la méta aben. Khi dé G/ K 14 aben, nén theo Bai tap 4.16
ta ¢6 nhom giao hoén t0 G’ C K, nghia la G’ giao hoan.
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Ngugce lai, néu G’ giao hoéan thi cling theo Bai tap 4.16, G 14 nhém
con chuan téc aben ciia G vh nhém thuong G/G’ ciing la nhém aben.
4.26.a) Véimoige Gva ke K, tach: gk =kgnénk =g kg€ K,
nghia 13 K 13 nhém con chuan téc cla G.

b) Néu G/K la xyclic thi ton tai g € G sao cho G/K = {gK). Véi moi
a,.b € G thi aK,bK € G/K nén ton tai cac s6 ty nhién n, m sao cho
aK = g"K,bK = ¢"K hay a = ¢"k, b= g™k’ v6i k, k' € K. Khi dé:

ab = (g"k)(g™kK') = ¢"(kg™K' = g g"kk' = g™ kK.
ba = (g"k" ) (g k) = g™ (K g™k = g™ "K'k = g7 Kk
Do k., k' € K nén kk' = k'k, do dé ab = ba hay G la nhém giao hoan.

5. Pong cau nhém

5.1. f khong phéi 1a déng cdu nhém.

5.2. f 12 déng cAu nhém va véi moi ¢* € Cj, ta ¢ f(g*) = ¢*. Do
d6 Kerf = {e,g*,¢%} va Imf = {e,¢* g% ¢°}

5.3. f 14 dong chu nhom. Kerf = 4Z va Imf = {{[0]5, [0]4), ([1]2. [1]4)-
(10]2. [2]a), {T1]2. [3]a) }-

5.4. f 12 dong ciu nhém. Kerf = {[0]s, [2]s, [4]s, [6]s} va Imf = Z,.
5.5. Gid st G 1a mot nhém xyclic sinh bdi phdn tta va f : G — H
la mot ddng clu tit G dén H. Khi db ta c6 f(a) € Imf va do d6
Imf = {f(a)* = f(a™) | n € Z} 12 nhém xyelic sinh bdi phan tif a.
5.6. Dé cho tién ta ciing xem A 12 nhém v6i phép toan cong. Khi dé
tudng ung:

frZ - A
f(n),neN
" {—f(—n),ng?f N

trong d6 — f(—n) 1a phéan t nghich déo cta f{—n) trong nhém 4, la
méot déng cAu nhom.

Khi dé v8i moi n € N ta ¢& f' oi(n) = f'(i(n)) = f'(n) hay
foi=f.

Gia slt con ¢6 dong cdu nhém ¢ : Z — A sao cho woi = f. Khi dé
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vii moi n € Z ta co:

Néun € N thi f/(n) = f(i(n)) = f(n) = e(i(n)) = o(n).

Néun ¢ N thi f'(n) = — f(~n) = ~¢(i(—n)) = —p(-n) = ¢(n).

Tém lai f' = . Vay f’ xac dinh nhu trén 13 duy nhat.
5.7. Gia sit G/A = {1 A, 22A, - . z,A} |3 tap cac 1dp ghép clia A
trong G, S, la nhém cée phép thé clia tap G/A. Vi trong nhém cé
luat gian udc nén véi mdi a € G, 4nh xa:

te: G/A — G/A
TA — azA

1& mot don 4nh, va do d6 14 song anh, tic 14 £, € S,.

Bay gid xét anh xa:

t: G - 8,
a — i,

V1 taty = ta nén £ 13 déng cAu nhém. Hon nita néu a € Kert thi
to = 1, nén zA = axA véi moi r, dic biét A = a4 nén a € A. Vay
ta duge Kert C A. Dt B = Kert ta duge B 1a nhém con chuan tic.
Hon nita G/ B déng ciu véi Imt 1a nhém con chia S, nén G/ B 1a nhém
hitu han.
5.8. Ta ¢6 Kerg = {0} va 7 1(12Z) = 2Z. _
5.9. a) V&i moi s6 nguyeén k ta ¢6: k € mZ N nZ khi va chi khi k£ € mZ
vakenZ <k mvak:n, nghiala kb Do dé mZNnZ = bZ.
b) Do (m,n) = d nén ton tai hai s6 r v s sao cho mr + ns = d. Suy
ra: mZ + nZ = d7. (Diéu nay dugc suy ra ngay tit phép ching minh
sy ton tai ude chung lén nhét cha hai sb nguyen).
c) Xét anh xa: f: Z — mZ/mnZ, k — nk + mnZ. D& chitng minh f
1& mét toan cdu nhém. Hon nita, Kerf = nZ. Suy ra:

Z/nZ = mZ/mnZ.
5.10. Giasu f : (Z,+) — (Q, +) 1a modt ddng chu tit (Z, +) dén (Q, +).
Khi dé v6i moi n € Z ta c6 f(n) = f(n.1) = nf(1) véi f(1) =a c Q.
Vay moi dong cdu f @ Z — Q déu duge xac dinh béi f(n) = na véi
moi n € Z, trong dé ¢ la mét phan ti nao d6 cla Q.
5.11. (Z, +) khong déng chu véi (Q*, ) vi (Q*,-) ¢6 mot phan ti chp
2 (la —1) trong khi (Z, +) khéng c6 phan tit cip 2.
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5.12. (R, +) déng_céu véi (R*, x). That vay, xét 4nh xa

lg: R* — R

r — lgx

Do tinh chit cfa ham lg ta ¢ lg(zy) = lgz+lgy nén lg 1a mot dong
cAu. Néu z # y thi lgzr # lgy nén lg 1a mét don ciu. Hon nita, véi méi
a € R taco 10t € R thod man 1gl0® = a nén lg 1a mot todn chu. Vay
lg la mot déng cau.

T ) s O
5.13. Mbi s6 phitc thude H ¢6 dang lugng giac la: r (cos > + isin ?>

véikEZv&r>U.k 0
Vay H = {?"(cos%T +isin%) |r >0, ke Z}.
Xét 4nhxa f: C* — U, r(cosp+ising) — cosdp+isindp, Dé

kiém tra f 1& mot ddng cdu nhém. Hon nita, véi moi cosp+ising € U
ta co:

f (cosE +z‘sin£) = COS + 181N,
4 4
Vay f 1a toan cdu. Mit khac,
Kerf = {a = r(cos¢ + isinyp) | f(a) =1}
= {a = r{cosy +isinyp) | cosdy +isindyp = 1}
= {a = r{cosy + isiny) | 4p = 2kr, k € Z}

k
= {a =r(cosg +ising) | p= %T, ke lZ}

k k
= {azr(cos—g—quz'sin?) |kEZ} = H.

Do d¢6 H 12 nhom con ena C* va
C*/H=C"/Kerf =U

5.14. Xét 4nh xa ¢ : R — U, v +— cos2nr +isin27r. Dé ching
minh g 13 mot toan ciu nhém va Kerg = Z nén R/Z = U.

5.15. a) Theo Bai tap 5.5, ta c6 f(A) la mot nhém xyclic sinh bdi
f{a). Do f(a) 14 mot phin tit cha B nén cip cla f(a) la ude clia cAp
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cua B, nghia la uéc cha n.
Mit khac, do @ ¢6 cdp m nén a™ = ey, suy ra

[f@)]™ = fla)™ = flea) = e

nén cap cla f(a) 1a udc cla m. Vay cp cua f(a) 13 mdt wde chung
cla m va n.

'b) M&i ty ddng chu ciia nhém Zg = (1 ) hoan toan duge xdc dinh béi
f(1) € Zg nén Zg c6 ding 6 ty déng céu.

5.16. D& chitng minh f la déng cdu nhém. Gia st v Z — G la mot
dong cAu nhém thod man (1) = g. Khi d6 véi moi n € Z ta c6:

) =p(l+1+-+ ) =[p()]'=g" = f(n) = ¢=f
Vay f la duy nhét.

5.17. a) Gi& st G = (a} la m6t nhém xyclic chp n. Mbi tu déng cau
cua G’ cho ta mét gid tri xac dinh clia f(a) € G. D3o lai véi mbi
b=a* € G, anh xa

f: X

—
a —

X
k|

voi k= 1,2, ..., n la mot ty déng cdu cila G. Nhu vy mdi tu ddng céu

f ctia G hoan toan xac dinh bdi f{a) € G. Do d6 c6 diing n tu déng
chu clia G.

b) Mdi dong céu f : Z,, — Z, cho mét gia tri xac dinh () € Z,.
Cép clia f(l) la udc ctia n. Vi1 co chp m nén cAp cta (1) 1a udc etia
m. Do do cap ctia f(1) 1a udc chung cta m va n.

Dao lai, véi phdn t& & € Z,, c6 cip la wde chung ciua m va n thi
anh xa k — %&b cho ta mot déng cdu f: Z,, — Z,.

Tl do suy ra c6 sau déng chu tit Zg dén Zz. D6 1a cae anh Xa
f:Zn — Z, sao cho



5.18. a) f : C3 — C; dude x4c dinh bdi f(g") = e.

b) f : Z — Z, dude xac dinh béi f(1) = {0]s hosic f(1) = {1]4 hodc
F(1) = [2]4 hogc f(1) = [3]s. Khi dé v6i moi z € Z: f(x) = zf(1).

c) Tacé Dy = {e,9,9%¢° h,gh,g°h,g°h}. Do dé f : Z — Dy duce xic
dinh béi f(1) = a véi a € Dy. Khi dé véi moi x € Z: f(x) = zf(1).
5.19. a) Theo Bai tap 5.15 ¢6 6 tu déng cAu cia nhém Zg duge xac
dinh bdi f(1) = @ véi a = 0,1, ...,5. D& ching minh riing trong s6 dé
- chi ¢6 hai tu déng cdu xac dinh bdi f(1) = 1 va f(1) = 5 la nhing
déng cdu. Do d6é Aut{Zg) gdm c6 hai phan tir. Vay Aut(Zg) = Z,.

b) M&i tu ddng ciu clia Z hoan toan duge xac dinh bdi f(1) Vi
f(n) = nf(1) véi moi n € Z. Néu f € Aut(Z) thi f(1) = &1, i
néu f(1) # £1 thi f(Z) = f(1)Z # Z do d6 trai véi gia thiét f 1a
toan anh. B&i vay néu f € Aut(Z) thi f(n) = n véi moi n € Z hoédc
f(n) = —n v6i moi n € Z. Hay néi cach khac, Aut(Z) gom c6 hai
phan ti 1a 1 vA —1z, nghia la Aut(Z) = Z,.

¢) D& thiy (Z%, %) 1a mot nhém xyclic ¢ép 6 sinh bdi phan tir 5 nén
(27, %) = (Zg, +)-

5.20. Gid sit X 1 nhém xyclic vé han. Theo Bai tap 3.17, X ¢6 dtng
hai phan ti sinh 12 @ v a™'. Khi dé méi ty déng cu cia X 1a mét
anh xa bién a thanh mot phin t sinh 14 ¢ hodic e, Tudng ing ta
¢6 hai tit déng cAu cla X, do6 1a phép déng nhit vaa — a™'.

5.21. Gia st f = hg: G — K la dang cu.
a) Do f = hg la don cau nén g la don cau.
b) Do f = hg la toan cu nén h la toan cau.

¢) Ly = € H suy ra h(z) € K. Do f = hg la ddng cAu nén ton tai
a € (& sao cho f(a) = h(z) hay

hgla) = h{z) = h(gla)z™ ') =e = gla)z™' =be Kerh
Do dé z = b~ 'g(a) € (Kerh)(Img). Vay H C (Kerh)(Img).
Nguoe lai, ldy z € -(Kerh)(Img). Suy ra = = bg(a), trong do
h(by=evaa e G. T do

h(z) = h(b)hg(a) = f{a) € K = h(H)
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(do A la toan chu). Suy ra x € H. Vay (Kerh)(Img) C H. Tom lai ta
c6 H = (Kerh)(Img).

Bay gio gid st x € Kerh M Img, Khi d6 tén tai a € G sao cho
z = gla) v h(z) = €. Suy ra h(z) = hg(a) = f(a) = e. Do f la ding
chu nén a = e. Tt d6 « = gla) = g(e) = e. Vay Kerh NImg = {e}.
5.22. Theo tinh chét cia ddng cAu nhém, néu B 1a nhém con chuidn
tac trong H thi f~1(B) chuin tic trong G.

Ngude lat, gia st f~1(B) 1a chuan téc trong G. Khi d6 voi moi
be B vavéi moi z € H, do f 13 toan cAu nén ton tai e € f~(B) dé
fla) =bvagc G d& f(g) = . Do f71(B) chuan téc trong G nén
glag € ~(B). Suy 1a f(g~'ag) € f(f(B)) = B (do f la toan
chu). Hay f(g7'ag) = [f(g)})"'f(a)f(g) = 2~ 'bx € B. Vay B la nhém
con chuén tic trong H. '

Tiép dén, xét anh xa ¢ : G — H/B duge xéac dinh bdi
ole) = f(z)B. Khi d6é ¢ la mot toan céu va Kery = f(B). Theo
Dinh Iy déng ciu nhém ta cé: G/f'(B) = H/B.

5.23. Theo Bai tap 5.22 ta cé: néu f: X — Y 1a mot toan chu nhém
vd A 13 mot nhém con chuin téc cia X thi f(A4) la mot nhém con
chudn tic cta Y.

Bay gid, do phép chiéu chinh tdc p : X — X/A 1a mét toan chu
nhém nén véi mdi nhém con chuin tdc H cia X ma H O A thi ta ¢6
mot nhém con chuin tic p(H) ctia X/A. Dao lai, néu K 14 mot nhém
con chudn tdc clia X/A thi p~!(X) 12 mdt nhém con chudn tic cla
X chita A. Nhu vay ton tai mot tuong ing 1 — 1 hay moét song anh
tit tap céc nhém con chudn téc cia X chita A dén tap céc nhém con
chuan tic cia X/A.

5.24. Gia sit A 12 nhém con chuan tic téi dai clia G. Gid st NV 1a mot
nhém con chudn téc cia G/H. Xét phép chiéu chinh téc

p:G—-G/H

Tao 4nh toan phin X = p~!(N) la mét nhém con chuan tic clia G va
chita H. Do tinh t6i dai clla H trong G nén ta phdi ¢6 K = H hoéc -
K = G. Khido N = {e} hodc N = G/H. Vay G/H la mét nhém don.

Dio lai, néu G/H 1a mot nhém don va B 14 mdt nhém con chuéan
tdc cha G chita H. Khi d6 B/H 1a nhém con cua G/H. Do G/H la
nhém don nén B/H = 0 hoic B/H = G/H. Suy ra B = H hoic
B=G.
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5.25. Gid stt @ la phén ti tuy ¥ khac don vi clia X va cd cp n > 1.
Khi d6 nhém con xyclic 4 sinh bdi a ¢6 cdp n vA n 14 uéc cla cip p
cua G. Do p nguyén té nén n = p. Nghiala A = G.

Dé chiting minh ¢, 1a mét ty déng cAu nhém. Ta cé véi moi ¥ € X
thi pz’) = o™

Gid stt pi(x;) = wr(z;), nghia la

L L G ) L

dodé (t —j)k:p = i=j+np Vay 2 = 2’ hay ¢ la don chu.

Gid st " € X 1a phén t tuy §. Do (k,p) = 1 néntén taia,b e Z
sao cho ka +pb =1 = kna + pnb = n nén z" = ghP+) — ki Vay
wp{a?) = 7% = 2™, do d6 wy 1a todn chu.
5.26. a) Ta xét xem khi nao ¢ la anh xa. Do 2" = 27+ V] € Z, nén
w la anh xa khi va chi khi

ykr — yk(r+1’s) & ykh‘ — 6,V£ c Z

Skls:tViceZes kst

b) Bay giﬁl gié sit ¢ la mot don cAu. Thé thi X = ¢(X), nghia la
(a) =y co cAp s (bang cap clia z). Gia st sk = mt. Néu (s,m) ='d

thi k— dt tur do

(1) = )™ = e.

Bdi vay, % : s, nghia la d = 1.
%

5.27. a) Trude hét ta c6 thé chiing minh twong tng

o X[A — f(X)/B

TA — f{z)B
la moét anh xa, nghia la ¢ khéng phu thudc vao phn tt dai dién z.
D& thay ¢ 1a toan cau.
b) Theo Dinh 1y déng ciu ta cé
FX)/B = (X/A)/Kerp
= [X : A} = [f(X): B]|Kerp|.
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Bay git néu zA € Kerg thl p(zA) = f(z) € f(A4). Khi dé tdn tai
a € A sao cho f(x) = f(a). T dé6

z=ac vii c € Kerf.
Ta ¢6 ding céu
AKerf/A=Kerf/{ANKerf) = Kerf/K.

Vay |Kerg| = [Kerf : K. Tit dé suy ra diéu phai chitng minh.

5.28. Gia sit A = {e,a} va X/A = {A bA,BPA PA bBA). Tac6 X
sinh béi hal phan tit a va b, Mat khac, vi 4 la mot nhém con chuan tic
nén bA = Ab. Nhu vay {b,ba} = {b,ab} = ab=ba. Dodoé X = {a,b)
la mét nhom aben. Theo Dinh 1y Lagrange, cip ctia X bang 2.5 = 10.
Do d6 ¢ip cha b bang 5 hodc 10. Néu cip clia b bing 10 thi X = (b) la

nhém xyclic sinh béi b, Néu clp ctia b blng 5 thi cip ciia ab bing 10.
Do dé X = {ab). Nhu vay X 1a mot nhom xyclie cap 10 va X = Z,,,.

5.29. Gia sit X 1a mo6t nhom cip 10. Néu trong X c6 mot phin tit cdp
10 thi X 14 mot nhém xyclic ¢dp 10 va do dé X dang chu véi nhém
Zyo. :

Bay gi¢ ta xét truong hop nhém X khéng ¢6 phan ti nao cip 10.
Tit Dinh 1§ Lagrange ta suy ra, moi phan tit (khéc don vi) eta nhém
X c6 chp bing 2 hodc 5. Ta s& chitng té trong X tén tai nhimg phan
ti cap 2, nhimg phan tit cip 5. That vay, gia sit moi phén tir (khac
don vi) clia X déu c6 chp bing 2. Khi d6 X 134 mat nhém giao hoan.
Lay a,.b € X. Dat ¢ = ab = ba. Ta c6:

c® = abab = aabb = ee = ¢, ac = ca = b,be = cb = a.

Tl d6 suy ra A = {e.a,b c} & mdt nhém con cia X, didu nay trai
voi Dinh Iy Lagrange vi X la nhém cap 10, A 1a nhém cip 4.

Bay gis ta gid sit moi phan tit (khée don vi) clia X déu c6 cip
biang 5. Lay a € X, a # e. Vi a® = ¢ nén tén tai b ¢ {(a). Tir d6 két
hop v6i gia thiét &° = e, suy ra chin phan t1t sau la phan biét:

{e,a,a® a® a* b, b b3 b*).

~ Xét tich ab € X. Ta thay ab khong ¢6 dang a* vi néu ngrdc lai thi
b=a*"! € (a), trai gid thiét. Tuong tu ab khong co dang bk, Vay

X ={e,a.a* d* a* b,6%, b b*, ab}.
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Xét a?b € X. Tir didu kien b ¢ {a), suy ra a’b khong <6 dang o', 8.
T d6 suy ra a?b = ab, do viy a = e. Diéu nay la vo ly.

Vay trong nhém X tén tai nhitng phan t& cip 2, ching han la a,
va nhitng phén ti cip 5, ching han 1a b,
Néu ab = ba thi ab ¢6 cip bing 10, trai gia thiét. Do d6 ab # ba. Vay
nhém X sinh bdi hai phén tit a.b thod man cac diéu kién

a® =b =e, ab # ba.

Trong truong hop nay X ding cAu véi nhém Ds. Vay moi nhém chp
10 ho#c déng cAu v6i nhém Z,g, hosic ding ciu véi nhém Ds.

5.30. a) D& thiy rang G 1a mot nhém véi phén tit don vi 1a (0,0,0),
IlghiCh dao cua phﬁﬂ t (kl, kg, kg) 15 ((—1)k3'+1k’1, —kg, '—k3)
b, ¢) Bing quy nap ta c¢6 thé ching minh ring

(1,0,0)" = (n,0,0), véi moin € N.
Mat khae, (1,0,0)™" = [(1,0,0)"n = (—1,0,0)" = (—n,0,0) vdi moi
n € N. Nhu vay: 4 = {(n,0,0)|n € Z}.
Anh xa: f: G — Z[i), (ki ko, k3) — ko + ik; 1a mdt toan chu
phém. Ta cé:

(k’l,kg,k;;)EKerf & ko +ihky =0 & ke =kz =10

= (kl, kg, k_j) = (k],0,0) < A

Vay A = Kerf 13 mét nhém con chudn téc cta G vata c6 G/A = Z[i].
5.31. Gid sit f : Q — Z 13 mot ddng ciu tit nhém cong Q dén nhém
cong Z. Néu f khong la déng ciu khong thi tdn tai mot sb hitu ty
q # 0 sao cho f(g) # 0. Gia st ¢ = 2 cQ,véir,seZ, s>0 Khido
r=gsva f(r) = f(gs) = s.f(q) # 0.

Mat khac, f(r) = f(r.1) = rf(1) nén f(1} = a # 0. Bay gi0 vdi
n # 0 1a mot s6 nguyén bét ky ta co

F) = fn 2y =n g ()

Nhu vay, n 13 udc ca f(1) = a. Diéu nay 1a vé ly.
Vay chi c6 mét ddng chu duy nhét 1a dong chu khong tir Q@ vao

160



Z. T d6 suy ra Q@ khéng ding cAu v6i Z nén @Q khong 13 mét nhém
xyclic.

5.32. Nhoém céc tit déng cAu ctia 4-nhém Klein chinh la Ss.
5.34. b) Ta ¢6 4nh xa

F: End(Z) — Z
fo= F(f)=f(1)

la mot ding cAu. That vy, véi moi f va g thude End(Z) ta c6
F(f +9) = (f + 9)(1) = £(1) + g(1) = F(f) + F(g)
Néu F(f) = F(g) thi f(1) = g(1). Tix d6 véi moi n'€ Z ta cé
fn) =nf(1) =ng(1) = g(n)

nghia la f =g, vA do d6 F don chu.
V6i moi n € Z, anh xa '

f+ Z — Z

a +— na

la mot ty dong céu ctia Z, va do F(f) = f(1) = n nén F 13 mét toan
chu. Vay
End(Z) = Z.

¢) Tuong tu cau b) anh xa

F: End(Q) — Q
f = f{1)

la mot déng cAu.
5.35. Xét dong cau f: Zpy — Zy, [ — (A, ta cé:
0l = f([0w) = f(m[l}m) = mf([1]m) = mih), = mh[1],

ttrdé,mhfn:%hi—E@hik,vdikz—?.&lyra

F(m) = (R = [th], = kt], € kZ,, (= Z,).
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Bay gid k¢t tuong ung:

& : Hom(Zmy, Zyn) — ki
f — f([l]'.”f.) .
Néu f € Ker® thi £([1],,) = 0, nghia la f la dong cau khong va do do
@ don cAu.

Lay u € kZ,,u = klhl, = [kh]n Thé thi véi f([l]m [kh]n ta co
O(f) = u, nghia la © la toan chu va do d6 @ 1a déng cau.

Cach 2. Ta ching minh Hom(Z,.Z,) sinh béi f, vdi
) = klas k= T—; Liy g : Zm — Z, 13 mot déng chu. Thé
thi g([1},n} = [h],.. Phan tit [A], c6 cap 9 14 ude cha d. Tu do, do
s{hln = [sh]n = O nén sh : kd, suy ra h k— vh do d6 h = kt. Bdi vay

{h], = tlk]. = tf((1]wm) = @)L ]m) Diéu nay chitng t6 g = tf.
Sau cling ta ching to f ¢6 cip bang d. That vay, dé thay df = 0.

Néu sf =0 v6i s € Z thi

0= (5f){(1m) = skill, > skin=s L; —d.

Vay d 13 cip cta [ va do d6 Hom (Zm, Zy) = (f) = Z

5.36. a) Trude hét, f la mot déng chu, bdi vi véi z va y thude G ta
cO

fulzy) = azya™ = (aza"){aya™") = falT) fuly)-
Néu fau(z) = foly) tidc 12 aza™" = aya™" thi sau khi gidn udc ta duge
r=y. V3 mbiy € Gtacdz=a 'ya € G thod man

fa(-'f) = J‘a(u‘lya) = (L(r}._lya)a,"l =Y.
Vay f, la mot dang céu.

b) Ta sé ching minh véi moi a.b € G thi fofs = fau- That vay, vai
mol r &€ G, :

Futfolw) = Falfo(@)] = falbeb™) = abz(ab)™ = furlx).

Nhu vay, tap hop céc tu ding ciu trong clia nhém G 12 mot tap con
én dinh cta Aut(G). Hon nita véi moi a € G ta ¢

fa"l'fa - fa‘la = fe = 1x.
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Do d6, tap hop cic ty ding cfiu trong ctia G 13 nhém con clia Aut{G).
Bay gid, gia st H 1a mot nhém con chudn tdc ctia G va fa 1a mot tu
dang ciu trong ctia X. Ta co: fo(H) =aHa"' = H.

Dao lai, gid sit '

folH) =aHa™' = H

vl moi a € G. Khi d6 H 1a chudn tic.
c) Xét anh xa
— A
= fla) = fa

Vi A la nhém céc tu ding cau trong ctia G. Khi dé f Ia déng cau vi
j(ab) = fﬂ.b = fr.-fb = f(a)f(b)

Hién nhién f 14 toan anh. Ta ¢ a € Kerf khi va chi khi f, = 1.,
nghia 13 vdi moi z € G ta ¢b '

f: G
a

ara'=zVrcGCoar=raVe e G & a€ Z(Q).

Vay Kerf = Z(G). Theo dinh ly ddng ciu ta c6 G/Z(G) = A.
9.37. Ta hay ching minh a) = b). Gid sit tdn tai mot dong chu
h:H - K saocho g = hok. Néuz e G sao cho f(x) = ey thi

g(x) = hf(z) = h(f(z)) = hlex) = ek,
nghia 1a Kerf C Kerg.

b) = a). Gia sit Kerf C Kerg. Vi f 1a toan anh nén véi mdiy € H
ton tai r € G sao cho flz) =y. Khi d6 ta ¢6 tuong tng h tix H dén
K cho bdi quy the h(y) = g(x), véi f{z) = y. Quy tdc A 1a mét anh
xa vi néu ¢6 z; va 2, thude G sao cho flz1) = flxq) thi

f(xizy') = ey hay 2125 € Kerf C Kerg.

Khi do: g(z12;") = ex hay g(z)) = g(z,). D& thdy, & 14 mat ddng
cau. Hon nita, theo cach xay dung htacé g=ho f.

¢) Tinh duy nhét cta A duge suy ra tir tinh chét / 1a toan caa.

d) Ta hay tim Kerh. Ta c6

Kerh = {y ¢ H|h(y) =ex}
= {f(@) | h{f(2)) = g(x) = ex} = f(Kerg).
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Vay néu 2 1a mot don chu thi Kerh = f{Kerg) = {en}, suy Ta
Kerg C Kerf va do d6 Kerg = Kerf.
Dao lai, néu Kerg = Ker f tln Kerh = {ey} do d6 h la don cAu.

e) Ta co Imh = ho f(G) = f(G). Vay
h(H)=lmh=K & g(G)=K

hay f 13 toan anl khi va chi khi g la toan anh.

5.39. Do ¢* = ¢ vdimol g € G vap la s6 nguyén 16 nén moi [)hdll tu
cua G déu c6 cap 1 hodc p. Trong do ¢ la phan t& duy nhét ¢6 cip 1,
con lai moi phan tir khac clia G déu ¢ cap p.

Chon cac phan tit gy, ga. ., gn € G sa0 cho g; # € va g; khong the
vidt duge dudi dang tich Cna cac luy thua cua gy, ..., g:-y. Hon nita,
chon 7 1a 56 16n nhat thoa mén diéu kién do. Vi vay moi phin td cla
G déu bidu difn dudge qua cac luy thita clia cac phan tif g;.

Co6 thé thiy anh xa

13 mot dang cdu. That vy,

f(("’:l Z-n)(' ---ny-n)) = f(zl + 1, vy &y +y-n)
~1+yl Zn bt

= gi gt = g7 gy gt gl (do G aben)
= f(zlu trey N-H.)f(yls ”-syn.)

Vay f la mot dong ciu nhém.

Gi4 st (21, ..., 2,) € Kerf va z; 1a 86 01101 cting bé hon p (nghia la
241+ o Zp déu bing p). Khi dé

Zv_

1
gl . gf,
Nhan hai vé clia d:ﬁng thite nay vai ¢" * ta dude: g] =% = gi'..0i3
Di¢u nay mau thuén véi cach chon ¢;. Vay z;, = p vimoii=1....n
hay f la don anh.

Tinh toan anh cta f duav suv ra iit cach chon céc phan ti g;. Vay
fla déng cdu va ta c6 G =

5.40. D& théy tich cla hai ma tran ¢4 dinh thitc béing 1 lai la mot ma
tran co dinh thitc bang 1. Ma tran A € G, ¢6 detA = 1 # 0 nén nd co
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ma trén nghich ddo vi ma tran nghich dao ciing c6 dinh thite bang 1.

Ngoal ra, ma tran
' 1 0
01

1a phan ti don vi cha G, Vay G, 1 mét nhém.

Z., ¢6 p phan ti. Tir ding thic ad — be = 1 suy ra a ¢o thé &y
mot trong p gia tri cia Z,. Tuong ty, b v ¢ ¢6 thé nhan mot trong
p gid tri cia Z, Do d6 néu da chon duoc a,b.¢ thi do déng thic
ad — be = 1, d chi c6 thé nhan mot gia tri duy nhit. Vay theo quy
tac nhan ta ¢ p.p.p.1 b6 4 giad tri cia a,b, ¢, d thod man ad — be = 1.
Nhung trong dé ¢é p cip gia tri cia b va ¢ trung nhau nén thic ra ta
c6 p* —p = p(p? — 1) bd gid tri cla a, b, ¢, d. Vay G, o6 cip p(p? — 1).

Ta o GQ = 83.

5.41. Gia st nhém G duge sinh bdi hai ma tran:

ST (Y]

biat F = [(l} ﬂ la ma tran don vi cip 2, ta co:
(o 110 1 -1 0
2 _ _
e e T P
-1 0
3 _
il

o8l o]
oL 8- oo

1
op [-1 070 1] O -1 _ .,
AB_[O Y ) Dl IS Rl

Vay G = {E.A, A%, A% B, AB, A2B, A*B} nén G c¢6 cap 8. Do
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AB # BA nén G khong aben.
Ta ct G = D,.

5.42. Lay A 1a nhém thuong G/G’, trong d6 G’ la nhom con cia G
sinh bdi céc phan ticoé dang zyz~ 'y, r,y € G. Déngchua : G — A
dude chon 1a phép chiéu ty nhién.
Gid st H 13 nhom aben va h : G — H 13 mot dong cAu nhom. Goi
K = Kerh, thé thi ¢c6 mot don cAu: G/K — H va do dé G/K la giao
hoan,

(xK)(yK) = (yK)(aK) = zyz 'y ' € K.

Tu d6 ' ¢ K. Khi dé thiét lap dong chu:

fiA=G/G — H
G — iz K)

Dé kiém tra lai dude ring f 14 ddng ciu duy nhéit thod man h = fa.
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Chuong III

CAU TRUC NHOM
1. Tich truc tiép |

1.1. Do (2,3} = 1 nén Zg x Zy = Zs,.
1.2. V& moi z € Cyy, y € Cg ta co

Do dé6 .
(9™ = (=" (%)) = (e,e).

Vay moi phan ti clia nhoém Cyy x Cg déu ¢6 cAp nhd hon ho#ic bing
30. Mat khéc, nhém Cgy 1a nhém xyclic ¢Ap 60 nén phan t sinh c6
cap 60. Do dé, hai nhém Ceg v Cyp x Cs khéng déng chu vdi nhau.

1.3. D,, va C, x C, khong ding chu véi nhau vi C,, x C, 13 nhém giao
hoan, con D, khong giao hodn.

1.4. Khéng, moi phan tit cia nhém Z, x Z, déu cé cAp nhé hon hoic
bang 4, trong khi dé phan t& (1 +i)/v/2 ¢6 chp bing 8.

1.5. Gid st (g, h) 1a mot phan tif sinh cia nhém G x H. Ta sé ching
t6 G, H 1a nhitng nhém xyclic twong ing sinh bdi g va h.

That vay, 1dy x € G bt ky. Khi dé6 ta cé: (z.e4) € G x H. Do vay,
ton tai 6 nguyén n sao cho

(z,en) = (g, )",

T do suy ra x = g". Vﬁy G 1a nhém xyeclic sinh bdi g. Chitng minh
tuong tu, A la nhém xyelic sinh béi h.
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1.6. Gia st X x Y la mét nhém xyclic va (m,n) = d > 1. Khi d6 voi
moi {x,y) € X XY ta ca

(2, )" = (™), (y™)F) = (ex, ev).

Tit d6 suy ra trong nhém X x Y, moi phan tit déu ¢6 cdp nho hon

rn T

. TrT N £ .
hoac bing R va do dé né khong c6 mot phin tit ndo c6 cip bang

mn. Didu nay trai véi gia thiét X x Y la mét nhém xyclic c6 chp bing
mn. Viy m,n nguyén té cing nhau.

Dao lai, gid s m,n nguyén t6 ciing nhau. Goi g, h tuong tGng la
phén t sinh cia X,Y. Ta s& chitng minh (g, k) la phan ti& sinh cda
X x Y. That vay ta c6:

(g, )™ = ((g™)", (R")"™) = (ex, ev).

Bay gios gié sd (g, h)* = (ex.ey), nghia la (g, h*) = (ex,ey). Do g,k
¢6 ¢ip tuong ing bing m,n nén ta suyra k : m. k : n.Vim,n nguyén
t6 cung nhan nén ta suy ra k: mn. Vay (g, h) c6 cip bing mn, hghia

la (g.h) 1a phan tu sinh clla nhém X x Y. Vay X x ¥ 13 mot nhém
xyclic.

1.7. Gid st X la mdt nhém chp 4. Néu trong X tén tai mot phan
t ¢Ap 4 thi X 1a mat nhém xyelic cdp 4, vi do dé né ding cAu vdi
nhém Z,. Néu trong X khéng tén tai mot phan t cip 4 thi tir dinh
ly Lagrange ta suy ra moi phan tit khac don vi ctia X déu cé cip bing
2. Gia st X = {e,a,b,c}, trong d6 a? = b? = ¢ = e. Xét tich ab. Néu
ab = e thi ab = e = aa, suy ra a = b, diéu nay khong xay ra. Vay
ab # e. Chimg minh tuong ty ta suy ra ab # a,b. Vay ab = c. Lap
ludn tudang tu, trong nhém X ta cé:

ab=ba =rc, be =cb=na, aé-——cazb.

Xét Anh xa

N o8 oo

1171711

168



Chiing ta c6 thé thit lai duge rang f 13 mot ding cAu. Vay X = Z,x Z,.

1.8. Khong thé phan tich Z thanh tich cia hai nhém aben vi hai nhém
con thyc sy cia Z déu c6 giao khic rong.

1.9. Trudce hét ta ching t6 ring ANDB = ¢. That vy, giastz € ANB.
Doz € B = Kerf nén ta c6 f(x) = e, suy ra k(z) = e. Do &k 12 mét
dng ciu nén ta cb = = e. '

V6i z € G bat k¥, do k = f|4 1a mot ddng cAu nén tdn tai g € A
sao cho &(a) = g(z). Khi d6 ta cé:

gla.a™) = g(x)g(a™) = g(z){g(a) " = gla)(k(a))" = e.

Suyraz.a ! =be Kerf = B. Vay ¢ = a.b € AB. Gia stt ta con co
thé phan tich x = ed véi c € A,d € B. Khi dé: a.c™! =d.b~' € ANB.
Theo nhan xét g trén ta suy ra a.c™! = db~! = e. T d6 suy ra
a=c b=d Vay G = AB.

1.10. Gia sit € Kerg N Imy. Khi d6 tén tai ¢ € C sao cho x = y(c).
Tu dé:
c=(Bo7)(c) =8(z) =0.
Suy ra z = y{¢) = 0. Vay Kerg@ N Im~y = 0.
Lay b € B bét ky. Dat u = 4{8(b)) € Im~. Ta c6
Blu) = B(v(B(6))) = (Bv)[B(B)] = B(b).

Suy ra B(b—u) = 0, nghia la: b — u = v € Kerfi. Vay;
b=1wu+wv € Kerd & Imvy, va do d6 B = Ker3 & Imn.

1.11. Ta ¢6 &nh xa
pIIGXH — G
(g, h) — g

14 mot toan chu c6: Kerpy = H'. Tit dé suy ra (G x H)/H' = G.
Ching minh tuong ty ta duge (G x H)/G' = H.

1.12. a) X x Y la nhém giao hoan khi va chi khi

(a,b).(z,y) = (;r,y).(a,b)
vai moi {a,b). (z,y) € X x Y. Didu nay tuong duong véi

ar = za, by =yb
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véi moi a,z € X; by €Y, nghia la X,Y 1a nhitng nhém giao hoan.
b) Phén tii (a,b) thudc tam cla nhém X x Y khi va chi khi

(a.0).(z,y) = (z,y).(a. ) .
v6i moi (z.y) € X x Y. Diéu nay xdy ra khi va chi khi
ar = zxa, by =yb
v moi x € X, ¥y E Y. Didu nay c6 nghia la a € Z(X), b € Z(Y).
Vay tam ctia nhém X x Y la Z(X) x Z(Y).

1.13. a) h 1a mot déng chu khi va chi khi h{zy1s) = h(z1)h{z2), nghia
la:

(f(z122), 9(z122)) = (f21), 9(x1))-(f(22), 9(22))

vdi moi 1, 7o € X. Didu nay xdy ra khi va chi khi

flxize) = fle)f(ze), glzize) = g(21)g(z2)-

Vay h 1a mot déng chu khi va chi khi £ va g 1a nhitg déng cau.
b) Gié sit f la don anh. Néu h(z) = 0 thi ta suy ra f(z) = 0. Tu dé
suy ra z = 0. Vay h la mot don cau.
Tuong tu néu ¢ 13 moét don cAu thi A 1a mot don cdu.

Néu h 13 mot don céu thi ta khong suy ra duge f, g 1a don chu. Vi
du:

Chon X = Y = Z la nhém xyclic ciap 6 sinh béi z, con f.g la
nhitng anh xa xdc dinh bdi:

flzy =12 g(z)=1"
Khi dé ta d& thdy f va g khong phai la don anh, tuy nhién A la
don anh.

¢) Gia sit A 1a mot toan cau. Khi dé véi moi y € Y,z € Z, ton tai
x € X sao cho A{x) = (y,2). Ta dé suy ra f{x) =y, g{r) =z Vay
f va g la nhitng toan cAu.

Néu f va g la nhitg toan ciu thi khong suy ra duge h la toan ciu.
Chéng han liy f = g = id : Z — Z. Khi d6 khong tdn tai z € Z dé
iz} = (0.1).
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1.14. Dé thay anh xa

h:L - Gx&
z = (g(z),9'(x))
la m6t déng chu nhém thod man cdc didu kien g =poh, ¢ =p' oh.

Bay gio gid sit k : L — G x G’ ciing 1 mot déng ciu théa man
g=pok, g =p ok Datk(z) = (u(z),v(z)), z € L. Tacé

9(z) = pok(z) = p((u(z), v(z))) = u(z).

Tir d6 suy ra u(r) = g(x). Chitng minh tuong ty ta ¢ v(z) = ¢'(z).
Vay k = h.

0 -1 0 1 -1 0
4 a2 _ -
1.15.Tacoa_(1 0 )X(—l __1>h(_0 vl)_ I

Suy ra at=(—1)*=I. Vay a c6 cip 4.
, [ 0 1 0 1\ (-1 -1
b_(—l -1 )% -1 -1 )70 1 o
. 1 -1 0 1 10
3 _
b_(l 0)*(4 —1)_(01)'

-Vay b ¢6 cép 3. Ta cb
b (O -1 (0 1\ _ /11
R O T -1 -1/ Vo1 )
Biing quy nap ta chitng minh duge -

n__ 1 n
{ab)" = ( 0 1 )
Viy ab ¢6 cAp vd han.

Nguge lai a = (1,1),6 = (I,-1) € Z, ® Z la hai phan ti khéc
khéng ¢6 cAp vo6 han nhung @ + b = (0,0) = e c6 chp hitu han bang 1.

2. Nhém d6i xing

2.1. Don vi ¢6 cap 1, cac phan tir (12)(34), (13)(24), (14)(23) ¢6 chp
bang 2; tht ca céc phan ti con lai déu c6 cdp bling 3.
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2.2. Nhém con X = {(1),(123).(132)} khong chuan téc trong Ay vi
voi f = (12)(34) ta ¢t

Fo(123)0 f 71 = (142) ¢ X,

2.3, K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

2.4. Khéng, Ds c6 chita nhimg phén ti cip 6, A, khong ¢6 phan ti
nao cap 6 (xem Bai tap 2.1).

2.5. Gid it X 1a mot nhom cép 6.

Néu trong nhém X tdn tai mot phén ti cap 6 thi X la mét nhém
xyclic cap 6, vh do dé X déng cu véi nhom Zs.

Bay gio ta xét trudng hop trong nhém X khéng ¢6 phan ti nao
chp 6. Ching ta sé chi ra ring trong X ton tai nhitng phén tit ¢6 cap
2, nhitmg phan tit c6 cip 3.

That vay, gid st trong nhém X, nhimg phan 11 khéc don vi déu
co chp bing 3. LAy a € X, a # e

Lay b ¢ (a). Khi d6 b* ¢ (a), vi néu b? € (a) thi b = ¥ € (a)
(mau thuin). Vay bla) # (a), b*{a) # {(a). Mt khac do sb idp ghép
trai cia X theo nhém con {a) bing 2 nén ta c6 b*{a) = b{a). Do dé
B2.b ' € (a), hay la b € (a), trai vi cach chon b. Diéu nay chiing t6
trong nhém X cé nhitng phan tit cdp 2.

Tiép theo ta gia st trong nhém X, nhitng phan tif khac don vi déu
co chp bang 2. Ly a € X, a # e. Dat

X\(a) = {m,np.q¢}.

Khi d6 m{a), n{a}, pla), g{a) déu khéc {a}. Mat khéc do s6 16p ghép
trdi clia nhém X theo nhém con (@) bing 3 nén tdn tai it nhat hai lop
ghép trai néi trén la tring nhau, ching han'm{a) = n{a). Doa,m,n
c6 chp bing 2 nén ta suy ra m = an,n = am. Khi d6 {e,a,m,n} la
mdt nhém con cip 4 clia nthém X ¢6 cip bang 6. Diéu nay mau thuan
vdi dinh 1y Lagrange.

Vay trong nhém X ton tai mot phan ti @ ¢6 cdp 3, mOt phan tit b
c6 cap 2.

Nén ab = ba thi phan tit ab co cAp bing 6, trai voi gia thiét trong
X khéng cé phan tu cip 6.
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Viay ab # ba. Khi d6

X = {e.a.a® b.ab, balt .

Lip baug toan trén X va so sanh v6i bang toan trén S; ta suy ra:

X =55

2.6. Ta co: Zy X Zy = {0,a.b, ¢}, trong dé:
0=(0,0),a=(1.0).0=0.1),c= (1T,

Liy f € Aut(Zo x Zo) va f # 1d. Hién nhién f(0) = 0. Do f la mot
don ciu nén ta c6 fla) # f(0) = 0. Do dé: fla) € {a.b,c}.
Truong hop 1: f(a) = a. Khi dé do f la mot don ciu nén ta ¢6

f(b) # fla) =a, f(b) # F(0) =0.

Do vay f(b}) = b hoac f(b) = c. Mit khic do f # id nén f(b) = c. Tt
dé suy ra f(¢) = b Ta thay 4nh xa xac dinh nhu trén 13 mét dong
chu. Vay f 1a mot dang chu.
. Truong hop 2: f(a) = b. Do f lamot don chunéntasuyra f(b) = a

hodc f(b) = c.

Néu f(b) = a thi ta suy ra f(c) = c.

Néu f(b) = c thi ta suy ra f(¢) = a.
Trong trudng hop nay ta thu duge hai tu ding cau cla Zy x Zo.

Trudmg hop 3: f(a) = c¢. Lap luén twong tu truong hop 2, ta thu
duce 2 ti déng ciu cta Zo X Z,.

Toém lai Aut(Zy x Zy) 13 mot nhém cdp 6. Hon nita déy 14 nhém
khéng giao hoan. Do dé, theo Bai tap 2.5, Aut(Z; X 7.} dang cau vdi
nhom S5,

2.7. D&t X = {fl._. fg, f3‘ fq._. f5, fﬁ}. Chﬁng ta co thé t;hff la] du’OC r%ﬂlg
X 1a mot nhém chp 6. Mit khac ta co:

Fafal@) = Fo3) =1- -

fafo(x) = fa(1— x) =

l—x

Tit dé suy ra fofs # fafs. Vay X 1a mot nhom cép 6 khong giao hoan.
Theo Bai tap 2.5, X déng chu véi nhom Ss.
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2.8. Gié sit ton tai nhém con G cna A, ¢6 cip bang 6. Khi dé theo
Bai tap 2.5, hoac G dang ciu vdi nhém Zg, hodc G ding cdu véi nhom
S..

Mat khac, do moi phan tir cia A4 déu khong ¢6 cap 6 nén G = S;.
Diéu nay khéng thé xay ra béi vi trong nhém Ss tdn tai ba phép
chuyén trf c6 cap bing 2, con trong A, ¢6 ding ba phin tit cip 2 va
khong phai I cac phép chuyén tri:

(12)(34), (13)(24), (14)(23).

Vay nhém A, khong ¢6 nhém con nao ¢d cip 6.

2.9. D¢ thuan 1di khi trinh bay, ta c6 thé gid st 7 = (1 2 ... 7). Do
moi p € S, déu la tich clia cac phép chuyén tri nén ta chi cdn ching
minh cho trudng hop p 1a mét phép chuyén tri. Gia st p = (i j) véi
i< -

Néu 4,5 > 7 thi p7lomop =7 la mdt r—vong xich.

Néu 4,7 < r thi

plomop =(12..(i—1)jF(i+1) t+2) .. G-1Di@G+1D .7
1a mét r—vong xich.

Céc truong hop j = r hodc ¢ = v hodic i < r < j duge xét tudng
tr.

2.10. A4 1a mot nhém cép 12 véi cac che phan ti 1 e, a, = (12){34),
0y = (13)(24), ay = (14)(23), by = (123), b2 = (132), b, = (124),
b3 = (142), by = (134), b3 = (143), by = (234), b2 = (243), trong do
cdc phan t¥f ay, ay, az ¢6 cip bing 2, cic phan tit by, by, by, by ¢6 chp
biang 3. '

Gia stt H la mot nhém con bat ky cia A, Vi Ay 14 mdt nhém cé
cp bing 12 nén theo Dinh ly Lagrange, cap ctia H chi ¢6 thé 1a 1, 2,
3, 4, 6, 12. Theo Bai tap 2.8, cap clia H khong thé bing 6.

Néu H ¢6 cap 1 thi H = {e}.

Néu H c6 cap bing 12 thi H = A,

Néu H c6 chp bing 2 thi H 1a mét nhém xyelic. Khi dé H chi ¢6
thé 1a mot trong ba nhém: {a,), (@), {(as).

Néu H c6 cap bing 3 thi H 13 mét nhém xyclic cAp 3. Khi d6 H
chi c6 thé la mét trong cac nhém: {(b1), (ba), (b3}, (b4).

Néu H 1a mot nhom cép 4 thi H = {e,ay, a3, a3}
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i
2.11. Goi A la tap cac phép thé chin trong G thi A # 0 vi Id € A.
V6i a,b la cac phép thé l¢ bat ky trong G ta c6 ab™' la phép thé
chdn nén ab~! € A,.
V6i ¢, d 1a cac phép thé chin bat ky trong G thi cd ™! ]a phép thé
chiin va cd! € A

Vay tap cac phép thé 18 trong G lap thanh mot 16p ghép theo A
va tap cédc phép thé chin trong ¢ lap thanh moét 1dp ghép theo A. Do
d6 A 1a nhém con c¢6 chi s6 2 ciia G

Khi dé trong G ¢6 st phan 16p theo 16p ghép trai {A, gA} va sy
phan 16p theo 1dp ghép phéi {A, Ag}. Tit d6 Ag = gA hay A la nhém
con chuan tic ciia G.

2.12. Lap bang nhan cla K, suy ra K la nhém con giao hoén clia S;.
Hon nita, moi phan t khac don vi cia K déu cé cip bang 2. Tir dé
suy ra K ding ciu véi 4—nhém Klein.

Mat khac, v6i moi phan ti7 f cla Sy ta o

Fo(ig)o = =(f(2) £().
Do do:

fo(12)oB84)of! = f0(12) f‘Of °(34)o f‘1
= (f(1) f(2))o (f(3) f4)) €

Tuong ty

o (13)0(24)0 f, fo(l4)o(23)os"

Tit d6 suy ra K 13 nhém con chudn tic cia S,.
S4/K 1a nhém clp 6 khong giao hoan, két hgp vdi Bai tap 2.5. ta
suy ra né ding ciu véi nhém S;.

2.13. Theo Bai tap 2.12, K 1a nhoém con chudn tic ctia S;. Mit khac
vi A, 1a nhém con cia S; chita K nén K 13 nhém con chudn tic
cua Ay. :

Béi vi A, 13 nhém cép 12, K 14 nhém con chp 4 nén A4/ K 1a mét
nhém ¢6 chp bing 3. T Dinh ly Lagrange ta suy ra A;/K 13 mot
nhém xyclic, va do dé né dang cAu véi nhém Cs.

2.14. Ta d& dang kiém tra dugc ring f 1a mot dong clu véi
Kerf=e Imf={c€ S| on+1)=n+1}.
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2.15. Do mbi phép thé dédu 1a tich cta nhitng phép chuyén tri nén ta
chi can ching minh m&i phép chuyén tri déu thudc nhém con X sinh
bdi tap {(12), (23), ....(n — 1 n)}. Dé dat dugc diéu nay, ta s& ching
to ting v6i mdi i ¢6 dinh, k= 1,2,... tacé (i i+ k) € X.

Hién nhien véik=ltaco (ti+k)=(ii+1) e X.

Gié st ta d& c6 (i i+ k) € X. Khi dé ti déng thic:

Gatvk+t1)=( Kk k+16 k)
tasuvra(ti+k+1)€ X.

2.16. Dat ¢ = (1 23 .. n), 7 = (1 2). Ta sé ching minh bing
phuong phap quy nap hé thitc sau:

(i i+1)=0c""'oro0o'

-Hién nhién hé thite trén ding véi ¢ = 1. Gid st hé thite trén da ding
v6i ¢« > 1. Ta con
(i+1i+2)0 = (12..0i4+2:+3..n)
o(ii+1) = (12...4i+2¢+3..n).
Suyra{i+1i+2)g =0o(ii+1). Do dé:
(i+1i+2)=0c(ii+ Do =00 'oToo' e ' =c*or00™".

Vay voi moi ¢ ta c6 (i i + 1) € {{o,7}). T d6 theo Bai tap 2.15 ta
suy ra S, = {({o.7}).

217.Dat f=(12..n=-1),7={n—1n). V6 imdii=12,..n-1
ta co;

(in) = frf™

Mat khac véi moi phép chuyén tri (i ) ta cé:

(i 7) = (i n}{j n){@ n).

Do dé moi phép chuyén tri (i §) 1a tich clia nhimmg luy thita cia f va
7. V1 S,, dugc sinh ra tit cac phép chuyén tri nén S, duge sinh ra boi
fvar.

2.18. M&i phan ti cla A, i tich clla mét s6 chén cac phép chuyén
tri. V6i hai phép chuyén tri khac nhau, ta cé:
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Néu 7 = (i) vi 7' = (k) doc 1ap v6i nhau thi
7T = (ikg)(ily) (k) (i)
Néu 7 v 7/ khéng doc 1ap véi nhau, 7 = (i). 7" = (jk), thi
rr' = (i)(5K) = (k).

Nhu vay 77’ la tich clia mét s6 hitu han nhimg vong xich do dai
3 vh do d6 médi phan it f € A, cing vay. Vay A, sinh bai céc vONg
xich do dai 3.

2.19. Ching ta huu § rang hai vong xich déc lap thi giao hoan véi
nhau. Trude hét ta chitng minh bai todn cho truong hop o = 0,04, v
01,T2 d@(‘- 18.})

Goi ny.ny lan lugt 1a cép cla 01,05, Goi d = {ny,ny). Khi dé

mo o= diy, ny = drg VOl (23,22) = 1. Ta ¢6 [n.ny] = diyze. Do
T10z = g0, nén ta ¢d

dew:z — 0?1120.;2371 = 3d.

Bay gid gia sit % = id. Suy ra ot = o575, Do gy, 05 doc lap nén ta
suy ra of = 0, =id. Dodé k i ny, k:my. Suy ra k : [ng.n). Vay
cap clia o bang [n,. ny).

Bay gio ta gid sit réng vdi 01,09, ...,0, doc lap, ¢dp cla phan ti
010y...0, bang n = [ny,ny. ..., n,], trong d6 n; 1a cAp clia phin tit
o t=12,...r. Véin=r+1tadit f = o109...00. Dooy.....0,, 0,1
doc lap nén f, 0,4 doc 1ap. Theo ching minh trén, cip cla phin ti
fory1 bang [n,n4q], trong dé n = [n,,n,y, ...,n,). Vay cip clia phan
tu JV02..0,. 0,4 bc’mg [n, 'n.TH] = ['ﬂ] A % TR ?'?..r+1].

3. Nhing mét mita nhém vao mét nhém
3.1. a) (Z,+).

b) (Q+..). trong dé Q4 1a tap hop céc 6 hitu ty duong.

c) (Q..).
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3.2. Do M 1 mot vi nhém thod méan luat gidn ude nén M cd thé
nhiing vac mdt nhém giao hoan A béi don cau k: M — A ciia cée vi
nhém, va cac phan ti ciia A duge viét dusi dang

k(m).k(n)™t.

Bay gio gia stt f : M — B 13 mot dong chu gitta cac vi nhom, trong
dé B 1a mat nhém. Ta xdy dyng tuong dng f’ : A — B nhu sau:

1k (m)-() ™) = Flom).f ).

Do k la mot don cdu nén ta ¢6 thé suy ra f’ 13 mot 4nh xa. Hon nia
do k& va f la nhimg ddng ciu nén ta suy ra f' & mot dong chu thoa
man f = f' ok,

Bay gio ta gid stt g : A — B cling 12 mét ddng chu nhém thod man
didu kién f = ¢ o k. Do mdi phin ti cha A déu ¢6 dang k(m).k(n)™!
nén ta co

glk(m)k(n)™") = g(k(m)).g(k(n))™" = f(m).f(n)™"
Thr d6 suy ra
glk(mik(n)™") = f'(k(m)k(n)™")
vdi moi m,n € M. Vay g = f.

4. Tac dong cua mot nhém trén moét tap hop

4.1. a) V6i g, h,z € G ta ¢
(9. (h,z)) = (g, (hah™)) = glhah™')g™" = (gh)e(gh) ™" = (gh.z).

Hon nita: (e,z) = exe™! = z, Vo € G. Vay G 1a mot G—tap véi tac
dong bdi phép lién hop. Véi x € G, quy dao Gr duge xéc dinh bdi:

Gz ={(g,2) | g € G} = {yzg~"' | g € G}

hay quf dao Gz 1a tap hop cac phin tit lién hop vdi z. Nhém con én
dinh G, la:

G, = {geG|lgx)=x}={geC|gzg! =1}
= {g9€G|gz=uxg}
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Vay nhém con 6n dinh G, bao gbm cac phin t cfia G giao hoén
Vol I,

b) Véi g, h,z € G ta cé

(9, (h,2)) = (g, ha) = g(hz) = (gh)x = (gh, z).

Mat khac, véi moi z thude G ta ¢ (e,z) = ez = 1. Vay G 1a mot
G'—tap véi tac dong la phép dai trong G. Véi z € G, quydao Gz la:

Gr={{g,2) | g G} ={ya | g € G}.
Nhém con 6n dinh Gy la
Ge={9€CGl(gr)=u}={9eCG|gr=n2}
4.2. Xét anh xa:

R* % Rn+l . R?’H—l
(k, (:Elaxﬂu'”al‘n-f—])) = (k:{:lvkx%“'!kmn—i-l)
Hién nhién ta cé
Uﬁlkg)j’f = k‘](kgfﬁ)
l.x = =z

vl mol k1, k; € R*, 2z € R"™!, Vay nhém (R~, Jtéc dong léen R*! bai
phép nhan v6 hudng. Vi méi phan tit 7 = (), z, ... 2pp1) € R
qu¥ dao ctia x theo R* la:

Rz = {kx = (kxy, kzq, ..., kZpp1) | k # 0}

Vay quy dao clia tic dong nay 12 mét phuong ciia R,

4.3.a) Véig,hc G, Hec Stacé

(9. (h, H)) = (9. (RHR™')) = g(hHR™")g™" = (gh)H(gh)™" = (g, H).
Hon nita: (e, H) = eHe ' = H, VH € S. Vay S 1a mot G—tap véi tac
dong da cho.

b) Vai H € .8, qui dao GH cia H 1a

GH={(9.H)|g€G}={gHg" | g€ G}
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Tt d6 suy ra s6 nhém con lién hgp cltia nhém con H bing |GH|. Ta
co:
|GH| =[G : Gu]

troug do

Gy = {9€G|(gH)y=H}={geG| gHg ' = H}
= {9cClgH =Hg}=Nn
Vay |GH| =[G : Gy} = |G : NyJ, nghia la s6 nhém con litn hop véi
nhém con H bing chi sé clia cai chudn héa Ny trong G.

4.7. a) Gia stt y € Gz, y = sz vdi phan tir s ndo dé thude G. Ta
ching t6 réng khi do
Gy = $G,871

That vay, néu g € G, thi gy = y, hay gsx = sz, do dé (s 1gs)e = z.
Diéu nay chitng té s 'gs thude G, v boi vay

sT1Gys € Gp = Gy, C sGps™ .

Tuong ti ta cé
sGes™! C Gy
Tit dé suy ra Gy = sGyps™!

b) Anh xa f: G/G, — Gz cho bdi f(gG,) = gz la mot song anh nén
IGz| = {G : G,]. Trong trusng hop S hitu han thi S c6 sy phan hoach
bd3i hitu han quy dao Gz.z € I, v6i [ la tap céc dai dién cho cac qii
dao. Va bdi vy ta ¢6

|S1=> Gz = [G: G

ief e

4.8. Gia st G tac dong lén chinh né bdi phép lign hop. Khi dé phan
t@ = thudc tam Z(G) khi va chi khi

rg=gr Vge G s r=grg' VgeG.

Diéu nay ching té quy dao Ga = {x}. Bdi vay, theo Bai tap 4.7 thi

Gl = 1Z(G)| + Y G : Gy

yeJ
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trong dé J la tap céc dai dién cho céc quy dao khic nhau ¢é nhiéu hon
mot phan tit. Boi vi |G| va [G : G,]. v € I, déu chia hét cho p nén
|Z(G)} chia hét cho p, nghia 1 Z(G) # {e}.

Bay gio ta gid si G la mot nhém cip p?. Theo Dinh 1y Lagrange,
moi phan ti khac don vi ctia G déu cé cp bang p hoic p?.

Néu trong G tdn tai mét phan tit ¢6 cip béng p? thi G 1a nhém
xyclic va do dé G 1a nhém aben.
Bay gi ta xét truong hgp trong G khong ¢é phan tit nao o
p bang p®. Theo ching minh trén, do |Z(G)] > 1 nén ton tai
e Z(G )a7éf= Lay b ¢ (a). Tacoab—ba.\ﬁbcécépbi‘ingp
2 b ¢ (a) nén p? phin ti

é

a't véi 4, g : 0,1,....p— 1.
la phéin biét. Va do dé
G={a'¥ v6ii,j =01 .p—1}.
Vi ab = ba nén G 1a nhém aben.

Vay moi nhém cip p? ddu 1a nhém aben.

4.9. Gia st G 1a nhém cap 35 tac dong 1én tap X cé 13 phén tit. Khi

do ta co:
13=)"1G:G,) (%)
re!
trong d6 I 1a tap cac dai dién cho cac qu¥ dao.

Vi nhém G 6 cép bdng 35 nén vi mdi = € I, |G : G,| chi c6 thé
béng 1, 5, 7 hoac 35. Tir dé két hop vai déng thite (%), suy ra tdn tai
T, € X sao cho |G : G,,| = 1, nghia 1a z, 13 mét diém cb dinh.

4.10. Gid st G la nhém cép p” tac dong 1én tip X ¢6 m phin td, vdi
m khong chia hét cho p. Khi dé ta cé:
mzZ-|G:G1| (%)

ref

' trong dé I 1a tap cac dai dién cho cac quy dao.

Vi nhém G c6 cdp bing p™ nén véi mdi z € I, |G : G| chi ¢6 thé
bing 1, hoac chia hét.cho p.
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Néu khong ton tai x € J saocho |G : G| =1thitac6 |G : G| p

véi moi x € I. Ké hgp véi ding thitc (*) ta suy ra: m | p, trai gia
thiét. Vay ton tai x, € X sao cho |G : Gy,| = 1, nghia la z, la mot
diém ¢é dinh.

4.11. bat X = {aK | a € G}. X6t tuong tng:

HxX — X
(h,aK) +— haK

Ta chitng to rng tuong ng trén khong phu thude vio phan ti dai
dien. That vay, gid st aK = bK. Khidé a 'b =&k € K. Suy ra

hbK = hakK = haK.

Vay tugng ing trén la mdt anh xa. Hon nita, 4nh xa nay xac dinh mét
tac dong clia nhém H 1én tap hop X. Quy dao cua ldp ghép eK = K
dudi tac dong nay la:

H(eK) = {h(eK) | h € H}.

Chu ¥ réing hgp cua cac 1dp ghép phan biét cta H(eK) chinh 1a HK.
Bdi vi v6i moi h € H ta c6 |hK| = |K| nén ta ¢

|HK| = |K|.|H(eK]}|

Ta ¢o
|H| = |Heg|.|H(eK)|

trong doé
Hy={heH|heK=cK=K}={heH|he K} =HnNK.
Tu dé |Hex| = |H|/|H N K|. Vay

|HIIK]

[HEK] = [HN K|
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Chuong IV

VANH VA TRUONG

1. Dinh nghia va vi du

1.4. {a +bv2+¢V3 | a,b,c € Q} khéng 1ap thanh mot vanh véi phép
cong va phép nhan théng thudng vi tap hop nay khong déng kin véi
phép nhéan.

1.5. {a +bv/2 | a,b € Q} khong lap thanh mot vanh véi phép cong va
phép nhan thong thudng vi né khong dong kin véi phép nhan.

1.6. Tit cac tinh chit clla ma tran ta suy ra tap cdc ma tran thuc
vudng cAp 2 véi dinh thite bing 0 I3 mot vanh véi phép cong va phép
nhan céc ma tran theo nghia théng thudng.

1.7. Ta thay (Z, -+) 13 mdt nhém giao hoan. Hon nita, Z cling véi phép
nhan:

axb=0, VabelZ

14 mo6t nita nhom, déng thai phép nhan phan phéi véi phép cong. Vay
hé dai s6 (Z, +, x) 1a mét vanh, véi phép cong 1a théng thudng, phép
nhan dude cho bdi a x b= 0,
1.8. Gia st R la mot vanh c6 don vi. Ta sé chitng minh vdi moi
a,b € R, dang thitc a + b = b+ a dugc suy ra tU cac tidn dé khac cla
vanh.,

Cach 1: Ta khai trién (1 + a)(1 + b) theo hai cach nhu sau:

(I+a)(1+6) = (14+a)l+(1+a)b

l+a+b+ab

(14+a).(145) = L(1+5)+a(l+b)
= l+b+a+ab
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Do d6
l+a+b+ab=1+b+a+ab.

Vi R la mot nhom véi phép cong nén ta ¢d thé gian ude ca hai vé,
suyraa+b=>b+a.
Cach 2 : Xét tich: {1+ 1).{a + b). Ta co:
1+ 1(a+b) = (1+la+(1+1)d
= ata+b+b
(1+Dfa+b) = l{a+b+1l(a+b)
= a+b+a+d

Vavia4+a+b+b=a+bt+a+bvadodd:a+b=b+a

1.9. Véi M, = ("’B‘ ?}) M, = (‘B‘ ‘;’1) e I ta co:
-1 1

‘11{1 — 4‘1_{2 = ((Ll 6 2 bl N bQ) c I,

Cy ==
' b e
M, M, = (a1612 a) 2{1::2 1(2) el

Vay I la mot vanh con cua M, (R}

1.10. Gia sit 7 1a mot vanh con ctia Z. Khi d6 (7, +) & mét nhém con
cia (Z,+). Do do tdn tai sb6 ty nhién m sao cho I = mZ. Déo lai, néu
I = mZ thita dé& thit lai dude réng [ 1a vanh con cia Z. Vay cic vanh
con cia Z 6 dang mZ. trong dé m 1a mét s6 i nhién.
1.11. Zy % Z» khong 13 mot mién nguyén vi trong Z, @ Z, ton tai hai
phan tit klide ¢6 tich bang 0:

(0,1).(1.0) = (0,6) = 0.

1.12. Ta ¢6 thé thit lai duoe rang R = {a+bi|abeQ} lamot
trudng con cila trudng cac s6 phtte C, do dé R 1a mot trudng,.

1.13. {a +bv2 | a,b € Z} 13 mot mién nguyen, khong la mét trudng
vi trong tdp hop d6 cé nhitng phan ti khong ¢6 nghich déo, ching
han 2.

1.14. Gii st a 1a mdt wdc ctua 0 trong vanh Zj,. Khi 46 ton tai
he Zi, b# 0saochoab=0 Dita=7,b=7y. Tach

() = ab=7y.
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Do dé 2y : 10. Via,b # 0 nén = va ¢y déu khéng thd hét cho 10.
Do dé chi ¢6 thé xay ra hai khé niing sau:

Néuaz:2thi y:5 Khidoze {2.4,6.8}, ¥=5.

Néu:rf"th‘ly:Q Khid6z =5 UE{Q 6,8}.

1.16. Xet hai phan tit bat ki a,b € R, ta chu’ng minh ab = ba. Dit
r=a+b Tacd

e = (a+b —{a+85)
= a’l—a+b~-b+ab+ba
Theo gia thiét ta c6 a® —a, 6 — b, 22— 1 € Z(R) nén
ab+ ba € Z(R).
Do do

a*b+aba = alab+ ba)
= (ab+ba)a = aba + ba’.

Tir d6 a*b = ba® v6i moi b € R. Do d6 a® € Z(R). Suy ra
a=a’>— (4’ —a) e Z(R).

Vay ab = ba vdi moi a,b € R, hay R 14 mét vanh giao hoén.

1.17. R6 rang A # 0. Chung ta dé thit lai rdng véi moi z,y € A la ¢b
r -1y, x.y € A Cubi cing chilng ta can phai chi ra riing véi moi

T =a+bV2+ eV € A, T#0
thi ©7! € A. Didu nay dé dang nhan duoc tir ding thic:

1 _:1:2+y2+22—~:ry—yz—zs':
r+y+z 3+ + 2%~ Bayz '

1.18. Gia st A la mot trudng con cla trudng sé hitu ty Q. ta cs‘m
ching minh 4 =@Q. Do A la tnrang con clia Q nén 1 € A. Vi moi s6
nguyén duong n ta ¢é

n=14+1+..+1¢ A
\—,—/

n lin



1 - 2 ] 2
Tun € Asuyra —n, — € A V8 mdi s6 hitu t¥ L (¢ # 0) ¢d the
n q
col ¢ > 0, va khi d6 _
p 1
b p.— €A
q g

VaiyQ C A, dodé Q = A
1.19. Gid st 1 — ab kha nghich. Dat 2 = (1 —ab)™!. Ta co
{1l —ab) =1= bx(l — abja = ba
= (1 —ba) + bx(l - ab)a = 1.

Din dén

(1 —ba) +bxa{l —ba) =1
= (1 —be)(l + bra) = 1.
= (1 —ba)"' =1+ baa.
Vay (1 — ba) kha nghich va
(1 -ba)"'=1+bza, véi 2= (1 —ab)™".

1.20. Tit gia thiét o € R 1a phan tit luy linh nén ton tai s6 nguyén
duong nsao cho a® = 0. Pat u=1+a+a*+... +a*}. Khi do taco

(1-aju=u{l —a)=1

Viay 1 — a kha nghich.
Néu ¢ luy linh thi —a cling luy linh. Do d6 1 — {—a) khé nghich,
nghia 1a 1 + a kha nghich.

1.21. a) Gia stt a, b € C{R). Khi d6 véi mei = € R ta cd
(a—bz=ar—bx = xa—axb=uala—b)
Aab)r = a(br) = alzb) = {(ax)b = (xa)b = x{ab)

Vay a — b, ab € C(R). do dé C(I?) 14 ni6t vanh con cua R.
b) C(M{(n,R)} = {al,,| a € R}, trong dé I, & ma tran dan vi cap n.

1.22. a)= b). Chiing ta cd thé chitng t6 ngay dudgc ring Z, non la
mot vanh giao hodn, cé don vi khac khéng,.
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Gid sit » 1a mot s6 nguyén t6. Dé ching minh Z, 15 mot trudng
chiing ta chi can chiing t6 réng moi phan tit khac khéng ctia Z, déu
c6 nghich dao. That vay, gid st a € Z,, @ # 0, diéu nay c6 nghia la a
khong chia hét cho p. Do p la mét s6 nguyén t6 nén a vd p nguyen té
cung nhau. Do dé, ton tai cic s6 nguyén u va v sao cho

au + pv = 1.

Chuyén qua ldp ta dudc:

Vay @ kha nghich.
b)=> c). Hién nhién.

c)=> a). V1 Z, 1a mot mién nguyén nén Z, c6 nhiéu hon mot phan ti,
do d6 n > 1. Gia sit » 14 mot hop s6, n = a.b, 1 < a,b < n. Khi do
@, b # 0, ddong thoi

nghia la Z, c6 u6c cha khong, tréi vai gid thiét Z, 13 mot mién nguyeén.
Vay n la mot sb nguyén t6.
1.23. a) Véi moi z € R ta c6:

b) V6t moi z,y € R ta cé:
zty=(r+y) = Stay+yr+y’
= T+IYt+yr+y
Do vay zy + yx = 0, suy ra:
TY = —yL = yI.
Vay R 1a mot vanh giao hoan.
c) Vdimoi c € R,z # 0 va v8i moi y € R ta co
ry = 2’y = z(zy).

Vi R khong c6 ude clia khong nén trong dang thic trén gidn ude
x § hal vé ta duge

Iy =y.
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Vav z la phan tif don vi ciia R. Trong trudng hop nay vanh R chi
c6 hai phan tir 13 0 va don vi e.

2. Idéan, vanh thuong

2.1. Gid sit I la idéan cta Z. Khi d6 (/,+) 12 mét nhém con cla
(Z,+). Do dé ton tai s6 ty nhién m sao cho I = mZ. Dao lai, néu
I = mZ thi ta dé thi lai duge ring / 1 idéan cia Z. Vay céic idéan
cua Z c6 dang mZ, trong dé m 1a mot sd tir nhién.

2.2, Gid st 7 la idéan cia @. Néu 7 £ 0 thitontaix € I. 2 £ 0. Ta
cdrteQ rel dodol=uwxx"tel Suyral =@Q. Vay cac idéan
cua Q@ la 0 va Q.

2.5.Rorang0e A. Véia, b€ Atacédna =nb=20, dodd
nla—b)=na—nb=0-0=0.

Vay a — b e A.
Bay gid gia st a € A va = € R bt ky. Khi dé ta c6

n(az) = (na)z = 0, n{ze)=z(na)=0.

Viy ax,xa € A, tit dé suy ra A la mdt idéan cta R.

2.6. Ta c6 Z = mZ + nZ khi va chi khi 1 € mZ + nZ. Diéu nay xay
ra khi va chi khi tén tai nhitng s6 nguyén u, v sao cho

1 = mu + nv,

nghia 13 m vA n nguyén té cling nhau.
2.7. Hién nhién ta ¢6 IJ C In.J. Lay r bat ky thuac I n.J. Do

e R=1I+J
nén tén tzji uel, ve Jsaochol = u 4+ v. Khi dé ta cé:
t=lr={utv)e =ur +vxr=ur+zvell

TirdéosuyraINJ ClJ, vadodd: IJ=1INJ

188



2.8.a)Doe#0Onéntacon > 1. Gidstn =p.g, véi p,g > 1. Khi dé
ta co

(pe)(qe):(e+e+m+e).(e—|—e+...+el=§+e+...—i~g:ne:U

p lan g lan n lin

Do R 134 mot mién nguyén nén pe = 0 hosic ge = 0. Diéu nay trai
v3i gi4 thiét n 1a cAp cla phén tit e trong nhém cong R. Vay n 1a mot
sd nguyén td.

b) Gid stz € R, v # 0. Khi dé ta cé

nt = z4+r+.tr=erter+.. fer=(ete+..+e)x

"

a A
n lan n lan

= f(nejr=20

7 lan

Gi4 st & 14 $6 nguyén sao cho kx = 0. Khi dé

0 = kr=zg+z+.. +x=¢extex+.. +ex=(ete+.+e)x

k™ el

—~
k lan k lan k lan

= (ke)z

Do R 13 mot mién nguyén va x # 0 nén ta ¢ ke = 0, tit dé suy ra
'k chia hét cho n. Vay cap clia phan tit x bing n.
¢) Ta dé thit lai duge ring mR = {mz | x € R} la idéan cha R.

d) Néu m 1a bai cia n thi m = ng. Khi dé véi moi ¥ € R ta ¢

(ge)(ne) = (e+e+ .. 4e).(ete+..+e)=etet. . +e
\ —— - - - e, e
q Jan e lan m lan
= me =1{.

Do d6 mR = 0, tit d6 suy ra R/mR = R,

Khi m khéng chia hét cho n, do n 1a modt s6 nguyén t6 thi m
va n nguyén 16 cing nhau. do dé ton tai cac sb nguyén u,v sao cho
mu +nv = 1. Do dé véi moi + € R ta ¢d

x = r{mu + nv) = m{zru) + n{zv) = m{zu) € mR.

Do dé6 R =mR, tit d6 suy ra R/mR = {0}.
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2.10. Do idéan 0 la idéan nguyén t6 nén R la mot mién nguyén. Xét
mot phan tt e € R, a # 0.

Theo gi4 thiét «®R 13 mat idéan nguyén tb va do a.a € a®R nén ta
c6 a € a®R. Tl d6 suy ra tdn tai r € R sao cho a = a*r. Do IR 1a mot
mién nguyén nén ta c6 ar = 1. Diéu nay ching t6 a kha nghich, va do
dé R la mot trudng.

2.11. Goi I 1 tap hop tht cd cic idéan thye sut clia R chita I. Khi d6
' 1a mot tap khéc @ vi 7 € I, Goi L 14 mdt day chuyén ting cta I' (T
duge sadp xép theo quan hé bao ham) va dat

J=UA, A€ L.

Cé thé chitng minh dugce rang hgp ciia nhing day tang nhing idéan
thue sy ctia R lai 1a mot idéan thuc sit clla R nén J € I'. Khi do theo
B3 dé Zorn. I' ¢6 phan ti t6i dai M. D6 chinh 14 idéan téi dai cua R
chiaa /. .

2.12. Do a € R 14 phan tit khong khéa nghich nén (a) 1a idéan thuyc sy
cua R. Theo Bai tap 2.11, tdn tai idéan téi dai M cha R chita (¢}, do
dé M chia a.

2.13. Gla sit I 13 idéan t6i dai cia Z. Theo Bai tap 2.1, ton tai 86 ty
nhién n sao cho I = nZ. Do I 1a idéan thuc sy cia Z nén n # 0, 1.
Goi ¢ 13 mot wde bat ki cta n. Ta o ¢Z 1a idéan clia Z chita 1. Do [
la idéan tbi dai clia Z nén qZ = Z hodac qZ = I. Tt dé suyra g =1
hoiic ¢ = n. Vay n 13 sb nguyén td.

Dao lai, gid st I = pZ 1a mot s6 nguyén t6. Khi dé ta cé I la idéan
thue sy ctia Z. Gia st M 14 idéan ciia Z chita 7. Theo Bai tap 2.1, tén
tai s6 tu nhién m sao cho M = mZ. Tit bac ham

I=pZCM=mZ

suy ra p € mZ, va do dé p : m. Do p 14 86 nguyén t6 nén m = 1 hoac
m = p, nghia la M = Z hoic M = I. Vay [ 1a idéan t6i dai cta Z.

2.14. Gia st P la idéan nguyén té vi A 1a idéan cha R sao cho P G A.
Khidoténtaiz € A, r ¢ P, n € N* sao cho z" = z. T dé

z(z" ' -1 =z"~z=0¢ P.
Dor¢d Pnénz"!—1e P suyraz" ' -1¢€¢ A Doz € Anén
l=z"1— ("'~ 1) € A
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T do suy ra: A = R va do d6 P la idéan t6i dai.
2.15. Dé thit lai riing R x S 13 mot vanh. Hon nita, néu A va B tuogng

ing la nhitng idéan ctia R va S thi X = 4 x B cling |4 mét idéan clia
vanh R x S.

Ngugce lai, gia sit X la mot idéan cha R x S. Ta c¢hing minh:
X = A x B, v6i A va B lan lugt la nhitng idéan cla R va S.

That vay, dat:

A={a€ R|(a,0) € X}
B={beS5]|{0,b)e X}

Ta ching minh A la idéan clia R. That vy, v6i moi a,¢’ € A ta cé:
(a,0), (a’,0) € X. Do do

{a —d'.0)=(a,0) — (d',0) € X,
suy ra ¢ —a' € A, Hon nta, v6i moi r € R ta cé:
(ra,0) = (r,0).(a,0) € X,

do dé ra € A. _
Tuang tu: ar € A. Vay A & mot idéan clia R.

Ching minh tudng ty ta duge B la idean ctia S. Dé két thic ching
minh ta s& chi ra X = A x B. That véy, néu (r,s) € X thi

(r,0) = (r,5).{1,0) € X v& (0;s) = (r,5).(0,1) € X.

Suyrare€ A, s € B,vadod6 (r,s) € Ax B, hay X C A x B.
Néu (a,b) € A x B thi

(a.b) = {a,0) + (0,b) € X.

Vay AxBC X vaidodé X = Ax B.

2.16. Ro rang 0 € N(R). Gid sit a,b € N{R). Khi d6 tdn tai cic sé
nguyén dareng m.n sao cho

a'ﬂ'l — Oj b'ﬂ, . 0‘
Khi d6 theo cdng thic khai trién Niuton ta c6 (a — b)ym*n =, tirc 1a

a—be N(R).
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Gia sit £ € R.a € N(R). Khi d6 tbén tai m € N sao cho ¢™ = 0.

Tu do
({L‘I_)Tr'l — a,TTl‘:I:IfL — OAIT”’ — 0‘

v do d6 az € N(R). Nhing diéu nay ching to N(R) 1a mdt idéan
cua R. ‘
b) Gia st 7 € N[R/N(R)], khi dé ton tai s6 nguyén duong m sao cho
7% = 0, nghia la 7™ € N(R). Do d6, tén tai s6 nguyén duong n sao
cho (#™)* = 0, hay r™® = 0. Vay r € N(R), hay 7 = 0.
¢} Gia st ¢ € N(R). Khi 46 ton tai m € N* sao cho a™ = 0. Néu P
I3 idéan nguyén t6 thi tit a™ € Psuyraa € P. Diéu nay ching té
N(R) la tap con cila giao cac 1d€an nguyén tb chia R.

Bay gid) gid st nguoc lai a ¢ N(R). Ta sé chitng o ring ton tai
mot idéan nguyén td @ khong chita a. Dat

§={a" | neN},

va goi [ la tap cac idean cta R ma khong giao véi 5. Vi e ¢ N(R)
nén a® #0, ¥n>0nén 0T
Goi L 1a mot day chuyén tang cia I' (' duge sdp xép theo quan
hé bao ham) va dat
J=UA, A€ L.

C6 thé chitng minh dige ring hop clia nhimg day tang nhitng idéan
ctia R lai 1a mot idéan cla R nén J I idéan cta R. Mat khac véi mdi
A € L. A khong giao véi S. Do d6 J cing khong giao vai S, Vay
J € T, nghia 14 J 12 mét chin trén ciia day chuyén L. Theo B& de
Zorn. I ¢6 phan ti t6i dai Q. Ta c6 thé ching minh duge @ 1& mot
idéan nguyén t6 ctia R va hién nhién a ¢ Q. Vay N(R) la giao cla tat
cd cac idéan nguvén to cla R.

2.17. a)= ¢). Néua € Pthil+a ¢ P. Do dé 1 + a khong sinh ra
mdt idéan thye sy cha P, hay 1+ a kha nghich.

¢)= b). Xét phan tit a € 2. Néu a € P thi a khong kha nghich. Néu
a¢ P thido R/P 1a mot trudng nén ton tai b ¢ P sao cho

(a+ PYb+P)=1+ 1.
Tit dé ab= 1+ véi r € P. Do 1 + « khé nghich nén a ciing kha

nghich. Vay P la tap hop cac phan tit khong kha nghich cna fi.
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b)=> a). Gid sit P 13 idéan gdm tAt ci cac phin ti khong kha nghich
cua R. Khi do do khong c6 idéan thye sy nao chita phan tif kha nghich
nén moi idéan thiye syt cia R déu ndm trong P, hay R 13 mét vanh
dia phuong.
2.18. a)= b). Gia sit R chi ¢6 mét idéan téi dai duy nhat M. Khi dé
tap hop M céc phan tit khong kha nghich ciia R 13 mot idéan clia R
(theo Baj tap 2. 17.)
b)= a). Gia sit tap M céc phan ti khéng kha nghich chia R 13 mét
idéan cia R. R rang M 13 idéan t6i dai cla A.

Gia stt M’ la mot idéan t6i dai bat ky ctia R. Khi d6 theo Bai tap
2. 17, taco M C M. Tudé suy ra M’ = M, nghia 1a R chi c6 mét
idéan tdi dai duy nhét.
2.19. a) Ta dé thiy T = x + p"Z khong kha nghich trong Z,~ khi va
chi khi p | . Do dé tap cac phin ti khong kha nghich P cla Ly la

P={pt+p"Z|tecZ}.
Thr d6 suy ra P la mét idéan cla vanh Zpn, do d6 theo Bai tap 2. 17,
Zpr 1a mot vanh dia phudng.

Ching ta thay tap hgp cdc phén ti khong kha nghich ciia vanh
Zg 1a
0,2,3,4.
Tap hop nay khong 1a mot idéan cta Zs. Do dé Zg khong 1a mét vanh
dia phuong.
b) Trude hét ta dé chi ra dwge ring Zyy 1a mot vanh con cta Q. Sau

. . s LT \ .
do ta c6 the chi ra duge ring phan tit — khong kha nghich trong Z,
s .

khi va chi khi p | r.

‘Tr d6 ta suy ra tap cdc phéan tit khéng kha nghich cia Zipy 18 mot
idéan cta né, do d6 Z, 13 mot vanh dia phuong.

c¢) Do R la mot vanh dia phuong nén J(R) 13 mot idéan cta R. Do
vay R/J(R) 1a mot vanh giao hodn, ¢6 don vi. Ta con phai chi ra ring
moi phan tit 7 € R/J(R), % # 0 déu kha nghich.

That vay ta c6 z ¢ J(R), do d6 = kha nghich. Do vay tdn taiy € R
sao cho ry =1. Tt désuyraz ! = 7.
d) Theo gia thiét R/N(R) 1a mét trudng nén NV(R) la mot idean téi
dai cua A.
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Véi mdi phin tit « € N(R), theo Bai tap 1. 20 ta c6 1 + a kha
nghich. K&t hop v6i Bai 2. 17 ta suy ra R la mdt vanh dia phuong.

2.20. Gia sit I 1o mot ideéan khac khong clia vanh M,(F) va

a b _
A_(c d),AeI.

Khong mét tinh chét tdng quat ta c6 thé gid sit ¢ # 0. Khi do, véi

moi z,y, z,t € F tacé
0 a b 1 0 cr
0/ \ec d}) \0 O !

6 5)=(

C-G9 (96
CO-¢9()65es
6 0=C0)CaGaoer

Vi mdi phan ti cla R déu la tong cha bén phan t c¢6 dang trén
nén moi phan t cia R déu thude I, vado d6 [ = R. '

oals

o=

]

=
[
S~
T
[ T

3. Dong cau vanh

3.1. Xét phép chiéu ty nhién

p:Z—>Z5
k — k

Gia st n 13 mot nghiém ctia phuong trinh da cho trong Z. Khi do
trong Zs ta co déng thitc: '
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Nhu vay 7 la mdt nghiém ciia phuong trinh

Lan lugt thay @ = 0,1,2,3,4 € Z; vao phucng trinh nay ta déu c6
n* — 7 — 2 # 0. Vay phuong trinh trén khong ¢ nghiém trong Z.
3.2. a) Trudc hét ta c6 0 = f(0) € f(I). Gid sk o', € f(I). Khi do
tdn tai a,b € R sao cho

d = fla), ¥ = f(b).

Nhu vay :
¢ V' = fla) - fb) = fla—b) € I

Gidsita’ = f(a) € f(I), a€ I vay € S. Vi f la toan chu nén tdn tai
x € Rsaocho f(z) =y. Khi d6

a'y = fla)f(x) = flaz) € f(I).

Tuong tu ya’' € f({1). Vay f(I) la mot idéan cia S.

Néu f khong 13 toan ciu thi khing dinh tren khéng con ding.
Ching han xét phép nhiing ty nhién ti vanh s6 nguyén Z vao trudng
sb hia ty Q,

i: 4 — Q

n — n

Z la mot idéan clia Z nhung i(Z) = Z khong la mot idéan cla Q.

b) Ta da biét néu P la idéan cia S thi f~1(P) 1a idéan cia R. Bay
810 gid sit P la idean nguyén té clia S, ta ching minh @ = 7P 1a
idéan nguyén t6 clia R. That vay véi z.y € R sao cho zy € Q. Khi d6

F(@)f(y) = flzy) € P

Do P la idéan nguyén té nén hosc f(z) € P hoxc fly) € P. T dé
T € @ hodc y € Q. Diéu nay ching té Q = f7H{P) la idéan nguyén t6
cna 5.

Néu P la idean t6i dai clia S thi khong thé két luan f~'(P) 1a
idéan t6i dai ca R. Ching han ching ta vin xét phép nhing ti nhién

i:Z— Q.



Ta ¢6 0 13 idéan tbi dai ciia Q nhung i~1(0) = 0 khong la idéan t6i dai

cla Z.

3.4. Do R 13 mot vanh Boole nén ta c6 @® =@ (*) v6i moi @ € R/P.
Mat khac do P 13 idéan nguyén t6 cua R nén R/P la mot mién

nguyén. Do d6 véi moi @ € R/P, tit déng thic (*) tasuyra@ =0

hoiac @ = 1. Do dé6 R/P la mot trudng. Vay P la idéan tbi dai va

R/P =1,

3.5. Ta d& dang kiém tra duge ring S la vanh con ciia M>(R). Hon
nita 4nh xa

p:5 — C

( a b) )
— a+b

—-b a

la mot déng cAu vanh,

. 21[}04 0
Duya vao déng chu o, ching ta tinh duge: M = ( 0 21004) .

3.6. Ta d& kidm tra dudc ring 4 1a mot idéan cla R. Hon nita dnh xa

pw: R — Sx§8
a b
(0 c) = (@,0)

Kery = A.
Tt d6 suy ra: R/A= 8§ x S.
3.8. Xét tuong ung

14 mot toan ciu co

@il — Ln
k+nz — k+mZ

Do m la mét ude clia n nén ¢ la moét 4nh xa.-Hon nita ¢ cdn Ja mot
toan cau vanh. Ta co:

Kergy = {k+nZ|k+mZ=miL}
= {k+nZ | mlk} = mZ,.

Vay A = mZ,.
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3.9. Gid s/ la mot idéan bat ky cla Z, = Z/nZ. Khi 46 T = J/nZ,
trong d6 J la mot ideéan cia Z chita nZ. Theo Bai tap 2.1, J ¢6 dang
mZ, m € N, Vi nZ C J = mZ nén n chia hét cho m. Vay moi idéan
clia Z, déu c6 dang mZ, v4i m| n. Ta c6 idéan mZ, la idéan téi dai
khi va chi khi Z,/mZ,, 1a mét trudng. Xét ddéng cdu vanh

&y — Ly
r+nZ — I -+mZ

D& thiy o 1a mét toan cAu, hon nita
Kerg = mZ,.
Theo dinh 1y déng ciu ta ¢6
Zn/Kerp = Zp/mZy = Lo,

Do d6 mZ, la mot idéan téi dai trong Zy, khi va chl khi Z,, 12 mot
trudng, hay m la mét «dc nguyeén t6 cla n.

3.10. Gia st p : Q — Z la mét dong cAu vanh. Gid sit .@(1) =m € Z.
Khi d6 v8i moi sé nguyén duong n ta cé

1 1 1 1 1 o
m = (1) —w(£+5+...+51_¢(5)+@(;)+...+¢(;z

— '
n lan n lan

Do dé cp(l) = f::_ Vi moi s6 nguyén dudng n ta cé ¢ — ) € Z, do
va.y — EZvdlmmnEZ Tu dé suy ra m = 0, vadovaygo—[}
3.11. Gid st f: Z — Z 1a mot ty dong cdu. Khi do ta ¢

| £1) = £1).£(1).

Suy ra f(1}) = a v6i ¢ = 0 hodc a = 1. Vi moi s6 nguyén duong n ta
co :

fln)=fQ+1+..+1) =f)+ L) +.. 4+ f(1) =na

n lan n lan

V6i moi s6 nguyén am n ta cé

fln) = —f( n) = —(-n.a)=na
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Tém lai f(n) = na véi moi n € Z.
Vayvia=0tacéd f=0,v6ia=1tacd f=1dg.

3.12. Gia stt ¢ : Z[v2] — Z[v?2] 12 mot tu dong cAu vanh. Ta c6

(1) = o(1).0(1),
do dé ¢(1) = 0 hofic (1) = 1. Néu (1) = 0 thi ta dé dang suy ra
dude ¢ =

Néu (1) = 1 thi vdi moi a € Z ta c6 @(a) = a. Tt d6, véi moi

$-a+b\/—€: Z[2] ta c6 -
() = (a) + @(b)-p(V2) = a + bp(V2)

Mat khac
2= p(2) = P(V2).p(V)
nén ¢(v2) = v2 hotic p(v2) = —v2.
Néu (v2) = V2 thi véi moi = € Z[V2)] ta ¢6 (z) = z. Vay ¢ la
tit dadng cAu ddng nhit.

Néu p(v/2) = —v/2 thi véi moi z = a + bv/2 € Z[V?2] ta ¢6
e(z) = a—bv2

Do d6 ¢ 1a anh xa lién hgp clia Z[V2).

3.13. Z[i] ¢6 ba tyt déng ciu vanh la cac tu ddng ciu khong, tu dong
chu ddng nhat va ty déng cau lien hgp.

3.14. Q[v/2] ¢6 ba tu ddng ciu vanh la cac ty dong cdu khong, tu
ddng chu ddng nhét va ty déng ciu lién hop.

3.15. Gia st f : Z — Zo 12 mot dong cdu vanh, Dat f(1) = @ € Zyo.
Ta ¢6

a=f(1)=f(1).f(1) =aa

Do do a? — a  10. Mit khac do e? — ¢ ludn 13 mot sé chdn nén
a? — a : 10 khi va chi khi né chia hét cho 5. Do vay

a=0,1, 5, 6.

Tit d6 suy racod b Au vanh tit Z dén Z,y 1a cdc dong chu

do
f(n)=na, véi a 1,

6n ong ¢
0. 1, 5. 6.
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3.16. Gid stt f : Zy5 — Z3 la mot ddng chu vanh. Dat f(1) =@ € Z;.
Ta c6
a=f()=f1).f(1)=zaa
Dodéa*—a:i3 Dovaya=0, 1.
Vi @ = 0 ta suy ra f 13 dong cau khong.
Véia=1tacé f(n+ 15Z) = n + 3Z véi moi n € Z.

3.18. Gid stt f : Z; — Z, 2 mot déng chu vanh. Dat f(1) = a € Z,.
Ta ¢d _ B o '
0=f0)=s0+T+..+1)=7a="Ta.
R

7 lin
Do d6 7a i 4. Vay a : 4, nghia la @ = 0. Tt dé suy ra f la déng chu
khong.
3.19. End(Z; x Z,) c¢6 6 phan ti, day la vanh khéng giao hoén.

3.20. Chiing ta d& kiém tra duge réng (R, ®, o) 1a mdt vanh. Hon nita
anh xa '

fI(R,EB,O) - (Ra+a-)
roe o1

12 mét dédng chu vanh.

3.21.a) Dya vao céc tién dé cta mot vanh, ta c6 thé thir lai duoge
rang S cling véi ai phép toan da cho lap thanh mot vanh c¢6 don vi
13 (0, 1).

b) Dé thiy 0 = (0,0) € A. Gia stt (r1,m)), (r2,n2) € A. V8i moi z € R
ta co
MI+mzT =rx+ nyx =0.

Do dé

(ri—r)r+(m —n2)z = (Mz+mzx) — (roz + noz)
= 0-0=0

véimoi x € R. Vay (r; —r2,m —na) € A, hay (r1,m) — (r2,n2) € A
Ly (r,n) bat ky thude A, (s, k) bat ky thuse S ta co:

(r,n)(s, k) = (rs + kr + ns, nk).
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Vi moi x € R ta co: rx +nz = 0. Do dé:

(rs + kr + ns)z + (nk)x = (rs)z + (kr)z + (ns)z + (nk)z

= r(sz) + n(sz) + kirz) + k{nz)
[r(sz) + n(sx)] + k(rz + nx)
O0+k0=0

(Cha ¢ ring do (r.n) € A nén ta cé r{sr) + n(szx) = 0). Vay
(r.n)(s, k) € A. Chting minh tuong tu ta c6 (s.k)(r.n) € A. Vay
- A la idéan cua 5.
c) Do S la vanh ¢6 don vi 1a (0, 1) nén vanh thuong S/A c6 don vi la
(0,1} + A. Xét 4nh xa
w: R — S/A
ro— (r,0)+ A

Ta d& thir Jai ring ¢ la mot ddng ciu. Bay gid ta xac dinh Kery. Lay
r & Kerp. Khi d6 (r,0) € A. Tit d6 véi e € R taco

re +0e =0=r=0.

Vay  la mot don chu, do d6 S/A chita vanh con Imy déng chu véi R.

d) Ly a.b € S/Asaochoab = 0. Gidsita = {(rn)+Ab=(s. k) + 4.
Ta ¢6:
ab= (rs + kr +ns,nk) + A = 0.

Suy ra (rs + kr + ns,nk) € A. Do d6, vii ¢ € R ta co:

(rs + kr + ns)e + (nk)e =0
= (rs)e + (kr}e + (ns)e + (nk)e =0
= (re)(se) + (ke)(re) + (ne)(se) + (ne)(ke) = 0
= (re+ ne)(se + ke) = 0.

Do R khong co ude cia khong nén re + ne = 0 hodic se + ke = 0.
Néu re + ne = 0 thi véi moi = € R ta cé:

rx + nr = r{er) +nlex) = (re + nejr = 0z = 0.

Vay (r,n) € A.

Tudng ty néu se + ke = 0 thi ta ciing suy ra (s, k) € A. Vay S/A
la vanh khong c6 ude cia khong.
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3.22. Chiing ta dé thit lai ring R x Z 1a mdt vanh, c6 don vi 1a phan
t (0, 1). Hon nita, anh xa

f:R — RxZ
(r,0)

con 13 mot don cdu vanh. Do d6 R déng chu vdi vanh con Imf cua
vanh 11 x Z.

Chi §. Bai tap nay chitng té ring mei vanh ¢6 thé nhiing dugc
vao moét vanh cd don vi.

3.23. a) Gia stt f : Q@ — Q 12 mot ty dong cdu. Ta b
) = f(1L1) = f(1).F(1)
Do dé f(1) = 0 hoac f(1) = 1.
Néu f(1) = 0 thi véi moi r € Q ta cb
firy = flr1) = f(r).f(1) = 0

nghia 1a f la déng chu khéng.
Néu f(1) = 1 thi ta d& chi ra duge rdng f(n) = n véi moi n € Z.
Vai g € Z* ta cod

L= (1) = flg.) = F@-10) = 0.5C)

Suy ra f(l) = —1~ Do dé v6i moi 56 hitu ty v = P ta cor
q q q
f(f)—f(q) f(p-q) fe) 1) =p o =r

Vay f la ti déng cAu ddng nhit cia Q.

T6m lai ¢6 hai ti dong chu clia Q & déng cau khong va tu ddng
ciu dong nhét.
b) Ching minh nhu cau a) ta ciing ¢6, néu f : R — R 1a mét dong
ciu thi f{1) = 0 hotic f(1) = 1.

Néu f(1) = 0 thi ta cing suy ra dude f 1 doéng ciu khoéng.

Néu f(1) = 1 thi ta cé f(a) = a véi moi a € Q.
Ta thay rang néu r 12 mot sb thue dwong thi f(r) > 0. That vay ta co

flr)y = (V) = [f (V)P
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Bay gis gid sif r 1a mot s6 thie tuy ¥ sao cho f(r) # r. Do tinh tru -
mat khdp noi cia trudng sé hitu ty Q trong R nén tén tai sb hitu ty
g sao cho

r<q<f('r) (1)
hodc
flry<g<r (2).
Néu (1) xay ra thig —r > 0. Do d6
fla=r)=flg) - fr)20=>q < f(r)
Diéu nay mau thuén véi (1).
Néu (2) xay ra thir — ¢ > 0, do d6
fr—ay=fn-flg=20=7r)<qg

diéu nay mAu thuan vdi (2).
Vay véi moi r € R ta ¢é f(r) = r, nghia 1a f 13 4nh xa déng nhét.
Tém lai tap hgp cac ty dong clu cla R la {0,idgr}.

c) Gid st f : € — C la mot ty dong chu sao cho f(a) = a v6i moi
a € R. Khi dé vdi moi s6 thuc z = a + bi ta cb:

f(z) = f(a) + f{b).f (i) = a + bf(2).

Mat khac ta cé;

—1=f(-1) = f(2.5) = f(i).f(®)

Do dé6 f(i) = ¢ hode f(i) = —i.
Néu f(i) = i thi f 12 4nh xa ddng nhét cta C. Néu f(?,) —i thi
f 1a 4nh xa lién hgp cua C.

3.24. Gia stt f : Q(V2) — Q(V/2). Tut

F)y =711 = f(1).fF(1)

ta suy ra f(1) = 0 hodc f(1) =L
Néu f(1) = 0 thi f 1a ddng ciu khong.
Néu f(1) = 1 thi f{r) = r v6i moi r € Q. Do d6 v8i mci

T=a+b6V2+cvdeQV2)
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ta co
f(x) = a+bf(V2) + cf(V4).

Mat khéc, ta c6: 2 = f(2) = [f(V2)P. Do d6 f(/2) I mét can
béc ba chia 2 (gbm ¢6 mot gia tri thie va hai gia tri phic). Béi vi
f(V2) € Q(V/2) 1a mot sb thyc nén f(¥/2) = /2. Tt dé suy ra f la
tir dong cau dong nhat ctia Q(/2).

Tom lai cée ty dong chu cla Q(v/2) 1a {0, idgy 5y}
3.26. a) Chuang ta dé thy lai duge ring Q(v/d) 13 mot trudng con clia
truong s thye R, vdi d = 7, 11.

b) Gia st ton tai mot déng chu vanh f: Q(v/11) — Q(v/7). Khi dé
chiing ta suy ra f(1) =1, va do d6 f(11) = 11. Ta ¢6
11 = f(11) = [f(VID)

Do dé f{(v/11) = ++/11. Diéu nay mau thuin vi v/11 ¢ Q(V7).

3.27. a) Gia st X la vanh ¢6 p phéin tit v6i don vi 12 e. Khi d6 nhém
(X.+) la mdt nhém ¢6 chp nguyén t6 nén né 1a nhém xyclic sinh béi
mot phan ti bat ki khac khong. Béi vay

X ={e) ={0,e,2e,...(p— 1e}.
v6i pe = 0 va €2 = 1. Tt d6 e6 thé suy ra anh xa
fz, - X
k o ke
1a mot dang cAu vanh. Vay Z,~ X.

b) Néu m khong la nguyén té thi m = my.m; véi 1 < my, mq < m.
Gia st (my.my) > 1. Khi d6 Z,, vA Zy, X Zp, 12 hai vanh ¢6 cing m
phén t1f nhung khong déng ciu vi ta thiy nhém cong cta Z,, 1 nhém
xyclic nhung nhém cong cla Zg,, x Z,,, khéng xyelic.

3.29. a) T tinh chét, phan phdi giita phép cong va phép nhan trong
vanh R ta suy ra h, 1a mot ty dong cAu nhém clia nhém cong
aben R.

b) Véi moi a.b, 2 € R ta c6

(ha + Bs)(@) = hu(z) + hp(x) = a7 + bz = (@ + ).z = hars(2); -
(ha o ho){(e) = Ra(he(z)) = ho(bz) = a.(b.z) = (a.b).x = hap().
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T do suy ra
h‘a + h-h = ha-{-bu h’u o h'h = h‘ab-

Vay h la mot dong ciu vanh.
¢} Ta cd

Kerh = {a€ R |h,=0}
= {a€ R | h(z)=0 Ve € R}
= {eeR|ax=0 Ve R}
Néu R ¢6 don vi la 1 thi véi @ € Kerh ta suy ra .1 = 0, nghia la
a=0. Vay Ker A = 0, va do dé 2 12 mot don ciu.
3.30. Xét tuong dng

F.X/A — Y/B
r+A — fle)+ B

Tuong tng trén la mot anh xa, That vay, gid stz + A =+ + A Khi
ddaxr—a"€ A, vado dd

Fa) = fle) = flz -2 e f(A) C B.

Bdi vay f(x) + B = f(x') + B. Chiing ta dé thi? lai ring f 1a mot
déng cAu vanh. Mit khace ta ¢o:

Fop(x) = fple)) = Flz + A)
= flx)+B=p(f(x)) =p o flz)

Vay f 1a déng chu thod mén fop =p o f.
Bay gidf gia st ¢ : X/A — Y/B 1a ddng céu sao cho gop =p'o f.
Khi dé ta cé:

ple+ A) = 99(?)1) ) = (wop)z) =@ o filz)
= (Fop)la) = fpl ) = flz + A)

&

Vay ¢ = f.

Ta ciing ¢ thé 1ap luan nhu sau: Ta c¢6
pop=pof=fop
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Do p 1& mot toan anh nén gian wdc cho p ta duge ¢ = f. Diéu dé cho
ta tinh duy nhéat cta f.

3.31. a) Ching ta dé thit dugc p |2 mot dong chu vanh.
b) Gia stt p 12 mot toan chu. Khi dé mdi cap (z+1, y+J), véiz,y € R
déu ton tai phén ti a € R sao cho
pla) =(z+ 1, y+J)
Khi dé ta ¢6 .
a—z=u€cl, y—a=ve.l
Bay gid chon y = z + 1 ta ¢o:

utv=y—r=1

vidodole I+ J, ttdésuyra R=1+4J.

Déolai, nfu R=7+Jthitontaine I, v€ Jsaochol =u+wv.
Liy phan tG bat ky (z+7,y+J) thude (R/I)x(R/J) . Dat ¢ = zv+yu.
Ta cé: '

r—a = z{(1-v)—yu
= zu—yu=(x—yucl

T dé 2+ = a+ 1. Hoan toan tuong ty ta c6 y+J = a+J. Diéu

nay chitng to

Vay p la mot toan ciu.

¢) M& rong: Gid st Iy, I, ..., [,,, v6i n > 2, la nhitng idéan ctia R. Khi
dé6 anh xa

piR — H(R/L)
i — (a-+—fk)

la mot toan cAu khi va chikhivéimoi 1 <i#j <ntacd: ;+1, = R
3.32. Xét anh xa -

f:R — (R/A)x(R/B)
r — (z+Azx+DB)
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Theo Bai tap 3.31 ta c¢d f 1 mot toan cau vanh. Hon nita
reKerf & (z+ A, z+ B)=1(0,0)
& re ANB.
Vay Kerf = AN B.

Mat khac do A+ B = R néu theo Bai tap 2.7tacd: ANB = AB.
Tit d6 theo dinh Iy dong ciu vanh ta ¢é

R/AB = (R/A) x (R/B).

3.33. a) = b) Gid 1t tén tai déng chu h: R — Y sao cho g = h o f.
Khi dé v6i mei x € Kerf ta co
gla) = h{f(z)) = {0} =0

do dé ¢ € Kerg. Vay Ker f C Kerg.
b) = a) Gia st Ker f C Kerg. Khi d6 v8i méi ¢ € R, do f 1a mét
toan cAu nén tén tai x € V sao cho f{z) = a.
Chiing ta nhan xét ring g{z) khéng phu thudc vao viée chon phan tl
x, ma chi phu thude vao a. That vay gid stt ' € V sao cho f(z’) = a.
Khi dé ta ¢6

fla =) = fla) - flz) =a—a=0
Do dé v — 2" € Kerf C Kerg. Suy ra g(z — 2') =0, nghia la

g{x) = g(z').
Xét anh xa
h:R — Y
a — g(z)
trong dé f(x) = a.

Chiing ta ¢6 thé kiém tra lai duge k chinh 12 mot déng céun thod
man g = ho f.

¢) Gi& st t6n tai dong cdu v : R — Y sao cho ¢ = ¢ o f. Khi d6 vai
mdi a € R, ton tal z € V sao cho a = f(x). Khi dé ta co

wla) = o(f(@)) = (po f)z)
= glz) = h(f(x)) = h{a)
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Do dé ¢ = h.
d) Gia sit  la mot don anh, Khi dé
r€Kerg & gla)=0 h{f(z))=0
& f(z) € Kerh = {0} & z € Kerf.
Vay Kerf = Kerg.
Diéo lai, gia sit Kerf = Kerg. Liy e € Kerh, khi dé do f 1a mot
toan ciu nén ton tai x € V sao cho a = f(z). Ta ¢6
(z) = h(f(x)) = ha) = 0

do d6 z € Kerg = Kerf. Suy ra @ = f(x) = 0, nghia 14 Kerh = {0}.
vay h 12 mot don anh.

e) Néu h la mot toan ciu thi do f cing 15 mot toan chu nén ta cé
g = ho f cing 1A mét toan anh.

Déo lal, néu g [3 mot toan 4nh thi véi moi y € Y, tdn tai z € V
sao cho y = g(z). Khi dé ta c¢o

y = glz) = h{f(z))

Do d6 h cing 14 mot toan anh.

4. Trudng cac thuong

4.1. Goi K la trudng cac thuong cha mién nguyén Z(+/2). Do K chia
Z nén K phai chita trudng céc thudng clia Z, nghia 1a K chita Q. Mt
khacdox/_eKnen@(\/_)CK
Do K la trudng cyc tiéu chita Z{v/2) va Q(v/2) la mét trudng chita

Z(\/2) nén ta c6 K € Q(v/2). Vay K = Q(HV2).
Lap luan tuong tu, trudng cac thuong clia cAc mién nguyén Z(i},

Z(V/Z) tuong itng 1a Q(i), Q(V/3).
4.2. a) Chiing ta dé thi lai dm;sc A la mét vanh con cha R. Do Rla
mot truong nén A la mot mién nguyén.

b) Ggi 7: Xét anh xa
w:Z — A

n == ne
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4.3. Dat A = {7:1—? e Q| (n,p) = 1}.

Chiing ta ¢6 thé thit lai ring A la mot vanh con cia Q. Hon nita
do 1 € A nén A la mét mién nguyén.

Goi A la trudng cac thuong ciia A. Do A > Z nén A D Q. Mat
khicdo A Cc Qnén AC Q. Vay A =Q.

4.5. Gia st 7 13 hat nhan cia mot déng cu vanh ¢ : R — K trong
dé K, la mot trudng. Khi dé

R/1= (R)
13 mot vanh con cla truong K nén né la mot mién nguyén. Tir dé suy
ra I 1& mot idéan nguyén té clia vanh R.

Dao lai, gia st / 12 mot idéan nguyén té cla vanh R, Khi dé, [ la
hat nhan ctia phép chiéu chinh tdcp: R — R/I. Do I 13 idéan nguyén
té nén R/I 1a mot mién nguyén.

Goi Q la trudng céc thuong cta R/I v p : R/I — @ 1a phép
nhtng chinh tic. Khi dé6

¢ =popi R=Q
la mat dong cdu vanh. Hon nia:

Kerg = Ker{pop) = Kerp = 1.

4.6. 1) Trudng hop R ¢6 dac s6 0. Trén nhom cong R @ Z xéc dinh
phép nhan cho bdi: '
(r,K)(r' K'Y = (rv’ + kr' + k'r KE') -

véir. v € R; k. k' € Z. Thit lai rang S 13 vanh c6 don vi (0, 1), ¢6 dac
s6 0 va anh xa R — S cho bdi r — (r,0) la mo6t don chu vanh (mot
phép nhing).

2) Néu dac s6 ciia R bdng n > 0 thi ta dit § = R & Z, va xac dinh
phép toan trén S hdi

(r, R)(r' &) = (r7' + K'r + kr' kk')
Chi ¥ ring do vanh R c6 dic sé n nén tuong ting trén khong phu

thude viwo vige chon dai dién k, k' cta céc 16p &, &'. Hon nita nhém
P
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cong S cimg vdi phép nhin duge dinh nghia nhit trén 13 mot vauh ¢o
ddc 86 n, dong thdi dnh xa R — S cho bdi # +— (.0} 1A mot don chu
vanh.

5. Vanh va trudng sip thid tu

5.1. a) Giasit a + & < ¢ + 9. Cong ca hai vé ctia bat déng thie trén
cho —a ta dugc:

() t{atua)<(—a)+{a+y) = [(~a)+a+e<[(—-a)+d+y
= 0+ao<04+y=a<y.

Cac phan con lai duge chitng minh tuong ty nhu trudng hop céc
s6 the.
5.2. Giasta.be ANP. Khidotacoabe Avaa,be P. Do A la
vanh con cia [f nén ta co

a+5, abée A.

Mat khac, P 1a tap cac phan it duong cia vanh sip thi tu R uén
ta ¢b

a+h abc P
Vay e + b, a.b € AN P, Hon nita, ta.lcf)
(ANPIN(—(AnPHCPN(-P)=0
-Sny ra (ANPYN{(—-(ANPY) =0. Taca
(ANP)UOU(—(ANP)CA

va

ACANR=AN(PUOU(=-P))
nghia la

ACANPIUBU(—(ANDP)).

Vay A = (ANPYUOU(—(AN P)). T nhitng 1ap luan trén ta suy
ra A 1a mot vanh sip thit ty véi tap con duong 1a AN P.
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< PR T4 . s
5.4. Truée hét ching ta thiy ring ton tai z = —QE thoa man dién

kién < z < y. Bay gig, ta gid st trong R chi tén tai hitu han phéan
£ 21, 2. ..., 25 880 cho

Tz <29 <. ..<zyp<yY.

Znt y

Dat 2,4, = . Khi dé z,,, € R va thoa man

T < Zpg1 <Y VA Zpi1 F 21,22, -4 2n

Mau thudn nay ching t6 trong R tén tai vo s6 phan tit z thoid man
T<z<y.
5.5. Gia st ¢6 thé trang bi mot quan hé thit tu trén vanh Z, dé Z,
trd thanh mot vanh sép tha ty. Khi dé ta ¢6: T > 0. T d6 suy ra
1+1+.1>0=0>0
e’
n lén

Didu nay 13 vo 1. Vay khéng thé trang bi cho tap hop Z, mot quan
hé thi tu d8 Z, trd thanh mét vanh sip thit tu.
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Chuong V

VANH DA THUC VA VANH OGCLIT
1. Vanh da thiic

1.1 (22° + 42° + £)(32* 4 32 + 2) = 2% + 522 + 27
Vanh Ze[z] c¢6 udc ctia khong. Chéng han 3z va 2z + 2 13 hai da
thitc khac khong nhung 32(2z + 2) = 0.

1.2. Ta c6: 2% + pr +5 = (x — 5)(2? + 5z + 6) + {p — 2)x. Do dé dé
z® + pu +5 chia hét cho (22 + bz + 6) ta phai cé p— 2 = 0, nghia la
p=24+T7Tt teZ :

1.3. a) Gi4 sii:
Fa)=(z - 1)°p(z) + 22 = (z — 2)%g(z) + 3z (1)

vOi p(z), q(z) € Zz]. T (1) ta suy ra: f(1) = 2, f(2) =6 (2). Hon
nta ta cé:

filz) = 2(z ~ Dp(z) + (- 1¥p'(z) + 2.
Do dé: f/(1) =2 (3).
Ciing tir dang thitc (1) ta suy ra:

F(x) = 2(z — 2)q(z) + (z — 2)%¢'(z) + 3.

Do vay: f'(2) =3 (4).

Chiing ta ¢6 thé chitng minh duoc rang khéng tén tai mot da thic
J(x) 6 bac nhé hon 3 thod man cac didy kién (2), (3), (4). Bay gio ta
tim da thie f(z) ¢6 bac ba thod méan céc didu kion (2), (3), (4). Bang
nhitng tinh toan cu thé ta dudc:

fle)y = —32% + 1422 — 171 + 8.

211



Day chinh 1a da thite ¢6 bac nhé nhit clla Z[z] thoa man cac yéu
call enta dé bad.

b) Ban doc tu gidi cau nay.
3 .
14, =0 4+ - — — Vi — T+ =,

1.5. 73 — 22% 4+ 5r — 15 v 3222 + 15.
1.6, r* + 2t + e+ val.
1.7. 202+ + 1 va® + 2.
1.8. C4 ba da thite da cho déu 1a bat kha quy trén Z[x).
1.9. Trong da thic f(z), thay @ bdi © + a ta duge da thic
flx +a) € Alz]. Ta c6 f(x) khac 0, khac ude clia 1 khi f(r + @)
khae 0, khéc wde cna 1. Hon nita:
fl2) = b(x)g(z) & flz+a)=>blz+a)g(z+a)
va bac cia f(r) bing bac cla f{a +a). Tt do suy ra dién phai chimg

minh.

1.10. Da thitc f(z) = > a;x* ¢6 bac n > 1 va bat kha quy trén A nén
i=0

T . .
suy ra ag # 0. Do d6 g(z) = 3 an-s* khéc 0 v khic udc cha 1. Gia
i=0
STt TANg;:
gla) = (by + bporr - + bW eg + gz 400 + cgr?).
Khi dé:
flx)=(bg+ bz + -+ ba)co+tarx+ -+ cer?).
Tt d6 suy ra diéu phai ching minh. _
1.11. Vi p la s6 nguyen té nén (Z;,.) la mot nhém cédp p — 1. Theo
Dinh 1y Lagrange, véi moi x € Z;, ta 6 z~' = 1, do dé aF = x, hay
2P — ¢ = 0. Vay vdi moi z € Z,, ham «x — 2P — z la ham khéng.

Da thite 2% — z xéc dinh moét ham khong trén Zs. Do d6 hal da
thite 22 — 7+ 1 vh 28 + 22 — 2 + 1 ciing xde dinh mat ham «? —x + 1.
1.12. Goi B = Keryp, thé thi B la mot idéan trong Klz]. Gid si
Flx), g(x) € K[z] sao cho f{x)g(z) € B. Ta phai ching minh flz)e B
hodc g{z) € B. Do

flu)g(u) =0
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trong F nén f(u) = 0 hodc g(u) = 0. Tit d6 f(z) € B hodc g(z) € B.

Cubi cung, ta phai chi ra B # Ki{z]. That vay, trong K[z], ta xét
da thuc

hie)=z2+1—u.

Khi d6 h{u) =1 # 0 nén h(x) ¢ B.

Néu K 13 vanh con c6 chita don vi clia mién nguyén F thi két qua
trén van ding.
1.13. a) Viéc ching minh I{z] 14 mot idéan cla Z{r] danh cho ban
doc. Xét anh xa

v Ziz] — (Z/)z]

ki3

flz) = Zaimi — Zaf:rf,
i=0 =0

véi @ = a; + I. Ban doc hay kiém tra ring  1a mot dong clu vanh.
Co thé thdy ring ¢ la mot todn céu. Bay gid ta tim hat nhan cha .

flx) € Kerp = Zﬁimizﬂﬂa,-:[]
=0 . )
= a; €= f(z) €Izl

Tt dé, Kergp < I[z]. Bao ham nguge lai 1a hién nhien, do dé
Kerp = [[z]. Bay gis diéu phdi ching minh duge suy ra tit Dinh
ly déng céu.
b) Tit dédng cu
Zlz)/I[z] = (Z/1)iz] (%)

suy ra ring néu I la idéan nguyén t6 thi Z/I la midn nguyén va do
d6 (Z/1)]zx) 1a mién nguyén. Tl d6 suy ra I{z] la idéan nguyén to ciia
Z|x).

1[z] khong 1a idean t6i dai ctia Z[z] béi vi néu nguge lai thi vé trai
cha hé thitc (*) 1a mot trudng, con vé phéi khong 1a trudng.

1.14. Xét anh xa

w: L) — Z,

Qo + T + ... +apT™ > G,
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trong d6 @, = a, + nZ. D& chitng minh duge ¢ 13 mdt dong chu vanh.

Hon nita, ¢ con la mot toan chu c6 Kerg = I. Theo dinh 1y déng
chu ta c6
Z(2) /=7,

Tit d6 suy ra I 1a mot idéan nguyén té khi va chi khi Z,, 13 mét
mién nguyén. Diéu nay xay ra khi va chi khi n 1a mot sb nguyen té.
1.15. 4 nghiém dé 1a £1 va +4.

1.17. Dat f(z) = (z + 1)** — 2** — 2z — 1. Ta ¢6:
f(=3) = F(=1) = J(0) = 0

nén f(z) chia hét cho 2z +1, z+ 1 va z.
1.18. Xét da thnic

flz)=(z—a)(z —az)...{x —a,) = 1,
véi a; 1a nhitmg s6 nguyén phan biét. Khi dé:
(@) = g(@)h(),
vl g(z), h(z) 1a nhitng da thic trén Z va khong kha nghich. Ta co:
fla:) = —1 = g{a;)h(a;).
Do g(a;) va h{a;) 1a nhitg s6 nguyén nén cac ding thite trén kéo theo:
gla;) + hla;} = 0.
Diéu nay x4y ra tai n gia tri phan biét a;. Mat khac:
deg(g(z) + h(z)) < max(degg(z),degh(z)) < degf(z) = n
nén ta c6 g(z) + h{z) = 0. Do dé:
f(z) = —[g(a)]*.
Dang thitc nay khong thé xay ra do diu cla céc hé s6 cao nhit &

mdi vé 1a khac nhau.
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1.19. Gia sit f(z) kha quy trong Q[z]. Khi dé: f(z) = g{x)h(z),
vdi g(r),h(z) la nhing da thitc véi hé s nguyén c6 bic ldén hon
hodc bing 1, ddng thai ta 6 thé gid st hé ti¥ cao nhéit ¢iia hai da
thitc nay bang 1. Suy ra: f{x) = g(x)h(x), vdi f.q.h € Zy|z]. Hon
nita: ’

deg(7) = deg(g) > 1; deg(h) = deg(h) > 1.
Suy ra f(x) kha quy trén Z,, trai véi gid thiét.
1.20. a) Gia s Py nghiém chaa da thite f(z). Khi d6 ta co:
4

¥y Py D
f(g) :‘f]"-u(_)“‘4"’3”.1—1(“)]r ! +---+a= +ag=10.
q q q q

= a,p” +a, P lg 4+ FapgT Fagg® =0
g a*npn = _Q(an—lpn_l +---+ aﬂqn_])

sity ra ¢ la ude clia a,p™. Két hop véi gid thiét: (p,q) = 1 ta duge ¢ 1a
ude ena a,,.

Chitng minh tuong tif ta cé p 1a ude cha aq.
h) Ta co:

f(m) = f{m) — f(

s

= L P
y = akm — (2)]
k=0 q
= ¢"f(m) = > axg"*|(mg)* —p*] i mg —p.
k=0
Mit khac do (p,q) = 1 nén ta c6: (mq — p,q*) = 1. Tit d6 suy ra

f(m) : mg—p. nghia la: p —mq | f(m). Dic bigt p— ¢ la wde cla f(1)
va p+ g la udc cha f(-1).

1.21. Gid sit @ € F 15 mot nghiém ca da thite
flay=a"+up 2™ ' + -+ a1z +ag, a; € R.

Khi d6 o = £ véi p,g € R va (p.q) = 1. Do a 1a nghiém cfa f(z) nén
q

ly luan hoan toan tuong ty Bai tap 1.20 ta ¢6 ¢ | 1, nghia 1 tdn tai

% € I sao cho ug = i. Khi do, o = P_ pu € R.
q



1.22. Gia stt f{z) la da thitc ¢6 bac nhd nhét v6i hé ti cao nhat nhan
u lam nghiém. Gia s f(x) khong bét kha quy,

flz) = glz)h(z),

trong d6 deg(h) < deg(f), deg(g) < deg(f) va h(z), g(z) co heé tu cao
nhat bang 1. Khi do

f(w) = h(wglu) = o |
Suy ra h{u) = 0 hosc g{u) = 0, nghia la h(x) hodc g(x) nhan u lam
nghiém, trai vdi gia thiét vé f(z).

1.23. Dat I = {g(x) € K[z] | g(u) = 0}. Dé thiy I # 0. Hon nita, voi
moi f(x),g{x) € I tacd:

flu)y =0,g9(u) =0.

Do dé: f(u) — g(u) = 0 va f(u)h{u) =0 véi moi h(z) € K[zl
1.24. Ta c¢b

Kery = {¢(z).(z® + 1) | ¢(z) € Q[z]}

va Imy = C (do ¥(a + bz) = (a + bi) nén ¢ 1& toan anh).
1.25. Ta ¢d

Kerpy = {g(x).(a” — 22+ 4) | q(z) € Qlz]}

valmy =C {(doa+bi =ola— — + -——sr:) nén ¥ la toan anh).

f V3
1.26. V2 + /3 la nghiém cha da thite z* — 1022 4- 1. Mt khac, néu
da thic ndy c6 nghiém hitu ty E, (p,q) = 1 thi p la udec cha 1 va g
g

14 wdc clia 1. Do dé cac nghigm hitu t¥ (néu cd) cia da thitc nay chi
¢6 thé 1a £1. Mat khac ta thady £1 khong phéi 1a nghiém cia da thic
trén. Do dé v2 + V3 14 86 vo ty.

1.27. 8x + 2 va 14z + 97.

1.28. —z% + 3z + 5 va 22° + 16z + 16.

1.29. % + z va z°.

1.30. (a + c)x + (b + d) va (be + ad)x + (bd — ac).
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1.31. Xét déng chu vanh: ¥ : Riz] — € duge xéc dinh béi
¥(p(x)) = p(iv/5). Hat nhan cia dong chu ndy & tap céc da thitc
chtta nhan tt z2 + 5. D6 la idéan (22 +5). Imyy = C (do a + bi =

wia + —-\g/)::r) nén 1 1A toan anh). Vi vay, theo dinh Iy déng ciu vanh
5
ta c6: Rlz]/(z* +5) = C

1.32. Xét dong clu vanh: 9 : Z[z] — C duge xac dinh bdi
¥{p(z)) = p(i). Ta co: Keryp = {22 + 1)}, Imyp = Z[i]. Do do

Ziz)/(2® + 1) = Z[1]-

1.33. X6t déng cAu vanh: v : Qlz] — R dude xac dinh bdi

¥(p(r)) = p(v/7). Ta c6: Kery) = (22 — 7), Imyp = Q(v/7). Do do
Qlx)/(z* —7) = Q(VT).

1.34. Xét ddng cdu vanh: ¢ : Zlr] — Q dugc x4c dinh bdi

¥(p(2)) = pl3). Ta co:

Kew=(2x—1),1mw={% cQlacZb=2,r>0}

Do dé: Z[z)/(2z — 1) = {% €QlacZb=2,r>0}

1.35. Xét ddng chu vanh: ¢ : Zy, — Z; duge xac dinh bdi (7)) = 2n.
Ta c¢6: Kery = (7), Imyp = Zq. Do dd Zyy/(7) = Zs

1.36. Xét ddng cdu vanh: ¥ : Z14 — Zy duge xac dinh bdi (7)) = Tn.
Ta cé: Kery = (2), Imyp = Z,. Do d6 Z,4/(2) = Zs.

1.37. Xét dong cdu vanh: ¥ : R[z,y] — R|z,y| duge xéc dinh béi
v(f(z.y) = fl~yv).

Ta ¢6: Kery = (z + ), Imy = Rly]. Do dé Rlz, y]/{x + v) = R[y].
1.38. Xét déng chu vanh: ¥ © R x S — § duge xac dinh bdi
¢{(r, 8)) = 5. Ta c6: Keryy = ((0, 1)), Imy = S. Do dé:

(Rx8)/((1,0) =5

1.39. Xét dong chu vanh ¢ : R[z,y] — R, f(z,y) — (0, 0) Khi dé
¥ 1A mét ddng chu vanh cé: Keryr = I,
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1.40. {p(z) € Q[z]|p(0) = 3} khong phai 1a mot idéan clia Q[z].
1.41. Xét anh xa:

v Alr] — (A/D)x]

L

fl@) =Y aat = flo)=7 @z
i=() '

i=0

trong déa@; = a; + I € A/IL
Ro rang ¢ 13 mot ddng cAu vanh va la mét toan anh. Hon nita, ta

co:
)

flz) = Zai:ri € Kery

1—0

i—0
a; € 1. Do d6 Kerp = I{z] la mot idéan cla Afz] va ta co:

khi v chi khi Za_i:r" =0 < @, =0, v moi { = 0,1,....n. Nghia la

Ale]/1[z] = (A/1)[z]

Ta ¢6: [ 1a mot idéan nguyén td cla A < A/J 1a mot mién nguyén
< {A/D[x] 1a mot mién nguyén < Alz}/I[z] 13 mot mién nguyén
<> I[z] la mot idéan nguyén té cta Alz].

Néu idéan 7 la tdi dai thi idéan f[x] 1a khéng la t6i dai vi vanh da
thie (A/D)[z] khong phai 14 mot trudng.

2. Thuit toan chia trong mién nguyén

2.1. Xét da thic: f(z) = ax® + bz +c¢c € Rz], a # 0 vdi
A = b? — dac < 0. Néu f(z) kha quy thi tdn tai hai da thitc g(x)
va h(x) thude Rir] voi degg(x) = degh(x) = 1 sao cho:

flz) = g{z)h(z).
Khi d6 g{x) va h(z} lai ¢6 nghiém thyc. Cac nghiém nay déng thoi
cling la nghiém cba f(z). Vay f{z) c¢6 hai nghiém thuc, do d6 A > 0

(trai gia thiét). Vay f(x) la bat kha quy trong Rz].
Diéu nay khong con dang khi thay trudong sé thue R bdi trudng sb
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phitc C, vi méi da thitc bac hai trén C duge phan tich thanh tich ciia
hai nhj thitec bac nhat.
2.2.a) Gla st f(z) =az+b € Flz], a # 0, c6 sy phén tich trong
Fir] la

12} = gle)h(a)
v6i g(x) va h(z) thuoc Flx] sao cho: degg(z) + degh(z) = 1. Khi do
néu degg(z) = 1 thi degh(z) = 0, nghia la hiz) =de Fvad#0.
Nhu vay '

glz) = d™'f(x)
titc 1a g(x) va f(z) lién két vdi nhau.

Néu degg(r) = 0 thi hoan toan tuong tu f(z) va h(r) lién két vdi
nhau. Vay f(x) la da thie bat kha quy.

Diéu trén day khong con ding nita néu F khong 1a mot trudng,
Chéng han da thic f(z) = 2z + 4 € Z[z] ¢6 flz) = 2{z + 2), nhung
2 va x + 2 déu khong 1a uéc cla 1 trong Z[z]. Didu dé ching té f(x)
kha quy.

b) Gia sit f(z) € Fl[z] 1a da thite ¢c6 bac biing 2 hodc 3. Ta 6 chimg
&6 rang f(x) kha quy trén F khi va chi khi f(z) 6 nghiém trong F.

That vay, diéu kién dt 13 hién nhién. Bay gis gia st f(x} kha quy
trén F', nghia 12 ton tai nhimg phén t g(z), h(z) € Flx] khong kha
nghich sao cho

f(x) = g(z).hiz).
Do F' la mot truong va g(xz), h(z) € Flz] khong kha nghich nén hai
da thic g(z), h(z) c6 bac 16n hon hodc bing 1. Mat khac ta c6:

degg(z) + degh(z) = degf(x) < 3.
Do d6 néu ta gia sit degg(r) < degh(z) thi ta suy ra deg g(z) = 1. Do
d6 g{z) ¢6 nghiém trong F, tir d6 suy ra f(z) c6 nghiém trong F.

2.3. f(z) =27+ 8 =2(z +4), do dé f(z) kh& quy trong Z[z].
Hai da thic g(r) = 227 + 1 va h{x) = 2% + 42 — 2 bat kha quy
trong Z[x).

2.4. Tron Z va Q, ta ¢6: f(x) = (x — 2)(«® - 2){z2 + z + 1). Con trén
ZIV2] va R thi f(z) = (z - 2)(z — v2)(z + V) (2® + z + 1).

2.5. 2% +2? + + 1= (z + 1)(22 + 1) nén né khi quy trén Q).
2.6. z* + 2% — 6 = (2? + 3)(2% — 2) nén né kha quy trong Qlz].
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2.7. D& thiy da thac 42° + 322 4+ x + 1 khong ¢ nghiém trong Zs, do
vily theo Bai tap 2.2, da thic nay bat kha quy trén Zs.

2.8. r* — 209 4 22 + 1 kha quy trong R{z] vi moi da thitc ¢6 bac ién
hon 2 déu kha quy trong Riz].

2.9. 5 = (1 — 2i)(1 + 2i) nén khong bat kha quy trong Z[d].
2.10. Do a 13 luy linh nén tdn tai n € N sao cho ¢® = 0. Khi dé:
1 = 1—a"z" =1-(az)"
= (1+4azx)(l—az+(ax)® -+ (=1 {az)* ")

Do vay: 1+ az kha nghich.

3. Vanh chinh

3.1. a) Do F la mién nguyén nén ia co:

deg(f.g) = deg(f) + deg(g)

véi f(z), g{z) € Flz). Suy ra F(z] ciing la mién nguyén.

Gia st I 13 mot idean ciia F[z]. Chon p(z) la da thic ¢6 bac nho
nhit trong /. Do F la mdt trudng nén trong F[z] c6 phép chia véi dur.
Vi vay vai méi da thitc f(z) € I déu tdn tai g(x),7(z) € F[z] sao cho

f(z) = p(x)q(z) +r(z)

véi degr < degp néu r(x) # 0.
Ré rang p(z)g(x) va f(z) déu thude I nén r(xr) € I. Theo cach
chon p(z) thi r{z) = 0. Diéu nay ching to

I = p(x)Fla} = (p(x)-

b) Gia sit p(r) bt kha quy trén F. Goi I la idéan chinh sinh bdi plz).
Gia stt B 1a idéan chita /. Theo cau a), vi F[z] 1a vanh chinh nén B
la idéan chinh, gia st B sinh béi g(z). Do B 2 I nén g(x) | p(z). Két
hop véi tinh chét p(z) la da thic bat kha quy ta duge g(x) hofic 1a
phan ti bat kha quy, hotic lien két véi p(z). Do d6 hodc B = Flz]
hoac B = I. Diéu nay chiing t6 [ la 16i dai.
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Dé chitng minh vinh E = Fx])/(p(z)) 1a trudng ta chi can ching
minh moi phin tit cla E ¢6 nghich dao la di. Gia st f(x) 1a phan it
khac khong ctia E. Thé thi f(z) ¢ I. Do I la t6i dai nén idéan sinh
baéi I va f(x) phai triing voi Flz):

Fla] = f(z)Flz] + 1.
Tit d6 suy ra tdn tai g(x) € Fiz] va s(z) € I sao cho

1= f(z)g(x) + s(z).
Diéu nay kéo theo: 1 = f 3.
3.2. a) Gi4 sit hai da thitc bat kha quy p(z), ¢(x) trén trudng Fiz] cd
nghiém chung 1a . Khi d6 do p(z) vh g(z) la nguyén td cling nhau va
vl vy ton tai hai da thic r(z), s(x) € Flz] sao cho

r(z)p(e) + s(z)g(z) = 1.

Thay r = u ta duge 0 = 1 (V5 1y).
b) Hién nhien. _
3.3. Néu f(x) 1a da thic bat kha quy trén trudng F' ¢ bacn > 1 thi
voi moi da thitc g{z) c6 bac nhoé hon n ta déu o (f(z). g(z})) = 1. Do
do

(f(z), glz)h(z)) = 1,
v6i moi f(z),g(z) c6 bac nhé hon n. Nghia la khong ton tai hai
da thite khéc khong ¢6 bac nho hon n ma tich cha ching chia hét
cho f(x).
3.4. Gid st a,b € A véi a v b nguyén tb cing nhau trong vanh chinh
A. Vi A 13 mot vanh chinh nén tén tai u vd v thudéc A sao cho

au +bv = 1.

Nhu vay ta c6 1 thude vao idéan sinh bdi a va b do d6 idéan nay trung
voi A.

3:5. Gia su p la phan t b4t kha quy trong vanh chinh A; I la mot
idéan ¢ta A sao cho: Ap C I va Ap # L.

Nhu vay c6 mot phin tit a € A\Ap. Vi a ¢ Ap nén a khong chia
hét cho p, va vi viy a va p 1a nguyén t6 cing nhau. Tl d4 suy ra ton
tal u© vA v thude A sao cho

au+pv =1
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ViaelvapeApCInénl=qu+pvel, khids I = A Didu do
ching té Ap la mot idéan tbi dai.

Déo lai, gid st Ap 14 mot idéan téi dai cla A, khi d6 Ap # A va
do d6 p khong la u6e cia 1. Gid st p khong 1a bat kha quy, nghia 1a
ton tai nhitng phan t khang kha nghich a, b sao cho: p = a.b. Vi thé
Aa # A (do a khong 1 uéc cia 1), Aa D Ap va Aa # Ap (do a khong
lien két vdi p). Nhu vay c6 idéan Ae ma

Ap G Aa G A,

trai v6i gia thiét vé tinh téi dai ciia idéan Ap. Vay p phai 1a phin tit
bét kha quy trong A.

3.6. Do cic tinh chit A/7 13 mét trudng khi va chi khi 7 13 idéan téi
dai vA A/7 la mdt mién nguyén khi va chi khi I 13 mét idéan nguyeén
- td cia A, nén moi idéan téi dai déu la idean nguyén té.

Bay gid ta ching minh rang néu A 13 mét vanh chinh thi moi idéan
nguyén té khac khong déu la téi dai. That vay, gid st 7 # 0 la mot
idéan nguyén t6 ctia vanh chinh A. Vi A la vanh chinh nén tdn tai
a € A sao cho [ = (a). Do I 1a nguyén t6 nén / # A, do dé a khong
1a ude cua 1. '

Bay gi¢ ta ching minh a la phin ti bit khd quy trong A. That
vay, gid sit @ = uv vdi u v v thude A. Thé thi ta c6

(@) C (u) va (a) C {v).
Mat khée vi uv = ¢ € (a) nén hodc u € (a) hodc v € (a) suy ra
(u) C (a) hodc (v) C {(a).

Tir cac bao ham thitc trén ta suy ra hodc (a) = (u) hoic (a) = (v),
nghia la hodc a lién ké véi « hodc a lien két v6i v. Vay a 1a phin tit
bat kha quy.

3.7. Néu K la mét trudng thi K chi ¢6 hai idéan 1a X va 0. Khi dé
K la idéan chinh sinh béi 1 va 0 1a idean chinh sinh bdi 0. Vay K 1a
mét vanh chinh.

3.8. Vanh thuong cia mét vanh chinh 6 thé khong phai 1a mét vanh
chinh. Chéng han, vanh sb nguyén Z 1a mot vanh chinh nhung vanh
thuong Z/6Z la vanh c6 uge ctia khong, do d6 né khong phai 1a mién
nguyén, vi vay khong la vanh chinh.
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3.9. a) Gid st T 13 idéan clia vanh R/A. Goip: R — R/A la toan chu
chinh téc. Khi d6 p~*([) la idéan ctia vanh R. Vi R la vanh chinh nén
p~YI) = (b). Suy ra I = (b).

b} Theo a), moi idéan cla vanh R/A déu la idéan chinh, do d6 R/A
la vanh chinh khi va chi khi 12 mién nguyén, diéu dé tuong duong véi
A la idéan nguyén té.

3.10. Vanh con clia mot vanh chinh ¢6 thé khong phai la mot vanh
chinh. Ching han, mZ (m > 1) 1a vinh con ciia vanh chinh Z nhung
khong phai 14 vanh chinh vi mZ khéng cé don vi.

3.11. a) Dé ching minh 4 = {a+5v/3¢ | ¢, b € Z} 13 m6t midn nguyén
ta chi cin ching minh A 1a mdt vanh con chifa don vi clia trudng sé
phitc C.

That vay ta co: 1 =1+0v3i € A Gidstta + bv/3i v c+d/3i la
hai phan tif ¢tia A, thé thi:

(a4 b6vV3) — (c+dV3i) = (a—c)+ (b— d}V3i € A,

(a + bV/3i)(c + dV/3i) = {ac — 3bd) + (ad + be)V3i € A.
b} Véi méi s6 phitc o = a + /34, ta goi chudn ctia né 1a

N(a) = a.@ = a® + b2
Khi dé néu a va 3 la hai sb phc thi ta cé
N{a.8) = N(a)N(B).
That vay,
N(a.f) = (a.0)(@.B) = a.@B.8 = N(a)N(8).

Tt d6 ta c6 nhan xét ring: o € A, o kha nghich khi va chi khi
N{a)=1. Ta cb:

N(2)=4; NO+V3) =4; N(1—v3i) =4

nén cac 86 2; 1+ v3i va 1 — /3i khéng la udc cha 1.

Bay gid ta hay chimg minh 2 khong ¢6 uéc thyc sy trong A. Gia
st d=x+ y\/EZ' la mét wde cha 2, khi dé

N(B) = 2* +3y°
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phai la ude cla 4. Nghia la hode N(8) = 1, hodc N(f) = 2, hoiic
N(3) =4.

Néu N(3) = 1 thi 8= 1+0v/3i hosc 3 = —1+0v/3¢, va do dé 3
1a ude cua 1.

Néu N(8) = 2 thi ta 6 x* + 3y? = 2, diéu nay khong thé xay ra.

Néu N(3) =4 thitacd 2= 3y véi N(7y) =1, dodéy= %1 va 2
lien két v6i 5. Vay 2 khong c6 ude thuc sy trong A.

Tuong tit ta ching minh duge 1 + v/3i va 1 — v/3i 1a nhitng phan
t1t bat kha quy trong A.

A khong phai la mét vanh chinh vi trong A s6 4 c6 hai sy phan
tich thanh tich nhing phan ti kha quy:

4=22=01+V3)(1—V3)

3.12. Xét vianh A = {a +bv2i | a,b € Z}. Ta hay ching minh A la
vanh chinh. Ta thiy ngay

Q(iv2) = {a + 4V2i | a3 € Q}
la mot truong chda mién A. Trén truc sb, dé nhan thiy ring déi véi

mot 6 hitu 17 o, bao gid cing tim thdy mot sé nguyén a sao cho

1
— <
|y a[_2

Do dé ta ¢6 thé khang dinh duge rang: véi moi z € Q(:v2), ton tai
2 € A sao cho 5

l:r~:-:|§1<1. (%)

Bay gis hiay 1y mot idéan I khong tam thudng cia A. Tap hop
X={:Pl0fzel}

1a mot bo phan khac réng chia N va khong chita 0. Vi N sép thit tu tot
nén X c6 phan ti bé nhit. Goi u I sé phic thuoc I sao cho {ul® la
sg‘) tuf nhién bé nhit ciia X. Xét mot phan tit tuy ¥ v € . Hién nhién
i € Q(iv2). Theo khing dinh (*), ton tai z € A sao cho

u
‘— — zl <1 hay |v— zul* < |Juf*.
u
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Nhung u,v € I, 2 € A, vay v — zu € I. Mat khéc |u|? 1a phin ti bé
nhit cia X, nén v — zu = 0, hay v = 2u. Tt dé I = Au. Vay A la
vanh chinh.

3.13. Dé kiém tra A 1a mot vanh con chita don vi ¢fia Q, do dé né
mdt mién nguyén.

Gia stt I 1a mot idean khac khong ciia, A. Khi dé tdn tai P

el
q
p,g#0. Khidéop = Eq € [. Nhu vay 7 ¢6 chita nhitng s6 nguyén khic

khong va do d6 chita nhimg s6 nguyén duong. Gia sit p 1a s6 nguyén
dwong nho nhét thuge 1. Ta viét p = 27p/, trong d6 {2,p’) = 1. Khi d¢

1
2 =-—-pel
v
Do céach chon p suy ra p = 27. Ta s& ching minh riing 7 = (27). That
M 7

|

. . m .z m . . s © 3
vay, vl moi — € [ ta viét — = 2°— trong d6 m’ va n 1&. Khi dé:
n n

2% = €l = s>r

313 3

Tl
mf
do p'= 2" la s6 nguyén duong nhd nhét thude J. Vay
: ¥
E — 21'.23“‘7‘2 e (27’)-
‘ n n
Hay I = (27). Chi yringnéur =0thitaco I = A
3.14. Trong vanh Z[z|, xét idéan I sinh béi z va 2:

I = {u(z).z + 2v(z) | u(z), v(z) € Zlz]}.

Nhan xét ring néu A(x) € I thi hé tit tu do cla h{z) 1a mot sb
chin. Hién nhien 7 # 0 va I # Z[z]. Gia sit / 1a mot idéan chinh,
nghia 12 ton tai da thitc g(z) € Z[z] sao cho I = (g(x)).

Ta ¢6: z va 2 thuge I, do dé g(z) la wdce cia 2 va 1a wde chia z. Néu
g(x) la wdc ctia 2 thi g(x) chi c6 thé 1a +1 va +2. Nbu g(z) 1a wdc cla
x thi g(x) chi la +1 va +z.

Két hop lai g(z) bing —~1 hodc +1. Nhung vi I # Z[z] nén ¢(z)
khong thé 1a —1 hodc 1 duge. Vay I khong phai 1a mét idéan chinh.
Do d6 Z{z| khong phai 1a mot vanh chinh.
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Xét anh xa  : Zlz] — C, f{z) — f(:v2). Day la mot déng cau
vanh. Hon nita, Kerp = (2% +2) va Imp = Z[i/2]. Do dé theo Dinh
¥ ddng cAu vanh ta cé:

Ziz)/(z? + 2) = Z[iV2].
Ma Z[iv/2] la mot vanh chinh (xem Bai tap 3.12) nén Z[z]/(z* +2) la
mét vanh chinh,

3.15. a) Trudc hét néu A 1a mdt trudng thi Alz] 1a mot mien nguyen.
Néu 7 13 mot idéan khac 0 cha Alz] thi ta c6 theé chon p(z) 1a mot
da thitc c¢6 bac thip nhét trong I, tit d6 ching minh duge I la idéan
chinh sinh bédi p(z) va do dé A{z] 12 mét vanh chinh.

Dao lai, gid sit A{z] 1& mat vanh chinh. Gid st a € A la mot phan
t1 khac 0. Ta xét tap hop

I = {e.flz) + ag(z) | f(2).9(c) € Alz])
I 13 mot idéan clia Alz] sinh béi a vA z. Theo gid thiét A[r] 1a mot
vanh chinh nén f 13 mat idéan chinh sinh bdi da thie p(z): I = (p(x}).
Khi dé p(z) phai 1a udc clia a va do dé p(z) € A va p(z) la udc
cla z nén p(z) phai la udc cha 1. Vay I = Alz]. Suy ra
el vi 1=0zx+ab
Didu d6 ching t6 b 1a nghich déo cla a. Vay a kha nghich, do do
A 1la mét trudng,.

b) Két qua clia phan a) khoéng con ding néu thay K{z] béi vanh K|c ]
vdi ¢ la phan tif dai s6 trén K. Ta chi can lay K = Z, c =1 la dai sb
trén Z, khi d6 Z{1] = Z la mot vanh chinh, tuy nhién K = Z khong
phai la mét trudng.

3.16. a) Gia sit A la idéan cha K x Z. Khi d6, ta ¢6 thé ching minh
duge rdng A = [ x J, trong d6

| I={zcK|3neZ/ (z,n) € A}

J={ncZ|3zcK,(z,n)€ A)

12 nhiing idéan theo thit ty ciia vanh K va Z. Do K va Z la nhing
vanh chinh nén 7, J la nhimg idéan chink, 7 = {(a),J = (m). Khi d6
A 1a id8an chinh sinh béi (@, m).
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K x Z khéng 1a vanh chinh vi né ¢6 ude cla khdng:
(1,0}(0,1) = (0,0).

b) Gid sit X la vanh don. Vi K giao hoén v& ¢6 don vi 1 # 0 nén suy
ra K 14 trudng va do d6 Kz] 13 vanh chinh.

Nguoge lai, gid st K{z] 1a vanh chinh. Néu K khong la triong thi
ton tai phan tit khac khong ¢ € K, ma a khong kha nghich. Khi d6
ta ¢6 thé chitng minh dude ring idéan sinh bdi a va z khéng phai la
idéan chinh trong K|z},

3.17. Ta ¢6 Klz] khong phai 1a mét trudng. Vi vay, theo Bai tap 3.
15, vanh da thite K[z][y] khong phai 1a mét vanh chinh, nghia 12 vanh
da thitc hai dn X [z, y] khéng phai 1a mét vanh chinh.

3.18. Theo Bai tap 3.15, Z,{z] 12 mot vanh chinh khi vi chi khi Z, 1a
mot, trudng. Didu nay xdy ra khi va chi khi n 1a mét s6 nguyén té.
3.19. a) Lay phén ti khac khong o € K. Khi d6 o = g{z) = g(z)+1
v6i g(x) ¢ I, nghia la g(z) khong la bdi cia f(z). Mat khéce do f(z)ia
da thite bac hai va f(a) # 0 véi moi a € Z3 nen f(z) bét kha qui trén
Zs. T d6 (g(x), f(z)) = 1. Béi vay, tdn tai u(z), v(z) € Zs[x] sao cho

9(z)u(z) + f(z)v(z) =1

Chuyén qua 1dp ta 6

9(x)f(z) =1 (do f(z) =0).

Vay a = g(z) kha nghich va do dé K 13 mot trudng.
Gid s o la phén tit tuy ¥ cia K, o = g(z) véi g(z) € Z4[z]. Do
Z3 1a truong nén Zy[z] 1a midn nguyen, bai vay theo phép chia véi du
ta co ' .
g9(z) = flz)glz) +r(z) .

trong d6 r(z) = az+b, a,b € Z3 va khong nhét thiét khac khong. Tix
dé '

a:r(g;):a$+b+f.

Trong K ¢6 0 = f(z) = 72 + 1. B&i vay f(z) ¢6 hai nghiém 13 i=7
va —i.
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b) Xét 4nh xa
(,OZZ;; — K

a — ad=a+1
© 13 don chu, vi thé Zs = Imy va c6 thé xem Z; nhu la trudng con
ctia K. Phin ti don vi ciia Z; ¢6 cp 3 nén dic sb cha K 1a 3.
3.20. 2 — 1= (z - D=+ 22+ 22 +z +1).
3.21. 25+ 1= (z+ 1)(g* — ¥ + 22 —x + 1),
3.22. % +1 = 2% + 522 4 6 = (2% + 2)(z? + 3).
3.23. 223 + 22 +dx + 2 = (2z + 1)(z® + 2).
3.24. 2% + 22 + 42 + 2 = (2z + D{z + iv2)(z — iV2).
3.25. 28 - 16 = (x + V2)(z £ivV2)(z — 1 2 4)(z + 1 £ ).
3.26. 8 — 16 = (z — V2)(z + V2)(z® + 2)(z? — 25 + 2)(2? + 2z + 2).
3.27. 28 — 16 = (22 — 2)(z? + 2)(a? — 2z + 2)(z? + 2z + 2).
3.28. 18 — 16 = (22 — 2)(z? + 2)(z? — 2z + 2)(2* + 2z + 2).

3.29. 6 = 6+ 0./=5 € Z[v/—=5| nhung 6 = 2.3 = (1 —/=B)(1+V/—5)
nén Z[v/—5] khong c6 tinh chit nhan t hoa duy nhét.
3.30. a) Dat d = (a,b) vh e = (ca,cb). Khi dé cd | ca va cd | cb. Vi
vay cd | e. Tdc 1a e = cdk. Dt dk = d; ta c6 d | di.

Mat khéac, ta c6

_ e = cd; | (ca, ch).

Vay d, | (a,b) do d6 d; | d. Vay d = dy. Tl d6 suy ra cd; = cd, tiic 1a

" e = cd hay (ca,ch) = ca, b).
b) Néu (a,b) = 1 thi (ac,bc) = ¢. Do do6

1 = (a,¢) = (a,(ac, b)) = ((a, ac), be) = (a, be).

3.31. Do R 13 mot mién nguyen thod mén diéu kién ¢6 UCLN nén ta
gia st d = (a,p). Do p la bt kha quy nén d kha nghich ho#c d lién
két véi p. Néu d kha nghich thi ta cé a va p nguyén té cting nhau. Néu
d lién két véi p thi a chia hét cho p.

3.32. Ta chi cin chitng minh réng néu R la vanh thod man dleu kién
¢6 UCLN thi moi phan tit bAt kha quy déu la nguyén t6.

Thét vay, gia sit p 13 phan tit bit kha quy va p | ab. Vip la bat kha
quy va (a, p) 1a mot udc cla p nén hoic 1a (a,p) = p hodc 1 (a,p) = L.
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Tuong tu, ta cé (b,p) = p hodc (b,p) = 1. Néu (a,p) = 1 va
(b,p) = 1 thi theo Bai tap 3.31, ta c6 (ab,p) = 1, mau thudn vdi gia
thiét p | ab. Vay hodc (a,p) = p hotic (b,p) =p, titc 12 p | a hodic p | b.
" 3.33. Gi4 st nguoc lai ring p khong chia hét a; véimoii =1,2,....n.
Khi dé theo Bai tap 3.31, (p,a;) = 1 vdi moi i, v do d6

(p,ayay...an) = 1,

Diéu nay trai vl gid thiét play, as, ..., a,. Vay tdn tai az sao cho p | ay.

3.34. Gid st @ € R,a # 0, khong kha nghich. Xét mot day chuyén
giam nhimg udc clia mién nguyén R

a = y,09, ..., y, ...

Theo gia thiét day chuyén ndy dimg tai phan tif a, ndo dé. Diéu nay
c6 nghia a, 1a mdt phin tit bdt kha quy, va hon nita né la mot ude
cla a.

3.35. Gia sit a € R,a # 0, khong kha nghich. Néu a 13 phin t bat
kha quy thi két qua 1 hién nhién. Néu a khéng 1a phén tr bat kha
quy thi a ¢6 mét udc bat kha quy 1a p, vd a = pya, vdi a; 1 wde thue
sit ctia a. Tiép tuc lap luan nhu trén ta duge

a =g = P181, 01 = Palda, ..., dpn-1 = Prlp,

véi p; bat kha quy va g; 1a ude thye sy cha a;_1, (i = 1,2,...,n). Theo
gia thiét diy gidm nhimg udc

a = ap, Ay, q2, ..., Ap, .
dimg tai phan tit a,, ndo dé6. Diéu niy cé nghla a,, 1a phan ti bat kha

quy, va ta dugc
a=PpP2...PmQm

14 sy phan tich cla a thanh tich nhitng nhan tit bat kha quy. Bay gia
gia s
a=piPe-Pn = QG2 G, (1)

14 hai sy phan tich clia ¢ thanh tich nhitng nhan t bat kha quy. Gid
st m < n. T dang thic (1) suy ra

P11 G2 G,
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do dé p1 phai la udc clta mét ¢; nao dé. Bing cach danh sb lai cac chi
sb 1a ¢6 thé gia thiét p; | ¢ . Do ¢, 1a phén tit bat kh& quy nén ¢; lién
két v6i p, hay ¢, = uip1, véi u;|1. Nhu vay

1Pz Pn = UW1142.-.Gm

Sau khi gian udc cho py ta dugc

Pz...Pn = UiQz...0hn

Tiép tuc 1ap luan trén sau hitu han bude ta dude
1 = Uy UnGni1.--Gm-

Vi Gni1, .. @ 12 nhitng phan t bit kha.quy nén ding thic nay
khong thé xay ra. Lap luan tuong tit cho trudng hop n < m. Vay ta
c6 n = m vA ta c6 p; lién két vdi ¢; vdi mot cach danh s thich hop
cho céc chi sb.

3.36. Néu a = p1gs...gm 12 su phan tich clia ¢ thanh tich ctia nhing
nhéan tit bat kha quy trong vanh R thi m dugc goi 1a d¢ dai cla sy
phan tich ctia ¢ va ky hiéu béi l{a).

Xét mot day chuyén gidm nhitng uéc cfia vanh nhan tit hoa R,

@1, A2, .0y Gpy ol
Khi dé ta c6 day giam céc s§ tu nhién:

l{ay), l(as), ..., l{am), ...
Hién nhién day nay dimg, va do d6 diy trén ciing ditng.
Bay gio ta chitng t& vanh nhan tif hod R thod man diéu kién c6
UCLN. Gia st a, b 13 hai phan tit tuy ¥ thudc R. Néu ¢ = 0 hoiic néu

b {1 thi (a,b) = b Néu a,b cuing khac khong va khéng kha nghich thi
chiing ¢6 céc bidu dién '
3

a=pP..pg , b=pl.pl,

trong dé p;(i = 1,2, ...,n) 14 nhitng phan tif bat khd quy, d61 mat khac
nhau va a,, G; > 0. Khl dé ro rang ta cd

(a,b) = pd'.. pk vOi &; = min{ay, G;).
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3.37. a) Hién nhién ta 6 trudng s6 phite C 13 mot vanh nhan tt hoa.
- Nhung vanh con

CZVTB = {a+ V"B |abe Z} C C

la mién nguyén, khong phédi 13 vanh nhan t& hod. Nhan xét ring
« € Z[+/~5| kha nghich khi vA chi khi a = +1.

D& théy cac phuong trinh a? + 562 = 3 va «® + 58% = 7 khong
cé nghiém nguyén nén N(a) # 3,# 7 v0i moi o € Z[/-5]. Gia sit
3=qa.f Khidé

N)N({(B)=N(3)=9.
Do N{a) # 3, N(#) # 3 nén N{a) = 1 hodc N{5) = 1, nghia la
« = +1 hoic 3 = £1. Vay 3 la phan ti bét kha quy.

Tuang tu, ta chitng minh duge 7,1 + 2¢/=5,1 — 2y/—5 cing la
nhitng phan tit bat kha quy.

Trong vanh Z[v/—5| ta co:

21 = 3.7 = (1'+ 2v=-5)(1 — 2v/-5)

nén Z[+/—5] khong 1a vanh nhéan tt hoa.
b) Xét anh xa v : Z[z] — Z[/=5), f(z) — f(v/=5). D& thiy @ la
todn cAu vanh. Do dé

Z[z])/Keryp = Z[v/—5].

Ta ¢6 Z[z| 1a vanh nhan it ho4, song vanh thuong Z{z]/Kery khong
phéi la vanh nhan tt hod (mac du 12 mién nguyén) vi Z[/—5] khong
14 vanh nhan t1f ho4.

3.38. a) Gid sit
flxy=ap+az + - +a,z"

g{z) =by+ byz + - + bpa™
12 hai da thic nguyén ban va
fl@)g{zx)=co+ez+ -+ cpanz™M.

Néu tich nay khong la da thic nguyen ban thi tdn tai mot sb
nguyén té p 1a ude chung cha tit ca cac hé sb cp, ¢y, ..., Cpin. VI tht cd
cac hé tit cha f(x) khong thé chia hét cho p (do f{z) 14 nguyén ban)
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nén trong cic hé sb ap, ., ..., a; ¢ ¢ mot hé t& ddu tién, gid st a;,
khong chia hét cho p. _

Tuwong tu, gid st b; 14 hé tt dau tién cha g(x) khong chia hét cho
p. Khi dé:

Cipg = Qo + - +ai by Fahy +agabi 4+ - -+ aiggbo

Vi ¢;4; chia hét cho p, va theo gid thiét, tat ca cac s6 hang cla vé
phai, trit a;b; déu chia hét cho p, nén a;b; phai chia hét cho p. Vip
12 nguyén t6 nén a; hodc b; phai chia hét cho p. Nhung diéu nay da
khong xady ra. Vay f(z)g{z) la da thic nguyén ban.

b) Ta chitng minh khing dinh tuong duong: Néu da thitc f(z) € Alz]
bt kha quy trong A[z] thi né ciing bat kha quy trong Alz].

That vay, gid s nguge lai ring da thite f(z) € Alz] kha quy trong
Alz], tic la

f(@) = flx) falz),
voi fi(@), folx) € Alz] va deg(fi, f2) < deg(f).

Ta 6 fi(x) = %f;‘(m), (i = 1,2), trong d6 {a;,b;) = 1 va ff(z) la

1
mdt da thite nguyén ban. Tu 46

f(z) = %i—jfff(z)f;(z).

so o @1 - . x. p
Gia st —2 = g 3i (g,r) = 1. Khi dé ta co:
b1b2 T

f@) = 1f1(@)f3 ()

Néu ¢; 14 mot hé tit ndo dé cha tich f(z)f;(x) thi ;¢ phai chia
hét cho 7, vi f(z) € Alz]. Vi (g,7) = 1 nén r phai chia hét ¢;. Vay r
& mot ue chung clia cde hé ti cha tich ff(z)f5(x).

Nhung theo ching minh a) thi tich f7(z)f3(z) 1a mét da thie
nguyén ban nén r kha nghich. Do vay r~! € A4, tir 46

flz) = (r g fi (@) (f3(2))

v v g f(x), f3(z) € Alz] 14 nhiing da thiic c6 bac nhd hon bic cia
f(z). Vay f(z) 1a kha quy trén Alz], trai véi gid thiét.
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3.39. Trudc hét ching ta c6 nhan xét ring:

"Néu f(z) € Z{z] 1a da thic bat kha quy trong Z{z] thi f(z) 1a
mét da thdc nguyén bén, déng thai né bat kha quy trong Q[z]".

Két luan thi hai clia nhan xét trén duge suy ra tir Bai tap 3.38.
Bay gio ta gia sit:

flx) =0, + iz + ... + a, 2" € Z[x]

bt kha quy trong Z[z] nhung khong nguyén ban. Khi d6 tdn tai sb
nguyén duong d > 1 1a udc chung cla cac hé sé a,, a4, ..., a,. Do dé:

f(z) = dg(z)
v6i g(z) € Z[z] 1a da thitc ¢6 bac bing véi bac cia f(z), do dé né
khéng kha nghich.

Mit khéc do d 1a s6 nguyén duong l6n hon 1 nén d ciang khong
kha nghich trong Zz]. Tit d6 suy ra. f(z) kha quy trong Z[z], trai gia
thiét. Vay cac két luan clia nhan xét trén da dudc chimg minh,

Tré lai bai toan: Do p(z) € Zfz} bat kha quy trong Z[z] nén né
bat kha quy trong Q[z]. Vi vay, theo gid thiét p(z) |f{z).g(x) ta suy
ra trong vanh Qz}: hodc p( ) | f(z) hodc p(z) | g(z). Khong mét tinh
chit tong quat, ta c6 thé gid st p(z) | f (x), nghia 1a tdn tai da thic

g{z) € Q[z] sao cho

fz) =plz)g(z) (V).

Ta biéu dién ¢(z) dudi dang

¢(z) = 7.¢°(x)

trong d6 a,b € Z, (a,b) =1 va ¢*(x) € Z|z] Ia da thic nguyén ban.
Khi dé ta co:
pe)a (@) = i@ (@)
Gid st f(z) = o+ a1z +... +cz™ € Z[x] Trong ding thitc (2), vé
trai la da thic véi he 56 nguyén, do doé —(;» cang la nhing so nguyén
v6i moi i =0,1,...,n. Ké hop v6i gid thiét (a,b) = 1 ta suy ra a | ¢
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v6i moi ¢ = 0,1,...,n. Dit ¢; = a.d;,d; € Z. Tit déng thitc (2) ta suy

- Tan

p(x).q"(z) = bd, + bdyz + ... + bdx" (3).

Theo bai tap 3.38, p{z}.¢*(z) 1a da thitc nguyén ban, do do6 céc hé
sb bd,, bdy, ..., bd,, nguyén tb ciing nhau. Tir d6 suy ra b = +1. Két hop
v8i ding thirc (2) ta c6:

ap(z)q” (z) = £ f(z)

nghia A trong vanh Z{z], p{z) 1 udc clha f{z).

3.40. Gid sit A la vanh Gauss, K 1a truding cac thuong cta A, f(z) 1a
da thic khac khong va khong kha nghich cta Afz]. Gia st

f(z) = h(z)...falz)

1a sy phan tich cta f{z) thanh cac nhan tir bat kh quy trong Klz}.
Ta co:

ay "
f(2) = F @)
véi f(z) € Alz] 14 cac da thic nguyén ban. Suy ra
f(&) = 2fi(@).fi(z) v6i abe A, (ab)=1.

Theo Bai tap 3.38, fr(z)...fi(z) 14 da thic nguyén ban nén b kha °
nghich. Do dé f(z) lién két v6i aff(z)...fi(z) = pr..oe Sy (2)... fr ().

Cac da thitc f*(z) la nguyén ban va bét kha quy trong Alz] nén
chiing la cac da thite bét kha quy trong A[z] (theo Bai tap 3.38), con
P1, .-, Pk 12 cAc phin tit bAt khd quy clia A nén ciing 1a cae phén ti
bt kha quy cia Afz].

Bay gid, gia si

(@) = pro.prfi(a)- fo(Z) = @111 (2) ... gm (T)

12 hai sy phan tich cha f(z) thanh céc da thic bat khd quy trong
Alz]. Khi dé céc da thie f;(z), g;(x) déu nguyén ban nén céc da thic
fix) fu(x), 91()...gm(z) 14 céc da thitc nguyén bén. Suy ra

P1---Pr ~ Gr.-q1
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nén k =1 va p; ~ ¢; (nhdc lai riing ~ }a ky hieu chi sit lién két caa hai
phén t). Ta cing co:

Hi(z)... folz) ~ 91(x)...gm ().

Do fi(z), g;(z) 1a céc da thitc nguyen béan, bt kha quy trong Alz]
nén ciing la cac da thitc bat kha quy trong A[z]. Do sy phan tich duy
nhét cla céc phan tif trong vanh Alz] néntacén = m va filz) ~ gi(z).
Vay Alz] 1a vanh nhan tit hoa.

Két qua sé khong con diing néu thay gia thiét "vanh Gauss" bang
gid thiét "vanh chinh". Vi du: vanh sé nguyén Z la vanh chinh nhung
vanh da thitc Z[x] khong phai 1a vanh chinh.

4. Vanh Oclit (Euclide)

4.1. a) Z[V2) = {a + bV2 | a,b € Z} 13 mot mién nguyén. Khi dé né
& mot vanh Oclit cting véi anh xa

p:Z[V? - N
a+bvV2 s |o® — 287

b) Ziv2] = {a + /2 | a,b € Z} la mién nguyén va cting v6i 4nh xa

§:2Z[ivV2] - N
a+bvV2 ~ a4 2

la mot vanh Oclit.
c) Xét anh xa: ¢ : Z{z] — C, f(z) — f(iv/2). Ta o

Kery = (2° + 2),Imy = Z[iv2].
Do d6 theo Dinh 1y dong cAu vanh ta cé:
Zlz)/(z* + 2) = Z[iv2].

Theo b) ta 6 Z[iv/2] 1a mét vanh Oclit nén Z(z}/(x® + 2) cing 1a
vanh Oclit.

235



d) Truée hét ta c6 nhan xét ring:

A={2‘]‘+b+E #llla,beZ}

2 2
(! n P . z o
= {-5 —+ E\/—ll | m,n € Z va c¢6 cung tinh chan, le}
' P m n .
Mat khac, néu o = ) + E\/—ll € A thi ta cd

2 11 2
N(a) = jaf? = %—"— €N

Ta sé chitng minh A cling v6i anh xa N : A* = N, a+— N{o) I
mot vanh Oclit,

Néu a | 4 thi N(a) | N(8), do d6 N{a) < N(B).

Gidsta,fe€ A 8 # 0. Khidédo

a, 3 € Q(+/—11) nén % =74+ sv/—11€ Q(v-11}.

Gia sit n 13 s6 nguyén gan 2s nhét, ta cb:
1
28 —n| <~
25—l < 2

Mt khac véi k= [2r] thi 2r <k < 2r +1. Do do
12r —kf <1, |2r — (k+ 1)} < L.

Trong hai sb k va k + 1 c6 mot sé cung tinh chén, 1é véi n, ta goi s
d6 1a m. Hién nhién |2r — m| < 1.

Dat g = %+gv—11 € A tach a=8g+y, vivy=a—-0ge Ava

N(7) = N(a - fq) = N(ﬁ)N(% —q)
= NN ((r = T+ (s - Hv-TI)
= N(B)N ((r = 2 +(s = )%11) < N(9) ((%)2 N ug)z)

_ By < N

T 16
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Vay A la vanh Oclit.
4.2. Theo Bai tap 3.13, A 13 mot vanh chinh. Véi méi sé hitu ty KE €A

déu ton tai duy nhét s6 ty nhién 7 € N sao cho
T .m
Ty’
n n
vii (m',2) = 1. Khi d6 A cung vdi &nh xa p : A — N, c;)(E) =rla
n
mot vanh Oclit.

4.3. Gia sit A 1la mét truomg. Khi dé A cung véi anh xa
§: A" — N, a— d(a) =ng

vdi ng 13 mot s6 ty nhién cho trude, 1a mot vanh Oclit.

4.4. C la vanh Oclit, Z[\/-5] 1a vanh con chita don vi ciia C nhung
khong la vanh Oclit.

4.5. Néu R/A 1a vanh Oelit thi R/A 13 midn nguyén, do d6 A la idéan
nguyén t6. Nguge lai, néu A 13 idéan nguyén t6 trong vanh Oclit R
thi A = 0 ho#ic A téi dai, do d6 R/A = R hoic R/A 1a trudng. Trong
¢4 hai trudng hgp R/A 1a vanh Oclit.

4.6. Gia sit A 1a mdt vanh Oclit véi anh xa CGclit:
d: A" — N

Néu A 1a mot trudng thi véi moi z € A% ta ¢6 1 = zz~'. Vay
4(1) > 4(x); mat khéc « = 1.z nén §(x) > 6(1). Tx d6 &(z) = §(1) véi
moi r € A*.

Bay git gid s1f 4 14 mot anh xa hing. D6i véi hai phdn tdz = 1 va
¥y # 0 tacd g va r thude A sao cho '

l=yg+r

va 6(r) < 8(y) néur # 0. Do § 1aanhxahang, nén r = 0, nghia la moi
y # 0 déu c6 nghich dao. g
4.7. Dung thuat toan Oclit ta duge (f(z), g(z)) = 1.
4.8, (a,b) =3, s= -5, t=4.
4.9. (ab) =7, s = —72, t = 131.
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4.10. {(a,b) =1, s = =20+ 1)/3, t = (2 + 2)/3.

4.11. (a,b) =% +4x -2, s =1, t = —

4.12. (a,by =2z + 1, s =1, t =2z + 1.

4.13. (ag,b) =1, s=x2—xz+1, t=4r* + 2 + 4z + 3.

4.14. {a,b) =1, s =1, t = -1+ 2¢.

4.15. Z[z| cung vdi anh xa §(f(x)) = deg f{x) v6i mdi da thirc khac 0
khong 1a vanh Oclit, that vay: véi hai phin tit 2,2 € Z{z], khong ton
tai hai da thic g(x), r(z) € Z{z] sao cho:

r = 2.q{x) + r(x)

trong dé bac clia r{x) biang 0 néu r{z) #0.
Ta luu ¥ réing Z[x] khong phai 13 mot vanh chinh nén véi bat ky
dinh nghia nao cha &( f(z)), Z[z] ciing khong 1a vanh Oclit,

4.16. V4i m01a+b':€Z[z] ta cd:
Nia+t)=a*+b =1 a=+1b=0hosica=0b=+1

Nhu vay N{a + b)) = 1 khi v& chi khi ¢ + b = £1 ho#ic a + bi =

Gia st o € Z[i], o # 0 v N(a) nguyen t6 trong Z. Gia st o = [5 7y
véi 3,y € Z[i]. Vi:

N(a) = N{B)N(y) nguyén té6 va N(a),N(B) > 0 nén ta co
N(a) = 1 hode N{B) = 1. Theo nhan xét trén ta ¢6 8|1 hodc ajl.
Nghia 13 o bat kha quy va do d6 nguyén tb trong Z[i).

Déao lai khéng diung: 3 nguyén td trong Zli] nhung N(3) = 9 khong
nguyén t6 trong Z.

4.17. a) = b). Gid st R 1a mot trusng. Khi d6 R[r] cung véi anh xa:

¢: R[] — N
flx) — deg(f{z))
13 modt vanh Oclit.
b) = ¢). Hién nhién.
c) = a). Xem bai tap 3.15.

4.18. Gia sit ton tai mién nguyén R dé vanh da thic hai a4n R[z.y] 1a
mét vanh Oclit. Ta co: '

Rlz]ly} = Rlz, 4]
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la vanh Oclit, theo Bai tap 4.17 ta suy ra R[z] phai la mot trudng,
Tuy nhién diéu nay khong bao gid xay ra vi phén tit «© € R[z] khong
¢0 nghich dao.

4.19. Zo[z]/(2* + 1) = {0,1,z,a,b, ¢, d.e} trong dé
a=3:+-1,b::r2,c=:c2+1,d=:1:2+3:,e=3:2—|—$+1.

Trong bang cong va nhan ta thay z3 béi 1, z* béi z, ta dudc:

|0l liz|alblc|d!le
0Oj0j0to]Jo(o]olo]o
110|1)lzlalblc|dle
0zl bidl{l]lalcle
a|Olald|clcld|alO
bl10|(b |1 clx|dlale
c|O0leclatd|d{ialc|0
dl0ldiclalalcldl
e|0fefel]0fe]0]0]0]
+10 |1 |xz|lalbleldle
Cl10il|zlalblc|d]e
L1l 0falz|c|bleld]
Tzl lxzla|0])l|djelb]| ¢
alalzl|0|lejdlec|s
blblcld|lel0]{1]x]a
clcleield|[1[0)alzx
dlid|elb|c|lz]lal0]
eleld|ec|blalxz]l]0

Cac ude clha khong trong vanh nay la: a, ¢, d, e. Do d6 vanh nay khéng
la trudng.

4.20. Tuong ty Bai tap 4.19 véi
Zs[e] /(2> + 22+ 2= {0, 1. 2,2, 2+ 1.2 + 2,22,2x + 1,22 + 2}

4.21. (x — V2)(z + V/2).
4.22. % 4 2% + 2 13 da thiic bat kha quy trong Zs[xz]. Ta c¢6

Zlz)/(a® + 2® + 2) = {ag + a1z + ap2? | a; € Zs}.
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4.23. z* — 2 1a da thic trong Q[z]. Ta 6
Ql)/ (2" — 2) = {00+ mrz + azz® +a5z” | a; € Q) = QV2].

4.24. 27 + 473 — 3iz + 1 1a da thic kha quy trong Clz] vi céc da thic
bat kha quy trong C[z] la céc da thirc bac nhat.

4.25. 2% — 3 1a da thitc bét kha quy trong Q(v/2)[z]. Ta o
Q(V2)lz)/(z* - 3) = {ap + arzla; € Q(V2)} = Q[v2, V3.
4.26. 37° — 423 + 2 1a da thic bat kha quy trong Q[z]. Ta c6
Qlx]/ (325 — 423 + 92} = {ap + ;T + a27” + asz® + a4z | @; € Q.

4.27. Gia st vanh A cing vdi anh xa 6 : A* — N la mét vanh Oclit.
Khi d6 6(A™) ¢6 thé 13 mot tap hitu han hodc vo han. Vi N la tap sép
thit tu t&t va 6(4*) 1a mot tap con khac réng clia N nén 6(A” ) c6 phan
t bé nhat va thita hudng thit tu cha N,

Néu 6(A*) hitu han gdbm m phan ti

5(/4‘) = {ﬂg,ﬂ),...‘nm_i} vl ng < ny < - <y

ta c6 thé lap mot anh xa &' : A* — N nhu saw §(a) = i néu
8(a) = n;.

Bay gid xét truong hop tap hop 6(A4*) v6 han. Do moi bo phan
khac réng ciia N déu c6 phan tit bé nhét nén §(A*) la day tang cac 56
tu nhién sau day

6(14*) = {’ﬂg,?’bl, ooy Ny } VOl 1n; < Mgy, t = 0,1,2,..

Khi d6 ta lap anh xa & : A* — N béng cach dat §'(e) = ¢ néu
5{a) = ny.

Ta chitmg minh & la anh xa Oclit. Gia stt alb, véi a va b thudc A.
Thé thi 6(a) < §(b). Gia sit é(a) = n; va 5{a) = ny, v6in; < myg. Suy
rae<kvad0c10()( ) < 8'(b).

Gidsita e Avabe A" Khidé ton tai ¢ va r thude A sao cho
@ = bg+ 1 va 8(r) < 8(b) néu r # 0. Gia st §(b) = ny va néu r # 0 ¢d
8(r) = ny thi ny < ny nén I < k hay &'(r) < &' (b).

4.28. Vi 1 la udc clia moi phén ti trong A* nén 6(1) < &{(a) vdi moi
a € A* do d6 (1) 1a phan tit bé nhét trong §{A*).
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Bay gidy néu u|1 thi 8(u) < 8(1), suy ra §(u} = (1) va la phan ti
bé nhat trong §(A*).

Dao lai, gia st u € A* sao cho §{u) < &(a) véimoia € A*. Vid la
vanh Oclit nén cho 1 vA u ta ¢4 v v r thudc A sao cho:

l=nwv+r7r

trong d6 §(r) < &(u) nédu r # 0. Nhung diéu nay khong xay ra vi
5(u) 1a phan tit nhé nhét clia tap 6(A*). Vay r = 0 va do d6 u la udc
cua 1.

4.29. Gia st A 13 mot vanh Oclit. Theo Bai tap 4.28, ta c6 thé lay
anh xa Oclit § cta A sac cho 8(A*) la day 0,1,2,...(x) hitu han hay
vD han,

Theo gia thiét cta bai toan, A khong phdi 1a mot trudng, nén day
(*) ¢6 it nhit hai phan ti. Ly z € A* sao cho 6(z) = 1, suy ra z
khong kha nghich. Gi sit 14 mot phan tl tuy ¥ cha A. Lay y chia
cho x ta dugce

y =xq+ 7, trong d6 6(r) < d(z) =1 néur #0.

Do d6 néu r # 0 thi §(r) = 0, nghia 1a 7 kha nghich. Vay moi phéan tu
y cna A c6 dang y = xq, holic y = zq + 7 véi r kha nghich.

N6i cach khac, moi ldp ctia A/(z) ¢6 mot dai dién ho#c bang 0
ho#ac kha nghich.

4.30. Trudc hét ta dua hai nhan xét sau:

L 1+iv/19 | N
1) Néuy =a+ b+432~ vGi ¢ va b thude Z 1a mgt phan tit tuy ¥

1 +1iv/19 s £ .
thudc Z [%\/_] thi chuan ctia y, N{y) = |y|* 1a m6t sd tu nhién.
That vay |

2
1942
N{y) = |y|* = (‘“‘;) +— =a®>+ab+ 56 €N,

Mit khéc, néu y c6 phan ao thi theo céc ddng thic trén N(y) > 5.

2 . . . 1 +144/19
2) Cac phan tit kha nghich cha Z [%———\/_

*

] la +1. That vay, gia
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stu=a4+b
uv = 1. Thé thi

14+i43/19 | ‘ . s
—22*— kha nghich, nghia la ton tai phan tit v sao cho:

N{u)N(v) = N(uww) = N(1) = 1.
Theo nhan xét 1),

2
b? ,
N{u}=1= (a + g) + % hay (2ab)* + 19b? = 4.

Suy ra b =0 va 40> = 4 hay a = +1.
Bay gits ta chitng minh bai toan bing phan chimg. Dé cho gon, ta

dat
14 4/19

1+ 3/19
2 2

u=a+b v&A:Z[ ]zZ[u].
Gia sit A = Z[u] 1a mot vanh Oclit. Ta phai ¢6 z = a + bu sao cho moi.
y cha vanh c¢6 dang y = zg¢ hay y = ¢ £ 1 (theo nhan xét 2).

Trude hét z khéng thé khong ¢é phan &o, vi néu khong c¢6 phén
a0, x sé c6é dang x = m € Z, va mdi y clia vanh sé ¢6 dang

ma + (mb)u, hodic ma + 1+ (mb)u.

Nhu vay y khong chay khdp Z[u} (vi 2 khong kha nghich nén m # +1).
Vay z phéi ¢6 phan 4o, va do d6 theo nhan xét 1) thi N{x) > 5.

Bay gits ta hay l&y y = 2 thé thi 2 = zq hotic 2 = z¢ + 1.

Néu 2 = zg £ 1 thi 3 = zq (1 = zg khong xay ra vi x khong
kh& nghich). Tu dé N(z)N(¢g) = 9. Do N(z) > 5 nén N{z) = 9 va
N(g) = 1. Theo nhan xét 1), g = +1 vh 2 = 43, mau thudn vdi khing
dinh z phéi ¢6 phan ao. '

Néu 2 = 2¢ thi N(z)N(g) = 4. Nhung N(z) > 5 nén trudng hop
nay khéng xay ra.
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Chuong VI

PHAN TICH DA THUC
TREN CAC TRUONG SO

1. Phan tich cac da thire thyc va phire

1.1. Gid st f(x) chia hét cho g(z) trong C[z], nghia la
flz) = gla)g(z), @ € C la mot nghiem cha g(z). Tit g(a) = 0
suy ra f{a) = 0 vA néu « la nghiém boi cip k > 1 cha g(z) thi
glz) = (z — a)*h(z). Do dé f(z) = (z — a)*h(z)q(z), nghia 1a « 1a
nghiém boi 16n hon holic bing & clia f(x).

Déo lai, néu moi nghiégm boi cap & > 1 cla g(x) déu la nghiém
bai v6i cip 16n hon hodc bing k; clia f(z) thi ta co:

g(z) = a.{z - al)kl(x - Qz)kz - — ﬂn)k“}

Fz) =bz —0)™ (& —ap)® - (z - an)*g(x).

Diéu nay chitng to f(z) = b.a~'.g(x)q(z). Vay f(z) chia hét cho g{z).
1.2. Da thie g(2) = 2 + £+ 1 14 mot da thic bac hai khong c6
nghiém hitu ty nén né la da thite bat kha quy trén Q[z]. Da thitc nay
c6 hai nghiém phitc 14 & va &2, 12 hai can nguyén thuy bac ba cta
don vi (vi z° — 1 = (z — 1)g(z)). Mat khéc, d& kidm tra ring da thitc
flz) = 2% + £+ 4 2372 ciing nhan ¢ va €? 1am nghiém. Khi d6
theo Bai tap 1.1 ton tai da thitc 2(z) € Clz] sao cho f(z) = g(z)h(z).
Nhung f(x) va g(x) € Qlz] nén suy ra A(z) € Q[z]. Vay da thitc f(z)
chia hét cho da thic g{z).

1.3. Khong thé dinh nghia duge m6t thuat toan chia trong Rz, y]. Va
do d6 khéng thé chia x° + 3zy + y + 4 cho zy + ¥ + 2.
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1.4. Vi K 13 mot truong, f(z) va g(z) nguyén tb cung nhau nén néu
xem yf(z) + g(z) nhu mét da thic bdc nhat mét an dbi véi y thi
yf(z) +g(z) 1a da thitc nguyén bén, do dé bat kha quy trén Klz]. Suy
ra yf(z) + g(z) bht kha quy trong Klz,y] = K(z][y].
1.5. Trutdc hét chiing ta c6 nhan xét ring: néu ¢ : C — C la mdt anh
xa da thic trén C thi tdn tai duy nhit da thic f(z) € Clz] sao cho
@la) = fla) v6i moi a € C. Sy tdn tai cha f(r) € Clz] dya theo dinh
nghia clia 4nh xa da thitc. Bay gio gia st g(x) e Clz| cing thoa man
didu kién ¢(a) = g{a) véi moi a € C. Khi dé ta cé f(a) = g(a) v6i moi
a € C. Dit h(z) = f(x)—g(z) € Clz|. Néu h(z) khong la da thitc 0 thi
h{z) 1a mot da thic c6 bac khong vugt qué max(degf{z),degg(x)),
ddéng thoi

h(a) = f(a) — gla) =0
véi moi a € €. Didu nay khéng thé xdy ra vi trong trudng C, mot da
thite bac n c6 khong qua n nghiem. Vay h(z) 1a da thitc khong, nghia
la f(z) = g(z).
Tit nhan xét trén suy ra tdn tai mot song anh gitta tap Clx] va tap
cac anh xa da thitc trén C.
b) Ménh dé a) khong con dung khi thay C bdéi mot truong K tuy ¥.
Chéng han chon K = Z; thi trén Zjz, ton tai hai da thife khac nhau

nhung cé gia tri dong nhat vdi nhau tai moi x € Zs, chéng han hai da
thite: 0 va o3 — .

2. Phan tich cac da thirc nguyén va hiru ty

2.1. Do -E, (r,s) = 1, la mot nghiém hitu ty cia da thic p(z) v6i he

s6 nguyén nén ta ¢6: p(z) = (z — t)n;,'(x). Gia stt
S

g(z) = bp1a™ '+ o+ b+ by
trong dé b; € Q. Khi dé:

T
p(&) = (b + bn N Fia +(bg—;bl)x+£bn

‘ T
Do p(x) a da thite v8i hg sé nguyén nén ta ¢6: —by € Z. Ma (r,s) = 1
8

. T . . T .
nén s|bg. Lai do by — —b; € Z, ma by € Z nén —b; € Z suy ra s|by. Cit
L S
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tiép tuc lap luén nhu vay ta duge s|b; v6i moi ¢ = 0,1,....,n — 1. Do
dé p(z) 6 thé viét lai duge dusi dang:

p(z) = (sz — r)glz)

v6i g(z) 1a da thitc thu duge tit g{z) bing cach chia cic hé sb b; clia
g{z) cho s.
2.2. Néu E, (r,s) = 1, la m{t nghiém cla da thitc nguyén p(z) thi
8 :
theo Bai tap 2.1, p(x) dugc viét dudi dang p(x) = (s — r)g(x), trong
dé g(z) la da thic vsi hé s6 nguyén. Thay x = 1 vao déing thite trén
ta duge p(l} = (s — r)g(1), trong dé ¢(1) € Z. Do do6 (r — s) | p(1}.
PR 2 o .
Nhu vay, phén s6 toi gian - khéng thé 1a mét nghiém ciia da thite
s
nguyén p(zx) trit khi (r — s} | p(1). Do dé dé tim nghiém hitu ty cia
N - £,z . T
mét da thife nguyén ta chi can ki€ém tra cac phan s6 t6i gidan —, trong
$

do r 1a ude chaa hé t tu do, s 13 udc cla hé tit cac nhét thod man
(r—s) [ p(1).

3 . o
2.3. Ta c6 % l2 mot nghiém ctia da thite 2525 — 8. Mit khac néu

da thite nay ¢6 nghiém hiu ty P thi p 1a ude cia 8 va ¢ 1a ude cua
q

25. Do d6 céc nghiém hitu ty (néu (6) cua da thic nay chi ¢6 thé 1a

1 1 2 2 4 8
+1,. 42, 44 48 4+ &+ — i ,E—. = :t——— ki
5 F95 5 Fos T Tos Ty Ty Sone W tém
tra cac gia tri nay khoéng phai la nghlem cla da thitc 25z% — 8. Do d6
V2 la sb vo ty
- Lk v ¥,
75 ’

2.4. Da thie f(r) = 2*—3n%z+n® c6 bac 3 nén f(z) bat kha quy trong
Q[z] khi va chi khi né khong cé nghiém hitu ty. Gia st f(:r:) c6 nghiém

hitu ty 1a ¢ € Q, nvhlaldq —3n%g+n? = 0. Suy ra: (q) —3 +1 = (),
n
Diéu nay ching té — LN mdt nghiém hitu ty cla da thite z* — 3z + 1.

Nhung dé kiém tra da thitc z* ~ 3z + 1 khéng c¢é nghiém hitu ty nén

diéu nay la vo 1y. Vay f(z) khong cé nghiém hitu ty va do dé né la
bét kha quy trong Q[z].

2.5. b) Tim nghiém hitu t¥ cta da thite: 2z* + 32% + 6z ~ 4.
Ta c6 cac udc cua 4 1a £1, £2, +4; céc wde cua 2 1a +1, +2. Do d6
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: _ 1 .
cic nghiém hitu ty (néu cb) cia da thiue nay la +1, £2, +4, iﬁ' Dé

kiém tra, trong s6 céc gid tri ndy chi ¢é6 = 1a nghiém.

1
2
a), c¢), d}. Tuong tu. .

2.6. Gia su ngugce lai ring da thic f(z) € Z[z] ¢6 nghiém nguyén la
a trong khi f(0) va f{1) déu Ia nhitng 56 18. Do f(0) 1a s6 hang tu do
nén a 13 uéc ctia f(0) phai & mot 6 18, Lai theo didu kién cén trong
Bai tap 2.2 thi a — 1 phai 12 u6c cta f(1). Song a — 1 12 s6 chén con
f(1) 1a s6 18 nén diéu nay la vo Iy, Vay f(z) khong ¢6 nghiém nguyén.
2.7. Gia stt ; 1a nghiém hitu ty cta f(z). Khi d6: az? + bx) + ¢ = 0.
Do d6 {ax,)? + b(azx)) + ac = 0, nghia la ¥, = az, 14 nghiém hitu ty
cua tam thitc bac hai: g(y) = y? + by + ac. Hién nhién nghiém hitu ty
# 14 nghiém nguyén va g(y) con cé nghiém thit hai y,. Ta cé:

Y1 +y2 = —b VA y1y2 = ac.

Do b,y; € Znén y, = —b—y € Z. Do dé abc = ~y112(y1 + 112). Vi
trong ba s6 nguyén v, ¥, y1 + y2 ¢ it nhat mét s6 chin nén abe chin
vA vl vay c6 it nhAt mét trong ba sb a, b, ¢ chan.

2.8. a)} Dung tidu chuan Eisenstein véi p = 3 hodc p = 5.

b) Dimng tiéu chuan Eisenstein véi p = 2.

c) Huéng din: Dat t = = + 1, sau d6é 4p dung tiéu chuan Eisenstein
volp = 3.

d) Hudng dan: Dat z = ¢ + 1, sau d6 ap dung tiéu chudn Eisenstein
vl p = 3.

e) Dat y = z — 3 ta dugc

o' — 8z 4+ 122% — 6z + 3 = ¢ + 4° — 6% ~ 42y ~ 42
Theo tiéu chuin Eisenstein véi p = 2 suy ra da thic &4n y bat kha quy.
Do dé da thitc &n z cfing bt kha quy trong Q|z]. .
2.9. Da thic nay bat kha quy trong Q[z].
2.10. Da thic nay bat kha quy trong Q[z].
2.11. Da thuc nay bat kha quy trong Q[z].

2.12. Gia sit ngugce lai ring f(z) 1a kha quy, tite 1a f(x) c6 sy phan
tich thuc sw: f(x) = g(x)h(x) v6i g, h € Z[z], 0 < degg, degh < 2n.
Vi f(x) khong c6 nghiém thue nén g(z), h(z) cling khong ¢6 nghiém
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thyc, do d6 chiing khong déi déu. Gid s g(z) > 0,h(z) > 0 v6i moi
z. V1 fla;) = 1 nén g{a;) = h{a;) = 1 véi moi 4 = 1,2,...,n. Suy ra
bac clia g va k phdi bang n (vi ndu ¢6 da thitc nao cé6 bic bé hon n
thi da thite d6é dong nhét bing 1, v6 1y). Vay g(x), A{x) c6 dang:

9(z) =1+alr —a)(z - ag) - (z - az),

flx)=1+b(z —a))(z —as) - (z — Tr ).

trong dé a.b € Z. So sanh hé s6 cao nhit v hé s6 tu do cila hai vé
clia déng thite f(z) = g(z)h(z) ta duge ab=1va

1+ (=1)"ay---an(a+b)+a} a2 =1+a% --a°

Suy ra ab=1va a+b = 0. RS rang la khong ton tai nhimg s6 nguyén
nhu vay. Do dé f(x) la da thitc bat kha quy.

2.13. Gid st f(z) = z* + pz? + ¢ ¢6 thé phan tich duge thanh tich
cua hai da thitc bac hai: : '

7'+ pr® + g = (&% + az + m)(z® + b + n).
Khi d6 so sanh hé s6 § hai vé ta duge

a+b=20
m+ntab=p
an+bm=20
mn = q

Néu a=0thib=0va {mJ’”:P
mn = g

Khi d6 m va n 1a nghiém clia phuong trinh X2 -~ pX +¢ = 0. Phuong
trinh nay c6 nghiém hitu ty khi va chi khi p? — 44 la binh phuong cta
mét s6 hitu ty.

a=—b

Néua#0thim=nva{2n—a=p

n* =g
Via va n la nhitng s6 hitu ty nén ¢ vd 2,/g — p phai 1a binh phuong
clia nhitng sé hitu ty.
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Tit cac két qui trén suy ra rang da thie z* + pz? + ¢ la bat kha
quy trong Q[z] khi va chi khi g, p* — 4¢ v 2,/§ — p khong phai la binh
phitong ctia nhitng sb hitu ty.

2.14. a) 2 — ¢* = (z — y)(s* + 2y + ¥).

b) #t —y? = (2 - y)(a® + y).

b — S =z -z +y)a*+ay+y )(E —.Ly-f—g 2y,

d) 27 + 203y + 357 + 9y = y(22° + 9) + «7 + 3z?, trong d6 22° + 9
va 77 + 322 1a nguyeén t6 cliing nhau nén ap dung Bai tip 1.4 ta duge
da thic da cho la bt kha quy.

2.15. Ta c6 y 1a phén ti nguyon tb trong Q[y] vi Qy]/(y) = Q. Xét
da thite 23 + 322y + 222y + ry* + Ty + 2 xem nhu la da thic an
7 lay hé tit trong Qy]. Da thitc nay thod mén ticéu chudn Eisenstein
déi v6i phan t¥ nguyén té y nén né la da thitc bat kha quy trong

Qly)lx] = Qly, 2] = Qlz, 4l
2.16. Gia st f(z) = u(zr)v(z), u(z),v(z) € Z[z]. Khi do ta cb:

T(x) = wa)w(x), véi ulr),v(z) € Zylxl.
Do degf = degf nén degu = deg va degy = degT.

Néu f(x) bit kha quy trong Z,[z| thi %(x) hodc v(z) la phéan tit
kha nghich trong Z,lz}, ching han @(z) € Z,fz], u(z) # 0. Thé thi
degu = degZi = 0, nghia 1a u(x) € Z*, va do d6 kha nghich trong Q.
Vay f(x) bat kha quy trén Q.

2.17. Ta ¢6 é’mh clia da thie f{z) = #* — 1523 + 7 trong Zs[x] 1a
F(x) = 2* + 2% + 1. Da thitc ndy khéng ¢6 nghiém trong Z,. Bdi vay
néu f(x) kha quy trén Z; thi né phéi cé dang

Flz) = (22 4 az + b)(z? +er+d).
Déng nhit cic hé s clia cdce da thic & hai vé ta dude
a+c=1lactbt+d=0ad+bc=0bd=1

Dobd=1nénb=d=1suyraa+c=1vaa+e=0. Diéu vo 1y
nay ching t6 f(z) la bit khi quy trén Z; va do d6 f(z) bat khd quy
trén Q.
2.18. a) Néu ¢ € Q 1a nghiém ciia p{z) thi ¢ € Z vi hé s6 cao nhat cla
s R :
p(z) bing 1. Nhung do ¢ — 3¢+ 1 =0 nén ¢ — 3 = ——. Hién nhién,
C‘.
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khong c6 s6 nguyén ¢ nao thoa mén quan hé d6. Vay p(z) khong cé
nghiém trong Q va do bac cla p(z) bang 3 nén p(x) bat kha quy trén
trudng Q.

Chi can vé db thi ctia ham s6 y = % ~ 3z + 1 ta thay p(z) c6 ba
nghiém thue.
by Taco c(3—c?)=1va(c+2)(c? ~2c+1)=1.
¢) Gid st f(c)g(c) € 24, véi f(z), g(z) € Z[x]. Theo phép chia vdi du,

f(z)g(z) = pla)q(z) + r(z) (1)

Tt d6 fc)g(c) = r(c) € 24, béi vay r(x) € 2Z[z]. Ly cac hé s6 cha
cac da thite trong hé thite (1) theo médun 2 ta duge

fla)g(z) = p(2)g(=) (2)
Hién nhién p(x) bat kha quy trong Z,. Béi vay tit (2) suy ra f(z) hosc
G(z) chia hét cho p(x), chdng han f(z). Khi dé

Flz) = plx)g' (2) + 7'(z), v6i 7' (z) € 2Z[z].
T dé, f(c) = 7'(c) € 2A.

3. Phan tich da thic trén truéng hitu han

3.1. 2% + 2 + 1 12 da thitc bat kha quy bac 2 duy nhit trén Z,.
3.2, 22+ 3z + 4.
3.3. 22 + 2.

3.4. Gid su f,g € L, duge cho bdi cong thic f(z) = ax + b va -
g(z) =ad'z+ ¥, trong d6 a,a’ # 0. Khido go f : Z, — Z, duge cho
bdi (go fi(x) = g(f(x)) = glax +b) = d'{ax +b) +b = aad’z+a'b+ ¥,
trong d6 aa’,a’b+ b € Z,,aa’ # 0. Do d6 go f 1a mot ham tuyén tinh
tu Zp — Z,. Hay go f € L,.

Ham déng nhit i¢d : Z, — Z,, £ +— lz + 0 1a phén ti don vi clia
phép toan hgp thanh.

Voi mdi f € L,, f(z) = az + b thi f c6 nghich ddo 1a phan ti
12, — Z, fYz) =az+¥, trong d6 @’ 1a nghich déo cha a trong
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Z, (do Zy, Ja mot trudng), con b = ~a'b. Vay (L,, o) 12 mdt nhém.
Hon nita, mdi phén t& f € L, hoan toan dugc xac dinh béi cong
thitc f(r) = ar + b, v6i a,b € Z,,a # 0. Do d6 a nhan p — 1 gia tri,
con b nhan p gia tri nén L, ¢6 (p — 1)p phén t, hay L, 1a nhém co
cap p(p — 1). |
3.5. Do p la mot 0 nguyén t6 nén (Z;,.) 1a mét nhom cap p — 1. Do
dé véi moi @ € Z ta ¢6: @7 = 1, hay la: @' — 1 = 0. Vay moi
r =7 € Z; la nghiém cla da thitc 2771 — 1.
Theo chitng minh trén thi da thite #*~! — 1 ¢6 p — 1 nghiém la
1,2,...,p— 1. Do p 12 s6 nguyén t& nén Z, 13 mét truong. Vi vay da
thitc 7! — 1 bac p — 1 ¢6 diing p — 1 nghiém nhu trén. Do dé:

Pl l=(z—1)(z—-2)...(x—p+1)
3.6. Gia st n la s6 nguyén té. Khi d6, theo Bai tap 3.5 ta cé:
"' -1=(z—1)(z-2)..(x —n+1) (modn) (¥
Thay =0 vao dang thite (*) ta thu duge:
(i — 1)1 = —1(modn).
Ngugce lai, gid sit (n -~ 1} = —1 {(modn). Ta chitng minh n 1a sb
nguyén t6. That vay, nédu n la hop s6 thi tén tai hai sb

ab € {2.3....,n — 1} sao cho a.b = n, nghia 12 ab = 0 (modn).
Do dé: (n— 1) =1.2...(n — 1) = 0 (modn), trai vdi gia thibt.
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